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Siehensehntes Capitel

Bon der Eefindbung der Curben aus andecn
Eigenfchaften,

§. 39r.

Die Nufgaberr, twomit twic g im  votrhergehenden
Capitel pefchafftiget Baben, wwaten von der Urt, dafi e8
febe letcht war, Gileidungen ptvifchen rechttvinfligen oder
fehiefwintligen Eionrbinateré ju finden, die ihre Uuflofung
enthielten. et wollen wiv daher foldhe Eigenfdhatten bes
teachten, die fich nicht unmittelbar auf einander parallele
Applicaten besichens wobin 3. B. der Rall igehdet, wenn
eine gemwiffe Befchaffenbeit gerader Linien, die aud einem
getifien Punfte nad) ter Gurve gejoaen morden, gegeben
ift. €8 fep €, Fig. 81, ein folcher Punft, und aus dems
felben nach der Curve die geraden finien CM und CN ges
jogen, und Dabey cine gemwiffe auf diefe Yinie fich bezlehende
Eigenfchaft gegebpn. Hier muf man von dem bisherigen
Bevfahren , die Natur der Curve durch die Coordinaten
auspudrucien; auf die Art abgehen, daf man die gedachs
ten gevaden Linien in die Gleichung bringt.

§. 392.

Da nun die RNatur der Linien auf febyr viele andere Mps
ten durch Gleichungen gwifchen swey verdnderlichen Srofen
susgedrudt weeden Fann, fo fann man bey dev gegenmars
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g12  Zwentes Budy, Sicbengehntes Capitel,

tigen lUnterfuchung die gerade finie CM, dic aus Den
Punfte C nadh der Curpe gepoo gen toorden, die Stelle by
einen peranderiichen Grdfie vevtreten laffen. - Alsdann abe
muf man noch cine andere verandesliche Grife | fabe
fwodurdh) die Lage diefer geradben Linie CM Dejtimmt toind,
Rimmt man nun gu diefem Jvece cine durdh den Punft e
gesogene gerade Linie CA gur Ure an, fo Fann dDer Winkl
ACM, ober eine Sudfie, die von diefem Minfel ablhangt,
febr figlich diefe andere perdndetliche Groge feyn, B
fen die gerade finfe CM = 7, bder SRinfel A \CM =y,
and fein Sinus oder feine Zangente in der Gleichung by
findlich: fo ift offenbar, daf jede Gilei chung 3toifchen z und
ﬁn.qﬁ, ober tang. @, vie Natur der Curve AMN Defttmmin
erde. @8 witd nembidy dadurch fiie jeden IBinfel ACM
die Yage der geraben Yinie CM, und folglich Dev Punét il
der Suroe beftimmt,

§. 393
Wit miffen aber diefe Art, die Q‘y.;hm angubdtiiden,
genauer erivagen, und o8 fep daher-juni sedecft die geradt
Linie CM = itgend eine Funftion i: Sinng des Wi

Felé 0. it dicfe Stnftiop einfdrmia, fo fonnte ed- ek
men, Daf Die gecade Linfe © M der Curoe nur in cinom
Punfte M begegnen twerde, tweil dent Winfel ACM =1
nur ein eingiger Werth der geraden finie CM sugc[)ért
AMlein enn der Winkel o um 3vey vechte TWinfel vor
guifiect toied, fo bleibt die Lage. bt gevaben inie CM, Dit
durd) den Punft C gejogen ift, biefetbe, nur daf fie nad
Der enitgegengefenten Seite 3u gerichtet ift: unb es giebt I
her nody cinen andern Durchich nittépunft der geradendint
CM mit der Curve, wenn audh aleich z duvch eine einfirs
mige Funftion des Sinug des Tinfels o beftimmt witd
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bt B G2 fep nemiich P diefe Funftion ded (in. ¢, {o daf der
et Pinft M, Fig. 82, durch Ddie @leichung z =P angegeben
aber werde, Feoner werde @ um jroey redhte Wintel vergrdfert,
ben oder fein Sinug neagativ genommen; und dadureh P in Q
i B vecandelt, o daf nun z = Q fey. St diefes gefchehen,
fte § fo giebt e etnen neuen Durchichnitt eben der geraben aber
nfel perfangerten finfe CM mit Der €urve, nemlich m, oenn man
g, Cm = Q mimmt,
i
.5 § 394
be Hb-daher gleich P eine einformige Junftion Ded Sinud
urd des8 Winfels o ift, fo beaegnet Dennod) Die gerade Finie
nin CM, die unter einem gegebenén Winfel ACM = ¢ durd)
oM ven Punfe C gejogen ift, der Curve in jtvey Punfren M
B! und m, ¢8 miufite denn Q == — P fepn. - Soll daher bdie
aerabe Linie CM der Gurve nue in cinem Punfte begeanen,
fo muf die Grdfe P ¢ine ungerade Funftion ded fin. @ fepn.
llein eben diefed findet fratt, wenn P eine ungerade Funkz
o, tion De8 cof. ¢ ift; und 8 find demnach alle Curven, die
10¢ | pon den aus dem Punfte C gejogenen geraden Yinien in
it einem einzigen Punfte gefdhnitten twerden, in der Glei:
i cdung z = P enthalten, tvenn P eine ungevade Funftion
e ved Sinus oder des Cojinus des iﬁ:nfeiﬁ ACM = ¢ ift.
=0
o - § 395 |
¢ Da alfo die Curoen, die von den aud dem Punfte ¢
bit §tg 81, gejogenen geraden Linten in einem cingigen Punfte
1 gefcbnitten werden, in der Gleidung z == P enthalten find,
0 toenn P eine ungerabe @uﬁftmn ve8 Ginud oder Cofinus
i Deg AWinfeld ¢, oder cine foldhe Funftion h! die cinen nez
it gativen Wert) befomme, wenn man den Sinud oder den
D, CL’S s degd Winfels ¢ !‘=i‘_£!c‘.f,4¥,'! nimmt: ‘!r;j. gfl;f._;_g “;f;, !;-irfl.'i‘-'rh'.\
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febr feicht fir Devgleichen Curoen eine Gleichung il

vechtwinfligen Eoordinaten finden.  Fallt man nemlich aug

vem Punfte M nach der Age CA die fenfrechte Line Mp

Hevab, und-fust man dabey CP=x, und PM =y: foif
= G @35 und = = ¢of ?
Z Z

* o oy }: im
$Benn alfo P eine ungerade Funftion son — und Y ift, fo
‘Z z

find alle jene Curven in diefer Gleichung, z = P, enthalten,
und es tivd demuach, um von dem einfachften Falle aw

sufangen

ot X ﬁ} e t?z ; £xX3 g”xl}r ,,_'.:}»2

2 Zea T T o S
Sy3 EX Ly L
y3 ., 1XX I e
2.3 Y Z Xz XX
§  396.

Wenn man diefe Gleichung durch z dividict, fo Fommen
allenthalben Blog gerade Poteftaten von z vor, und M
z =V (xxTyy) ift, fo bleibt, wenn man nun z W
{dhafft, Feine Frvationalitat weiter Gbrig, und man echalt
eine Gleidyung swifchen x und y.  E8 ift daher die allge
meine Gleicung fo befhaffen, daf die Ginbeit, oder die
beftindige Grofie, einer Funftion von — 1 Dimenfionen von
x und y gleich ift. ft P eine folche Gunftion, fo titd

X T T g
C=P, mdbalfp = = —, — ift et unftion
‘f 3 s> Uber = ift cine %

pon ciner Dimenfion von x und y. - Wenn alfo eine Funf

tion ven einer Dimenfion: von x und y einer beftandigen
@rdfe
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Grdbe gleih ift, fo ift diefes eine Gleichung fir Curven,
die pon den aus dem Punfte C gerogenen gevaden Linien
in einem eingigen Punfte gefdnitren merden,

§. 397,
Wenn P eine Funftion von n Dimenfionen ton x urd y,

und Q eine Funftion von n ¥ 1 Dimenfionen ift, fo ift =

eine Funftion von ciner Dimenfion; und ¢8 find demnady
alle Gurven, die wit hier unterfuden, in der Gleichung

= =3 ober Q@ = cP
enthalten, - Bedeutet alfo n ivgend eine Jahl, {o ift die allz
gemeine Gleicdhung fiie diefe Curven
ax0tI f Axby } ¢ x0=-Ty2 & FxN-2y3 F exn-3y4 ’1"1(.
= ¢(Ax? }Bxn-Iy } Cxi-2y2+Dxn-3y3C+1.)
und dafer werben die Linien Der eingelnen Ordnungen, die
von den ausd dem Punfte C gegogenen geraden Linien in
nicht mehe al8 in einem eingigen Punfie gefhnitten vers
den, durd folaende Gleichungen ausdgedrucht:
i
«X P By
.
«x2 T 8xy t 7yy
11L
ex3 T 822y F yxy2 ¢ B‘}d‘ —c(Ax2¥Bxy+t Cyy)
IVv.
3_61{4 F Bx3y b oyx2y2f 8xy3 ¢ iy4 =c¢c
(Ax3 T Bx2y ¥ Cxy2 4 Dy3)
10

l

|

c(Ax % By)

§. 398,

e

e e e e

i e

T R e, S e S R e G i ey, W e L R TR e e ST S S Sy e
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. 398.

Suvdederft alfo thut die gerade Linie der Nufgabe dy
Geniige, und man rociff auch obnehin von ibr, dak fie oo
andern augé einem gegebenen Panfte gesoacnen gevade
Linten innicht mehr al8 in einem Punfte gefdnitten wordy
fann,  Die goepte Gleichung ift dic allgemeine @etcdung
fiie die c;,--;.at;wl.zifc, wenn Diefelben dburd) den Punfte
gehen; aber diefen L:ucb*c‘;mfm untt rechnet man, weil o
allen aus ihm gejogener geraden Yinien gemein ift, nidt
mit. Da nun alle Kegelichnitte von ciner geraden e
in nicht mehr al8 in zroen Punfren aefdnitten werden,
aiebt aug Dem angefiihrten Grunde jcde gerade dutch den
Punft C, oo er auch in der Curve genommen witd, ¢
acgene Einie nur einen eingigen Durdfchni tépunft, Die
finien der rr_f jenden Otdnungen gehen indgefammt durd
DenPuntt C, und auch bey ihnen mwivd diefer Durdyfchnits

punft, da e aLu burd)  C gejogenen gepaden Linien gv
metin ift, nidht mitgevechnet.  Dieferrvegen find in den am
gefiheten Glefchungen von den Linten der Hohern Ordnuw
gen _blog diejenigen enthalten, welche von den qus b
Punfte C gezoenen geraden Linied nuv in cinem Punfe
aefchnitten werden,  uf diefe vt Baben toir. alfo alle ab
gebraifche Curven angefiibre, weldse 33:;;1 den durdh elnen
gegebenen -’;‘u ift © gejogenen gevaden Sinden. in nicht mehe
al in einem eingigen Punfte gefchnitten werden,

2 399

Jtun wollen: wir uns sur Untorf rfuchiung folcher €utben
roenden, die von den geraden .‘fuucn, me[ot)e aus cinem
aegcbenen Punft C gejogen werdenr, entweber i 00
'3_;.,"51'.:’;?.'37.7; oder gar nicht gefchbnitten toerden, weldhesd feptere
fratt findet, wenn die Wuvjeln der Gleichung, die den m:‘

pel
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pelten Durchfebnitt8punft angeigt, imaginar werden. Da
affo’ die gerade finie CM == z flir einen jeden IWinfel
ACM == ¢ cinen doppelten Wecrth befommen muf, fo wicd
diefelbe durch eine quadratifdye Gleichung beftimmt weys
Deit, « @8 fep alfo .
zz — Pz + O =

o P und Q Funftionen des Winfels ¢ oder feined Sinug
oder Cofinug bedeuten. Da nun die'gerade Linie CM die
Curve nur in jwep Punfren M und N fdneiden foll, fo
miffen niche nue P und Q cinformige Funfionen des MWinz
felé ¢ fepn, fonbern es diefen auch, tvenn man den IBinz
fel o um groey recdhte Winfel vergrdfert, Feine nette Durchs
fbnittspuntte entfichen, Diefes findet ftatt, mwenn P einte
ungerade Funftion ded Sinud ober des Cofinug von ¢ ift,
fo Daf e8 negativ twivd, toenn man den Sinus oder Gofis
nug negativ nimmt; Q aber muf eine gerade Funbtion
eben defielben Sinug oder Cofinug feyn.

§.  4o0.
Seit man nu die vechtwintligen Soordinaten op e
; ¥ X
und PM=y; fo twird —~= fm. @5 und — = cof. @, und
. E 2
¢85 muf folglich

: Rt X
P dne ungerade Funftion von =z und %; und

= - X ¥

Q eine gerade Funftion von - und —

4

. P :
fepn, ~ Hieraus ‘echellet, daf = eine rationale Funftion
von x und y, und’ aljo eine homogene Funftion von —
(@' ari {1 gl P o Q . A
\menyionen, und auf ahnliche Art, daf — eine rationale
A

und
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und Homogene Funftion von x und y von — 2 Dimenfie |

nen fepn werde. Wenn alio

L cine fhomogene Funftion vor nf 2 fbtmtnﬁoncn

M eine homogene Funftion von n f 1 Dimenfionen und;
N eine homogene Funfeion von n Dimenfionen ,}\,
ift: fo giebt der Brudh

1
1
]

g
(=]

Vs : o
cine paffende Funftion fie —, und
z

g2 &

eine paffende Funftion fir 9—
Tz

Da nun
zz — Pz f Q=o
ift, fo witd
P Q

I — — F — = o:
4 Z L

und e ift daher dic allgemeine Gleidung firr die Curmen, F

die von den durch den Punft C gejogenen gevaben dinitd

in jioen Pundten gefhnitten werden,
M N :
e =, obet L—MTN=0o

; Mz ( )
und datin P= —, und Q = EE P m: )
L [ L

alfo P eine irvationafe unftion von x und y, weil 25 |

V (xx F yy),! und Q cine vationale Funfion von Leint
Dimeniion, :

§. 4or,

Hieenadh ift e8 fhon leicht, aus einer jeden Ordrungd

[}

Yinten diejenigen ju beftimmen, welche von, den ducd tnet |
gegebenen Punft C gesogenen aeraden Ynien in jroey 02l |

ga Fetnem Puntte gefhnittentoerden, Fiv die gweyte a
nang
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nung nemlich fege man n'=o, fo erhaft man die allges
meinfte Gleichung fiiv bie Kegelidhnitte:
axx P Bxytoryy —8x —sy$Z=o

Man mag alfo den Punft C angehmen, tvo man will, fo
fcbnetdet jede Dadurd) gejogene gerade Linie den Kegelfchnite
enteder in jwep Punften oder nirgendd. €8 fann fih
fndef erergnen, daR ein Kegelfchnitt von einer geraden Linie
in nicht mehe alg in etnem Punfte gefchnitten werde; allein
pa fich diefed unter den ungahligen ducch den Punft C modgs
lichen geraden Yinten nur in einem ober jwey Fallen jutras
gen fana, fo ift dicfe Ausnahme von Feiner MWidbtigfeits
und dann fann man auch fagen, daf der zmwepte Durdhs
fdnitespuntt unendlich weit entfernt fen, fo baf daher wis
Der Die Ullgemeinheit Des obigen Sabes nichts flicht.

§. 402.

Damit aber deutlich werde, in welchen Fallen jene Ausz
nahme eintrete, fo wollen wir die Glichung swvifden x
und y auf eine Gleihung jwifdhen z und den IWinfel o
pucicfahren, welde, da y =2 fin. ¢, und x = z. cof. @
ift, folgende fepn wird: _

22 (e (col. )2 + 8 fin.@: cof. @ + v (fin. )2) — z 3
(& cof. @t s.fin.g.) ¥ 2=0.
DHievaus echellet, dafi nue ein Durchidnittspuntt fratt finz
bet, wenn der Coefficient bon z2 gleith o wird, und dicfes
gefchiehet, wenn
«f gtang. @ ¥ 7 (tang. ¢)2 = o
ift.  Wenn' alfo Ddiefe Sleicdung wep reelle Wyrs

geln hat, fo fbnetdet die durch den Punft C gezogene ges

tade Yinte die Curve nur in einem eingigen Punfte. Da
aber Die Wurzeln eben diefer Gleichung die Afpmptoten der

Curoe angeigen, fo exheliet, daf die Hopesbeln von den

geras
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geraben Linien, die derieinen Afpmptote pavallel find, ny
in einem eingigen Punfte geichnitten werden, und devalds
dhen durch C gebende Yinien giebt e8 nicht mehr als 3oep;
bey der Pavabel hingegen gehdret blof eine mit der Yo |
patallel gejogene gevade Linie untee die Ausnahme, 9
der Kegelfdnitt eine Ellipfe, fo mag man den Punft C an i
nefymen foo man will, e8 fdhneidét jede durdh ihn geogene
gerade Linie die Curpe entweder .gav nidt odet in juy
Punften.

§. ' 403.
Die Linien der dritten Otdnung, die jene Sigenfdiaft
Baben, findet man, wenn man n== 1 fekt, und fie fin
alfo in felgender Gleichung enthalten : :

wx3 - 3x2y F yxy2 F E?;,-B — X2 --f:-;y—a;,rz‘f' {

L iy =o

Diefe Gleidung beareift alle Linien der drirten Dedaung |
unter fid, und fie qehdren inggefammt hieher, wofern i
ver Punft C in dev Curve felbft genommen toitd; Dent
madht man x = o, fo verfihwinder suafeich auc o duj
ahnliche Avt muf bey den Linien Ver vierten Ordnung, Mo |
Dieher gehoven, der Punft C'nid)t blof in der Gure v
gen, fondern audh ein Doppeltet Punfr derfelben fopn; und
€8 thunt daber alle Linten der vieten Ordnung der Anfgabe
ein Gendige, die einen Doppelten Punft haben, wenn de
g])llﬁf[ C in dem bi“?.‘i}i?i!l—fl'i ’]}unfrg angenonimen wird ﬁlif
gleidhe et gehdren hieher die Yinien der finften Ol
nung, die einen drepfachen Punft Haben, mwenn C in diefen
drepfachen Punfee genommen wird, u. . w. Dabey abee
mup man‘bemerfen, dafi-es allemal nicht mehr alg cined
Ducchichnittdpunft gebe, wenn die durd) C gesogene 44
tade tinic einer gevadlinigen Afpmptote oder Dev Ype eined

pakas
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parabolifben Afgmptote parvallel ift, indem al8dann et
andere Duechfchnittspuntt unendlich teit entfernt liegt,

§. 404

Diefed fiimmt mit dev Jatur dey Linten, die ju einer
jeben Drdnung gehdrven, aufs vollffommentre tberein. Denn
ba jedbe ju irgend einer Ordnung gehirige Linie in fo viet
Punfren von einer geraden Linie gefchnitten werden Fann,
alg der Epponent der Ordnung Sinbeiten enthalt; (und fig
witd aud) dDavon in der That jedesmal in fo viel Punften
gefcbnitten, woférn nidt einige Durdfdnittépunfie imas
ginar werden, oder unendlich weit fich entfernen) und da
wir hicr alle Dutchfdnittépuntie, fie mbgen veell obeg
imaainar {cuﬁ; it Rechnung Ovingen, und blof diejenigem
nicht mitzdhlen, die in den Puntt C fallen: fo i, da
iede Rinic von det Otdmung n tr n Punften qefdnitten
toicd, Flar, Daf der Punft T in eirtem fo piclfachen Punkee,
ai8 die Jahl n — 2 Einheiten enthalt, angenommen wers
den muf, wenn man einen boppelten Durdhfchnittspunte
erhalten will,

Nach diefen Vetvacdhtungen ift e leicht, von den luf-
aaben, die das Vecrhaltnif jeder jocver LWecthe von z,
CMiund CN, betreffen, entiveder die Auflbfung ju finden,
oder dieflinmdglichfeit su jeigens =~ Denn da die Oepden
Werthe vonz, CM und CN, die MWurzeln der Gleichung

"z Pz T Qo
find, foift thre Summe CM $ CN = P, und dasg Rechts
ecfioifchen ihnen CM.CN = Q. Gollten daber jupdes
Derft Curven  gejudt twerden, . toobey  allenthalben die
Summe CM { CN .cine Dbeftandige Grdfe wares
Kulevs Binlin 0,2nal.0,Unendl ILD, X% fo
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fo mifite P eine beftandige Grdfe fepn. "Da aber weqen
der Natur der Aufgabe jede durch C gezoaene gerade Linie
die Curoe blof in jtwep Punften fchneiden darf, fo muf
nad § 399 nothroendiger Weife

Mz MY (xx¥¥yy)

— ——
—

R L
fenn, und Diefe Grdfe fann al8 eine Frrational:Srdfie nie
¢ine Deftandige werden. B8 giebt daher Feine Curve, die

dbiefer Aufgabe ein Senuge thate,

§. 406.

Wenn aber die Bedingung, daf die durch C aejogenen
geraden Linien die Curve blof in jwep Punften {dneiden
follen, meagelaffen, und alfo folcbe Curben gefucht reedem
bep melchen ed jtoar mehrere Durchichnittspuntte, abes
Datunter jwep, Mund N, von der Befcbaffenheit giebt, dof
CM+ CN eine beftandige Srofie toird: fo laffen fid une
sablige Gurvenvon diefer Art finden, wenn man P = junee

_ befténdigen Grdfe CM+ CN = a fest. €8 wicd nemlid
alébann

s —
it T

i

Rt T S

LB

3
=

3
'1
=
fE -1
by
-
P!
A
[z
=4
g
T4

zz — az F+Q = o

: N : oty :
two Q die Funftion —-f-f bedeutet: und toeil diefe Gl

dung irvational ift, fo echalt man daraus durd Wegbrins
gang der Srrationalitat

N,
a2z2 = (zz4 Q)2 ober a2 = zz(r ¥ EJI‘

oder
a2L2 = (xxtyy)(L2 + 2LN{F NN)
wotin L eine homogene Funftion von n 4 2, N aber eine
homogene Junftion von n Dimenfionen von x uad y if
Dig cinfachfte Curve, wodurdy die jesige Yufgabe auig
18t wird, findet mandaher, wenn man

L
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L=xx*t yys; b N==Ibb
fegt; und man befommt dadurch
aa(xx Tyy) =Ex+yyE=bb)2
toelches eine Gleichung fiir eine complege Linte der vietten
Dednung ift, indem fie jtoen Kreife ausdrudt, die den
Mittelpunft C gemein Haben. Die einfadhften continuirs
lihen Curven aber, die dem Berlangten ein Sentlige thum,
gehdren ju Der fechsten Ordnung, und man findet fie,
toenn man
Lemaxxfdgzydxy2; und N=*bb

fegt. Dadurch erhalt man

aa(exxtpxy Toyy)? =lkxfyy)(exxtpxy fvyy =bb)2
G8fepw=1; B=o0; und v = o fo toird

aax4
Y R S R s T
odet ‘
xV (aaxx — x4 5 obbxx — b4)
S xx = bb
§  407.

TWenn aber diefe Aufldfungen, wobep die durdh C gejos
genen gevaden Linien die Curven in mehr alé jwep Punften
fdbmeiden, ausgefchloffen werden; und die Ratur der Aufs’
gabe fdheint folches ju ecfordern: fo aiebt e8 gav feine Curs
ben, die der Aufgabe eine Seniige thun; und es 13t fich
daher feine Frumme finie denfen, melche von den durdh
C gejogenen gevaben finien blof i jtwep Punften M und N
fo gefdhnitten rolicden, daf CM + CN eine beftandige Grdfe
wave. Werden hingegen Durchfchnittspunfe von der Act
veclangt, daf Dasd Rechteck CM. CN eine beftandige Grdfie
fen; eine Befebaffenbeit, die dem Kreife allemal jufommt,
der Punft C mag angenommen weeden, tvo man will: fo
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{affen fich unydhlige Curven finden, tooben deraleichen falt

Baben.  Denn ¢8 foll alsdann Q eine befiandige Gedfe,
und aleich dem Rechtecfe CM. CN feyn, twelches toir =21

53 . A Niz
fegen roollen; allein diefe Forderung enthalt, ba Q=- 5
und folalich eine vationale Funftion von x und y tft, nidlH
foiderfprechendes,

§." 408,

. Nzz Nzz N(zxxty
®3 fey alfo ——= 23, odet L= ——= “’r}}');
L a4 dd

fo firld affe Gurven, die diefer Aufgabe cin Gentige thin

in der Gleichung:

Ne2t ) tN=o

aa
obey
Maa = N(xx ¥ yy T aa)

enthalten, o M ecine fomogene Funftion von n F1 Dt |

menfionen; N aber eine Homogene Funftion von n Dimew

1 - I\I XX - [ 'T' ad
fionen von x und y bebeutet, fo daff = = . a}’a} 4

cine Funftion von einer Dimenfion ton x und y ift.  Dief
Gleichung begreift demnadh alle Curven in fich, mwelde von
ben butch C gejogenen geraden Linien biof in sroen Punbten
M'ind N fo gefcbnitten werden, dafi dag Rechtect CM.CN
allenthalben ¢ine befrandige Grdfe und = aa ifts

§ 409
T als i : iner Dimews
Da alfo ~; ine Dorogene. Gunftion’ von einer Vi

fion von x und y ift, fo findet-man den cinfachften ol
wenn man

H
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M ax t 8y

pommmn
p—

N a
fest. Daduech befommt man die Bleihung:
xx Fyy— aex f By)Faa=o
die allemal dem Qreife qugehdet; und da fie eine allgemeine
Gleichung swifchen vechtrwinfligen Eoordinaten ift, fo falle
in die NYugen, daf der Freis der Aufgabe ein Genirge thut,
o man auch den Punft C annchmen mag, Vo dew Kegels -
fdnittent aufier dem Kreife Fann feiner hicher gevechnet toers
denn. us den 1brigen Ordnungen der Linien aber laft fich
eine unaaBlige Menge von Curven finden, fo dafman jugleid
alie erhalt, die aus jeqlicher Ordnung hieher aehoren. So
find 3. B. die Linien der dritten Otdnung, welde diefer
Nufgabe ein Gentge thun, in der Gileicdhung enthalten:
exx t gxy T vyy  xxtyy taa
a(dx ¥ sy) 303 aa
; pdet
@x Fay) xxfyy)—alexx gxytoyy) ¥

aa(@xfsy)=o,

9uf eine abnliche Art laffen ficd die Gleidungen dev Linien
der ibriaen Otdnungen, die Hieher gehorven, finden.

§. 41q.

Nun toerde verfangt, von allen Curven, die von den
bued € gejogenen geraden finfen in’ joen. Punften ges
fcbnitten toerden, dicjentigen ju beftimmen, tvo die Summe
der Duadrate CM2 + CN2 ¢ine Seftandige Grdfie = aa
ift. Do

CM+$ CN=Pj und CM.CN = Q
ift, fo toird
CM2 $+ CN2 = PP — 2Q
und ¢ muf folglich

L

Fu
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PP —a3a3
2

PP —2Q = 2aa; oder Q =

fepn, Nunift
Mz Nzsz
P —iid Q = ——
s Q L

und es twicd demnad
2Nzz MMzz

L LL
und folalich
¢ N = M — ?EE-E
2L z2z
Da L eine Funftion von n +2, M eine Funbtion von nt1
and N eine Sunftion von n Dimenfionen von x und y if
fo findet hierbep feine SchroierigPeit ftatt.  Sest man alp
MM

fir L und M dergleiden Junftionen, fo witd N = ==

dal; ¢ . R
— ——, unb ¢8 ift Daher die allgemeine Gleichung fie e |
Curoen, die der Hufgabe cin Gentige thun |
L-—M-f&il—ia—l:;:a
2L ZZ
odet : .
2LL (xx +yy) — 2L M (xxkyy) + MMz 7))
— 2aall = o,
Wenn M = o ift, fo giedbt diefe Gleichung den Keeid
Pader Mittelpunft deffelben in C falle, fo ift von felbft fla

0af er die Aufgabe aufldft,

§. 411,

Cdfepntr=o, fo daff M eine beftdndige @r‘fn;e
==2b, und L=ux + gy merde. Algdann entftehteine fint
dev viecten Ordnung, und ihre Gleichung ift:

(#
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(uxf By)2(xxtyy—aa)—2b(ex ¥ gy) Gxtyn T
2bb (xx tyy) = o.
Gine andere Linie Der vierten Ordnung erhalt man, wenn
man
_=xx % yy; undM=2(ex T 8y)a

fetst; denn alddann giebt die Gleihung, durh 2xxF2yy
Divibict, :

(zx t yy)* — 2a (ex F By) (xx } yy) T 2aa (ax T 8y)2 —

aa(xxtyy)=o.

Wofern aber die Divifion durdh xx F yy fich nidyt vornel=
men lafit, fo gehort die gefundene Gleichung (wean man
2 M fitg M fegt) nemlich

ELxxtyy)—2LMEx¥yy) t 2MMEx tyy)—
aalL = o
allemal jue Ordnung 2n * 65 und man Fann daher aus
jeder geraden Ocdnung Gleichungen fur Curven finden,
weldse der Aufgabe ein Gennige thun. St aber L durd
xxtyy theilbar, 0. §. ift L = (xx +yy) N, menn' N
eine homogene Funftion von n Dimenfionen von x und y
Dedeutet: fo ergiebt fich noch eine andere allgemeine Gleiz
¢hung, nemlich
NN(xxtyy)2—2MN (xx+y) ¥ 2MM—aa NN %
(xx % yy) =0
und da diefe ju der Ordnung 2n + 4 aehdet, fo Hat man
fir jede gerabe Drdnung zroey Gleichungen fiir Curven,
weldhe dic angefihrte Cigenfcbaft haben.  Aus der fechften
Ordnung gehdren 3. B die Curven hicher, dic in folgen:
den jtoey allgemeinen Sleidhungen enthalten find :
(exxtxyF 77y)2 (xxFyy—aa)—2a (3x Tey) xxtyy)
(exxtexytvyy —a@®xtsy))=o0
% 4 und

.‘F'Fp
i
|

,I}l

i
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-5 und

¥

@x Fsy)2Gxxt yy) (xx fyy —aa)=
2a (wxx 4 Oxy Tyy) (@x % oy) (xx F yy) — alwxx 8y7twm)
S Den ungeratien Ordnungen der Linien giebt es alfo Feine

Butoén, die diefer Yufgabe ein Bennige thaten,

3

§. 412,
Wenn nunmehr Curpen fgefucht : toerden follen, tworn
nic®t, blof die Summe der Huadrate, CM2  CN2, fons

detnCM2 | CM.CN § CIN2, oder fiberhaupt
CM2 ¢ n.CM.CN 4 CN=z
eine beftandige Gidfie ift: fo 186t fich diefe Aufgabeatf |
gine abeliche vt aufldfen, Denn da |
CM2 4+ n.CM.CN + CN2 = P2 + n—2)@
ift, fo toicd, wenn man P2 ¥ (n — 2) Q = aa fif,

aa — PP

e ey

() e
o

n—2
mnd diefe Gleichung ift on allen UnbdequemlichPeiten fren
Da alfo :
Mz Nzsz
Po= —: ind = ——
sk 2 L
ift, fo wird

und folglich
N Lol e
(n—2jzz (n—2)L
RNun it [§ 408) die Gleichung fliv dic Curve
L—<=M+%N=o
und 8 erqicht fich alfo fur dic Bedingung, dafCM* 1
n.CM.CN T €N2 ¢ine beftdndige Grdfe = aa oy el

vie Gleichung:

S P— i S————

al
‘\‘J —u)
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(n—2)LLzz —(n—2)LMz3z t+ aalLL—M22z=o0
ober, da zz=xx Fyyift,

aaLL #(xxFyy) ((n —2) L2 —(n —2) LM —1i2) =0
oo L ecine Funftion vonm'F 2, tnd M eine Funition von
n + 1 Dimenfionen von x und y ift. L3t man N ivgend
eine homogene Junftion von m Dimenfionen bedeuten, und
fenst man dabey

L= (xtyy N
fo findet man cine andere allgemcine Bleichung, nemtich ;
aa(xx P yp) N2 ¥ (n — 2) (xx  yy)2N=
—(n—2)(zxtyy) MN — M2 =.c.

§. 413

SReiin n = 2 gefetst wird, und alfo(CM § CN)2=2a
fepn foll, fo witd entweder

aal L = (xx Fyy) MM, ebet MM = aa(xx ¥ yy) N2,

Da bepde Gleichunaen homogen find, fo enthalt jede von
ifnen jmwep oder meht Gleichungen von Ddiefer 'Form:
wy = Ax; und ¢8 fann daher das Werlangte nidht anders
al8 von jmwep oder mehr durch denPunft C gejogenen geras
den Linien erfallt werden.  Da nun diefed dem Sinne dee
Aufgadbe nicht gemaf ift, fo erhellet, daf der gedacdhte Fall
gar nidht fratt finden fann; audy ift-diefe UamdglichFeit
fchon vorher [§ 4057 berithet worden, todil CM 4 CN Dep
beftandigen Grdfe a gleich feyn mufte.  Wird hingegen
n = — 2 gefet, fo daff die Diffeveny M N {elbfi eine bes
ftandige Grdfie” fepn twirbe, fo ergeben fih dicfe gwey
Sleichungens
aall = (xx % yy) QL — M)2
und
‘aa(xxfyy) NN =Q@xztyy) N — M2

o

® 5 Dy
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Der einfachfte Fall ift demnady der, twenn N =71, y) {
M = 2bx gefeit wird. €8 toicd nemlich alsdann
aa(¥*x tyy) =4&xt yy—bx)z
ober, toenn man aa = Scc nimmt,
(xx F yy)2 = 2(cc I bx) (xx} yy) — bbxx;
folglich
xx F yy =cc ¥ bx Ewe v (cc} 2bx)
und
y =V (cck bx — xx X c v (cc ¥ 2bx)).

§. 414,

8 giebt alfo unjahlige Curven, die von den durdC
gejogenen geraden Linien fo in jtwvep Punften M und N g
fbnitten werden, daff die Grdfe MN allenthalben diefelde
bleibt.  Suvorderft fallt in die Auaen, daf dabin der Kreif
gehort, Ddeflen Mitrelpuft in C liegt, indem dabep MN
allenthalben tem Durchmeffer gleich ift. DMan findet aber
diefen Kreis aus den allgemeinen Gleichungen; twenn man
M=o fest. DNack dem Kreife find Hicher ju vechnen die
€inien der vierten Ordnung, die durd) die Gleichungen:

aa(xx §yy) = 4(xx t yy — b2
- und
aaxx = (xx ¥ yy)(ex — 2b)2
ausgedeudt werden.  IWill man:indef diefe Rinien genaues :
fennen leenen, fo muf man die angefihrten Gleicdungen
auf andere yoifchen z und dem Winfel o juctictfiheen. D
alfo xx ¥yy=1z2z; x = 2. cof. 9, und y = z. fin. ¢ ift
fo wird, wenn man a = 2¢ fent, einmal
€Cz2z2 = (zz — bz cof. §)2

-

oder
b.cof. ¢ = ¢ = z; f

und jweptens i
47
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cc{cof@)2 == (z.cof ¢ — b)=
pbder
b
e — et Ce

col. ¢
Hievnady loffen fich diefe Curoen fehr leicht confrruiven,

§. 415,
Goll nemlich die Curve, weldhe durch die Gleichung
gz = h.cofl ¢ =&

auggedrucft toicd, conficuict werden: fo ziehe man durdy
C, &ig. 83, die gerade finie ACB, und nehme Ddarauf
CD=h, undvon D aud auf beyden Seiten DA—=DB=c;
oo Denn jupdrderft die Punfte A und B in der gefudpten
Suroe liegaen. Dacauf falle man auf eine durd) C nad) Bes
ficben gejogene gerade Linie NCM aué D die finie DL
fenfrecht, und fdneide ju bepden Seiten LM =LN = ¢
ab: fo find auch die Punfte M und N in Der gefuchten
Guroe, und folglidh allemal, toie in der Hufgabe verlangt.
oud, MN = 2c¢.

Hier muff bemerft werden, daf die Curve, tvenn CD
=b fleiner al8 c ift, in C einen jugehorigen Punft hat,
&ig. 83.

Wenn aber b=c ift, fo Hot die Curoe in C cine Spite,
und A C verfdmwindet, Fig. 84.

Und ift endlich b fleiner alé ¢, fo' fallt der Punft A
goifchen C und B, und die Gurve hat in C einen Knoten
oder einen Doppelten Punft, §ig. 85. Uebrigens ift der
Durchmeffer diefer Curben die gerade finie ACB, und die
auf ihr fenfrecht ftehende gevade Sinie ECF = 2c.

§. 416,
Aufier dicfen toieder in fich jucidPehrenden Curven dee
viccten Otdnrung, thun audh die Linien mit unendliden
Schens
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Sdyenfeln von eben diefer Ordnung det Hufaabe cine Gy
nuge, weldbe in der Gleichung

-

i

enthalten find.  Ghre Conftruction erhalt man auf folende
Act.  Man ziehe durch C, Kig.86, cine gecade Linie CAB,
madye CD = b, und DA==DB==c, too denn die Punft

A und B in der Curve liegen. Darvauf lege man durd D
Die gevade Linie EDF fenfrecht auf CAB, und 3iehe CL
nach Felichen.  Sest man nun den Winfel DCL =4,
10 foitd

CL = '-—h*-‘
coll@
und madt man fortgefest LM == LN =3¢, fo beffimmen
Oie Punfte M und N Ddie aefuchte Cuepe.

Aus-diefer Confivuction echellet, dah die auf die gv
dacbte Art befdhrichene Curve die Conchoive der Hiten iy
in C den Pol, und die gerade finie EF jur Afymptote et
et fid vier ofjne Ende fortlanfende Schentel nahen
€8 ‘ird aber der Theil hBh die Gufiere; und.gAg bie
wnnere Conchoide genannt,” und iberdem ift in C ein gugw
boviger Punfe.

6. 417
Died find die Cueven der vierten Drdnung, twelde bee
l-.f!lf.’,nﬁe ein Gentige thun 1; e8 ift aber feicht, auch bie Cure
ben Den bdhern Ordnungen, die hicher gehbren, dauftellen
Denn it P eine ungerade Funftion deg Sinug oder bE@
Solinug des Winfelg @, o giebt die Gleichung
z = bP £ ¢
tine continuitliche Guroe, die von allen‘diiech C gejoaene

geraben Sinien in joep Punfren M und N fo gefdmittes
itd
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witd , dafi allemial MN =2c ift. ‘G& Finnen aber Dikfe
Gurocn insgefemmt Ju bem Geidledbte der Conchoiden ges
rechnet toerden, tvenn mian anftatt der Divectrip EF die
Gueve fegt, welde durcd dieGleidungz=bP ausgedruckt
wird. Juw haben wir oben [§7394] gefehen, daf dicfe
Gleichung die Curven in fich fblieht, Bie von en duith-C
acsogenen gevaden Linten inniditmehr afs in cinem Puniic
gefchnitten weeden. Da alfo die Grdfie’c ‘willbhhelidy ifty
folaffen fid) aus jeder Curve z==b P un;ahlige Cutvefr, dier
3u Det geaentoattigen Abficht fick fchicten, dacftellen.

418,

Man nehme nemlid nad GSefallen eine Curve CEDLF,
Kig. 87, weldpe von allen durch den Punfr C gejogener
geraden Yinien alfemal nue in einem Puntte 113234 Dy pbev
L, gefnitten werde.. Dann foneide mananf diefen geras
Den verfdngevten inien CL, von L aug gleide Stiicke LM =
LN = c ab, too denn die Punfte M und N in dev gefudhz
tent Suroe liegen werden.  Auf diefe Art Fann man durd
eine ftetige Bewegung Vie Curve AMPCQ B N R C befdhveis
ben, vie von Den durdh C gegogenen gevaden Finien fo aés
fbnitten ~roird, ~dafi aflenthalben M N cine beftandige
Grdie, und== 2¢ wird. Hierbey ift anjumerfen, dafi die
befcbriebene Curve, twenn die Curve CEDF ¢ine qus C ges
gogene Keeiglinie ift, eben diefelbe Linie der vievten Ord=
nung fepn toicd, -die wic guesft, § 414, gefunden Haben.

§ 419,

So habeit toit alfo die Hufgabe anfaeldfet, tweldhe Cippe’
ven AMN, Fig. 81, gu fuchen befahl, die von den dued
C gégogenen geraden Yinten in ben DHepden Punften M unb
N fo gefdpnitten wiwden, daf allenthalben CM — CN

4 ovey
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ober' CM2 — 2CM.CN. 3} CN 21 cine beftandige ®ieoge |
ware,  Fept wollen wiv nod Pirglich den Fall ettodgen, |
wenn -
CM2 # EM.CN % CN=2
eine beftandige Grofe feon foll.  Man. muf dann in dem
412ten § n == 1 fesen, und dadurd erhilt man entweder
aal L = (xx$yy) L2 —LM + M2)
o L eine Sunftion von mf 1, und M eine Funftion von
m Dimenfionen von x und y-Debeutet; -oder :
aa (xxtyy) NN=(xx'tyy)2 NN — (xx fyy) MN$ MM |
o M eine Funftion von einet um r hdhern Dimenfion |
al8 N ift.

§ 420,
uvdedecft fallt in die Nugen, bdaf fich Hier, temn
M = o gefefst wird; ein Kreid ergichbt, deffen Mittelpunft
in-dem Punfte C liegt; und da darin alle ausé C nad dee
Curoe gejogene aerade Linien aleich find, fo thut derfelbe aud
alten Aufgaben diefer Act ein Gendlige.  Fiie den gegenmwits
tigen Fall aber find die einfachften Gurven nady dem Kreife
die, die in der Sleichung enthalten find, welde man aub
Der erften durch die Seung M= b, und L = x enthalt
nemlich
aaxx = (xx  yy) (xx — bx } bb)
oder
xx(aa— bb ¥ bx — xx)
—__b_gn-: ?x e x-x

[ ]

b D

©ebt man in der andern Gleichung N == 1 und M=bx,

{o beFommt man ebenfall$ cine finie der pierten Orduung

aa(xx tyy) = (xxtyy)2 — bx (xx $ yy) § bbxx
ober

xx T yy=4bx tdaa =y (Jas Ffaabx -ibb}:}

: i¢
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die eben foroohl al$ die vovige der Aufgabe cin Geniige
thut.
§. 4ar.

Nach diefen Aufaaben wollen wiv die hohern Poteftds
ten Der bepden Werthe von z aus der Gleidung zz — Pz
. Mz N
Q= o betrachtén, Wenn P'=—', b Q = _;
ift, L eine homogene Junftion von n ¥ 2, M einte homos
gene Funftion von n f 1, und N eine homogene Funftion
pon n Dimenfionen von x und y bedeutet, und x = dee
Abfciffe CP, und y = der Applicate P M ift, &8 fep alfo
die Aufgabe: Swep Durchichnittspuntie M und N pon dee
et ju finden, Daff CM3 $CN3 =423 fep. . Da alfo:tes
gen dee Natur der Gleichung zz — Pz Q=0

CM3 4 CN3'=P3 —3PQ

ift: fo mugte
P3 — 3PQ=a3

feyn, allein diefe Gleidhung Fann nicht ftatt finden, da P3
und P Q irvationale Geofen find. €8 laft alfo diefe Auf:
gabe, wenn man fie im ftrengften BVevftande nimmt, Peine
Aufldfung su. Bleibt indef vie Anzahl der Durdhfchnittss
punfte unbeftimmt, fo daf cudd mehr alg jwep da fevn
fonnen: fo laffen fich ungablige unter diefe Aufgabe gehds
: P3 — a3
rige Gurpen finden, toennt man Q = T fefst, und
fie P ivgend cine Funftion de8 Sinus oder Cofinusd ded
Wink¢ls ACM = ¢ annimmt.

§. 422,
MWenn dagegen Curben gefiicht toérden, worin
CM4 ¥ CN4 = a4

ift, fo mug man
p4
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T ——

PA— a4P2Q¥2QQ =14
fegen, und Diefe Gleichurig enthalt, da darin Pfeine gim,
tionalitdt ift, nichts miderfprechended. E8 muf D:mnnt@
Q=PP * "\""Uf P4 T -'214)
fepn, und diefe Funftion fanm man, des Tithelicifen
ungeacbtet, alg ¢ine cinformige Kuitftion betradhten; iy
vem v (3P4 f;2.a2) nicht negativ genomunen merden darf
weil fonft die Werthe von z imaginde werden wirde |
@8 ift daher : i'
Nzz'' 'MMzz M 4
e S (——-—f%a“) pore

md da-die Bleicdhung fire dieCurve L — M + N = o, obt §

22 = m——— P = oLift, 0 toiy
et o :ift, fo twipd
Mzz MMzz M4z4
ZZ = L e a4) =t o
bor LT o Y Cone s
Lringt man folglich die Srraticnalitat mweg, fo mwitd

24 Maz4
A, Lo ¥ MMz == ~LE g
odee :
(xx b yy)2Ca(LL — LM+ MM)2 — M4) = a4l4, |
Diefe Gleichung fchlieft alle hieher. gehdrige Curven in fifh

§. 423 |

Sotohl diefe Aufgabe al8 bdie ihe ahnlichen-lafer |
fich auf cine: andeve leichteve vt aufidfen , alg oben § 272 |
Denit da CM.CN=Q ift, fo.mug, wenn man dieeing |

- > 3 _ Q - Nz
von diefen finien = z fesst, dic andere = - i

. N ZZs
mweeden, weil Q = o ift. . Wenn daher

CMn & CNo = an
fege
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fepn foll, fo ‘twied

und folglich
gqnln
Z0 = —
Ln -f Nn
und diefe Gleihung ift vational und thut dem Werlanaten
ein Gentige, wenn n eine gevade Jahlift. Sk aber n cine
ungerade Rabl, fo muf man, um die Sreationalitdt roegz
ufcbaffen , die Quabrate nehmen; wodurdh aber die Ans
3ahl Der Durchfchnittdpuntte vecdoppelt wird, und eine
Curve entfteht, welche die Aufgabe nicht in dem Sinne
auflofer, ald gefordert wird., Soll 3. B,
CM2 ¥ CN2 = a2z
fepn, o toied
—of ; 2 aaf..L
L zz = xx T vy _riw%n-ﬁ-ﬁ
und diefe Gleichung ftimme mit der oben § 410 gefundenen
aa il
(L— M)2 + LL
ubevein, oeil L— M % N=o ift. leberhaupt alfo ers
balt man, tens

xx T yy=

CMf ¢ CNr = an
fepn foll, und n eine gevade Sahl ift, die Gleichung:
L anln anpn
gt D b e < R Lnf (L — M)a
o L eine Funftion von m+ 2, M ecine Funftion von
m+t 1, und N eine Funbtion von m Dimenfionch von
x und y bebeutet,

§. 424.
Cbher diefe Aufldfung (&Gt fid) auch aus der Betradbting
der Summe CM o CN = P ficleiten. Denn wenn man

Lulevs Einlin 0, Anal 0, Unendl, 1125, D) oon.

s e P - . PRETP S e . i A T s el s - Eia . i T — - =]
L e T R T o, i T R T = ety W S = —— N RIS s - FETET Y x - — :
e i e a— " = i ity i P o, it el Ea v - = . rra M = A L T =
e — ~—— T e o — e e —————— e —— i > S e
= F——- a5 v - i s E i - = = A R = T
= s e — = = — e LS —— ’ e e T = —_—
- —— E - e e i e Car o e . e e - Sy L
- i - - e = : |
= Sy =T

o
T iy . S
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pon Den bepben Grdfien CM und CN die cine =2 fost, |
fo wird die andere =P — z. Soll nun CMa + CNx |
eine beftandige Grofe feon, fo wicd

Z0 f (P e 2)0 = gn,

. M 17
9Bic haben aber gefehen, daf P = l-—z, und Q = Illj_‘f'
ift, fodaf L — M+ L ==0 witd; und daraus flieht

g 2 M a0

b PR an
odep
aﬂ.[_.ll
N == -
L2 ¢ (M—L)a
oder
an[n
o
[Ln r INa

oder, wenn man L wegfdafft;

z 1 :*aﬂ e N}L.
(M — N)n 4 Nn
Diefe Bleichungen erfitllen die feftgefeste Bedingung, toom
n eine gecade 3ahl ift, genau.  Tenn aber n eine unge
vade Jabl bedeutet, fo giebt es gwar jrocy Duechfdnittis
punfte M und N son dev Art, daf CMn $CNa=# |
tjts allein es find. dann audy modh jwen andere Durds
fbnitespuntie da, welchen eben diefe Gigenfchaft jufomt
fo daf jebe durd) © gejogene gerade Linie dag Verlangh
sivepmal thut,

§. 425.

S diefen Auseinanderfonungen ife 68 leicht, anden
febr idwere Aufgaben aufjulbfen. Soll 3 B. eing Curs
gefunben weeden, tweldbe alle durdh C gaejogene gerade
Linien [0 In awen Punbten M und N jdneiden, dab

cHn
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CMn + CN9$ #. CM. CN{CMr=2 } CNn=2) § 8,.CM2. CN2 %
(CMn-4f CN==4) 2
eine btriﬁ-hnle Grdfie ==an witd: fo fehe ma:s den einen

Nz
9Berth C u-i»—at wodurch Denn Dee andete CN= — = ==
Z -

wicd, - Gebraudht man nun diefe MWerthe, fo ift ie Bleiz
dung, ‘welche die Natur der gefudren- Curve ausdrudt,
folgente:
zn(Lng No) o o LN (L2} Na-2) f 8 L2N2 K
(Lo=4 F Ne=4) o i, == e? L0

Ga it aber L — M+ Ne=o; und L, M und N find foz
mogene Junftioneh bop x und y von mt 2, m + 1 und
por ' m Dimenfionen, fo wic wiv fie oben [§ go0] befdriea
bent haben. - Hietnach it entrveder L= M — N, odee
N=M—L, b {o laffen fich uni sablige %Euiw[ungen
bievaus ableiten,

. 426,

w

%Eif* achen tue Unterfuchung folcher Gurven fort, die

von den durd) den antgenomnicnen Hunft € gejogenen gevas

bi!i’t‘*"l""* in drep Pumfren gefdhnitien werden. Die allz
genreing Glefchung fur diefe Curven ijt:
z3 — Pz2 3 Qz — R =
t0 z Die Entfernung einesd jeben Punftd der Curve von dem
ﬂ}\:twre C,und P, Qund R Funftionen D¢ Sinud odey-
Gofinus bed Winfeld ACM = o Debeufen. &5 erhellet
aber qud eben Den Grimden, die wir oben [§ 394] ges
broudyt hiaben, Dafi,” wenn nicht mehr ald drep Durdhs
fhnittdpunte entfreben follen, P und R ungerade, Q cbeg
eine gerabe Funftion pon fm. @ und cofl @ fepn miffen.
©et man daher die redhtwinf gen Gootdinatén CP = x,
O PM=vy, fodaf xX vy = zzwirtd, und (3t man
P 2 K,
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i
K, L, M, md L [mn*sqcna FunPtionen von x und y bo |
nf 3, nt2, 0 1und von n Dimenfionen bedeut err.g

fo wird
: : Lz Mzz Nz3
P — C et ! —_
K3 Q i s URD R = - :
i und dann hat man fic die gefuchten Curven die allgemeine
= Gleichung :

K—L4%M-— N=o .
forqus erbclfet daf C ein fo vielfacher Punft dev Cune
fepn toitd, als n Einheiten enthalt,

s A e

§. 427

Suvorderft aehdren olfo hicher alle Linfen Der diitten |
Drdnung, man mag den Punft C aufer dev Curde ammehs
men, wo manwill. Ferner Degreift diefe Gleidung aud
alle inien der pierten Ordnung unter fich, toenn der Punft
C in Der Curoe felbft angenommen toird. Drittens mife
Daju alle Linien der finften Drdnung gerechnet merdel
dic einen doppelten Punft haben, fo Hald der Punft Cin
Diefem doppelten Punfte angenommen ticd, Und by
Daupt thun alle inien der folgenden hoheen Ocdnungth |
Die, tenn nt 3 bdie Drednung der Gleichung anzeigt, oine |
fo viclfachen Punft haben, al8 o Ginbeiten enthilt, die
Bedingung ein Geniige,

Y -‘_f-.,]'.-!:-.'.

=
=5
Bo-d
T
2
G
x|
o]
-
el
h

."
i
!

.

§. 428. _
€ feyn p, q und r die drep MWerthe, welde zaus e |
Gleicdhung
z3 — Pz2 +Qz — R =100
fie einen jeden MWerth des Winfels © AM = ¢ erhilt;
ift megen der Natur der Gleich ungen
=Pptatri Q=pgiprtqr;undRe=pgr |

Da alfo fhon P und R durch x und y nisht rational usge
drudt
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deucht terden Ednnen, fo ift offenbar, daf Feine folde
Gurven: mbglich find, foorin entroeder p ok q + r, oder pyr
cine beftdndige Gudfe mwares und Lberhaupt fann feine
ungerade Funtion von p,'q und r einer beftdndigen Brdfe
gleich gefet werden,  Die geraden Gunftionen hingegen
10ine fonnen obne alle SchivierigPeit einen beftandigen Ferth
pefommen. Soll 3. B. :

| pg.tprt qr=aa

hm fevn, fowith Q = Eﬁi-’—' = aa, und folglich
M(xx f yy) = aak,

Bringt man: diefen Werth in die Sleidung

o '.
N ll

:;2 K—L+M—=N=0
| fo findet man bie Gléidung, welde alfe mit der gedachten
it Gigenfdaft begabte Curven.in ficy begreift, nemlich:
o M(xx $yyy— aal +aaM —aaN =o
éffg, i oder, wenn man M toegfdafft,
| (xx ¥y K — (xx F ynL faak—(xx T yy) N=o.
e
| §. 429,
| ofuf gleiche Act laffen fich auch andere ahnliche Aufgas
fir | Ben fehr feicht aufidfen; 3. D. rennieine Curve gefunden

werden foll, mweldhe von den duteh C gezoaenen gevaden Linten

fo in drey Dunften gefchnitten wird, daf
H p2 1 g2 12 =a2
0o X

ift, Denn da

prgigra =Pz — 2Q
' und
I Lz Mzz
P= = und Q = e
e ift, fo wird
D3 L2
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L2z2 2Mzz li

WP oKy o

At ober :
(xx'F yy)L2 — 2 (xx ¥ yy)KM = 22Kk,

Nun hoben wir aber fiir die Curven, dic eine drepfade
Ducchichneiduna: julaffen, die aligemeine Gicichung
K~LJ}M—N=o0
Die von Der Aet ift, daf die Bodfte Jabt der Dimenfionen
bon x und y die niedrigfte um 3 Gbectrift, Um alfo eine
folhe Gleichung gu bePommen, und jugleich |
(xx F yy)bk2 —2 (xx T yy) KN =2akK

au  etholten ,  multiplicite man jene Gleichung dned
2(«xTyy) K, um M wegbringen 3u £nnen,  Dabdud
erhalt man folgende allgemeine vem | gegenwactigen Falle
entfprechende Gleichung:

2 (xxf yp)RK — 2(xx F yg) KL (xx % yy) &

L2 —aaKK —2(xx fyy)KN =o.

€8 ift nemlidh 2 (xx T yy) KK Dag Glied, toeldes dit
meiften Dimenfionen enthalt, und gtoar ife die Angahl der
Dimenfionen von x und y, bie davin porfommen, =2nt§:
und dagegen l}ei: Dag Glied mit den wenigften Dimenfies
hen, ober2afxx Fyy)KN deren 2n + 5, fo wic ¢8 di

J—_.

Natur der Sache erfordert,

]

¥

430. |
Da nen tveber Dag Bddfte nodh dag nicdriafe Glid |
verfdminden fann, fo mwolien roir; um die cinfadhfte Curm
gt finden, n = o fegen, und dabey fep :
N=b3 K=xrxx + y}fﬁ; und L = o.
Auf diefe Aet befommt man bdie Bleichbung:
a(xx ¥ y¥)3iz2 — aaxx(xx ¥ yv )2 #’*Lrw(xxf yy)2 =0

iey durd) 2x(xx 4 2 Dividict,
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x(xx + yy) —Faax — b3 = o
und alfo cine @le;d)u'ag pom Oritten-Grade-gicht, RNimmt
man Hingegen x
L night =0, fondetn L&= 2c(xx yy)
fo erhalt man fo[gcnbc Sleichung deé pierten Grabes:
xx(xx Py —2ex@ExdyNp2déeExT ¥Y)
— faaxx — b3x =0
pber
xx (xx 7 yy)F (e — x)2 (xx f yy) == aaxx ] 2b3x
ouf ahntiche At lafien fich aus den hdhern DHrdnungen

eine SMenge anderes Curpen finden, 1lie bee Yufaabe cin
Genuge thun.

§. 431,

Huf afhnliche et Fann man aw:b Die Curoen fenmn lexs
new, worin '
p¥ tq¥ fr%

¢ine beftandige Grdfie ift. Da nemlich
p4tqetré=P4&—4P2Q 1 2QQ ¥ 4PR
ift, fo mug man
P4/ — 4P2Q % 2QQ ¥ 4PR = ¢4

fegen, €8 mwicd ffo

24(L4 — 4EL2M } 2K2 M2 ¥ 4K2 LN) = c4K&

und: folalich
4K2LNz4 = c4K4 —z4(L4—3KL2M 1+2K2M2)

St mon nun den hicvaus fur N entfiehenden €Berth in
Die Bleidhung

K—L+M~-—N=o
fo Defommt man eine allgemeine Sleicbung fir die Curven,
foelche dek angefibrten Bedingung ein Genhige thum,

9 4 §. 212,
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§. 432,
@38 Fann abek aufier der Bedingung ;' dak
p4 F q4% }t r4 — c4
fevn foll, auch jugleich die erfirllt werden, Dag
A PAIEE R N
fep. < Wegen diefer muf nemlich
2z2L2 — 272KM=—aakK
_un¥ folglich
222KM = z2zL.2 — 33KK
fevin. - Da nun ferner L
4KZLNZ4=C4K4—-L4z4+4I{L3Mz4-—2 K2M2z4
ift, fo wird
4K3LNz4:.::41{4'1'-1_434_233111}_23:.._21{:5{:;4
und
4K2LMz4 == oK L34 — 2aaK3L zz
Bringt man diefe Werthe ftatt M und N in die Gleichung
K—L+M-—N = o]
ober
4K3Lz4 — 4K2[ 234 4 4K2LMz4 — 4K2LNz4 =0
fo erhalt man folgenpe Gleichung fiiv die Curven:
4K3Lz4-—4Kszz4+2KL3;4~_232K 3L.zz — c4Lk4
~=L%24 + 232Kz 222 % aK2M224 = o
Allein wegen
KMzz=%122z — aakKk
ift
2K2M224 — JL.424 — 24K2L 25, T £a4K4
und fo ergiebt fich fiiv die gefuchten Curpen diefe allgemeine
Gleichung :
8K3Lz4'=SK_2Lzz4‘.‘,‘4KL324~—4a21{3Lzz-—264K*
=~ L4z4 + 2a3K2L2zz % ad4k4=<o

§. 433

oy

o S ————
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§ 433
Da K eine omogene Funftion pon x und y feyn mup,
morin die Faht der Dimenfionen um 1 frofer ift ald in L;
fo findet man die einfachfte Curve mit drey Durchidnittés
punften, wobey
p2t g2 tr2=a2
und

p4f g4 tréd=cd Sy
ift, wenn man K=zz, und L=bhx fegt. G2'ift demnach
8bx2z6 —8bbxxz4 T 4b3x322 —4a2bxz4—2c4z4

— b4x4 T 2az2h2x2z2 | a4z4 = o0

Dazz=xx +yyift, foift diefe Gleichung vational, und
giebt ‘eine Linie ev {icbenten Ordnung, tworin der Punft
C cin vietfacher Punfe ift. Man findet aber nod) eine an:
dere Linie der fiebenten Ordnung, wenn man K= x, und
L = b fegt. &8 twird nemlich dadurch

8bx3z4 —8bbxxz4+4b3x24 — qaabx3zz—2c4x4
— b4z4 ¢ 2aabbxxzz f adx4d =0
obet
_‘gqaabx3zz—2aabbxxzz | 2c4x4 —aax4

8bx3 — 8bbxx 4 4b3x — b4

und hievaus toied
2aabx3 —aabbxx

s
T b(ax—b)(4xx—abx $ hb) T

%X V¥ 2bx —bb)(2c4{bb—2bx  4xx)—2a4(bb—2bx ¥ 2xx))
b@x—Db) (4xx — 2bx T bb. |

§« 434.

Nun Fonnten twiv fortgehen gu Curven, die pon den

ducch Do Punft C gejoaenent geraden Sinien in vier
Y5 Punften
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Punften gefchnitten wirden, und datunter Diefenigen by
ftimmen, welde gewiffe gegebene Cigenfcbaften - hitten,
Allein, fo bald der IVeg, den mwir bigher gegangen find,
deutlidh vor Augen geftellt witd: fo fann fich dabey nicst
die gevingfte Schmwierigleit finden: und man witd dic hige
denfbaren Aufgaben entmweder mit leichter Mahe auflbfen,
oder fogleich entdecenn, da§ fie Peine Auflofung sulafen,
3 vevmeile daher Hiethen nidht lasiger, fondeen ache g
einey anbern Untecfuchung libee die Frummen Sinicn foet,

T — e e
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