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Siebentes Capitel.

Bon der Enewidelung der Erponential - Srdfen und
ber fogarithmen durd) NReihen.

1§ 1144

Daave=1 ift, und der TWerth von a, tvenn a grofee
al8 1 ift, mit dem Gpponenten jugleich wadhft: fo folgt,
daf die Poteftat von a, wenn ihr Exponent die o nur um
einen unendlich fleinen Iheil nbertrifft, ebenfalld nur um
einen unendfich fleinen ITheil grofer fepn twerde, ald die
Cinbeit. €8 fep » eine unendlich fleine Sahf, oder ein {o
geringer Brudy, Daf fein Werth nue nidht = o fens fo
ird a® = 1 F 4, fo bafi < ebenfalls eine unendlich tleine
ahl ift: denn qusd dem vorhergehenden Capitel erhellet,
Dag nue dann « eine unendlicy fleine ahl feyn Fann, wenn
& eine unendlich fleine Sahl ift. = €8 wird. Daher entwebder
== w, oder ¥ grofier al8 », oder ¢ Fleiner ald « fepn,
und dies Werhaltniff wicd von dem Werthe von a abhan:
gen.  Da nun a noch eine unbefannte Gedfe ift, fo twollen

it 4 =k « fepien, fo daf a” =1 + ke, und twenn man
a jur fogarithmifchen Bafis madt, » =1(x * k) fen.
: Exempel,
Damit man defto deutlicher einfehe, twie die Sabl k
bon der Bafig a abhange, fo twollen wir a = 10 annéhmen,
und aug den gemeinen Logarithmifchen Tafeln den Logariths

men einer 3ahl fuchen, die fich von der Sinbeit nur um eis
95 nen
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rien fehr Eleinen Sheil unterfcheidet, €8 fep dicfe Jafl

|

|
|

I S I o c I
1t ——— und alfoke = ———; foift I 1 f ——
1000000 1000000 1000000
1000001 - .
= | ——— = 0,00000043429 = w. SHieraud ergieht
1000000 :
: s ) 3 B T 413_-‘-9 |
fich, da ke = 0,00000100000 ift, — &= , undk |
k 100000
100000 : :
— ——— = 2,30258: woraus erhellet, daff k eine end: |
43429

Tiche Rahl ift, die von dem Werthe der Vafis a abhangt,

Denn toenn man eine andere Jah! fiv die Bafid a anndhme, |
fo tofirde der Logatithme von 1 F ko judem gefundenen ein |
Beftimmtes BVechaltnif haben, und destwegen aud k einen |

andern 2Berth evhalten.

§. 115,

Daa? =1 ¥ke, foift 2= (1% ka)®s man mag

fie i eine Sabl 1‘cnvn, tas fur eine man will, und es ift das
i(i—1 Ji(i—1)(i—2

T L i -—I\.a'I'——k"
bt‘td‘ = + I' .[12.3

3

o f. f. Gebt man alfoi = 2, fo daf z ivgend eine ends
&
Tiche Sahl bedeutet: fo witd, teéil « cine unendlich £leine

Sabl ift, i cine unendlich grofie Jaht, und folalich « _—_-,-_?-,

oder gleih einem BVrudhe mit einem unendlichen Fenner,
. b, einet unendlich Fleinen Sabl, fo toie wir ¢8 angenommen

z - .
Haben, Sest:man nun—anftatt s, fo wird ﬁ“-_-(f 53

1-{- kz ka:z:%I!‘lﬁﬂ _(1_'_‘1) k3z3 %
I . 21 I« 21, 31
E(T'——IWCI—Q}(l-—
e 43) k4z4 . f, f. eine Gleidhung, D

!}Dh
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pollfommen wabe ift, twenn man i unendlich aroff annimmt, .
k ift davin eine endliche Sabl, deren Werth vou a abhangt,
toie Dereits ‘gezeigt worden ift..

§. 116,
¢ y . R !
Da aber 1 cineunendlidy arofie Sabl ift, {o ift —==13

venn ¢8 ift offenbar, vaf der %ruc[)i:,:—r fich Defto melyr dee

@inheit nabert, je grofer i angenommen wird, und daf ec

alfo Der Cinbeit gleih werden mufi, wenn i grofer wird,

o8 jede endlidhe Sahl, die fidh angeben I4ft, Aus eben
i

s 1—2
dem Grunde toird —— =13 F_.__g = 1; W f, f. und
1 g

i iH I —— e * i:'__z.. — T 1___3. =
daber ift o =% Tt ey STV T,
Gebraudst man nun diefe Werthe, fo erbaIt man az = 14
kz @ kz2z2 k3z3 ka4aza
T*I'IT'—Z— e e F 3 23—- 'I'u.f f. ohne €nde. €8
erhellt aber aus diefer Gleichung audy) das BVerhaltnif stvis

k k=2
fhenaund k; bcnnfcntmanz_-I fo foitd a1 * —I-*I‘-;-—z-

k3 k4
—f—Fi. {1 = 10 fepn foll
1:2.3 1.2.3.4'{' b1 wbdnt feyt fol,

fo mug k ohngefafe = 2,30258 fepn, fo wie wiv ed vorhin
gefunden haben,

T

§. 1 17+

Set man be= 20, fo wicd, twenn man a jur Logatitly:
mifhen Bafig annimme, I1b=n; und danun bz = an=z
knz

ift; foientfteht daher die wnendlihe Reihe bz = 1+ ==
;¥
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k2n2z2 k3n3z3 k4ndz4

u. {.°; oder, memn
'1'1.2'1'1.2.3'1‘ ,.,34_1' g !
'l - k
1b anftatt n fegt : b?:lf——lb 1-—-—-—(11;) T___ggb)
4
) i 1b)4 fu. f. f. - Da nun der Werth von k aud

1234
Dem gegebenen 2Werthe der Bafis a gefunden toerden fann,
fo lafit fich eine jede Erponentials Grdfe bz durch eine uns
endliche Reihe ausdrucken, deren Glieder nah den Potes
ftaten von z fortfchreiten.  Nachdem i diefes gejeigt has
ben, fo ollen wic nun audh unterfuchen, wie man die %oz
gavithmen durd) unendliche Reiben ausdrucken fann.

§.0 118,

Daa%=1 tke, wenn » ein unendlich fleinen Brud
bedeutet, und dad Berhaltnif jwifchen a und k durdh die Gleiz
chung Deftimmt witd, a =1 F —Ii- + I:—: T —E:;— +F2cf0ift,
toen man a al8 die fogarithmifche Bafis betrachtet, o
= I{1 T ko), und in = I(x $' ko),  Hierbey ift flar, dab
die Poreftat (r + kaji die Einbeit um fo mehr daberfteigen
werde, Je grofer i angenommen wird, und Daf fie, toenn
man i ohne alle Grenge wadhfen 1aft, jede Jabl, die grofier
als die Siabeitift, evreichen Lann. Sestman daber (1 Fke)i
= 1% x, fomwitd Iz T x) =ie; und da ie eine endlide
Sabl, nemlidy der Sogarithme von 1 + x, ift, fo erhellet
heraus, daff i eine unendlich grofe Jah! feyn muk, weil
fonft ie feinen endlichen 2Werth haben fonnte.

o

$. 119
Da wir (1 fka)i =1  x gefet:t haben, fo ift 1 T ke

I

(1 Rx)T, und ke = (I'I'X)l — I, folglich sie

=
1
k
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. R
-;:(l:l tx)i—1). Daaberie =I1{r+x) l,ﬁ:Jr [§. 18,] fo
X

RIG 0 == (103 —

o venn i eine unendlich

k
T
= 3 T R |
grofe abl tft. RNun ift (1 +x)i= 1+ ol TETKI
i—1) (21— 1i—T1)(2i—1)(3i—7
e oG T
Lo2t, 3 1 . 21, 31, 41
oo 1—T I 2i—71 2
il t'[‘ .IDIt_—':—"‘.-‘———:——‘
umd, weili unendlich grof ift, foif x S “
L] [ q I
= il o e -
5—7— = =52 @olglih ift ifrdx) i =4 ; (e

x3

‘x4
—BT s ]—1- T 2¢) menn die Logatithmifche Bafis = a iff,

and k eine 3abl bedeutet, die ju diefer Bafig gehdet, fo 5

k k=2 k3 k4
Mpa=rt—f —F-—p T s
B .i-a ; ;.37&1.2.3?[.2.3.4% '
§. 120,

Da toir nunmehe eine Reife haben, welde dem fogaz
Tithmen von 1 F x gleich ift, fo fonnen wir permittelft ders
{elben, wenn die Bafis a gegeben-ift, den Werth der Jahl
k beftimmen. Denn fegt man 1% x =4, fo ift, toeil

I ,a—T1 (a—;)z : (a—l“};
e S

lasy Wty

—p

I 2 ' 3
—1)4 S=g) —
i dags 1003 Plglif = _ . (2—1D3
+ 1 2
(a—i1)3 —1)4
T — 3]) B 41) T . und der Werth diefer

Reibe mug, tvenn man a =10 fesit, obngefelr-== 2,30248
fepn s
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fepns ob gleidh fiber einjufefen ift, toie 2,30258 = %- e

= 3

= -r - : 4 2¢. fepn fonne, da die folgenden
@ltebfc biefer Reihe immer grofier werden, und man die
Summe derfelben nicht auf die Art naherunaseife ju fin
den im Stande ift,. daff man einige Glieder davon jufom: |
men vereiniget, 8 wird fich indef bald cin Mittel , diefe: |
UnbequemlichEeit abjuhelfen, varbicten.

[ )
2 3
Eﬁall'fx)"': %—w% 1-%-—:— F ) il

Vo ' & TR 1 7%,
fo ift, wenn man x negativ nimmt, 1 (1—x) =— = (—T

X X x4 % o .
ot ) o 'i* — +1c.) [Befonders betviejen findet man diefen

Sat im Anhange S.487. Abfakg.10.] Subtrahirt mas
Diefe Reihe von der vor )trgchcnb;n, fo erhalt man I(1 ¥x)=

1k x X %3 xs %7
(1—x)=]l——= - (— F—+ — 4 — f) Gt
S ST S e e 7

- LpEX 2 > a—1 ; A
man nun —— =a, fodafx= —— roicd, fo ift, M
—_— E_':.I

B Lot mian a-""]‘l;
la=1, nunmehr k =2 B a8 ==

at1r 3atns T 5(a T 1)f
T 2) und aus-diefer Gleichung 14kt fich der Werth vonk
qus der Bafis a finden. Sest man daber a = 10, f0 i
Q g3 af 97

I — o —— =2 — F 2.)und
RES2 ., TR 5 "P1S.  eanppd

[

_bie Blieder diefer Reibe fehr merklich abnehmen, o gebss
fie auch den Werth von k fehr bald mit einer Hinldngligs

Genauigleit,

§. 124
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§. 122

Da man bey der, Betfertiguny. cines Logarithmifchen
@pftems a nach Gefallen annehmen Fann, fo fann ¢8 auch
fo gemahit werden, daf k = T it T €8 fey alfo K' =1,
foift aus Der oben'§: 116 gefundenen Reihea= 1+ “I:f 3
. T —— T e T . f f Bevwandelt man diefe
Pods 2. i 23 o3 _
Briche in Decimal:Britche, und addirt man fie wicklich, o
erhdlt man a ==-2;71828182845904523536028, tvo. auih
nody die fetste Jifer génau ift. ~ RNimnit man nun diefe Sahl
e Dafis an, ! foheifen die ju ihr gehdrigen fogatithz
men natiicliche oder bypetbolifche Logarithmen, “toeil !
die Duadratue; der Hoperbel durd) diefe Logarithmen ausz /
gedeuclt werden Fann, Der Kirze wegen wollen wiv 'ﬁicfe -_
Saht - 2,718281828459 .. 1. immer durch e begeichs
nert, fo daf alfo & die Bafig der naticlichen oder hypera /

bolifhen Togarithmen bedeutet, woflit'k = rift; oder e

: ! ~ - -~ F ’. I I I =
foll e die Summe Ddiefer Reihex F —1-_-1~ — =
ol g ]- ] :; * 3

2,24

F ., f. w0, ohne Gnde, ausdruclen,

. 1123

Die hyperbolifchen Logarithmen Haben alfo die Eigenfhaft,
vaf die Sahl 1+ » den Logarithmen # hat, twenn » cine
unendlich fleime Srofe bedeutet; und da hieraus der Werth
von k = 1 befannt ift, fo lafien fich die hpperbolifchen Yos
gacithmen aller Sabfen finden.  IWenn-daher e die vorhin,
[§. 122] gefundene Sahl bedentet, foift allejeit ez = '
e B 7 - ” : 5
Sy SRS T Fou.d. f.3 die hoperbolifdhen
Yogarithmen felbft aber evgeben fich aus diefen Reihen. -

1(1#3)
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w2 %3 x & x¥ w &

gkl o i f e i
2 3 4 5 6

\ s o Ay '2xX3 oo & ERAGRF % S 2x9

l——= —F 3 3 ¢ p i (1

1—X I 3 5 7 9

die in einem Hobenw Grade. convergiven, twenn man firx |
einen Fleinen Brudh) annimmt, fo daf man aud diefer logs
ten Reifye die Yogarithmen der Iablen, die nicht vivl grdfs |
fer alg die Ginbeit yind, febhr letcht ﬁui}ct. Sest man nem: |

fich S ST R ¥
ith x=— RPCS (o= TR
> R R L el R LR BE

<2 g e fegtman 2= 2, foimind 1 F = 2t
7 5 ,‘l 3 1 &5

9

o]

]
|

" ]
= =T e U
4 L9 3-9* 5495 7597

den Logavithmen diefer Bruche aber findet man ferner dit
Yogarithmen der aanyu mbicn, indem toeaen der TNatut

ver Logarithmen 1 1 15 2; ferner nunl 3 ¥ l2 =

13; und 212 =14; bdesgleichen nunmehyr = F14=15,
4

12 13 =165 312=18; 213 =19 undl2 + I5=
f10 ift.

SEpempel,

@3 find daber die hyperbolifchen Logarithmen der Jaly
len von 1 bi§ ju 10 folgende:
I1 = 0,00000 00000 00000 ©COCCO. OOCCO
12 = 0,69314 71805 59945 30941 72321
13 = 1,09861 22886 68109 69139 52452
l4 = 1,38629 43611 19890 61883 44642
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= 1,60943 79124 34100 37460 07593
16 = 1,79175 94692 28055 00081 2477

17 = 1,94591 01490 55313 30510 54639
1§ = 2,07944 15416 79835 92825 16964
19 == 2,19722 45773 36219 38279 04905

L1o:= 2,30258.50929 94045 68401 79914
@8 find nemlich alle diefe Logarithmen durd obige drep:
Reihen gefunden toorden, bis auf den Logarithmen von 7
toobep folgende Beckivzung gebraudyt worden ift, Dadurd

dafi in der lesten Reihe x = -519 gefest wurde, ergab fich

S T00 50 :
daraus 1 = }— = 0,0202027073175 194484075230,
98 49

welder, vonlso = 215 + 13 '.:-:.3, 9I202300542
814605861 87508 abgejogen, den fogatithmen von 49
gicbt, deffen Halfte =1 7 ift.

§ 124
St man den hyperbolifipen Logarithmen von 1 F x,
" X x2 x3 x4
ﬁbEt]{I“f};):y; fﬁ'l!t}": _I_, _“,2__ + 'é"""""—'f'ﬂ

Nimmt man aber a jur Bafié, und fest den fogarithmen
eben devfelben ahl 1 F.x gleid v; fo ift, wie wic [§, 119.]

Lot X3 %3 X4 x¢
gefehen haben, v= 1—(-; — = f — = — i —0,)

2 3 =
= i’- und folglich k = lv Hieraus 135t fich der fiie die

Bafis a gu k gehdrige Werth fehr bequem auf die At bes
fimmen, daf man fagt, e3 fep k gleich dem Duotienten,
welden man durdy die Divifion des Byperbolifchen Yogas
tithmen ¢iner jeden 3abt durc) den Fur Bafis a gehdrigen
fogaithmen eben derfelden Sahl erhalt. Sest man dar

Rulers £inlin 0. Anslo,Unendl 1B, bher
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et diefe Sahl == a, fo witd v=1, und alfo k gleich dem |
Hyperbolifchen fogavithmen Dev D afig a. S dem gemeinen
Sogatithmifden Syfteme, too a = 1o iff, Wwitd daher k=
vem hopecbolifdhen 'x’f.wm.:ti)rr*en pon 10, eder k = 2,302;
850029940456840179914, [§. 123.] Wenn man: alfo dit
Boperbolifchen Logarithmen durd Biefe Jabhl k Ddividit,
oder toelches einerfep ift, durd) 0,434204 |
11289 multiplicict : foerhalt man die gemeinen Yogarithmen,
deren Dafis a= xo ift.

14816032518276§

8.5 128,

zZ3
':‘_}aef'—l*f’“' i “—54‘ '—'——“'f C.Iﬁ, [:3\ 322:;.&

i Dy e

toird, wenn man a¥ = ez ¢kt

¢ und die hoperbolifchen v
garithmen nimmt, ;f] a2z, ocille =1 ift, Sepntman

nun diefen Werth fir z, fo wirday =1 hI"* ey o
y3(la)3 = o A e
22 e [§.117.] und e8 Fann Daher aud) jede Gppy
: o P :

fential: Grofe vermittelit der Hypecbolifhen Cogarithmen
dutch eine unendliche Reihe davgeftellt werden. Bedeutt
ferner 1 eine unendlich grofe Sabl, fo Fann man fotvohl dit
Ggponential: Grofien ald bie Yogavithmen durdh Poteftaten

ausdrucfen. G§ ift nemlich alsbanrez = (x F i, umd
1
folglich a¥y = (x T ___) , fo tote ferner fiie die Hyperbols

t
fdhen Sogarithmen 1(x Fx) =1 ((¢ F x) i — 1) ([§.119)
wenn man Dafelbft k = = fesit.) Was den weitern Gebrand
ORL ‘ﬁlmt Delifdhen Logarithmen betrifft, fo toicd devfelbe in

sntegral:SRedhnung ausfuhrlich befdhricben erden,

chtes
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