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Bicryehntes Capitel

Bon der Multiplication und Divifion der Winfel,

§. 234
& bejeidhne z einen TWinfel ober einen Kreibogen,
deflen Radiug = 1 ift; fermer fen der ESinusd diefed
Winfels ober Dogend = x, der Cofinug =y, und die

. b4
Zangente = ¢, folglih xxF¥yy=1, nd t =—. Da
y

nun fotvofl die Sinus al§ die Cofinud der Winfel z; 223
3z; 4z §z; 10, wie iy oben *) gefehen Haben, eine
toiederfefyrende Reihe geben, deren Beyrehungs : Scale
oy, — I ift: fo find juodrderft die Sinud dey getachten
Pogen folgende:

L0z =5 Q

$n. 1225 X

Hnco T =" 85 X%

flh.gz 4 X y=— x

finngz = 8xy3¥— 4xvy

fin.gz = 16xy4— 12xy2 % x

fin,6z = 32xy¥ — 32xy3 % 6xy

finn7z = 64xy6 — 80xy4t24xy2— x
fin.B8z = 128 x y7 — 192 xy5 T 80oxy? —8xy

Und dberhaupt folat davaus
finnz =='x (30-Tyn8 -1 i (g = 2)20=3y0n=3 §
(n -
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272 Erfies Budy, Biergehntes Capitel.
(n—3)(n—4) an=s ya- ¢ (m=4)n—5)(n—6)
X = 12 A

(n—35)n—6)(n—"7)(n —8)
51\ e gy

ﬂlI'—'}'}n ?"'

211—9 }rn—g i zf‘}
*) an veraleiche hierbep §. 120,

§. 235.

Sept nran venBogennz=s, fotird fin. nz="fin.s=
fin. (» — s) = fm. (27 f s) =Tin. (37 —s) 1¢., Dennalle
Diefe Sinug find einander gleich, DHievausd erhalten wic
mehreve Weethe fur=, nemlich
. T — 3 2a¥Fs g:r—b

4718
ﬁn. —; {in. ——; fin, — —; fin. y .
o’ n n n n

‘.n

teldhe Daher indgefammt dev gefundenen Gleichung cin
Gentige thun, Kerner find hierunter fo viel von einandit
verfibicdene Emtff)c, al8. n Einbeiten enthait, und diee
Werthe daber die Wuegeln der gefundenen Sleichung, ¥
Sind nun die Wurgeln der Gleichung a pofteriori befamt,
fo fommt man durch die Bergleibung diefer MWuryel mit
pen Glicdern ver Gleichung auf feht merfrotrdige Gigm
fdbaften.  Da man aber dagu eine Gleicbung Haben muf;
wotin blof x off eine unbifannte Grdfic porfommt, 0
muf man far y feinen Werth v (1 — xx) { fegen; und ¢é
ift daher ein doppeltes Verfahren ndthig, je nadbdemn
eine gerade oder eine ungerade Saht ift.

*) Ueber dieferr Gegenfiand Babe ich mich im AnBange in det
ufane §8 §. 234 — 241 D08 gedenmdrtigen Capitels aué
fibrlich evblive, und noch ausfhrlicher findet man ibn it
bes Derrn Hofrath Rifiners Abhandlung: Unde plures

infint radies aequationibus fectiones angulorum d¢
hnt
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finientibus, Gittingen 1756 unferfucht. Die im Luler
unimittelbar folgenden E8orfe: Cavendum ergo eft, ne
valores aequales pro iisdem habeantur, quod fiet,
dum alternae tantum exprefliones affumantur; bhabe
i in ber Ucberfesung weggelaffen, weil fie mir gur Cridys
ferung diefes Gegenfiandes nichf gwedkmigis fcheinen.

§. 216,

€8 fep n eine ungerade Fahl. Da die Bogen — z,
tz, 9 32, + 52, . cine Reibe ausmadhen, deren
Diffeveny 2z ifty fo ift die Begiehungsd-Seale diefer Reihe,
toeil dev Cofinus bon 2z =1 — 2xxift, 2—4 xx, — 1.
Folglich ift

fin,—ze—m—x

fin. z= x

fin. 32= 3x— " 4x3

fin, 57— 5x— 20x3 % 16x%

fin, 7z2= 7x—~ 56x3 % 112x8 — 64%7

fin, 9z== 9gx—j20x3 } 432x% — 5767 + 2569

und Gberhaupt

n(nn—1) nnn—i)nn—
Iinnnz—=nx— ——— —x3 F ) gle,...
.I & 2'. 3 J. a 2 w 3 - 4 - 5

n(nn—l'](nn—g){nn—zs)x? ¥ 1¢
o T T B :

toertn n eine.ungerade Bahl ift. Dic Wurseln diefer Gleis

thung aber find: fin.z3 fin, (?f—f 2)3 ﬁn,,(‘%ri- 2); ﬁn_[{.i.l’_' +2);

fin, (gf--;- z); t¢. und thre Angahl ift = n.

Eulers Einlind.Analdo, Unendl 1B, &  §237
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§e 237
&2 Hat daher die Gleichung
EL n'nn—i)x3 n"nnf-tj(nn—g\xf
O T fonz ' 1230mng  1.2.3.4.5.0002
nli=Ixn
s —‘__-,l-:— et (ootin dasd obere Jeichen gilt, toenn n um

1 fleiner ift, alé dasd Biclfache von 4, fonft aber das uy
tere genommen terden muf) die Faltorven

X
(1= ) () 1 )
Sk fin, (-- $2)d N < fin, (= h))

und daraus folgt, einmal, dag
n I 1
G e s T +

fn.nz {in. z 27 e ¢
fin. (— 12 L, (—%z)
n n

e b
fin (Efz)
l n

fit, big man n Glicder hat. Ferner ift dad Prodult v
gn—j |

allen  ———— =
fin.nz

I

St s .. . e

o 4 b= | :
fin,z fin. (== $2z, fin, (—F 2 fin.(— F z)
n I n
13

fiu.nz=3 2" ¥ fip, 2z {in, (—u-l"zW f[in, fi-'[‘ﬂ)’%‘

fin, (i—jlr *z) 36
n
tind Da Dad vorlete Slied feblt, fo ift aud
4w 6n
e={in. z~}‘fm.(2—lr tz) F ﬁn.[l!’i— T Z)'I“ﬁﬂvif T 2) 1 %
n A n

Eyftes |
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Lrftes Erempel,

Wenn n = 3 {jt, fo hat man daher:
© = fin.z F fin. (1200 7} 2) 4 fin. (2409 T2) = fin.z 4
fin. (600 — z) — fin. (600 T z)

3  Corad I X
R e W e ey S o S
fin. 32 fin,z ° fin.(1200 ¥ z) - fin. (2400 +2z)
I I I
fin.z ° {in.(60° —z) fin. (600 F 2)

(.32 = — 4fin. z. fin. (1200 T z). fin. (2400 | 2) =
4{mn. z. [in. (60° — 2). fin. (oo Tz
€8 ift Daber, mie bereits oben bemerft worden ift,
fin, (600© * z) = fin. z ¥ fin. (600 — z), und
3 cofec. 3z2=cofec. z J cofec. (600 —z) — cofec. (60° F z),

Sweytes Lrempel,

Settt man n= 5, {o echdlt man:
0 = fin.z | fin.(} 7 } 2)  fin. (2 w4 2) % fin. E =¥z
hin. (2 #+2), oder
o=lin.z} in. (2 74+2) ¥ fin. (f # — 2)~1in, (37 Fz)—
fin. (2% — z), oder
0 == {in.z ¥ {in. (§#7—~—2z)— fin. (F*2z)d in. (2% % Z) —

] 2 )
hn, (2 = 23

Seener ift

I 1
Iin. 5z {in, 2z~ fin, (3o z) fin, (4% + 2)
1 i | >
e T S T T
n. (37 —2) ~ fin. (37 + 2)
und endlich

fin.§2==16 fin, z, fin. (2 ¥ — 2). fin. ($712). (in.(2s—2),

.ﬁno (% w i‘ 2)‘

S 2 Dritres
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Drittes Lyrempel,
9uf diefe vt wird, wenn man n = 2 m*+ 1 febity

2T
fin: (——1)
n

] x
fine (— T 2)
n

. I b x
o= fin. z J ln, (— —2)
n
27 2w %T =
¥ Gn. (= #2) % fin. (— —2z) —fin. (= T2) —.,
n n n

ﬁ m o m
) i lin. (;‘ﬁ = Z:‘ Rl ﬁn.{-—x-;- w -E* Z)

o die obern Reichen gelten, wenn m- eine ungerade, und
die untern, wenn m eine gerade ahl ift. Die andere Gley
chung tit alsdann:

n I I | §

e
—

. (in. 1 z
{in.n z S e (-=12) G- == 402)
n

n
I .1‘ I v I
poe D o e 37
ind(— —z) fin.(—*Fz) fin(——3)
n 1 n
I 3% 2 1 3 L
—- R L N, "I‘
x 2% : m# S Lo ME
fin. (— z) fin, (=——12) fin.( %2
n n n

welche {ich bequem -ouf die Cofecanten antoenden (it

Drittens Hat man iefed Peoduft:

i3

Z = - - x
fin. nz = 2 2™ in. z. fin. (——2z), lin. (— F z) %
n n

fin. (2—3‘ — z). fin. (i Y Eho (32— z), [in. {3-2- T2
n n I n

- ma mx
Pl ed et M 111, ('__‘ = Z), ﬁll. (= -Iv Z),
Y n

§. 238,
®¢ fon nunmehe n cine gerade Jahl. Da y=v (1—x%)

unb cofi 2z = 1 — 2xx, und alfo die. Bejichungss Sale
Dot
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der Reibe der Sinug, fo svie voehin [§. 236.] 2 —1 4 x %,
— 1-ift, fo ijt al8dann

fin.oz =0

fin.2z =2 x4, (I — xx)

fin. 4 z=(4x — 8x3) vV (I —xx)

fin.62z=(6x—32x3 1 32x5)V (I = xx)
fin.Qz=1(8x — 80ox3 F192x5 —128x7)V (I—=xx)
und ubechaupt
_ n(nn—4) __ n{on—4¢)(hn—16)
fi.nz =(nx — ————=x3% LTS o
1 02 " 3 [ + : * g . 4- - S
ninn—a) (nn by (nn—30) =", .
e g };J -El-..' ll-’
1.2.3.4.4.6.? e
i:]‘;—i_\l\ll"’f\' F\_I—-—\h)
fwenn n eine jede gerade Sahl bedeutet.
§. 239.

1Im dicfe Gleichung rational ju machen, nehme man auf
Depden Seiten die Quadrate,  Dann ift
(fin.nz)2 = nnxx T Px4 TQx6 T (siii—2a20=2x2n

obet
nn
x2n, o, — ———xX ¥

s 3=

I
~-— (fin.n z)2 = o

nﬂ!'l—‘r

Die Wurzeln diefer Sleichung find forwohl pofitiv als negativ,

- - 3 .A-
und alfo folgende: = finz5 = On, (——2); Zhn(—12);
11 I
I i .,q_'ﬂl" =
- fin, C‘—’I-; —2); fin. (2 2. wenn man fberhaupt
1

n folder Ausdehife nimmt, . Da aun das lepte Glicd dasd
Prodbuft aus allen diefen Wurgeln ift, fo erhalt man, tenn
man auf bepden Seiten die Duadratwursel aussieht,

-

e - =
fl.“ll. nz— X on-1 fin, z. fin. [—-—-— z), fin. (—% Z) o
n n :

=
ﬁn,[‘:“__._;-) e ‘
n

2Bas

(6]
LN
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2Bas fir ein Seiden jebeSmal genommen roerden mif,
muf ubrigens die Betradtung der eingelnen Falle beftims
men.
Eyempel,
et man fir n nad und nach die Jahlen 2, 4, 6, 1,
und nimmt man dabey n verfdhiedene Sinug, fo wird

L
fin.2z = 2{in.z. fin. (—— z)
(5]

% e x
fin. 4z = g fin.z. fin. (—— 2). fin. (~ % 2), fin.(——2)
4 4 2

x T 27
fin. 6z =32 fin.z fin. (——2). ﬁn.:\_(;. 2, ﬁn.(—g =7k

6

Y -

{in. be:*}‘z}. Er(:’g——z)
fin.8z = 128 fin. z. fin. (z—rz:. ﬂn.(g-r-'I‘Z?'b‘-
8 8
27 2w a7
finc (— —2). fin.(— % z). fin. (3 —2)¥
L (3 z (b' T 2) '(3
T ful o
fin, (=} 2). fin. (— —z)x
1 (8’1‘ ) G (3

§. 240.
€8 ift alfo auch fiberhaupt

. x L 5 ox
Bnnzesan-1(in.2 fin.(——2), ine (— F2z). fin. (——2) #
n n n

om 3% e
fin. (—Fz). n.(=— 2z fin. (Z=F2).eisns
n I n
fin. (= — 2z)
fvenn n elne gerade Rabl ift.  BWergleicht man aber diefe
Sormel mit dee obigen, [§, 237], o n cine ungerade Sa!

fat: fo findet man unter bepden eine fo grofe tebereins
fiimmung,
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fimmung, daf man fie in eine sufammengiehen fann. €8
ift baher, n mag eine gerade odet eine ungerade Sabl fepn

-:r =
fin. nz =28~ {in, 2. fin. (— — z:'. fin. (= '1' 2) i
n n.

fin. (_?3 — z ). {in. (-Q-E ¥ 2). fin. ( E-—-z) s
n n n

fin. (3—17 + z) i,
n
big man fo viel Galtoven hat, alé n Einbeiten enthalte

§: 241,
®¢ leiften aber diefe Ausduiicfe, torin die Sinug viels
facher MWinfel Duveh Faftoven beftimmt werden, vielen Vor:
theil, foroohl bep der Grfindung der Logatithmen der Sinug
pielfacher Winkel, ald auch beym Auffuchen mehrever folz
der AusdelicPe der Sinus durdh Faftoven, ald wir oben
(§.184) gehabt haben. &8 ift aber

fin. z =1 {in. z

fin. 2z = 2 fin. 7. ﬁrh(% — Z)
fin, 3z = 4 {in. z. fin, (—ﬁ--—w z). fin, (—3 T z)
3 - .

w o ot - 2
fin. 4z = 8fin.z. fin. (——z)fin.(—f2). fin. (——z
4 i ) (= i )

fin, 5 2= 16 £in. z, fin. (4;:-—- Z)s ﬁn.,(;;- T z), ﬁn.(%".-z) "

fin. Co + 2)
: S
ko, 6z =122 [in. z.0 b )fn(w'i- fi g—w—z)x‘.
B, 6z 32 . z. m‘(?;——z.x (= Z)s m.(é - .

fin. (?gf ¥ 2). fine (%" =)

8, f- fo
S 4 §. 242

{
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T

~ {‘Iﬂ. 2 1% i - o
Da ferner TR cof. n z ift, fo laffen fichaud
M. B Z

die Cofinus viclfacher Winfel auf eine abhnliche Avt durd
Saftoven qusdructen, €8 ift nemlich

"~ o
cofi z = 1 fin. (—— 2)
2
w @
COF.ZZ — 2 ﬁ}'l. C""—'Zja Gi'r..(— ”}“ Z)

,ﬂ? Y "ZT 1 - ?E
cofi3z=4&n, (——z)fin.(- -} 2), lin, (— —2)
6 6 6

-~

o o &
eoft 42= 8 fin, (——2).fini (=% 2), fini (= —=72) &
{1n, (E ¥ z
g )
4 - 20
col. 5z = 160in. (— —=2). fin. (— F2). fin. (5= —2) 4
. 50 g kIoui P (10 ?)

Je S=
fin, (== b 2):fin, (2= = 2)
10 10

und nberhaupt

S A o~ 1w
cof.nz =20-Ifin.(——2), fin, (— F z), fin, (Z——12)H
2n 2n 2n

3= 5
fin, (=- 42, fin.(— — 2) 2,
2n 2n

bi8 man o viel Faftoven hat, alg n inheiten enthalt,

§. =243,

Eben. biefe AusdriicPe giebt audh die Betrachtung dee
Eofinug vielfacher Winfel an die Hand,  Denn wenn. i
cof z=y gefest witd, fo ift

coly O S~y
gol Lz y ;
col 2
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cof. 2 z

I

b
Ry 2= 3 F
cof-gz= 8y4— 8yy T 1
“cof. 5z = 16y5 — 20y3 T 5y
col. Gz= 32y6 — 48y4 T I8yy — I
cof. 7z= 64y7 —112y% T 56y3 — 7y
und ubechaupt

Il

cof. 3 z

n
CDﬂDZ:’gHﬁI}rn — __211-3}.-11~:-i-
I
(n— nn—a)(n—7%§
MQH-{ }111—“4 i £ {____ "’) 2:1_7 }_n_hoﬂ _in
.2 o SR |

n.n—_-_:\){_ﬂ—"é\] (ﬂ_quﬂ-g )rl'l—s — 1.
I & 2 * 3 i 4

Da-nun cof. n z = cofi (2w—nz) =cofl (2% T nz) =
cof. (4= = nz) = cof. (6= X nz) . ift, fo find die Wurs

3eln ‘von y'in diefer Gleichung: ecofi z; cof. (l e z)4

a= é'ﬂ' ¥ L ]
cofi (— % z); cof. ( —F2) i, ieviel man aber Vavon

Il n
jedesmal fur y nehmen muffe? folches rvidhtet fich nad der

1
Menge ver Cinbeiten, die n enthalt.

§. 241
Hier fallt nun guvdederft in dieHugen, daff die Summe
aller Diefer IWutyelnn, den Fall audégenommen, twenn n—=1I
ift, megen der Abwefenheit des jroepten Gliedes = o fepn
mufs und e ift Dafher

= cof. z. } cof. (E—x— z) cof.(gj.fz).{«cof_ (‘E’_z)-l-
n n n
cof. {4—1’"% z) 1.
n

toenn man jedesntal fo oiel Glieder nimmet, ald n Ginbeiten
hat.  Wenn n eine gerade Yahl iff, fo bictst fich diefe Gleis
S 5 _ chung
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chung von felbft dar, indem jeded Glied von ecinem an:
Deven ihm entgeaenftehenden aufgehoben toicd, Wip
toollen Dafer blof Die ungevaden Sablen betradten, und
ba ift, die Cinbeit ausgefhloffen, tvegen cof. v = —
cof. ( — V)

* -
o = cofiz — cof [:-,_ i z)_ col (_3_ ,E.z)
J

- 3 b3 2x
o =col.z—cof. (— —z) —cof. (—=*F2)Fcofi(—=—2) ¢
5 5 )
N
cof. (— .} z)
5

T x o X 4
o —cof. z—cof.(— —z)— cof. (— ¥ z) Fcofi(— —z)+
5 = ) (7 2)1

P8 25;" T

( o) N &
C(}{-‘.-\: T Zj CO{:. ——,z)_coﬁg\_;_ni«z}
i /

und uberhaupt ift, wenn n eine ungerade Sabl bedeutet,

& w 2%
0 = col.z—cof. (= —z)—cofi(— * z) } cof.(— —2)%
n n 1

2
cofi(— T D—cofi (2 —2)—cofi (32 #2)4
n Il Il i

.3
ccf.(c}- -—z)—cof‘.(if{- z) — 1€
n n

wenn man immer o viel Glieder nimmt, al8 n GinBeiten
Hat, und n grofer als dic Einheit ift, wic fhon worhin bes
merft tworden.

§. 245.

Was das Produft aus allen angefihrten Whrgeln ber
teifit, fo findet man folches perfchieden, je nachdem n
eine ungerade oder ¢ine ungerademal gerade oder eine
gerademal gerade Sabhl ifi. G8 find aber diefe vers
fcbiedenen Husbeiicte in dem allgemeinen Ausdrucke, den

; it
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ir §. 242. gefunden Baben, enthalten, mwenn man dafelbft

jeden Sinug in den Cofinus verwandelt, ©3 ift nemlich
ot 2 =1'cofi 7

x \ '
cof. 2z=2cof. (— T 2). cof. (——2)
nE

o
eof. 3z=4col. 6 i-zj.coi(f — z), cof. z.

3

o
e0£4z:8co£{§ T 2). cof. (g—f-———— z) cof, {—q tz) ®
s L%
cofe: (= — 2)

T e
coﬁszzlﬁcoﬁ(gfz}. coﬁ{‘}g—zjcof. EZ it

2w
cof. (— —z) cofl z.
10

und tberhaupt

5 i | 11 e L
ecf.nz=20-Tcofi(——wmfz).cofl (m——o —z) n
2n 21
n—"3 n==2
cof. (——wfz2)cofi(—— o —2z) %
2n 2n
n-—-—=g ‘["}_-—-5
CC!:L-——‘-J'E"}Z}.CDF-( — T —2) %
2n 2n

n—7
col. (——w42) 16
2n

tennt man jededmal fo viel Falftoren nimme, ald n Einheis
ten enthalt,

§. 246.
Sft n eine ungeeade Jahl, und 156t man die Gleichung
bon dev Cinheit anfangen, fo ift
oy
e -k Ry ey T‘ 3¢,
cofinz

0 Dag obere Seichen gilt, toenn n eine ungerade Sabl von

dotm 4mt ¥, daduntere aber, twenn 8 eine ungerade
3abt von der Form 4m—1 ift, Daber ift

¢;
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'I‘ 1 T
cof.z  colz
? | T |

———

col. 3z cof.z

cof. (—W— —z) - cof, (=% z)
3 3

e . - -
f et Cwer el B :
of L. %
col. 5z colL.z col. (?_z) cofi (— ¥ 2)
: 5
T I
-i. S
2% ST
cofi(= —1z)-. col.(— f z)
5

und uberhaupt, twenn man n =2m J 1 fefit,

n = m-{- s T ¥ I
cofinz cof.(ami Dz n
cuf" — FT?} cofs (—= ~1)
n
I I
m-— T < m— I t
cof. {._.—..-._..g-"l z) cofi (——w—2z)
1
I  §
»]:4 I
M2

o—2Z)

m—2
cof. (——wtz)  col(—
11 ] jil

|

- —— :co
1M1 —*
Corr_____\ _..._.g- ;:]
n

Man muf aber auch hier jedesmal fo vicl GSlieder nehmen
al$ n Ginfeiten hat.

§. 247.

I : -
Da e = fec. v ift, fo laffert fich Hicvaus fehr metls
co
wiidige Sigenfdhaften der Secanten ableiten. €8 ife nemlid

fec.+ z=1pc. 2

3fec.3z={ec, {—;-—f z) *I*'{'ec.(-- ~z)— fec. ( 5’ 'i‘ z)
5 fec.
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2% 2w -
sfec.5z= fec.(—12z)Tfec.(— —2z) — fec. (— 1 2) —
5 5 5
W o
fec. (——z) Tlec.(— 4 2)
(5 (5 i

3T Jw 2w
wiec.72= fec. (2 F2z) T fec. (—_— — z)——fec.(—: g
{ {

2w o

=
fec.(— —z) Flec. (— T z) T fec.(— —z)—
- ) = e

o=z |
fec. (— T 2)
: 7
und uberhaupt, wenn man n=2m + 1 fegt,

n fec. nz ={ec. (I-i T T e fec.(fE T —z) —
n n

= ey
fec. (T--n—-zw"[’z) — fec. (IL~-¢-~3) +
% :

m-—2 e
fec. (——= 1 2z) T fec. (T——F""Z) s
n n

= ‘11_1—3 o m—';
fec, {*;"“ = z) — fec. [——1-1 —=z—2z)

» /T?I_I¢ L -~
e (=TI T i vve D loGn
n :

Jhr die Cofecanten aber erhalt man aus §. 237.

cofec. z = cofec.z

= =
gcofec.32= cofec.z f cofec. (— —z) — cofec.(— ¥ z)
3 3

= o
5cofec.5z== cofec.z ] cofec. (— —z)— cofec.(— }2z) —
) p)

cofec.(:?——z) ox Cofec.l[f%‘-r + z)
2 :

7 cofec.
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= =
7 cofec. 7z5= cofec. z T cofec.(— —z) — cofec.(—}z)—
¢ 7

2= 2%
eofec.(— —z) ¥ cofec.(— z)
7

37 5 I
colec.(*~ —z)—cofec.(— )
Z 7
und Gbechaupt, wenn man n = 2m + 1 fett,

n. cofec. n z = cofec. z | cofec. (— —z) — cofvc.(— T2

n n
2@ 2w
cofec. (— —z) ¥ cofec.(— tz)h
n Dzl
(3'&7 S T,
cofec. (*~ —2) — cofec. (>~ 1)~
n n

mar me
v v v s 0w e cofec.(——=2)* cofec. (— %2
Il "

fvo Die obetn Seichen gelten, twenn n eine gerave, die untem
aber, wenn m eine ungerade Sahl ift.,

Da, tie toir oben [§. 132.] gefehen haben,
col.nz ™=

I. in.nz = (cof.z TV — 1, fin,z)"

! fﬂ' i!‘r
(cofiz f v — 1.fin. 2)0 4 (cof: 2 — v —1.fin.z}®
col.nz = 5 —,
und
g (col.z ¥V —1.fin.z)n ~—(collz —y =1, finzk
- z =

2V — 1
und ¢lfo tang. nz =
(cofiziiey— 1. Gn. Z)m —— l.\Cfo_--‘"-W/h'——I fin.z)n
—M s ee—
f,hvhz‘f\f——l in.z)ny —1 4 \cof. .4-—1,/'%1 finz '1\."—-*"1

. : : fin. z :
et man daber tang, z = e =t, foift

r&ﬂg'
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(1 Tty —1)8— (1 —ty —1)n

o BB L LB § by e - Sl L
5 A PEY =iV b (e eV —)f vt

und hieraus folat fur die Tangenten vielfacher Winfel -
tang, z = t

5 i
ang, 2z — ———
& I—tt
3t — t3

tang.gz: et

: I — 3Lt

4t—a4at3

tang.4z=

I —6tt Tt4

5t — 10t3 F t§%

I —10ttt 5t4

und uberhaupt tang. n z =
n{n—1)(n—2)(n—3)(n—4)

tang, §z =

n{n—1)(n —e)t :

nt— t§ =120,
| FERA L R T [ R o QAR
n(n—1 nn—1)(n=—2)(n -
s B )tt"l' ){ ) i
I.2 s o T o u

Da alfo tang. n z = tang. (# T n z) = tang. (2= ¥ n 2)=
tang. (3 # F n z) 20 ift, fo find ‘Die Werthe von ¢, oder

¥ o0 r o
die Wurzeln der GSleichung folgende: tang.z; tang.( = +2)3

tang. {ng + z) ¢ und ihre Angahl jedesmal = n.

§. 250.
235t man die Gleichung von der Cinbeit anfangen, fo ifs
T S 2l + n(n—1)(n-2)t3 o
tang. n z I+2 I . 2.3. tang.nz
Bergleicht man nun die Eoefficienten mit den Wurseln, fo
wicd n cot. nz =

eot, z  cot. (—E-{- z) F cote ( ?'f z) -}‘ cot"(%f T z)F

L) w—
ot (Z42) .0y 0 T oot (—— 7 1 2),
R

Sevner
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1 Seener ift die Summe der Duadrate diefer Cotangenten=
; nn el e g
— = 3 und atif tine abnliche Art laffen fidy die
(fin.nz)2
! ubrigen Poteftdten befiimmen. Sept man aber fur n bes
it ftimmte Sablen, fo mitd
cot, z = cot. z
o
2 cot.2 z==% ¢oteZ J.cot. (. 2)
2
Wity . Podo
S¢of 3 2= cot.z J cot. (E +2z) } cot. (— T 2)
j ' o 2
; 4cot. 4z2= cot.z } cot. (— T 2) T cot. (— % z) T
4 4
Y
4 cot. (— ¥ z)
3 4
. - 2w
: 5cot.5z=cof.z %} cot. (— T 2z) T cot. (— T 2)%
5 D
| cot. (— + 2) F cot. (— T 2
1 5 5
; g. 251,
Weil aber cot. v = — cot. (= — v) ift; fo wird
Cot. zZ — cof. Z
&
-
2 cot, 2z = cot. z — cot. (— T z)
2
W . w 1
3 cot. 3z = cot. z — cot. (—— z) ¥ cot. (— T 2)
3 3
. i
4 cot. 42 = cot, z — cot. (—— z) } cot. (— T z) —
il ' 4 4
i e
l cot. (— — z)
. 4
I 5 cots
It
| \
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5 cot. 52 == cot. z — cot. (Qﬁ% — 2) *F cot, (:F‘ Z) v
0

(’.".tﬂ‘ )'f : (er 1 J
cats (——12 cCotul — T 2
d 0

nd uberhaupt

L n
fiootinz = cotz — cots {—~ —2) T coti (— } z) —

n I
2 k- :—;r

cots (——z) T cotu{~— *} z) —
n n
Em- 3” T

coty (— —2z) Pcot, (— T z) =
I n
2,

bis man fo viel Glicder hat, al$ n Einheiten enthil,

Yo Bz,

Nun fange die gefundene Gleichung von der Hdchfen
Poteftat an, two denn juvdederft die Falle von einander 3u
unterfcheiden find, twenn n eine gerade, und mwenn ¢€ eine
ungerade 3abl ift. €8 fey alfo n eine ungerade Sahl, |
odetn=2m T I, AlSdann ift

ty — t&ﬁg‘. Z = 0

t3 — 3tt. tang. 32z — 3t ¥ tahg, 272 =0

tf — 5t4 tang. 52 — I10t3 ¥ 10tt. tang, 5z f.§t —

tang. §z =0

und uberhaupt

Nt s e tang,nz == 0,
w0 Das obere Seichen gilt, tenn m eine gerade, das untere
aber, wenn m eine ungetade [ahl ift. Aus dem Coeffis
tenten des jroepten Gliedes evgicbt fich alfo

fang, z = tang. z
T 2
jfang. 3z = tang.z ¥ tang. (—3—'{’ 2) f tang. (-5;—'1‘ z)

Rillecs Linl.ind, Anal 0. Unendl, 1B, & §tang.

it

i

|

[£1Y 5

&
T——

e e e

L] .-'-- i

s
e
= - - e
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5tang. 5 z = tang, z T tang,. (% 't z) F tang, (‘?—; Ty

3= 4%
tang. (— T 2) T tang. (—%2)
b ] J

e

§. 233, :

Da tang. v=—tang. (=—v)ift, fo laffen fich dic Wins
fol, die grdfer find als ein vechter, auf folche gurictfalheen,
Die Fleinee al8 ein vechter Winfel find; und alddann ift

tang. = tcmg Z

3tang. 3z = tang. z — tang. (—Z——z) T tang. (g-fz)

= b
stang. 5z = tang., z — tang. (Tmz)”f tang. (sz}-

2% 2"'
tang, (— —2) T tang.(=17)
G ki =t

= T
gtang, 74 = tang.z — tang. (.‘,;‘_Z) T “’*“g'(;fﬂf

2=
tang. (——z)'r tang. (—1%)-
7 &

43
w
|

: 37 ol
¥ang. (—- z) ftang. (¢ ‘;’i)

#nd {ibechaupt, ennman n=2m + 1 fck,

= w
Rtang.nz == tang, z — tang. (—D— —z)T tang. (:1-- o) o
1 i

3
tang. (— —z2) T tang.( :

7
tang. (?—z]i*. R e

m=
Tang, (— — 2) Frtang. (——-'I'Z;*

§. 25
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g1

§. 254.
seener ift das Produft aus allen diefen Tangenten =
tang. n z, denn die Jwepdeutigfeit in Anfehung dev Seis
den falit teg, weil vie abl der negativen [eichen bz
wechfelnd cine gerade und eine ungerade Jahl ift, ! Golgs
lich ife

4 tﬁl’}g. Zi= tﬁllg. z

a x
tang. 3z == tang. z. tang, (-é— - 2). tang. (:- T z)

3
= \ =
tang, 52 = tang. z. tang. (— — z. tang. (-} z)
3 5
on il -
tang. [—;— 2). tang, (— J 2)
und-iberhaupt, tenn man n =am } 1 fent,
tang.nz=tang.z.tang (~- ~z).tang. ( -t z)tang, (___ 7)

tang, "-—+2.J tang. (~—--—_z

Jrrandireaee ™

;ITJT - 111 > \
tang. (= —z\ tane, (= % z).
& n . i v

§. =55

serner fey n eine gevade Rahl, foift, fenn man von
der hdchften Poteftat anféds ngt,

tt F 2t cot.2z—— I=—o0

t4 T 4t3. cotu4z — 6tt — gt.cot 42 F r=o
und uberhoupt, wenin =2m gefedit wird,

P NER=T COt NZ — v siisney & 1 =0,
M0 Da8 obere Seichen gilt, temn m eine u ngerade, das
untere hingegen, toennm eine gerade Sahl ift.  Bergleiche
man dafer die Wurzeln mit dem Coefficienten deg jlogyten
Glicdves, fo toird,

22 . e
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—2cot. 2 z==tang. z 'f tang. (; Fz)
: E x
— 4cot. 4 z=tang. z’f tang, (; Tz) ¥ tang. {: tz) ¥
37:'
tang, (— F2)
g (4
— 6 cot, 6z=tang.z} tang, (-E }z) T tang, (-6?-} z) f
5 b 47
tang. (-6- Tz)F tang.wg-l'z} b

tang. (fig ),

zf'

§. 256,

Da tang. v = — tang. (#—v) ift, fo folgt hievans

=
2 cot. 2 z=——tang.zJ tang. (— — z)
-~
x - ;
4 cot. 4 z=—=—tang. z}tang. ( — —z)—tang. (—12) T
o 4
2w
tang, (— — z)
2 T 3
6 cot, hz=— tang. 2} tang. (—(-}-—z)——tang-igf‘z)'i'

tang. (Eg-—z)—-tang.(gg”l“ z) 1

Ceir
taﬂ ] i
5\
und uberhaupt, wenn n = 2 m ift,
.3 x '
B, ¢OL, N.Z2 —w tang.z ([~ =2 )= tane, (= 72)]
yte 1l g ’i‘mng(ﬂ 2)—tang (n T

rang
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2k o 2%
tang. (? —z) — tang.(;— £ 2)

tang. (35 —z)——tang.(%r- Tz) T

: ma
/ ,,,.,..Ttang.i?"—Z)

§. 257,

Hietdurd toitd nun aber audy hier] dieSmwepdeutigleit
be8 Produtts aus allen Wurzeln ausd demiIBege] gevaumt,
und ed ift daher

x
I:tang.z.tang.(;-—-z)
(& =2 tang.(~ §1). tang. (= —2)
I =tang.z.tang.{ ——z).tang.{—12z). tang. (——z2
g g A g 4 g "

o _ EEL, 1 : ok
I=tang, z. tang( g =2 tang.(h(; fz). tang. (— —2z) %

n

3'#'
Iaug-{ é_ '{* Z-). tang. (= _Z)

u. f. f.
Det Grund von diefen Sleichungen fallt bepm erften Ans
blicf in dDie Augen, indem darin immer je jwey und gwep
Winfel einander jum vechten MWinfel ergdnzen: Da Dasd
Produft aus den Tangenten jeder jweper vor diefen Win:
feln =1 ift, fo muf audy'Das Prodult aus allen der Cinz
heit gleich : jepm,

§. 258.

Da die Sinud und Cofinusd der MWinfel, die [inteiner
atithmetifdhens Progrefiion fortgehen, eine twicdertehrende
Reihe ausmachen, [§.129.] fo Fann man nach dent in vorz
hergefienden Capitel evflaeten NRegeln die Samme jeder

) Menge
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Menge diefer Sinugd und Cofinus finden. @‘inb die in
R einer artibmetifdhen Plogre ‘.'un fortfhreitenden Winfel

5b, 1.

wt

a2, atb,atab, -i*glr., atg4b, a¥

| und foll suvdrdecft die Summe aller ihrer der Jahl nad
| ¥ i tinen 1011 LLJ it l";__‘1 e fhl-,f,“t 11.‘(:5, . 19 'lf.i:_‘:p man

)

N R S ple oL
a2 ';i*nn‘{ling..!f

.

s=lin.a$fin. (a*kb) fin,

—

tethe eine wieberfehrende Reihe, und ihre B
2cof.b, — 1 ift: fo entfpringt ticlelhe
Oruche, deffen Jtennce 1 — 2z, cofi b} 72 iff
' ' wenn man z == 1 feiit; der Bruch felbft eber ift ==
finna * z (in. a + b) — 2 fin. 2. cof
S ci's"'b + b 2 (5.231] et
1an Daber z =1, fo witd {

_Mfincatfin.(atbh)—12fincacofib * fin.a—~n, (a—b)

8 e —————— e — E—

: = e ————

2~—2acof. b :‘.{:”coi. b)

toeil 2 fin.a cof b={in. (a ¥ b)  fin. @=—Db)ift. Da aber
SIR T fio f -~ -
fin. f = fin, g = 2 cof. —2, fi.mn® tiE, fortoird fina—

fin. (a —b)=2cof; (a——--l,,. fini 3b; und 1— cof, b=
2(fini3b)2 5 und folgli
cm[". 1';1 — 3 b)

2{in.2b

8= 5

8 250

il i Plerdurd toicd man in den Stand gefept, die Summe
i jeber Ungabl von Sinug, deren Winfel in einer arithmet
it : fden Progrefion frehen, ansuacben. Soll nemlid die

i - Summe der Reifje .

fin.a ¥ fin, (a + b) + fin. F2b) 4 fin. @k 3b)f v
Bl v o Polini @k nb)
gefunden wesden, fo fudhe man, da die Summe diefer Reihe,
11 el e foent
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wenn man fie-ohine Enbde fortaehen lafit = EZ%#
ift, die Summe der Glicder, die auf fin. (2 £ n b) folgen,
oder Die Summe von .

fin, (a } (nf1)b) F fin. (a $(nt2)b) + On. (a F @¥3)D) F 1€,
cof.(at(n ¥%)b)

s fin.zb

welde = fepn toitd, Iieht man, wenn

diefes aefcbehen, die gulest gefundene Summe von Dervors
hergehenden ab, fo Dleibt die gefuchte Summe nbrig.
St nemiich

s=fin.'a } fin. @Fb) +hn. (at2b) fuut finfatnb)
fo wird
e cof. (a — &b) — col. (a._’[' (nt3)b)

2fin.%b
fin.(a ¥ En0b) in. 2(n + Db
= fin. §.b 3

§. 260

Sluf eine ahnliche et erhalt man, toenn man die Cofis
s nimnt, und

s=cof.af cof.(@atb)f cofi(at2b)feofi(at3b)f,
ohne Ende, fest

__cofa + z (cof. (a+b) —2cof a. cofl b)
¥ I —2z.cofibfaz

Danun 2 cof. a. cel. b =cof. (a — b) T col. (a TD) ift,
fo toitd

< e fitz=1,

cof. a —cofl (a —B)
2 (1 — cof. b) 7

5=

B e

2 2
fib[g[icb =¢ofia—cof, (a—b)=—2fin.(a—ZDb), fin.2b;
' 24 und

RNu ift aber cof. £ — cofl g = 2 fin.
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und da itberdisd 1 — cofl b =3 2 (fin. % b)2 ift, fo wird
vadurch

e

eine abnliche Art die Summe der Reihe
cof.latnt )bl cofl (at(nt2)b)fcoli@t (nt3)b)f,
ing (af (nt£1b) e et
— —— 2 und jieht man dahet diefe Sums
me von jeuer ab, fo bleibt die Summe diefer Reibe
(a
L%

1

s = cof.atcof (afb)fcol (at2b)..... T col (atnb)
ubrig, und es ift dalber

i fa—2b)+fin. (at(n+ DD

s = —

cof. (a'+ 2 nb*, fin. % (n +1)b

Il

€8 laffen fich aud den vorherachenden Saken nod fehe
viel andere Fragen, die Sinus und die ’\‘-:-,n,;rn:en bestefs
fend, beantroorten; 3. B, wie man die Quadrate, und die
hobeen Peteftaten der Sinug und der Tangenten fummitet
Da man aber diefe Untworten auts den ibrigen Coeficienten
der obigen Gleichungen auf eine ahnliche Avt ableitet, fo

~ toollen wir und dabey nicht aufbalten.  Man muf indek in

Rucfiicht auf diefe legtern Summationen bemerfen, taf man
eine jede Poteftat der Sinus und Cofinug durch die einpel
Sinug und Cofinus ausdrucken 7 fann; und davon foll nun
noh Eirglich gevedet werden,

§. 262,

Man nehme. alfo aus den oben [§. 130. ] angefifhrten
folaende Sage ju Hilfe:

2 fin




LT

Bon ver Multipl unb Divifion der Winkel, 207

2fin. & fin. z = eof. (a — z) — cof; (at z)
2cof. a. fin. z =3 fin. (a f 2) — fin. (a-=2)
2fin. a. cofizz= fin, (a % 2) ¥+ fin. (a=2)
2cof.adeoliz = cof. (a—12z) '+ cofi (a 12)

Dieraus findet man juvbederft [S, §. 130, Unmerf.) fiw
die Poteftaten der Sinug

fneEe 5= in.'z
2{lin.z)2= I — cof 2z
4 (fn.z)3 = 3fin.z — fin.3z
8§ (hn.z)4 = 3 — geofi2zF cofiygz
16 (n.2)¥ = 10fin.z = 50in. 3z} fin. 52
32 (fin.z)0 = 16 — 15cofl2zf 6 cof. 4z — cof. 6z
64 fin.z7 35fin.z —216in. 2z 4 7fin. 52 — fin. 7z

[l

128 (fin.z)$ 35 —356coli2z 28 cof. 47— §cof. 62

+ cof. 8z
2,2 == 126{in, z— 84 fin. 32 T 36 fin. §z —
9fin.7z 4 fin. gz
3Cs
Dasg Gefes, nad tweldhem hier die Cocfficienten auf eins
andev folgen, [t fich aus den Coefficienten gines ju einee
Poteftdt erhobenen Vinomiume ccefentnen, nur muf dabey
bemecft werden, daf die abjofute Sabl bey den géraden
Potejtaten nur die Halfte von der ift, welde die Goefficiens

ten Des ju eben der Potejiat erhobenen Binomiums an die
Hand geben,

256 (fin

ﬁ. 263;

Auf eine abnliche Art [S, §. 130. Mnmerﬂ toerden die
Poteftaten der Cofinus beftimmt. &3 ift nemiich
cofiz. . =  -cof. z

2(collz)2= 1 F cofl2z

25 4 (col.
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4 (cofiz)3 = 3 cofzT cofl3z

8 (cofiz)4 = 3} 4cofl2z % cofl 47

16 (cof. z)8 == 10 cofiz *} §cof. 32 F cof 5z

32 (cofiz)6 = 10 F15cofi 2z F 6¢ofi 4z T col. 62

64 (cof.z)7=35¢cofiz T 21 cof. 32 F 6cof. 5z F cof. 7z
.

9Bas das Gefe betrifft, nadh tweldhem hHier die Coefficien:
ten auf einander folaen, fo gift dDavon eben dasd, tvas das
por vorhin bey den Sinus angemerft worden ift.

R et =
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