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Sufase 3um vierten Capitel

A. Snbalt es vierten Capitels,

Das gegentodrtige Capitel, toorin die Entwicfelung
der Junftionen durch unendliche NReihen gelehret wivd,
secfallt in stoep Haupttheile. Nadhdem nemlich §. 50. einige
vorldufige Bemerfungen fiber diefe ! aerz“**wlm.g Der Funkz
tionen vorauégefchict toorden, fo witd

die vt und Weife evflart, wie gebrochene Funftionen

in unendliche Reihen aufgeldfet werden Eotinen, §. 6o

bis 70. Dabep tverden

4. ;rL:: Brache betrachtet, in deven Nenner das erfte

Glied oder bdie beftandige Grofe nidt = o ift,
§. Go — 685 und diefe tnterfudung befchaftiget fich
teieder

«. mit gebrochenen Funftionen ubechaupt §. 60 — 63.
twobey bmm
aa. folgende ey cinelne Brudhe

82, . , 8. 61, und dann

afbz¥cz2t.dz3 116

bb. der allgemeine Bruh —
[—¢z2—f12—yz3—dz4—1C,

e 2 o1 o ety

§. 63, in unendli f*-fe ij*u‘EE) n perivandelt werden,
nachdem guvor §. 62. die Dejdhafenbeit diefer

&f 5 Reis




458 Sufage sum vierten Capitel.

Reifen aus den §. 60 und 61, gefundenen allge
mein befchricben roorden ift.
&. mit folchen achrodhenen Funfiionen, deren Fenng
eine Poteftat, §.64—68., und jwar
aa. von einem Dinomium, §, 64— 67., odep
an, (1 —az)3, §, 64,
g8. (1—«z)3, §.65.
yv. (1 —az)4, §.66.
8%, (1 — az)n, §.67., und
bb. von einer vieltheiligen GSrofe ift, §.68.

b. folgen bdie Driche, in deren Nenner das beftanbdige
BGlied = o ift, §.69. Den Befchluff diefer lnte
fuchung madht §. 70. eine Anmerfung uber die Menge
ver unendlichen Keiben, tootin man jeden Brud) ver
wandeln fann, teil fich aus jedem Bruche durch dit
Subftitution unzahlige andeve finden laffen.

2, Der gwoepte Haupttheil diefes Capitels handelt von det
Perwandlung der irvationalen Funftionen in unendlide
Reiben, §. 71—76., und groar fo, daf dic Berwands
lung Diefer Funftionen

a. §. 71.72. aflgemein befcbrieben, und die I)xr:i[;e:n mif
g,uci;cﬂt toerden, Ote man

m

@ fiit (P + Q", § 71., und
8. fut (1 ¥ Z)m, wenn m einen Brud bedeutet, nad
bem Binomifchen Lehriake erhalt, §. 72, Hieall
tetrden
b. nodh insbefondere die Reihen beteacbtet, die fich nad
eben Ddiefem fehrfage
e. aus (I T ez)m-1, §,. 73,
B. aus (1 fwz f gzz)m-1; ¢, 74
v, QuS (LT wz f fzz Fyz3)m-x, § 5, und endlid
d.




e

S B

Qufage gum vierten Capitel, 459

3, aud (r ez} 22 F vz3 f 324 T . )m-T erger
ben, §. 76, :

B, Jufab 3u §. 59.

&3 fann bepm erften Anblick auffallen, tenn BHier bes
hauptet witd, daf die Natur der gebrodhenen und tranfeen:
benten Runftienen leidter erfannt toerden fdnne, menn
man diefe Junftionen in unendlihe NReihen vertwandele.
lein, toenn man unendliche, das heifit, obhne Ende fort:
laufende Reihen unterfucht, fo ftellt manfich, wie der Here
Hofrath Kafiner, nicht nur in feinen Betracdbtungen fibee
die Act, toie allgemeine Begriffe im gdttlichen Verfrande
find, Gbdttingen 1767, fondern auch in der Vorrede ju feiz
nen Anfangdgrimden der Unalpfis des Unendlicdhen bemerkt,
nict alle cinzelne Glicder diefer Reihen, fondetn nur dad
Gefess vor, weldhes alle diefe Slieder gemeinfchafilich be-
obachten.  Yuch ift s gar nidt nothtoendig, daf jede uns
endliche Reihe eine unendlicheGSrofe vorftelle, ¢8 Fann biels
mehr die Srofe, die durd eine unendliche Reihe augges
drucft wird, in fehr enge Srengen cingefdlofien fepn, *fo
tie 3. . die Reibhe, 21 F+ 31 72T 5 F 5 T w. one
€nde, nie = 1 weeden fann. - Diefe Anmerfung hat {don
Leibniny in feiner AbHandlung: De vera proportione cir-
cull ad quadratum eircumfcriptum in numeris rationali=
bus {1 Den Aclis eruditorum pom Fahr 1682 gemadt.

C. Sufat iu §. 60,
Daf, wenn
a=—aA PeBzFaCzxt D23 FaEz4 T2
4t BAz T BBz2 T pC23 T 8Dz4 _
ift, cudha =« A, und «B J 8A, {0 tvie audh die fbrigen
€osfficienten einer jeden Poteftat von z, = o fepn miffe,
1agt

-
-
=%
-
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Kafit fich auf folgende Aet geigen, - Da z cine veranderliy
Grdfe ift, fo muf dic angefahete Gleichuna, menn fie by
haupt vichtig fevn foll, ebenfalld fur jeden Deftimmin
Berth von z wahe fepn, und e8 ift daher alles das frreng
und allegeit vidtig, ohne welchesd diefe Sleichung bey einem
beftimmten ZDerthe von z nidht beftehen fann, - Nun fam
vicfelbe, twenn man z ==o fegt, nicdt anders beftelen,
ald wenn a =« A ift, ,viq ih ift a = «A.  Fevner fam,
Daa=—e«A, und alfo

__aBz faCz2}«Dz3 FaEz24 fa0

,GAJ ¥ aBz2 F 8Cz3 T 8Dz4 ¥ 10,
feon mufi, die nbigc Gleichung ebenfalls nicht beftehen, toos
feen nicht «B [ BPA=aC ] 8Br=a«D T 8C =k}
BD = o ift, wc:, und es ift daher auch diefed richtig. Ak
eine ahnliche Art Fann man bep andern abnlichen Falm
perfafren, oder aud) die Beweidart brauchen; der fif
sEuler im Drepgehnten Capitel diefes erften Buchs im 214t
$. bebient BHat,

D, Bufaf 3u $. 64.

. Diefer und die folgenden §§. feben den Binomifde

fehrfag in feinem gangen Umfange, ober den Say vk
aus, daf

S C oM B
(;{ i b)-.n = att | — an-1h Ao s an-252 %
I I 2
‘n n—I n—2 B H—1 p—2 n—3
T =g 33 -i« e L__ gn- 41]4-
S oA I3 3 4

fen, nicht nue, foenn n eine ganse pofitive, fondern aud)
enn e8 eine gange negative, und audy, tvenn e eine g
brochene, pofitive oder negative,  Sah! Gedeutet. Da v
fer Lehrfog in den Ynfangégrinden der gemeinen Algedtd
gewoilich nuv fir den Gall beroiefen wicd, wenn n ot

gange
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Sufake gum viecten Capitel, 461

ganje pofitive Sahl ift; fo wicd die Mittheilung ded Cules
tifchen Bemweifesd fiie die nbrigen Falle in dem neunjehnten
Baride der neuen Commentavien der Peterdburgifchen Afaz
demic dey Wiffenfchaften vom u‘sLL 1774 nidht ubecfliffig
feon, Die Abhandlung, woraus das Kolaende genommen
ift, fithrt den Sitel: Demonfiratio theorematis Newto-
niagi de evolutione poteftatum binomii pro caflibus, qui-
bus exponentes non {unt numeri integri, und fangt
&. 103. an.

2. Borlaufig fchickt Luler darin juvdederft einiges uber
die Nothwendigleit ded BDetveifes ded Tinomijdhen Lelir:
fages fir die Falle, wenn n feine gange pofitive Jaht ift,
poraus.  Diefe Nothwendipfeit erhellet unter andern dars
ous, -tveil e8 ahnliche Sage giebt, 3. B.

y —an (1—an)(1——all“1}_t‘
neEs ———
T =52 I—a+<
(1 —an)(xr —an-1)(r— an-2)
3 t o
' [ — a3

welche nue in den Fallen wabe |mb foenn n eine gange
pofitive Sahl bebeutet, — Ferner gedenfet e ded Betveifes,
den Der Gtaatsrath Acpinus im achten Bande der neuen
Commentavien der Petersburgifchen Afademie der Wiffens
fhaften vom Sabr 1763 gegeben hat, und bemerfr davauf,
daff man, um den Binomifden Lebrion in feinem gangen
Umfange su bewcifen , nue ndthig habe ju geigen, dap fue
jeden Werth firn

n,n n—2 '  n n—I n—a _
{I-i‘ =1 —-X'i"“;‘.—'—ﬂ“"—.xzT*I—,—-—‘;——.-—"_“"_}:J']'IC.

b n

fe9, toeil nemlich Ca + bjo==an(x # =) ift, und es alfo

g ] ook
nue auf die Entivictelung des Ausdrucks (1 ;)J anfommt,

der
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_ b :
ber fid, weni man S feit, in (1 ¥ x)m verwandil

Nach diefen vorlaufigen Sagen ift der Beweis ded Biny
mifchen Lehrfapes felbft folgender,
3. &3 Fs:p
n n—I n n—I n—3
—=Tf—xP—,—— i s
fnl== 11~ x-I‘ 2}.{'1 2 3;\Tzr
fo ift, wenn n eine ganse pofitive Sahl bedeutet, .
[n] = (1 F x)n,
Diefed wird ausd den Anfangsgrinden der gemeinen Aoy
bra vorausgefest, und fann daraud aqud allerdings mi
MRedt vorausgefent werden.  Ferner fcz)

T g ek o S s
[m]= 1‘1‘ R “1' i 2
und alfo
[m].[n]=1tFAxtBx2$ Cx3 ¥ Dx4 } Exs i
e wenn die %uﬁbﬁﬂb@ﬂ A By G Brobsae ggbéﬂﬂ befﬁmmt
it toerden.

4. Um die Budftaben A, B, C, D, 1. zu beftimmen,
mufite man eigentlich die bepden Ddurch die unbefannia
Grofen [m] und [n] ausgedruchren Reiben mit einander '
multipliciven, und dag Produft mit der Neihe 1 + Axt
Bx2 + Cx3 T Dx4 1. vergleichen, Hllein: ¢ ift, avd
ohne daf man folches wicflich ihut, nicht fcbwer, fichdww
von ju ubereugen, einmal, daf die BVuchftaben A, F
C, D, 1. ducch die bepden Budbftaben m und n heftmm
erden, und jmentens, daff die Art, wie foldes gefdiv
i het, fie mag audh feyn telche fie twill, Feinecdroeges voi

ver Befdaffenheit der Budbftaben m und n abhange, 10
alfo immer Diefelbe fepn werde, o8 mdgen nun diek |
Buchftaben gange oder gebrodhene, pofitive oder negads

30
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Rahfen bedeuten,  Und diefed ift gu dev gegentoartigen Abs
ficbt hinlanglich.

5. Denn da Der Binomijche Lehriap fite den Fall, twenn
n cine gange pofitive Fahl ift, in der gemeinen Algebra aus
der Yehre von den Combinationen hinldnglich bewiefen, und
alfe flie diefen Fall al$ ausgemadht voraudgefet toerden
fann: fo ift Daber flar, daff, tvenn m und n gange pofiz
tive Sahlen bedeuten,

[m]:l*i‘T-xfl—{l-,m——-_l}:sz .E_:.-rl_j}ﬂ Tt =
X Il 2 i 3
(1 4 x)m
und
n] = I*}‘%XT—?—.E}—EK:T%,?—E—I:IJ-—?'—EEQ'I'H‘.::
(r f x)m '
und folglich

[m] . [n] :.(1%-14 o =m$n]=[]=1% 3[; x

r =1 Qs b oe] RIS Vo
_1__1;2'1"_-._"_- _“Xg.fzcd
X 2 1 2 3

ift, wenn man m  n==r fett. Da nun Hieraus

r
A= —

I .

r r—I
B=— 6 ——

I -

r f=—% =
C=— i B i R

I = 3

s s (ot |2 e A
b arte et

BECT e

3C ’

toitd, und diefe Buchftaben ousd den Budbftaben m und =,
wag mon fich bHievunter auch fir Sablen gedenfen mag,
nak

Lo

e g s e
A R e e Mo (e,

e e
T e

¥
!

|| e =

=k — =

_':}‘I

£
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i
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nach Abfak 4 doch immer auf-eine-und “'-1"*[[% et by
fiimmt toerden: fo erhellet nunmehr, daf-fie jeden Wi
pon m und n allemal

[m}+ [n] = [m #n]
ift.

6. Da alfo, was auh m und n fur Jahlen bedeuty

allemal

[m] - [n] = [m ¥ 1]
ift, fo ift ferner, und wae. audd fur jeden TWeuth o
m, n, p, g

[m].[n].[p] = [m¥ntp]
[m].[n].[p]l.[q] = [mtnitptq]
: 2.

und, da man-dabey aud) m =2 n = p = q . annehin
far n, ebenfalld
m]? = [2m]; (m]3 = [3m]; [m]4 = {gm]51

und 1;bCLIjuﬂpt

oy =

[_'m:jEE = [am]
wenn a irgend eine ganje pofitive Sahl bebeutet.

=7, Ftun fep i ivaend eine gange pofitive Jahl, und W
s igs 54 o

Bew fey ugleich anmd = 1, unbd folglich m == —, Hice i

1 a

aus der lesten Formel ded vorhergehenden Abfakes :
S wie -2
=] == @ ¥

teil i eine ganje pofitive Rahl-ift, — Hievaus abes foly
weites

w| .

[~f= (¥2)

fo %ﬂﬁ alfo Bietdurd der Binomifche Lehriat. auch fip M |

Gall Hewiefen ird, toenn n vine gebrocdhene Sablift
g,
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8. Da auf diefe Art, twenn m nue eine pofitive, ubriz
gens aber enttoeder eine gange oder eine gebrochene Sahl
bedeutet, allemal

[m] = (r fx)m |
ift, fo fep nunmeht n = — m.  Alsdenn twitd m fn=o,
und folglich
pl=00tx) =1

Gept man abev dicfe Werthe in die Formel [m] . [n] =
[mFn], fo wird

(rtx)m, [—m] = 1, und folalich

i:-—— I]'l] = [_[‘-1-—-;}111 == (1 'f- x)~n
wodurch denn dev BDinomifdhe Lehrfags audh fir den Fall eps
wiefen ift, twenn n eine gebrodbene Rahl bedettet,

9. ¥Wenn p und q die bepden Grenjen vorftellen, iz

-
fben toelchen Die ivvationale Srdfe ve liegt, fo ift nadh
bem bisher Grmwiefenien, wie grof oder twie Flein auch dep
Unterfchied jifchen p und q fepn mag, allemal

[p] = (1 T xP, und

[q] = (1 0% -
Da nun das, twas von jedee der bepden Grengen eciner Suz
tational:@rofre gilt, aud) von diefer Freational-Srdfe felbft
behauptet wevden fann, fo echellet hieraus die Wabhrheit
des Binomifchen Lefirfages fir den Fall, toenn n eine RYY
tational-Sabl ift; oder. s ift nunmebe audh

1‘

[‘-”“E] 2 By X}

To. Db aber gleich bey dieferm legten Sane \/' e fotvohl
Pofitio al8 negativ fepn fann, fo ift doch bep dem Betweife
Deffelden e al8 eine abfolute 3abl betvachtet worden, und

Rulers Rinlin0.Anslo.UnendlLD, & g man
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man darf daber, mwenn e eine pofitive ober neqatin
Sahl ift, davon reiter feinen Sebraud) maden, df

Y
soenn fowobl im erften Galle pon v~ 1 e ald im andu

T
von v~ — e Diof Die reellen Werthe genommen toetdin
SBenn daber ¢ eine ungerade Jahl ift, und die unmoglidy

T
FBecthe von v £ e ausgefdloffen worden, fo ift allm

T
T +
[Vie]l =t Floed

I
: ; r v te _
ift, foiftblof [V +e]=(1%x) ertiefen, undderfalm

; twenn aber r cine gerade Sl

£
+ —e vorfommt, ift in der obigen Formel gar nicht begrfie

11, Bermittelit der Differential-Redhnung 18kt fich b
Sabrheit des Binomifchen Lehrfanes felbft e den §il
‘Ddarthun, toenn n eine unmdgliche Rahi ift, aber fie b
geqenvartige Abficht veicht fbon dos fm Dritten bis jum
acdten Abfase Enthaltene hin, und fo weit hat aud Pyl
nue den Beweid gefithprt  Da fich indef der Sag 1m 1kl
ten und jehnten Abfape leicht mit Den vorhergehenden b
binden lisf, fo fchien e8 mic nidyt unroecimafig, aud
Herjufesen.

r2. RNad§. 3. hat Luler den Bimomifchen Lepefas i
mit Hilfe der Analpfig des Unendlichen bewiefen, nadma
aber diefen Bemeid vermerfiidh gefunden, weil die 9nalyfi
Des Unendlichen auf den Binomifchen Lchrfap gegrundd
fepnt folf. o toie Buler in feiner Differential - Redn
verfibet, too er im finften Capitel des eciten Thells ol
dem Gage anfangt: Wenn v = =1 ift, fo ift

e l
y 3 = (x Fdx)nEm 20 nxt= 1 dx e -2 dx2 flhd
1.2

: figt |
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fett alferdings die Analvfid des Unendlidhen den ganjen Binoz
mifchen Lehtfas voraus; alleft man todrde fehr unredht hanz
beln, tenn man diefed gan; allgemein beljaupten toolite,
Der Hr: Hofeath Raftner 3. B, beweifet in feinen Hnfangs:
geiinben der Analyfid endlicher Srdfien den Binomifdyen Lefyrz
fats blof fitr gange bejahte Epponenten, und erroeitert davs
auf denfelben in den Anfangégeanden der Analnfis ded Unz
endlichen anf andere al8 bejahte Epponenten auf eine folche
Yrt, daf ed wohl Niemanden cinfallen wird, diefem Bez
weife cinen Cridleichungsfehler vovzumerfen. Da man
gberdem die Formel d (xn)=nxn-Idx, tvenn n ¢ine ganje
pofitive 3abl ift, aus dev Regel fir die Erfindung deg Difa
feventials dec Produfte ableiten fann, ofine daju die Biz

nomdal: Formel im gevingften ju gebrauchen, indem nian

femlich xn = xxxxx,.... fet: fo 1aBt fich diefe Formel
felbft fiie bejahte und game Erponenten durd Hilfe dep
Diffevential:Rechnung darthun, ohne daf dabep das mins
defie erfblichen wicd. Vortheilhaft aber bleibt e8 immer,
einen fo aufierordentlich wichtigen Sa auf meby als eine vt
fennen gelernt ju haben, und rwenn dabher aud die Beweife
permittelft der Analofid Des Unendlichen viel Firger find,
fo muf man doch dic Slementar: Beweife desivegen nicht
verachten,

13. Bon der Gefchichre der Binomial- Formel findet
mai tn den angefihrten Schriften des Hen. Hofrath Rafis
ners Das merfrotiedigfie.  Yuf eine andeve vt als Eulep
haben fieslich der Here Hauptmann von Niafenbach in
feinen Anfangdgriinden der Differential 2 und Sntegralz
9tecbnung, Halle 1784, und Herr Profeffor Buffe in feiz
nen Beptragen gur Mathematif, Leipsig, 1786, diefelbe eles
mentarifd) ju beweifen gefudt.  Fir die negativen Sppos
nenten habe idh in meinen Briefen fiber die Buftabena

&g 2 Redp
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SRehnung und Algebra, Berlin 1786, und in meinen Iy
fangégrunden der Buchftabenrechnung und Algebra, B
fin 1788 die RichtigPeit der Binomial- Formel auf die iy
ertoiefen, dof iy diefelbe juerft fur den Fall wenn n=—
ift, dargethan, und darauf gezeigt Habe, vaf fie, wm
fie fav irgend einen negativen Werth fir n gilt, audfi
Den um i vergrofierten negativen Werth gelte.

14. Wenn n negativ ift, fo laft fich die Iumommlﬁw
mel auf folgenide vt Art ausdrucfen:

% n{n1
(ﬁ. ,E_ b‘j-ﬂ s a—,ﬂ i na-l‘l—Ib )-fl 2 .‘I-__) a—l’l—zb} —
I-v 2
i ndkad n n‘!*ﬂlﬂ"l"*‘fn 30
nmPOmEY o spst T30 o ahhey
1 * : 4 3 - " - 3 L] 4
and roenn b negativ ift, fo rmrb
1(n 1)
{:a_..u}—n — =1 v-I- na-n-Ib | ‘i__l q-n-2h2 -I-
o2

o 2 : ‘n+F 2
nint DnF :)3—11-353-fﬂ n¥r)int2)(n%3) Ry
! e 3 1% e 3 4
Wird a =1, fo vertwandelt uc[) (a—b-nin
L)
@—brr=1 Tnb{-n(n L P R N
2 D33
und da ift denn
nnt D@ T2) ., cas (n % p—2)(n 'I’p-—-]:]bp
Yooy A oy e S G G S
ein allgemeiner Ausdruct fiir alle Glicver.  Sent man
n einer gangen Sabl gleih, o erhalt man Hievaus fit

(et 06T be; i
I

n==2, (p ¥ 1)b?; firn=3,

-

Dpt2)pt7 . .

= (prD(ptPT be, 2., und bieraus la
S, e AL

fich die hieraus flickenden Sage des 64 bid 66ften §. Ded4tl

Capitels dev Culerifdpen Einteitung fehe teicht hevletien,

A
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