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Soliton-Gleichungen

von B. Fuchssteiner

I. Einfiihrung

Angeregt durch Erforschung, und weitere Analyse, der spektakuliren
Eigenschaften der Korteweg-de Vries Gleichung hat sich in den letzten
zwei Jahrzehnten ein mathematisch-physikalisches Teilgebiet zu ungeahn-
ter Bliite entwickelt, welches gleichermafen bei Physikern wie Mathema-
tikern (der verschiedensten Disziplinen) Interesse und Faszination geweckt
hat. Von der Entwicklung dieses Gebiets, dessen endgiiltiger Name noch
ungewifl scheint, und das durch die gewihlte Uberschrift nur oberfEichlich,
wenn nicht sogar falsch beschrieben wird, soll hier die Rede sein — natiiz-
lich von einem sehr subjektiven Standpunkt aus betrachtet!

DaB sich der endgiiltige Name dieser Disziplin genausowenig bestimmen
lafit wie der ihr letztendlich zuzuweisende Platz im Himmel der Mathema-
tischen Systeme kommt daher, daf eine Vielzahl von Methoden und Be-
trachtungsweisen einflieBen, die ein so verwirrendes Bild entstehen lassen,
daB jeder einen anderen Aspekt fiir wichtig halten kann. Der eine ordnet
das Gebiet der Mathematischen Physik zu, dem anderen ist es Algebraische
Geometrie, oder Streutheorie, oder symplektische Geometrie und Theorie
vollstindig integrabler Hamilton-Systeme, oder auch Lie-Algebra in Ver-
bindung mit partiellen Differentialgleichungen, oder, . . . , oder . . .

Das Ganze begann in den 60-er Jahren mit einem wiedererwachenden Inter-
esse an der Korteweg-de Vries Gleichung, da man feststellte, daf diese
nichtlineare partielle Differentialgleichung nicht nur Flachwasserwellen
sondern auch Phinomene der Plasmaphysik beschreiben kann.

Was wir heute Flachwasserwellen nennen, wurde erstmals — und ausgiebig
— vom schottischen Pfarrerssohn John Scott Russell) (1808—1 882) er-

2 Ein Bericht iiber diesen brillianten, mit vieifiitigen intellektuellen Gaben gesegne-
ten Ingenieur befindet sich schon im Jahrbuch 1978 (Seiten 217-219). Russel hat
beachtliche Leistungen im Schiffsbau erbracht, bei denen er seine Forschungen
iiber Wasserwellen anzuwenden verstand. Trotz seiner vielen Talentp brach aller-
dings die von ihm geleitete Schiffsbaufirma nach dem Miberfolg be_lm Bau der _
»Great Eastern* zusammen. Fiir den deutschsprachigen Leser mag interessant sein,
da® er der Erbauer der grofen Rotunde zur Weltausstellung 1873 in Wien war,
und dafl wir ihm den Bau der ersten Eisenbahnfihren (den sogenannten Trajekt-
booten) auf dem Bodensee zwischen Deutschland und der Schweiz verdanken.
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forscht, der den etwas treffenderen Namen »waves of translation' wihlte.
Sein Interesse an diesen Phinomenen wurde geweckt, als er im Augu§t
1834 eine Welle beobachtete, welche in einem Kanal durch ein von emem
Treidelpfad aus gezogenem Boot erzeugt wurde. Auf dem Riicken seines
Pferdes sitzend sah Russel, wie beim Abstoppen des Bootes die Wassgrmas—
sen um den Bug in wilde, ungeordnete Bewegung gerieten, und wie sich
dann aus diesem chaotischen Gefliefe eine edle wohlgeformte Welle 16ste.
Zwischen Reitersmann und Wasserschénheit war es Liebe auf den ersten
Blick, er setzte ihr nach und verfolgte sie im Galopp iiber mehr als zwei

Meilen, wobei ihre Bestindigkeit (sie inderte weder Form noch Geschwin-
digkeit) nur seine Zuneigung noch erhoéhte.

In der Folgezeit investierte Russe] grofie experimentelle Mithe — und Ge-
schick — in die Untersuchung seiner wohlgestalteten Schénheit. Er er-
kannte den nichtlinearen Charakter dieser Wellen und entdeckte, daf die
Wellenbewegung durch eine iiber die ganze Wassertiefe erfolgende horizon-
tale Translation der Wasserpartikel erfolgte (deshalb wave of translation).
Wie scharf seine physikalische Analyse war, geht auch daraus hervor, daf®

er immer prézise und penibel zwischen Wellenbewegung und Wasserbewe-
gung unterschied — eine Unterscheidung, die heutigen Mathematikern und
Naturwissenschaftlern manchmaj offensichtlich schwerfillt.?) Vallig richtig
erkannte er auch, daf es sich zum Beispiel bei der Gezeitenwelle, oder auch

bei den — moderat zerstorerischen - Seiches um dieselben Phinomene,
also waves of translations, handelte.

um ax

H H
» X
Fig. 1 — Lingsschnitt durch Kanal zur Zeit ¢
Obwoh} grofle Geister, unter anderem Lord Rayleigh, Boussinesque oder
auch Airy (den Russe} als

groflen Geist zu bezeichnen sich allerdings ge-
mathematischen Erkldrung der Russel’schen Be-

» gelang diese dann erst vollstindig mehr als fiinf-

zig Jahre spater durch Korteweg und de Vries (1895). Zuriickgehend auf
die Dissertation von de Vries entdeckten sie, daf sich die ,,wave of trans-

2)
Umfeines von vielen Beispielen zu nennen: Der groe Seismologe und Erdbeben-
ergrinder C.F. Richter unterscheidet — verzei i
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lation** durch folgende nichtlineare partielle Differentialgleichung beschrei-
ben l4ft:

Ng-H Vg HH?
(1) us +vg- Hu, + B x+—6——~uxxx=0

wobei u = u(x, t) die Wasserhdhe in Abhingigkeit vom Ort x und der Zeit ¢
ist, und wobei g die Erdbeschleunigung und H die asymptotische Wasser-
tlefe also die Tiefe des ungestorten Wassers ist.

Die von Russel beobachtete Welle, die ja weder Form noch Geschwindigkeit
dnderte, mufl dann eine Losung der Form u(x, t) = s(x — ¢t) sein. Wir nen-
nen dies eine Solitdrwelle. Da (1) mit diesem Ansatz in eine gewohnliche
DGL ubergeht 1at sich die Solitdrwellenlosung leicht explizit ausrechnen,
und sie stimmt mit den Russelschen Beobachtungen in der Tat gut {iberein.
Auflerdem sei bemerkt, daB die Gleichung (1) durch die Substitution

X >x ++/g Hrund durch eine lineare Transformation in u offensichtlich

auf die heute gebriuchliche Form
Uy = 6 Uty + tyyy (KdV)

bergeht, die man zu Ehren von Korteweg und de Vries als KdV bezeichnet.

Die spite mathematische Durchdringung der von Russel beobachteten Wel-
len, iiber deren Ausbleiben Russel selbst schon weidlich gespottet hat, ist
nicht etwa darauf zuriickzufiihren, daft man sich wellentheoretisch in der
mathematischen Steinzeit3) befand, sondern darauf, daf} die KdV auf einer
Reihe sehr subtiler, miteinander konkurrierender Approximationen beruht.

Danach kam eine lange Periode der Ruhe, wihrend der, abgesehen von der
kleinen Gilde der Wasserwellenfans, sich kaum jemand um die KdV kiim-
merte, bis sie dann in den 60-er Jahren dieses Jahrhunderts zur Beschrei-
bung magnetohydrodynamischer Wellen im Plasma herangezogen wurde.
Das numerische Studium der Wechselwirkungen [S0] solcher Wellen fiihrte
nun bald zur Entdeckung der reichhaltigen mathematischen Struktur, von
der in den folgenden Kapiteln die Rede sein soll.

Obwohl also allgemeine mathematische Strukturen das Thema dieses Auf-
satzes sein werden, kann ich an dieser Stelle der Versuchung nicht wider-
stehen, anhand einer einfachen Uberschlagsrechnung zu zeigen, daf die
Phinomene, welche durch die KdV beschrieben werden, keineswegs nur
von esoterischer, also nur den Mathematiker oder Physiker in seiner Stu-
dierstube interessierender Natur sind, sondern eine Erklirung gewaltiger,
also wohl exoterischer, Naturerscheinungen darstellen.

Wir betrachten ein Erdbeben, dessen Zentrum iiber die Linge eines Tief-
seegrabens gleichmifBig verteilt ist, und das auf eine tektonische Verschie-

3)Dias sieht man schon daraus, daB® der erste Band der Mécanique céleste schon sehr
viel frisher, niamlich im Jahre 1799 erschienen ist.
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bung der in diesem Graben aneinanderstofienden Erdplgtten zuruckgeht."
Die Gleichverteilung des Erregungszentrums nehmen wir an, um nack}. Maog-
lichkeit eindimensional rechnen zu kénnen. Wir interessieren uns dafur.,
welche Wirkung dieses Beben auf eine in angemessenem Abstand vor die-
sem Graben liegende Insel haben mag. Um nachher eine k.onkrete Rech’—
nung durchfithren zu kénnen, gehen wir von einer tektonischen 'Verschle-
bung um ca. 15 cm iiber die Linge des Marianengraben (Wassertle_fe

ca. 6000 m) aus. Dies entspricht einem Erdbeben von ca. 7—2_3 (Rl(;hter-
skala), stellt also ein gar nicht so seltenes Ereignis dar. Natiirlich f_heﬂ:t das
Meer von der angehobenen auf die abgesenkte Platte ab, was zu einer sehr,
sehr langen Welle von ebenfalls ca. 15 cm Hohe fithrt. Ein iiber dc?m Erd-
bebengebiet fahrendes Schiff wird von diesem Ereignis deshalb nichts
wahrnehmen. Russels Beobachtung von Solitirwellen bedeutet aber, d_aﬁ
die Welle sich nahezu dispersionsfrei ausbreitet. Allerdings verdndert sie
sich mit verinderlicher Wassertiefe. Es wird also irgend etwas besonderes
passieren, wenn sich die Welle einer Insel (Wassertiefe Null) ndhert. Zum Zu-
sammenhang zwischen Wassertiefe und Wellenhdhe betrachten wir die
Kontinuitdtsgleichung {Bezeichnung wie in Fig. 1)

+ o0

l (ulx, 1) — Hydx = constant (zeitunabhingig),

— OO
die ja bei Inkompressibilitit gelten muf.

Aus der KdV (1) erhalten wir, bei festem ¢, fiir die Gestalt der Solitirwelle
2 2 (3
ulx) =H+ 3 k24 cosh —ik(x_-xo)

wobei k ein Parameter ist, der mit u

max Offensichtlich in folgendem Zu-
sammenhang steht

(2) Umax = H + 3 k24
Die Kontinuitiitsgleichung geht also iiber in

+ oo
[ 3kH cosh“z(% kx) dx = const.

— 0
Substitution liefert
k-H= const.,

oder mit (2)

umax : H = COHSt.
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Also miissen wir bei Wassertiefe H = 0 mit uy,,x — © rechnen — was natiir-
lich so nicht sein kann, da die der Ableitung der KAV zugrunde liegenden
physikalischen Annahmen bei beliebiger Wellenhdhe nicht mehr gelten
werden und die Welle sich stattdessen brechen wird. Wir nehmen deshalb
an, daf sich die Welle ungefihr bei u,,x = 2 A brechen wird — ¢in Wert,
den jeder passionierte Strandlieger gro8enordnungsmiflig bestitigen kann.
Fiir unser Zahlenbeispiel

Umax * H = (Umax * H)Marianengraben = 0,15 - 6000 m? = (30 m)?

bedeutet dies, daB® das auf der Insel zu erwartende maximale up,, gleich
(2/4/2) 30 m ist. Also betrigt die auf Hawaii beim Brechen zu erwartende
Wellenhdhe uy,,, — H = H ungefihr 20 Meter! Ein wahrhaft fruchtbares
Ereignis! Aber in der Tat, solche Wellen gibt es, sie werden mit dem japani-
schen Wort Tsunami (Hafenwelle) bezeichnet.

Zum Beispiel wurde 1946 die schone Stadt Hilo (auf der grofien Insel) von
einer solchen Welle, die auf ein Beben der Stirke 7,4 im Aleutengraben
zuriickging, weitgehend zerstort. Im Jahre 1933 gab es ein Tsunami, wel-
ches, an der amerikanischen Pazifikkiiste reflektiert, den Pazifik innerhalb
zweier Tage sogar zweimal durchpfliigte. Dal solche Tsunamis gefdhrlich
sind, versteht sich von selbst. So wurden von dem Sanriku-Tsunami im
Jahre 1896 in Japan iiber 27 Tausend Menschen ertrinkt. Neben der sich
gerade zum einhundertsten Male jihrenden Explosion des Krakatau fihrte
die Explosion des Santorin® (ca. 1450 v.Chr.} zum wohl groBten Tsunami
in historischer Zeit — seine Zerstérungsgewalt bedeutete das Ende der
minoischen Kultur.

II. Solitionen und Erhaltungssitze

Wie schon erwihnt, begann man in den frihen 60-er Jahren mit der nume-
rischen Betrachtung von Losungen der KAV [50]. Insbesondere interessier-
te man sich fiir Anfangsbedingungen, die fiir Zeiten ¢ = —  aus der Uber-
lagerung mehrerer weit auseinanderliegender Solitirwellen (mit verschiede-
nen Geschwindigkeiten) bestanden. Wegen des exponentiellen Abfalls der
Solitirwellen fir x > * « wurden die Uberlagerungen dieser Wellen so klein,
daf die Nichtlinearitit der KdV anfangs nicht zum Tragen kam, und die
einzelnen Wellen deshalb ungestort ihre ,,Bahnen ziehen* konnten. Das
Hauptinteresse galt dabei der Wechselwirkung zwischen den Solitirwellen,
die aufgrund der Nichtlinearitit dann auftreten mufite, wenn die schnelle-
ren Solitirwellen die langsameren eingeholt hatten. A priori war nicht zu
erwarten, daf bei dieser Wechselwirkung irgendeine besondere Regelmifig-
keit auftreten wiirde. Zur grofien Uberraschung stellte sich aber heraus,
daB fiir t > + oo (also ,,nach* der Wechselwirkung) dieselben Solitarwellen
zu beobachten waren, wie fiir ¢ > — ©; nur eine Phasenverschiebung hatte
stattgefunden. Das heifit, die Solitirwellen verhielten sich wie Partikel bei
Y private communication eines unbekannten kretischen Fremdenfihrers.
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elastischer Streuung. Diese (Partikel-)struktur — die Russel iibrigens schon

im Experiment beobachtet hatte — gab dann den AnlaR, die Solitirwellen
der KdV Solitonen zu nennen.

Es stellte sich jetzt die Aufgabe, diese speziellen und in"ceressar%ten Sohhto-
nenlésungen mathematisch zu charakterisieren.5) Dabei kam einem eine
andere merkwiirdige und unerwartete Entdeckung zu Hilfe. 1967 fanden
Gardner, Greene, Kruskal und Miura [19] heraus, daf die KdV

(3) U = buyu + Uy xx

einen isospektralen Fluf des eindimensionalen Schrodingeroperators be-
schreibt. Dies heifit folgendes: Nimmt man eine Schar (Scharparameter ¢)
von Funktionen u(x, f), die Elemente des L2(dx) (Hilbertraum der quadrat-
integrablen Funktionen) sind, als Potentialterme im Schrédingeroperator

(4) L)=D2 +u(-,1),

wobei D z—aa der iibliche Differentiationsoperator in £2(dx) ist, dann gibt
X
es, sofern u(x, t) Lasung der KdV ist, eine von u( -

, t) abhingige Schar
selbstadjungierter Operatoren B(t), so dafy

d
(5) a—t—L(r) =i[B(1), L(1)].

Dabeiist [B, L] = BL — LB der iibliche Kommutator. Mit anderen Worten:
Lz} definiert dann eine Schar unitdr dquivalenter Operatoren, insbesondere
sind die Eigenwerte von L(t) unabhingig von ¢.

In der Tat hat diese unscheinbare Entdeckung zu einer auferordentlich

effektiven Losungsmethode einer ganzen Klasse nichtlinearer partieller
Differentialgleichungen gefiihrt, der sogenannten inversen Streuniethodeé)'
Insbesondere gelang dadurch auch die explizite Berechnung der Solitonlo-
sungen der KdV, da diese der speziellen Klasse von reflektionsfreien
Schrddingerpotentialen (Bargmann-Potentiale) entsprechen. Uber die in-
verse Streumethode wurde im Jahrbuch 1978 berichtet, so dafl wir hier
nicht darauf eingehen miissen Auferdem gibt es inzwischen vorziigliche
Lehrbiicher zu diesem Thema ({26], aber besonders [2]). Fiir spitere Be-

e

5) - ) . .
) W}r betrachten hier und im folgenden nur Losungen u(x, ¢), die fiir x — + o hin-
reichend schnel} verschwinden.

Es ;ah eine ganze Weile so aus, als ob diese Methode nur fiir Probleme einer Raum-
und ei i

iner Zeitdimension geeignet sei. Inzwischen wurden von Fokas und Ablowitz
{10} aber auch mehrdimensionale Probleme behandeit.
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durch eine lineare Gleichung beschrieben wird. Dies liegt daran, weil die
Streudaten einer Auswertung bei x = £ o entsprechen, wo die von u( -, )
abhiingigen Terme des lokalen Operators B(z) in (5) verschwinden. Fiir uns
ist an dieser Beobachtung wichtig, daft wir durch Betrachtung der Streu-
daten, den Fluf (3) auf die Beschrinkung eines linearen Systems auf eine
geeignete Teilmannigfaltigkeit eines Vektorraumes transformiert haben.
Wir haben das Problem also fast linearisiert.

Bevor wir diesen Aspekt weiter verfolgen, wollen wir noch eine ganz ein-
fache Methode [11] zur Bestimmung der Solitonldsungen vorstellen. Wir
benédtigen dazu den wichtigen Begriff des Erhaltungssatrzes, den wir gleich
fiir die allgemeine Situation definieren werden.

Wir betrachten eine w-oft differenzierbare” Mannigfaltigkeit M. Die
Variable in M bezeichnen wir mit u. Wir betrachten Funktionen, die M in
eine zweite Mannigfaltigkeit (z.B. IR) abbilden. Wir interessieren uns im
folgenden aber nur fiir solche Funktionen, die c-oft differenzierbar sind.
Ist F eine Funktion auf M und m ein Tangentialvektor an der Stelle u, so
bezeichne F'(u)[m] die Ableitung von F an der Stelle u# in Richtung m.
Vektorfelder K(u), G(u) sind Funktionen, die jedem u € M einen Tangen-
tialvektor an der Stelle u zuordnen. Vektorfelder tragen auf natiirliche
Weise eine Lie-Algebra Struktur, die durch

(6) (K, Gllw) = K'(w)[Gu)] — G'w)Kw)]
def

gegeben ist.

Wir interessieren uns fiir Evolutionsgleichungen auf M.

Das sind Gleichungen der Form
(7) u, = Klu),

wobei u, die partielle Ableitung der Schar u = u(t) € M nach dem Zeitpara-
meter ¢ bedeutet, und wobei K(u) ein Vektorfeld zu sein hat. Die KdV ist
Beispiel fiir eine solche Evolutionsgleichung, wenn wir K(u) = buuy + u,,.,
setzen: dabei haben wir die zugrunde liegende Mannigfaltigkeit allerdings
noch nicht definiert. Der Einfachheit halber behandeln wir nur Evolutions-
gleichungen, fiir die es einen global definierten Flug gibt; das ist eine Funk-
tion

F:(t,yy)) ERX MM,

L Wer etwas gegen Mannigfaltigkeiten hat, dem sei erlaubt, sich unter M ei.nfach
einen Vektorraum vorzustellen. Wir sind natiirlich in erster Linie an c>dimensio-
nalen Mannigfaltigkeiten interessiert. Der dabei vorausgesetzte piffereqzierbar-
keitsbegriff ist — wegen der Kettenregel — der der Hadamard-Differenzierbarkeit
(liegt zwischen Gateaux und Fréchet). Der nicht sachkundige Lese_r sghaqe_aber
bitte nicht nach, was damit gemeint ist; es geniigt vollig, wenn er ein intuitives Ver-

stindnis fiirs Differenzieren hat.
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so dafy
9 :
F(0, up) = uy unds‘t_ F(t, up) = K(F(t, up)) fiir alle ¢, ug.

Offensichtlich ist F(t, ug) nichts anderes als die Ldsung von (7) zur Zeit ¢
und zur Anfangsbedingung u(z = 0) = uy. Fiir spiter wollen wir noch fest-
halten, daf die F(r, - ) eine einparametrige kommutative Gruppe von

Diffeomorphismen auf M darstellen; dies ergibt sich im wesentlichen aus
der globalen Existenz des Flusses und aus

(8) F(t,-)e F(r,-)=F(r +1,.),

was wieder daraus folgt, dal die Evolutionsgleichung (7) nicht explizit _
zeitabhingig ist. Das Vektorfeld K(u) ist der infinitesimale Generator dieser
Gruppe und die zugehdrige Lie-Algebra ist die durch (6) eingefiihrte.

Eine Funktion P : M > IR (oder auch €) bezeichnen wir als Erhaltungsgri-
Be des Flusses (7), wenn

9) P'(u)[K(u)] =0 firalley €M

Da wir die Existenz eines

globalen Flusses vorausgesetzt haben, ist dies
dquivalent mit

PF(t, up)) = P(ug) fir alle ¢, u.

Mit anderen Worten: die Quantitit P darf sich wahrend jeder durch (7) ge-
gebenen Bewegung nicht dndern. Das

. Covektorfeld u - P'(u) (Linearform
auf %em Tangentlaibﬁndel) bezeichnen wir naturlich als den Gradienten
von P.

Denkt man an die Bedeutung der Erhaltun
$O Ist nicht notwendig, zur Wi

m Gewand wohlbekannt. Die Erhaltungsgrofien
sind namlich dje Lésungen derjenigen
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Wenn aber auch das Bestimmen der Erhaltungsgréfien schwierig ist, so wol-
len wir uns doch tberlegen, was wir mit ihnen anfangen kénnen.

Sei dafiir P eine Erhaltungsgréfe von (7). Trivialerweise ist P = const. eine
Untermannigfaitigkeit der Codimension 1, die invariant unter dem Fluf}
von (7) ist. Viel wichtiger aber ist, dad man invariante Untermannigfaltig-
keiten viel héherer Codimension erhilt, wenn man die Menge betrachtet,
auf der P extremal wird, also die Menge

{ueM|Pu)=01},

die ja offensichtlich ebenfalls invariant sein muf. Hiufig kommt es sogar
vor, daf} diese Mannigfaltigkeit von endlicher Dimension und unendlicher
Codimension ist, und daf der darauf stattfindende Fluf fir den Anwender
besonders interessant und wichtig ist.

Beispiel 1. Wir betrachten auf S(IR), dem Raum der co-oft differenzierba-

ren Funktionen, die im Unendlichen schneller als jedes Polynom ver-
schwinden, den durch die KdV gegebenen Fluf. Offensichtlich ist

Pt
Iy =3 | u?(x)dx

— 0

eine Erhaltungsgrofe, und ihr Gradient ist das durch

+ o

S(IR)3v—~> f u(x)v(x)dx

— 0

gegebene lineare Funktional. Identifizieren wir die Elemente von w € S(IR)
iber

+oo
(10) (w,v)= I wix(x)dx fir alle v € S(IR)

— O
mit linearen Funktionalen auf S(IR), so kdnnen wir schreiben
I'wy=u.

Wir haben bereits gesehen, daB die Eigenwerte, sagen wir A (u), ce Ap(u),
des Operators L(u) = D? + u ebenfalls (wenn auch nur lokal defmu?rte)
Erhaltungsgrﬁfsen der KdV sind. Bezeichnen wir mit ¢y, ..., Wy die, be-
zliglich (10), auf Eins normierten Eigenfunktionen zu diesen Eigenwerten,
S0 lassen sich unter Verwendung der Selbstadjungiertheit von L{u) die ‘
Gradienten der Ay, ..., A, leicht zu w?, ... ,wf, berechnen. Der Gradient
von
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P)=Iu)— 5 Nelu)
k=1

18t damit

Puy=u— 5 o2
n=1
undesmuB {u€ M| Py) =

uns nun, daf die c, , . .
menfassen:

Satz 1: Fiir beliebige A1, ..., \, bilden die Lésungen u € S(IR) des folgen-
den Systems gewdhnlicher Differentialgleichungen

0} invariant unter der K4V sein. Erinnern wir
- » Wy Eigenfunktionen sind, so laBt sich zusam-

4]
Dzu)k+uwk=)\ko.:k,k=l,...,n' u= Z w

>

etne Mannigfaltigkeir, gie invariant unter dem Flufi der KdV ist.

Offensichtlich jst dies wegen der Randbedingung im Unendlichen eine
n-dimensionale, also endlichdimensiongle

der «-dimensionalen Mannigfaltigkeit S(IR). Fiir den Fall n = | iiberzeugt
dusgezeichnet ist. [y allgemeinen F

sche Uberlegung [11], daB wir durch diesen Sa
gezeichnet haben, dj

: illige Folge der inversen Streumethode,
In dem bedeutenden Beitrag [20),
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grofen recht artifizieller Natur sind und deren physikalische Interpretation
schwerfallen wiirde, weitere ,,verniinftige* Erhaltungsgréfien der KdV gibt.

Beim Ldsen dieser Fragen hilft uns die Methode des .,,spektralen Gradien-
ten® [12] weiter, die wir hier am Beispiel der KdV kurz exemplifizieren
wollen. Man geht so vor:

Man finde einen von u abhingigen Integrodifferentialoperator ¥(u), der

die Eigenschaft hat, daf jeder Gradient eines Eigenwertes von L(u) selbst
Eigenvektor von W(x) ist. Dies liBt sich im allgemeinen mit linearer Algebra
bewerkstelligen. Offensichtlich hat dieser Operator dann die Eigenschaft,
daBl er die durch das diskrete Spektrum von L(u) gegebenen speziellen
Gradienten von Erhaltungsgréfen wieder auf Gradienten von Erhaltungs-
gréfien abbildet. Wegen der ,, potentiellen Reichhaltigkeit*!® des Spektrums
muf’ diese Eigenschaft dann allgemein gelten. Das heiRt, ¥(u) hat allgemein
die Eigenschaft, Gradienten von Erhaltungsgrofen isospektraler Flisse von
L(u) wieder auf Gradienten von Erhaltungsgrofen dieser Fliisse abzubilden.

Durchfiihrung im Fall der KdV ergibt, da die Quadrate der Eigenvektoren
von L(u) = D? + y Eigenvektoren des Operators

X
(1) W(u) =D~1 (D3 +2Du + 2uD) (wobeiD~! = [ .dx)
def

~— 0

sind. Da nun u Gradient einer Erhaltungsgrofe der KdV ist, sind die
(12)  Gu(u) = (Fw)'u, n€ N,

weitere Kandidaten fiir solche Gradienten. In der Tat haben alle G,,(u)
Potentiale — was an dieser Stelle nicht so leicht einzusehen ist — die dann
Erhaltungsgrdﬁen der KdV, und jedes anderen isospektralen Fiusses des
Schrﬁdingeroperators, sind. Die KdV hat mithin unendlich viele Erhaltungs-
grofien, was keineswegs selbstverstindlich ist und den wunderbaren Charak-
ter dieser {(und anderer) Gleichungen erneut manifestiert.

III. Symmetrien und Hereditire Symmetrien

Eine weitere Moglichkeit zum Auffinden niederdimensionaler invarianter

Untermannigfaltigkeiten fiir vorgegebene Fliisse ist durch Symme;riebe-

trachtungen gegeben. Man sucht dabei Losungen, die geggnﬁber_ einer vor-

gegebenen Symmetrieoperation der Gleichung invariant sind. Ein Aspekt,

der im tiglichen Umgang mit Mathematik ja hiufig vorkommt, wenn man
Diesen, zugegeben blumigen, Begriff kénnen wir hier nicht weiter erliutern, eine
Benaue Untersuchung findet sich in dem unpublizierten essay [12], welcher heute
hiiufiger in der Literatur zitiert wird — leider meist aber nur um falsche Aussagen
und Methoden zu verbrimen oder um zu einem schiampigen Umgang mit dem
kontinuierlichen Spektrum aufzurufen.
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sich zum Beispiel fiir rotationssymmetrische Losungen, oder dhnliches,
bei geeigneten Gleichungen interessiert .

Wir wollen uns hier nur um kontinuierliche Symmetriegruppen ku}?rﬁlﬁm
— obwohl zum Beispiel bei der KdV auch diskrete Gru’ppen bzw.. ?innern
gruppen eine Rolle spielen (Autobicklundtransformationen). Wir e

daran, daf die durch die Evolutionsgleichungen

(13) u; = K(u)

und
(14) u, = H(u)

gegebenen Fliisse, die ja Lie-Gruppen sind, miteinander k_ommutleren,
wenn ihre infinitesimalen Generatoren X und H in der Lie-Algebra der
Vektorfelder kommutieren, wenn also [K, H} = 0 gilt. Wir nennen dann
den Flu von (14) eine Symmetriegruppe von (13). Man kann diese Tat- .
sache storungstheoretisch folgendermaBen ausdriicken: (14) definiert eine
mit (13) kommutierenden FluB, wenn fiir jede Lésung u(t) von (13) die
Funktion w(t) = H(u(t)) eine Losung der Linearisierung

we = K'(u(r)) [w(2)] =§;K(u(t) tew() = g

von (13) ist. Mit anderen Worten, die infinitesimale Transformation

u(t) > u(t) + €H(u(t})), € infinitesimal

mub (13) forminvariant

lassen. So 14t zum Beispiel die infinitesimale
Transtormation

u(t, x) = u(r, x) + €u(t, x),

die KdV invariant, was nichts

pe der x-Translationen als Sy
Die Fliisse u,

anderes bedeutet, als daf die KdV die G_TUP'.
mmetriegruppe hat. Oder anders ausgedriickt:
= Uy und u, = buy, + Uxxx Kommutieren.

Kennt man nun eine einparamet
tes

rige Symmetriegruppe von (13), mit infini-
imalem Generator G(u),so h

at man trivialerweise mit

{uEMlc;(u)=0}
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war, deren infinitesimaler Generator Linearkombination der Generatoren
von Zeit- und x-Translation war, nimlich gleich cuy + (61, T tyy,) War.

Seibstverstindlich wenden wir diese Methode zur Konstruktion spezieller
Losungen bei linearen Systemen stindig an, ohne uns dariiber Rechen-
schaft abzulegen. Ein lineares System

(15) v, = Lv; L linearer Operator auf Vektorraum £

hat nimlich schon aufgrund seiner Linearitit eine recht grofie, hiufig
co-dimensionale, abelsche Symmetriegruppe. Denn offensichtlich kommu-
tiert (15) mit allen Flissen der Form

v,=L"vy, m=0,1,2,...

und damit ist (15) invariant gegeniiber jeder einparametrigen Gruppe, deren
Generator in dervon {LM|m=0,1, .. . } erzeugten Lie-Algebra liegt. Die
Auszeichnung invarianter Mannigfaltigkeiten entspricht dann der Betrach-
tung von Summen von Eigenrdumen von L, oder allgemeiner, der Betrach-
tung L-invarianter Teilriume von E.

Ganz anders ist die Situation hingegen bei nichtlinearen Evolutionsglei-
chungen, dort haben wir es hiufig mit dem Fall zu tun, daB, abgesehen

von der Zeittranslation, gar keine Symmetriegruppe existiert. Schon des-
halb kénnen natiirlich diejenigen nichtlinearen Gleichungen, welche doch
Symmetriegruppen besitzen, ein besonderes Interesse beanspruchen.

Man solite sich an dieser Stelle davor hiiten, zu glauben, dafd man eine}r
nichtlinearen Gleichung ihre Symmetriegruppe gew1s§ermaﬁen durch in-
telligentes Inspizieren ansieht. Wer dies glaubt, mag einmal versuchen zu

zeigen, dafd

_ 2 3
Up = Upyxxx T Sxxxl + 1Supuu T uuy

abgesehen von Zeit- und Ortstranslation gar keine Symmetriegruppen be-
sitzt, dafd aber hingegen

= 4y, + sin{u) T uxgcosu) — u2sin(u)

X

+ 2uysin(u) + uxy f sin(u(£, 1))dé

~— 00

Uxt

eine unendlich-dimensionale abelsche Symmetriegruppe hat!®),

11)Wer bei der letzten Gleichung auch nur einen weiteren Symmetriegenerator, der
nicht Linearkombination von Zeit- und Onstran§latlon ist, angeben kann (natiir-
lich ohne weiterzulesen oder in den Originalarbeiten des Verfassers nachzu-

schauen), erhilt, von Bl einen Buchpreis.



22 B. Fuchssteiner

Abstrakt gesprochen, geht es bei der Konstruktion von S"ym'metriegrupien
also darum, zu einem gegebenen Lie-Algebra-Element, nimlich zum \{.e -
torfeld K(u), den Kommutanten zu finden, oder, noch besser, eine mog-

lichst grofie abelsche Lie-Algebra zu finden, die das Vektorfeld X (u) ent-
hilt.

Wir wollen skizzieren, wie man mit Hilfe der Methode hereditirer Symme-
trien!?) diese Aufgabe der Konstruktion grofier abelscher Lie-Algebren
16st. Das Verfahren hat zudem den Vorteil, dafl man in Speziellgr.l K'lassen,
die ,angenehmen* nichtlinearen Evolutionsgleichungen, also diejenigen
die dhnliche Eigenschaften wie die KdV haben, auffinden kann.

Die Definition des zentralen Begriffs Lifit

sich am Beispiel der Linéarisie-
rung motivieren. Wir nehmen an, die Glei

chung (13) lasse sich linearisieren:

Mannigfaltigkeit Af Diffeomorphismus 4 Linearer Raum £

BN

vy = Lvu, L linear

Lie-Algebra-

[s hismus
Vektorfelder auf M | mmmorPRISTU
Ff

—»| Vektorfelder auf £

Fig. 2 — Linearisierung

igfaltigkeit M durch einen COO-Diffeo_mor-
phismus eindeutig auf einen linearen Raum so abbilden kdnnen, dal die
Gleichung (13) in die lineare Gleichung (15) iibergeht. Solche Diffeomor-

phismen geben natiirlich AnlaB} zu einer Ubertragung der entsprechenden
Vektorfelder, die durch den Lie-Algebra Isomorphismus [M(u) geschieht.
Insbesondere mug gelten:

L= F'(u)[K(u)].

Da (15) eine %-dimensionale abelsche Symmetriegruppe besitzt, kann man
deren Lie-Algebra { Lm | < Ny } natiirlich mit dem Isomorphismus
1
2)Dieser Begriff wurde 1979 erstmals in
rer nichtlinearer Differentialgleichu
fast gleichzeitig, haben Gelfand-Do
etwas speziellere Strukturen gefun

[13] eingefiihrt und an einer Reihe populi-
ngen exemplifiziert. Unabhiingig davon, aber

rfman [21 }und Magri (29] sehr dhnliche, doch
den.
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I"(u) zuriickziehen und erhilt fiir

(16)  P(u) = {TMuw) ;-1 LT (w)
def

dafd die Vektorfelder
(E7) P(u)"K(wu), n=0,1,...

eine eventuell unendlich-dimensionale Lie-Algebra aufspannen, die offen-
sichtlich K(u) enthdlt. Womit die Aufgabe gelost wiire.

Soweit, so gut! Aber das Konzept hat den entscheidenden Nachteil, dafs
es total unbrauchbar ist, weil sich kaum eine verniinftige nichtlineare Glei-
chung in diesem strengen Sinne linearisieren l1afit.

Trotzdem kann uns diese fragwirdige Betrachtung auf eine richtige Idee
bringen. Es ist doch so, daft die Kommutativitit der von (16) erzeugten
Lie-Algebra eine rein algebraische Angelegenheit ist, die irgendwie auf eine
spezielle algebraische Eigenschaft des Operators I'(w) zuriickzufiihren ist.
Und diese Eigenschaft wiederum muf sich aus den algebraischen Eigen-
schaften der beteiligten Gréfen, ndmlich aus der Linearitdt von L und der
Symmetrie der zweiten Ableitung I'"(u) von I'(x) ergeben. Wir miissen
also diese Eigenschaften zu einer geeigneten Eigenschaft von ®(u) umfor-
mulieren. Durchfithrung gibt Anlafd zu folgender:

Definition. Sei (L, [ , ]) eine Lie-Algebra und & : L > L ein linearer Ope-
rator. ¢ heifit hereditire!d Symmetrie, wenn fiir alle 4, B € L gilt

(18)  ®2[d, B] + [D4, DB] = {[®4, B] +[4, PB]}.

In der Tat lifit sich mit unkomplizierter Rechnung zgigen,’dafs die operator-
wertige Funktion ®(u), die durch (16) gegeben ist, dllese Eigenschaft ha't.
Der Beweis. daf ein hereditires & grofie abelsche Teilalgebren erzeugt. ist

nun eine rechte Trivialitit.
Satz 2: Sei ® hereditir und sei A ein Element von L, welches mit P in fol-
gendem Sinne kommutiert:

d[4, B] = [4, DB] firalle BE L.
Dann kommutiert ® mir allen ¥4, n € Ny, und aufierdem spannt

{®"4 | n € Ny oder ELwenn @ invertierbar }

eine abelsche Lie-Algebra auf.

-—-—'-_‘_--——_

13) . . iy ie wir gleich schen
Der Name hereditir (erblich) erklirt sich daraus, dab ® — wie wir gleic )
werden - in grofiem Stil fiir eine Vererbbarkeit von Symmetrien verantwortlich
ist.
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Beweis: Benutzen wir die Tatsache, daR ® und 4 kommutieren, so erhal-
ten wir fiir beliebiges B aus Gleichung (18), da8 [®4, ®B] = ®[dA4, B].

Also kommutiert ® auch mit &4 Induktion liefert nun:
(D74, d™A] = dM[PnY, 4] = - pmy, Pr4]=—pntmlg, 4]=0.m

Wir werden diesen Satz nur fiir den Fall bendtigen, daBl die Abbildung P
durch eine operatorwertige Funktion &(y) gegeben ist, also eine Funktion,
die jedem u € M einen linearen Operator im Tangentialraum an der Stelle
u zuordnet. Die Bedingung, daf ®(u) mit einem Vektorfeld 4(u) kommu-

tieren soll, ist allerdings sehr einschrinkend und weitreichend, wie man

an den folgenden — leicht zy beweisenden — Konsequenzen sieht [13],
[14]:

Lemma 1: Es kommutiere gie operatorwertige Funktion ®{u) mit dem
Vektorfeld A(u). Dann giit:

1} Fiir jede Lésung u(t) der Evolutionsgleichung uy = A(u) haben wir

U9 ), = A" Dw) — Du)a’(w),

Also konstituiert U = A(u) einen isopektralen Flug fiir den Operator
D(u).

Eine andere Konsequenz von (19) ist, daB d(u) Generatoren von Sym-

metriegruppen der Gleichung Uy = A(u) wieder auf Generatoren von
S ymmetriegruppen abbildet.

ii} Fiir beliebige Zghlen NN, it die Mannigfaltigkeit
n

WEMIAW= T

k=1
unter dem Flug von u;

wy Eigenvektor von $(u) mit Eigenwert Ak }

= A(u) invarigny,

Fir die Anwendungen, die wir im Sinne haben, besteht der Pfiff unseres
Satz_es aber gerade darin, dagt Wir die Aussage , & kommutiert mit 4** nur

Beispiel 2: In der Situation von Beis

Vektorfelder definierte Operator piel 1ist der auf der Lie-Algebra der
K(u) > D(u)K(u),

wobei

(20)

Du) = (D3 +2py + 2uD)p-1
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eine hereditire Symmetriel?.

Wegen der Translationsinvarianz kommutiert ® mit dem Vektorfeld u,. Al-
s0 kommutieren alle Vektorfelder

(21) Ky(w) =®"(wu,, n=0,1,...

mit ® und spannen aulerdem eine co-dimensionale abelsche Lie-Algebra
auf. Das zu n = 1 gehérende Vektorfeld

ist die rechte Seite der KdV. Mithin sind die Fliisse der Gleichungen
uy = K, (u)

einparametrige Symmetriegruppen der KdV. Die KdV hat also eine o-di-
mensionale abelsche Symmetriegruppe. Auflerdem kdnnen wir ablesen
(Lemma 1 i), daf die KdV einen isospektralen Fluf fiir den Operator ®(u)
definiert, und daf jede Eigenvektorzerlegung von K(u), oder auch u,, nach
den Eigenvektoren von @ auf eine beziiglich der KdV invariante Mannigfal-
tigkeit fiihrt (Lemma 1 .ii). Daf diese Mannigfaltigkeiten gerade den Soliton-
18sungen entsprechen, werden wir noch durch einen Vergleich von (20) und
(11) verstehen. Benutzt man die Darstellung in Lemma | ii) zusammen mit
dér Rekursionsformel (21), so sieht man, daB sich diese ,,Solitonenmannig-
faltigkeiten** offensichtlich auch durch eine lineare Abhidngigkeit zwischen
den Symmetriegruppengeneratoren K,,(u) charakterisieren lassen.

Fir den hier, vom iibergeordneten Blickwinkel aus betrachteten Fall der
KdV waren einige der soeben abgeleiteten Tatsachen natiirlich schon friih-
zeitig bekannt. Die K, (u) hatte man sehr schnell als weitere Vektorfelder
ausgemacht, welche zu isospektralen Fliissen des Schrédingeroperators
fiihrten (generalized KdV-equations, siehe [27]). Der Operator d(u) in (20},
sowie einige seiner geheimnisvollen Eigenschaften, war schon von A. L.enard
gefunden worden (siehe [27]). Die Idee, Symmetriegeneratoren rekursiv zu
erzeugen, kam erstmals bei Olver [39], dem aber die Kommutativitat der
Symmetriegruppe entging, da ihm die Heriditaritdt des Operators d(u) ver-
borgen blieb.

14, —— :
)Das Nachrechnen der Hereditaritit ist in diesem einfachen Fall'durch eine ge-
schickte ein- bis zweiseitige Rechnung zu erledigen. Im allgemeinen Fall ist die

Uberpriifung der Hereditaritit allerdings eine stumpfsinnige und beschwerliche

Angelegenheit. Um ein Beispiel zu nennen: Fir die Hereditaritit des'dle Caudry-
Dodd-Gleichung beherrschenden Operators {16 ] mufs man ca. 500 bis 1000 Ter-
me eines komplizierten Differentialausdrucks iiberprﬁf_en. Meine Studenten haben
inzwischen ein Pascal-Programm entwickelt, welches einem diese langweilige Ar-
beit abnehmen kann. Aligemein kann man hereditire Opqatoren hoherer Ord-
nung aus Strukturaussagen gewinnen wie sie zum Beispiel in [14] dargelegt wurden.
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Ich méchte hier noch anfiigen, da man recht einfach weitere Beispiele fiir

hereditire Operatoren (niedriger Ordnung in D) finden kann. So sind auch
[13] die Operatoren

(22) P,(u) =D +a py p-1
(23)  P3(u) = p2 +(7+2ﬁu+au2)+uxD—1(B+au)

coLt
fiir beliebige @, §, ye € hereditir. Laft man komplexe u zu, und beschrink
sich auf reelle Differenzierbarkeit von M, so findet man, dafy

Qa(u) =i D +iqy p-1 Re(ii-), a€ER
ebenfalls hereditir ist. Dabej ist Re(iz - ) die Abbildung
w = Realteil von (i w).
Alle diese Operatoren ko

explizit von x abhingen.
partielle Differentialgleic

mmutieren trivialerweise mit y, da sie ja nicht
Also k6nnen wir damit — analog zu Beispiel 2 — )
hungen (oder auch Integrodifferentialgleichungen

Gleichung in Lichtkegelvariablen (K(u) =
und die wohlbekannte eind

(K(u) = D4 (w)u,), um nur

(I)S(u)_luxa g= Y =0, Ol_: 2)
imensionale nichtlineare Schrédingergleichung
einige zu nennen.

Iv. Hamiltonstmkturen

-_"‘—-———_

1S),. . co
)Dyes 1st offensichtlich, denn w ist Eigenvektor von ¥ (u) genau dann, wenn Wy
Eigenvektor von ®(u) ist.
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ein Physiker die Bewegungsgleichung von Teilchen in einem rotationssym-
metrischen Potentialfeld, so weild er sofort, dafs der Drehimpuls des Sy-
stems eine Erhaltungsgrofe ist. Ahnlich schliefdt er aus der Translationsin-
varianz eines Systems auf die Erhaltung des Impulses und aus der Zeitun-
abhingigkeit des Kraftfeldes auf aie Erhaltung der Energie. Dies alles sind
Spezialfille eines von Emmy Noether in ihrer Dissertation aufgeklirten
Zusammenhangs zwischen den kontinuierlichen Symmetriegruppen des
Systems und den physikalischen Erhaltungssitzen. Dieser Zusammenhang
gilt allerdings nur fiir spezielle Systeme, nimlich die sogenannten Hamil-
tonsysteme:

0, —1I )
(24) (g)r = (I 0) Gradient H(g, p),

wobei p = p(f) und q = ¢(¢) in einem Raum gleicher Dimension liegen,
sagen wir dem IR”, und wobei die Gradientenbildung sich auf den

R?" = R” & R” bezieht. Die Elemente der Matrix in (24) miissen natiir-
lich selbst n X n-Matrizen sein. Der von E. Noether entdeckte Zusammen-

hang sagt (in der hier gewihlten Sprache): Der Operator

(25) J:(O’ _I)
I, O

bildet Gradienten von Erhaltungsgrofen auf infinitesimale Generatoren
von Symmetriegruppen des Systems ab.

Natiirlich kann man mit dem Qperator J dann die Lie-Algebra-struktur von
den Vektorfeldern auf die Gradientenfelder zuriickziehen; die so erhalte-
nen Lie-Klammern nennt man Poisson-Klammern. Wir sollten vielleicht er-
wdhnen, daf} die Umkehrung des Sachverhalts nicht immer gilt, da; heifdt,
fir den Generator A(p, q) einer Symmetriegruppe ist J~1A4(p, q) nicht un-
bedingt Gradient einer Erhaltungsgrofe, denn J— 1A hat nicht notwendi-
gerweise ein Potential. Schon der dreidimensionale harmonische Oszillator

liefert ein Gegenbeispiel.

So speziell wie die Gleichung (24) aussieht ist sie gar nicht. Denn fir den
Noetherschen Satz, der ja offensichtlich einen lokalen algebraischen
Sachverhalt ausdriickt, geniigt es, wenn eine Gleichung lokal von der Form
(24) ist, d.h. beziiglich eines vom jeweiligen Punkt abhéngigen Koordina-
tensystems. Aber auch diese Beobachtung nutzt uns fir 00-clirnenslonz.ile
Mannigfaltigkeiten herzlich wenig, denn mit Koordinatisierungen be_fmd.et
man sich dort nicht immer auf bestindigem Grund. Doch kOnnen wir wie-
der dieselbe Vorgehensweise wie im letzten Kapitel anwepden. Wir be-
trachten einfach ein Hamiltonsystem in beliebigen Koordmat_en, .dann
mub sich die Moglichkeit zur speziellen Koordinatisierung ja in el,ner alge-
braischen Eigenschaft ausdriicken, die dann wohl fiir das Noether s%‘he
Theorem verantwortlich ist. Durchfiihrung dieses Gedankengangs fihrt
uns auf folgende
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Definition'®): Eine operatorwertige Funktion Q(u), die jedem uEM ]
einen linearen Operator vom Tangentialraum in df:n Co'tangenna%raﬁr_nta
der Stelle u zuordnet, heifit symplektisch, wenn sie antisymmetrisch ist,

und wenn fiir beliebiges u € M und fiir beliebige Vektoren g, b, ¢ aus dem
Tangentialraum von u gilt, daB die durch

26) o b, c] = (Q'(u)fa]b, ¢)
def

definierte Klammer die J acobi-Identitit
QD fabe]+[bea] + [ b] =0

erfillt. Dabei steht (| ) fiir die Dualitdt zwischen Cotangentialraum und
Tangentialraum. Antisymmetrie bedeutet natiirlich { (u)a, b )=
= —{Q(u)b, a) fir alle Tangentialvektoren g, b.

Wir wollen, bevor wir auf den Nutzen
einen technischen Sachverhalt festhalt
scher Operator invertierbar ist, also J(
oben festgehaltene algebraische Eigen

de Eigenschaft von J(u) ausdriicken.
Vektoren a*, * ¢

dieser Definition eingehen, noch

en. Wenn niamlich ein symplel.(tl-
u)= u)~!, dann LBt sich die
schaft auch durch eine entsprechel}-
Es gilt dann nimlich, daB fiir beliebige
* aus dem Cotangentialraum von 1 die Klammer

(28) {a* b* c*} = (b*,J'(u)[J(u)c*]b*)
def

die }acobi-ldentitét erfii

lit. Deshalb wollen wir antisymmetrische QOpera-
toren, die dies erfiillen,

implektisch (fiir invers-symplektisch) nennen!”.

Nun zum Nutzen unserer etwas aufwendigen Definition. Die Gleichung

(29) =Ky

nennen wir Hamilto

niystem, wenn es eine skalare Funktion P auf M gibt
und einen implektis

chen Operator J(u) so, daf

—_—e
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(30) K(u) = J(u) grad P(u)

wobei wir der Deutlichkeit halber grad P statt P' geschrieben haben. Im
endlich dimensionalen Fall heifdt dies in der Tat, da® (30) lokal von der
Form (24) ist. Im folgenden bezeichnen §2(u) und J(x) immer symplekti-
sche bzw. implektische Operatoren.

Noetherscher Satz: Ist Q(u) eine Erhaltungsgrife des Hamiltonsystems
(30), dann ist J(u) grad Q(u) infinitesimaler Generator einer einparametri-
gen Symmetriegruppe des Systems.

Neben diesem Satz ist noch zu erwihnen, dafd sich mit Hilfe von J(u)
leicht Poissonklammern fiir die Covektorfelder definieren lassen. Wir wol-
len diesen Aspekt der Lie-Algebra-Struktur im Cotangentialbiindel aber
nicht weiter verfolgen.

Im Anblick des Noetherschen Satzes hatte F. Magri [28] nun eine geniale
Idee. Er iiberlegte sich, da man bei einem System mit zwei verschiedenen
Hamiltonformulierungen den Noetherschen Satz benutzen kdnne, um auf
verschiedene Weisen zwischen Erhaltungsgréfen und Symmetriegruppen
hin und herzuspringen, wodurch man dann, durch Iteration des Verfahrens,
unendlich viele Erhaltungssitze bzw. Symmetriegruppen erzeugen wiirde.
Die Schwierigkeit, daft man bei Umkehrung des Noether’schen Satzes, von
Generatoren der Symmetriegruppen ausgehend, nicht unbedingt bei Gra-
dienten landen wiirde, iiberwand er durch eine Kopplungsbedingung‘lg)
Interessiert man sich aber nur fiir Symmetriegruppen, so ist diese Kompa-
tibilitdtsbedingung iberhaupt nicht nétig.

Satz 3 {17]: Ist das Hamiltonsystem (30) bi-hamiltonisch in dem Sinne,. dafs
es einen symplektischen Operator §2(u) gibt, so dafs Qu)K(u) ein Gradient
51, dann bildet der Operator

(31) D(u) = J(u)u)

Generatoren von Symmetriegruppen in Generatoren von Symmetriegrup-
pen des Systems ab. Also sind alle Vektorfelder

(32) K, (u) = D(u)"K(u) = D(u)"J (u) grad P(u)

Symmetriegruppengeneratoren von (30).

In der Tat kann man diesen Satz dort recht effektiv zur Konstqution vo{lg)
Symmetriegruppen benutzen, wo keine hereditire Struktur vorliegt [17]"7/.

I — st
Zwei Jahre spiter kamen Gelfand-Dorfman unabhingig von Magri auf dieselbe
Idee [21].

19 . . o
)Man sollte aber auch nicht iibersehen, da die hereditdre Struktur einem Ergebnis
se dort liefern kann, wo keinerlei hamiitonische Struktur vorliegt (einfachstes

Beispiel: Burgers Gleichung).
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Natiirlich kann es passieren, da} die auf diese Weise kon.stru1‘erte SYle:f
triegruppe nicht kommutativ ist. Jedoch besteht augh hler_ ein enger .
sammenhang mit der Struktur hereditdrer Symmetrien. Wir nennen e)
symplektischen Operator £2(u) und einen implektischen_OperatordJ_ {(u -
kompatibel, wenn ®(y) = J () :qu) hereditir ist. Vergleicht man 165)
Magri’s Kopplungsbedingung, die zwei implektische Operatorgn Jy (l: ’so
J2(u) genau dann erfillen, wenn J; (u) + J2(u) wieder implektisch iSI ’
ergibt sich, daf} diese Bedingungen fiir invertierbares Q(u)=Jy(u) .
dquivalent sind [15]. Der Vorteil djeser Beobachtung ist mannigfach:

Nehmen wir an, J(u) und Q(u) seien kompatibel. Dann stellt sich heraus,
dafy

i) fiir das im Satz behandelte System die ersten Ableitungen aller

(33) Gy y(w)= (D)"Y grad Plu) = Qu)(P(u))" 1K (u)

= Qu) K,,_; (u)
(n€Noderncz wenn ¢ invertierbar)

Symmetrische Operatoren sind.
und haben deshalb fijr eine Manni

Vektorraumes M durch

1
(34)  Pu)= [ €Gahw), uyan
0

gegeben sind. Alle d
Auflerdem k

: : (u) invertierbar) alle (P(u)* )" $2(u)
mplektisch sind. Alje diese Grofen sind miteinander kompatibel.

Auflerdem sind dann natiirlich alle Evolutionsgleichungen

(BS)  u =k, @)

hamﬂtonisch, und sie haben so
mulierungen, falis ¢ invertierb
1ii) wi‘r ein Verfahren zur Konstruktion hereditizer Symmetrien haben.
Wir brauchen ja nur eine Schar implektischer Operatoren der Form

gar unendlich viele hamiltonische For-
ar ist.

aJi(u) + Jy(u), a beliebig, Jy invertierbar

um dann zu wissen, dag J2(uly (u)~1! hereditir ist
Se——

20) Also gibt e mehrere kanonische Poissonklmnmem!
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Beispiel 3 [17]: Wir betrachten die Mannigfaltigkeit von Beispiel 1. Dann
sind fiir alle Skalare a, 8, vy, 6 die Operatoren

(36)  Jw)=aD + D3 + y(uD + Du) + 8DuD~uD
implektisch. Also wissen wir, daB fiir zwei beliebige Operatoren J; (1) und
J,(u) aus dieser Schar, der Operator ®(u) = J,(u) Jy(u)~! hereditir ist.

Darunter befinden sich dann auch die Operatoren aus (22) und (23).
Auflerdem sind alle Gleichungen der Form

(37)  up= au, + Py, T 3vun, +-§ & utuy = A(u)
hamiltonisch, denn sie sind ja von der Form
uy, = J(u) grad P(u) = J(u)u
mit
_LTT
Pe)=5 [ ud(odx.
—

Da D aus der Schar (36) ist, muft D—! symplektisch sein und da D=1 A(x)
der Gradient von

+ 5
Qu) = f % uz(x)—% 1 (x)? +% u(x)3 +§ u(x)*¢ dx

ist, muf (37) ein bihamiltonisches System sein. Wegen der Kompatibilitit
der beiden hamiltonischen Strukturen wissen wir sofort, dafl wir eine
w-dimensionale abelsche Symmetriegruppe haben, sowie unendlich viele
(beziiglich der Poissonklammern) miteinander kommutierende Erhaltungs-

grofen. Wir wollen diese Quantititen noch explizit hinschreiben:

Wir verschaffen uns den hereditiren Operator
d(u) = J(u)D !
dann kommutieren alle Vektorfelder
Kp(u) = ®uyd(u) = ®" 1wy, n€EL

Diese Vektorfelder sind Generatoren einparametriger Symmetriegruppen
von (37). Die

Gplu) =D~ Ky(w), n€EL

sind Gradienten von Erhaltungsgrofien des Systems.
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Unter den Gleichungen (37) befindet sich eine Vielzahl der populdren v‘(;ll'
stindig integrablen nichtlinearen partiellen DGL’n. Unter anderem: th,
modifizierte KdV, Gardnergleichung, oder in einem gewissen Sinne auc

Sinus-Gordon-Gleichung und inverse KdV. Weitere Beispiele fiir diesen Me-
chanismus findet man in {17].

V. Weitere Zusammenhiinge

Ich hatte bereits darauf hingewiesen, da® die Auswahl des vorliegenden Ma-
terials sehr subjektiv ist.

Obwohi selbst eine Aufzihlung der, von meinem subjektiven Standplm}(t
aus, bedeutendsten Arbeiten den Rahmen dieses Aufsatzes sprengen wur-
de, mdchte ich trotzdem einen Katalog wichtiger Aspekte, Querverbin-

dungen und Erweiterungen angeben, zusammen mit einer allerdings will-
kiirlichen Literaturauswahl.

Fir die inverse Streumethode und auch die Zusammenhinge mit Bicklund-

transformationen, Hirotas bilinearer Methode, der Painlevé- und der Mono-
dromie-Eigenschaft, den endlich-dimensionalen vollstindig integrablen Sy-
stemen?!) (z.B. Calogero System), und vor allem aber den einfallsreichen
Beitrigen von Sakharov und Shabat sei auf die schon erwihnte vorziigliche
Monographie [2] hingewiesen. Darin findet man auch weitere Anwendungen.
Uberhaupt habe ich — aus Platzmangel — die Anwendungen im Bereich der
Physik iiberaus stiefmiitterlich behandelt. Die Literatur hierzu ist aber zu
weit verzweigt, um durch einige wenige Literaturangaben auch nur halbwegs
Gerechtigkeit wiederfahren zu lassen. Hinzu kommt, da manche Physiker,
zu Recht oder zu Unrecht sej dahingestelit, in vielen stabilen Phinomenen
Solitonen mutmaBen. Diese phantasievolle Einstellung zieht sich vom gro-

flen roten Fleck des Jupiters hin bis zum entferntesten Winkel der Quaf_lte"'
feldtheorie, und trigt naturlich zur ausgiebigen und vollstindigen Verwir-
rung des Anfingers bei.

Trotzdem wird natirlich die Aufhellung des Zusammenhangs mit Quan-
tentheorie und Quantenfeldtheorie in der Zukunft eine wichtige Rolle
spielen. Als Einstieg in diesen Problemkreis scheint mir das Studium der
Heisenbergschen Spin-Kette (XYZ-model) als eines einfachen und voll-
kommenen Modells fijr diese Zusammenhéinge geeignet; hier sind — fufend

auf die tiefen Beitrige von Baxter — alle notwendigen Querverbindungen
vorhanden: Inverse Stre

utheorie [45], 461, Pai ei ft [5] und
vieles andore. [45], [46], Painlevéeigenscha [5]

Ny ————

21) o :
Ich habe in diesem Artikel den Begrit wvollstindig integrabel* bewuit weitgehend
vermieden, weil er mir bei codimensionalen Systemen, die mich vor allem inter- ,
csterten, nicht abschliefiend geklirt scheint. Fir endlich dimensionale vollstindig
Integrable Systeme —

rab vor allem das schéne Beispiel des geoditischen Flusses — sei
auf die interessanten Ubersichten von J. ¢

Moser (35], [36] hi ewiesen, die auch
I anderem Zusammenhang lesenswert sind. (331 361 hing
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Der Zusammenhang mit allgemeiner Relativititstheorie wird einem bei
Studium der Arbeiten von Cosgrove [8], Maison [30] und vieler anderer
bewufdt.

Jemandem, der sich mehr fiir das ,,Grundsitzliche* der behandelten Fra-
gen interessiert, dem sei ein griindliches Studium der klassischen Mechanik
[1] (mein Lieblingsbuch ist aber [31]) und der symplektischen Geometrie
[48], [49] angeraten.

Selbst die Lie-Algebra-Aspekte habe ich nur unvollstindig behandelt. Fiir
weitere spezielle — und iiberraschende — Eigenschaften der Lie-Algebra, die
bei der Behandlung der KdV eine Rolle spielte, siehe man z.B. Tu [47].

Fiir das Studium des Zusammenhangs mit den Kac-Moody Algebren sei

auf die Reihe der tiefliegenden Arbeiten [22] der Gruppe um Sato hinge-
wiesen.

Wer sich bei der KdV oder dhnlichen Gleichungen fiir andere Randbedin-
gungen im Unendlichen interessiert, der sollte entweder die Landau-
Lifschitz Gleichung [44] studieren (welche viele bekannte Gleichungen
enthilt) oder er sollte sich die wichtigen Beitrige von Novikov [37] oder
zum Beispiel auch Dubrovin [9] zu Gemiite fihren.

Dies geht dann allerdings schon in die algebraische Geometrie hinein, ein
Aspekt, den ich ginzlich ausgelassen habe. Hierzu gibt es griindliche und
tiefgehende Beitrige z.B. von McKean-Moerbeke [23], Krichever [25],
Mumford-Moerbeke [33], Adler-Moerbeke [4] und vielen anderen.

Zusammenhinge mit Homotopietheorie wurden von Boya, Carinena und
Mateos [7] aufgezeigt.

Uber hdherdimensionale Probleme (mehrere Raumdimensionen) liegt
noch nicht viel vor. Erwihnt habe ich schon, daf} erste Anwendungen der
inversen Streumethode auf diese Probleme gegliickt sind [10]. Aufierdem
sollte ich noch nachtragen, daf fiir die Kadomtsev-Petviashvili-Gleichung
(2 Raumdimensionen, eine Zeitdimension) eine unendlich-dimensionale
kommutative Symmetriegruppe explizit angegeben wurde [3 8] (siehe
auch {22]).

Die letztgenannte Gleichung ist auch insofern interessant, als bei ihr -
genau wie bei der Benjamin-Ono Gleichung — explizit zeitabhingige Er-
haltungsgrofien und Symmetriegruppen jeder polynomalen Ordnung in ¢
existieren [ 18], dies kann es bei der KdV nicht geben (nur erste Ordnung
maoglich.)

Ich sollte den Artikel nicht schlieBen, ohne auf einige der vielen interes-
santen und allgemein verstindlichen Uberblicksartikel hinzuweisen, die zu
diesern Thema bereits — unter anderen Akzentsetzung — erschienen sind.
Zum Beispiel : Scott-Chu-McLaughlin [43], Moser [34], Miura [32],
Osborne-Burch [40].
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