Rechnen mit Uberraschungseffekten —
fiir Vertretungsstunden, die tigliche Rechentibung und
andere Gelegenheiten

Rechnungen mit
vorbestimmtem Ergebnis

1. Denken Sie sich eine Zahl zwischen 2000
und 10000; addieren Sie 8015; machen Sie aus
der erhaltenen fiinfstelligen Zahl eine vierstelli-
ge; indem Sie die ,,1“ vorne streichen (was na-
tiirlich dasselbe ist, wie 10000 subtrahieren);
addieren Sie zur erhaltenen Zahl 1 und subtra-
hieren Sie das Ergebnis von der Zahl, die Sie
sich gedachr haben. Fertig? Wenn Sie richtig ge-
rechnet haben, ist — unabhingig von der ge-
dachten Zah! — lhr Ergebnis 1984, das Jahr, in
dem diese Zeilen geschrieben wurden. (Bei-
spiel: 6666 + 8015 = 14681; 4682; 6666 — 4682
= 1984) Wenn Sie Zeit haben, sollten Sie sich
selbst iiberlegen, warum der Trick funktioniert,
dann haben Sie auch schnell den Schiiissel zu
Variationen in der Hand: andere Ergebniszah-
len von einstellig bis sechsstelligund mehr. An-
sonsten lassen Sie sich die Zusammenhinge mit
<in wenig Algebra erkliren: Bezeichnen wir
mit g die gedachte Zahl, mit a die zu addierende
Zahl und mit ¢ die Ergebniszahl, so liflt sich der
Zusammenhang zwischen diesen drei Zahlen
s0 beschreiben:

g-(g+a-10000+ 1) =e
und daraus folge: 9999 - 3 = ¢

bezichungsweise: 9999 = e + a; 2 = 9999 _ e

Die Summe der zu addierenden Zahl a und
der Ergebniszaht e ist also 9999, Solf also statt
1984 irgendeine andere vierstellige Ergebnis-
7‘.\hl herauskommen, dann nehme jch als zuad-
dierende Zahl a die Differenz zwischen 9999
und dieser Ergebniszahl. Das einzige, worauf
man aun noch achten mafl, ise, d:;ﬁ £ 50 ge-
wihle wird, daff ¢ + a zwischen 10000 ugnd
_‘AOOCO liegt. Aber mit Hilfe von 2 kann man
sich den zulissigen Bereich fiir g leicht tiberle-
wen.

Fiir Ergebniszahlen mit anderer Anzahl
von Stellen geht der Trick ganz analog: Ist
dre%stcllig. $0 arbeite man mir 2 = 999 f.e um:
geeigneten dreistelligen Zahlen als gedachten
Zahlen usw. So bekommt man ein ganzes
Spcktrum méglicher Aufgaben fiir das miincilk
che und/oder schriftliche Rechnen verschiede-
ner Klassenstufen. Als Ergebniszahlen kann
man auch die Postleitzahl des Schulorres, das
ak-ruelle Datum (z. B. 5. 12, 2:512) oder Za’hlen
mu einem anderen Bedeumngsgehalt nehmen,
Will man den verbalen Anteil der Aufgaben:
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stellung gering halten, kann man beispielsweise
auch mit solchen Schemata arbeiren, dic in
Abb. 1 dargestellt sind. Quelle: [1]
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2: ~Denk’ Dir eine Zahl, verdoppele sie, ad-
diere 8, teile durch 2 und subtrahiere die ge-
d:ichte Zahl“. Klar, dafl da 4 rauskommen muf.
Fiir das 4. Schuljahr, in dem ich kiirzlich (ﬂ[;’l
22. Oktober) dic Stunde mit Kopfrechnen be-
ginnen wollte, ist so etwas zu einfach, Also
w:urde der Schwierigkeitsgrad (und die Ergeb-
niszahl) angepafit: Denke Dir eine Zahl, mal 5

plus 55, mal 2, geteilt durch 10, minus ’die ge—’
dachtle Zahl, mal 2. Ergebnis: 22, Konstruiert
habe ich diese Aufgabe als cine Abwandlun.

de}' ersten, beide beruhen auf dem gleichez%
Pnn;lp: .ISE x die gedachte Zahl und sind n undr
zwei belichig gewihite andere Zahlen, dann is

klar, daf} folgende Gleichung gile. ' i

G n+ron):n-x=r

) Im ersten Beispiel ist n =
v.l;ahlt. Im zweiten Beispiel ist
aver aufgrund methodischer ()

er Uberlegungen
:urde statt x - 10+ 110 dje g_leichwenige Re§h~
uu;:g (x-5+55).2 angeboten. Und da 22 star
I'leal:n;u.\skommen sollte, wurde am Ende leur-
aclre pan j VEZ?OP};TIL Die oben angegebene
1ung Lefert also einen Schlij
struktvxoxf von  Aufgaben nﬁl:ss;lez:;fnon_
Schwierigkeitsgrad, bestimmten 2y %ibende -
en

2und r = 4 ge-
n=10undr=11,

Operationen (z. B.-2, -5, : 10 usw.) und vorg:
gebenem Ergebnis.

In der erwihnten Stunde im 4. Schuli
wurde den Kindern zwecks Anpassung an
terschiedliche Lernvoraussetzungen die M
lichkeit der Wahl unter verschiedenen Schwie
rigkeitsgraden erdffnet: Wer es leicht habe:
will, denkt sich eine Zahl zwischen 5 und £
mittel: zwischen 10 und 20, schwerer: v
schen 2 und 30.

3. Exkurs: Je nach Klassenstufe brauchr me
es nicht bei der Verwendung der angegebers:
Aufgabentypen zur Recheniibung zu belasser
sondern kann auch in Analyse und Erklins;
eintreten. DaR diese sich nicht unbedingt &
der Ebene formaler Algebra abspiclen mik
soll durch die Abbildungen 2 und 3 dokurer
tiert werden. Abb. 2 zeigt eine schon G
schillern verstindliche bildliche Dasstelu:
des Rechenganges der ersten Aufgabe aus 12
dic deutlich zeigt, wieso das Ergebnis upabhi
gig von der Anfangszahl ist und wiees von‘fs:'
addicrten Zahl abhingt. Sicherlich yerhil:
auch Abb. 3, in der die Rechnung aus Lim
Hilfe von Lingen dargestelltist, manchem'alflf
ren Schiiler oder auch Erwachsenen zu %
Einsicht in den Zusammenhang als die Form
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An dem Bild kann man sich klar mache? “1
der Aufgabensteller zu der gedachten Z il
Zahl a addieren 13t und ;mschliCﬁff“d t“\:
subtrahieren lif3t (wobei die Ergebni¢ ¥
ihm gewihlt wurde) ergibt sich cine Z xﬂ
ren Subtraktion von g zum Ergebnis ¢ M
muf. Die Beispiele 1.1 und 1.2 diirfie ”:DJ{;
Anleitung dafiir geniigen, sich Sel!’“ e
Operationsfolgen auszudenken, die ;gw
vorbestimmtes Ergebnis fithren- Das s
deliegende Prinzip wirdin [7] 5.47 seh;dl &
so formuliert: ;Wenn man jemands

Zahl gedacht hat, vorschreibt, wie er mit der
7ahl weiterrechnen soll, so lafit es sich so ein-
richeen, daft die gedachte Zahl sich bei der Be-
rechnung forthebt, wobei natiirlich vorausge-
serzt wird, daf man die gedachte Zahl nicht al-
lein anfinglich, sondern auch nachher noch
mindestens einmal in die Rechnung hinein-
zehr. Die Berechnung des entstandenen Aus-
drucks, der aufler der sich forthebenden ge-
dichten Zahl x nur noch bestimmte Zahlen
enthilt, fithrt dann zu einem Resultat, das der-
ienige, der sich die Zahl gedachr hat, auch er-
4alten haben muf}, so daff man ihm sein Resul-
wtsagen kann.“ Und als Beispicle werden dort
u. a. dic beiden Operationenfolgen

(((X43)+2)‘4+4):12vxund
((}\ +5)-18 - 3x) : 15 - x angegeben.

Eine Rechnung ganz anderer Art, die auch
‘mmer auf dasselbe Endergebnis fiihrt, sci zum
Schhuft dieses Abschnittes unkommenticrt wie-
dergegeben:

4 Schreiben Sie irgendeine natiirliche Zahl
wuf. Wenn Sie eine ungerade Zahl gewihlr ha-
ben, addieren Sie 1 dazu. I laben Sie eine gerade
Zabl gewihlr, so addicren Sic 2 dazu. Multipli-
7ieren Sie die crhaltene Zahl mit 6, das Frgebnis
mit 3. Bilden Sie die Quersumme. Sollte die so
ernaltene Zahl grofler oder gleich 10 sein, bil-
d‘tn Sie nochmal die Quersummc usw., bis Sic
e Zahl erhalten, die kleiner als 101st. Subtra-
Aeren Sie nun von dieser Zahi 5 und multipli-
jxcren Sie das Ergebnis mit 3. Addieren Sic 1
azu.

Frmitteln einer »geheimen®

1. Hans fordert seinen Freund Uwe auf:
~Merke Dir cine von Null verschiedene natiir-
Mw Zahl, muliipliziere sie mit 5, addiere zu
diesem Produke 2. Multipliziere die so erhalte-
r:e Summe mit 4 und addiere zu diesem neven
I"?d_ukt 3. Dic nun erhaltene Summe ist noch
it 3 zu multiplizieren. Nenne nur das Ergeb-
s dieser Rechnung, und ich sage Dir, welche
Zah Du Dir gemerkt hast.® (aus [5], S. 112).
5 _:(C“h_“"f_l Sie — bevor Sie weiterlesen — dic
|.ohe mit ein paar Zahlen durch und Sie wer-
den ‘ICll:h[ herausfinden, wic Hans Uwes Zahl
;rm‘“el[- Er kehrt die Operationsfolge nichr
,m T Was ja auch eine Méglichkeir wire, aber
:itrv!ge davern wiirde - sondern machr davon
d;e :“Cha da dic Operationenfolge — wenn
b *usgangszahl x genannt wird — auf das Er-
;;:5 lCO“x * 55 fiihrt und daf das Dezimalsy-
Zah e@ogllcht, aus dem Zahlwort fir diese

® direkt abzulesen.
'«lnsX:‘lf) n>ﬁjicks“ dieser Sorte nurzen aus, dal
Re hns ez““fﬂs)’stel'rl in manchen Fillen vom
nen befreit, so auch die nichsten, die ich
angebe.

2, .
Gegeben seien zwei Zahlen a und b, von de-

nen die zweite héchstens zweistellig ist. Wir
fiihren folgende Rechnung durch:

(a-2)+5)-5-10) +b.

Subtrahiert man nun 250 so erhilt man 100a +
b. (Beispiel: a=12,b=7; Ergebnis: 1207) Wie-
der kann man aus dem Ergebnis a und b direkt
ablesen. Das in der Literatur fir Lehrer vor-
findliche Geburtstags-Raten (vgl. z. B. [6] S. 6)
basiert auf diesem Muster. Nimmt man a als
Zahl des Geburtsmonats und b als Zahl des Ge-
burtstages und lifle die Kinder bis zu der Stelle
rechnen, bevor 25C subtrahiert wird, dann
kann man sich die Zahl sagen lassen, selbst
schnell 250 subtrahieren und den Kindern ih-
ren Geburtstag (oder ein anders gewahltes Da-
wm) sagen. Nach entsprechender Vorberei-
tung (z. B.: Wie multipliziert man geschickt
miit 52 (Die Hilfre vom Zehnfachen!)) sollie
man diese Aufgabe mit Schiilern des 4. Schul-
jahres im Kopf rechnen konnen.

3. Weitere Rechnungen, aus deren Ergebnis

sich die Ausgangszah! schnell ermiteeln lafiz,

sind die folgenden:
(x-5+3)-2)+2=10x+12

(x4 +2)-5) - 10) - 5) - x = 99
x-(x+1)—x:x3

Ist beim zweiten Beispicl x kleiner als 100,
so braucht man nur auf den nichsten vollen
Hunderter aufzurunden und dann dic zwei
Nullen am Ende zu streichen.

4. Zum Schluf} noch zwei LKunststiicke* aus
[4] (8. 135 und S. 140). Dort sind — falls ge-
wiinscht — auch die Erklirungen und noch
weitere schéne Anregungen zu finden.

i) Ich lasse den Partner (die Schiiler) — von ei-
ner gedachten Zahl ausgehend — eine Reihe
von Multiplikationen und Divisionen ausfiih-
ren, das Ergebnis durch die gedachre Zahl tei-
len, zu dem Quotienten q dic gedachte Zahl ad-
dieren (oder subtrahieren) und mir das Endre-
sultar r mittcilen. Ich selber erhalte den gleichen
Quotienten q, indem ich mit 1 beginnend mit-
rechne. Die gedachte Zahl erhalte ich durch
Bildung der Differenz r - g (oder: q - 1). Ber
spiel fiir eine solche Operationenfolge: - 8, : 4
-6,:3,-5,:2). )
ii) Die gedachte Zahl wird verzehnfacht, ¢in
beliebiges cinstelliges Vielfaches von 9 subtra-
hiert und das Ergebnis mitgereilt.

Bsp.: 17 - 10 - 45=125. Dic gedachte Zahl er-
hile man, indem man von dem angesagren Re-
sultat dic Zifter der letzten Stelle aberennt und
dic ihr entsprechende Zahl zur restlichen Zaht

addiert: 12+ 5=7.

Ermitteln eines Ergebnisses

1. ,Blitzaddition“

1. Varante )
Eiinf dreistellige Zahlen werden in schneller

Folge aufgeschricben, die Schiiler nennen die

ersten beiden, der Lehrer die dritre, die Schiiler
die vierte, der Lehrer die finfte und sotort die
Summe aller Zahlen, Die Schiler rechnen
nach. Beispicle:

172 628 316
234 216 728
765 371 OR3

176 583 345
823 416 271
217C 2214 2343

Beim ersten Beispiel erhilt man die Sum-
me, indem man von der ersten Zahl (172) 2 sub-
trahiert und dann die 2 ,davorsetzt™. Wie man
leichu siehe, licge das daran, daf der Lehrer sei-
ne Zahlen so gewihlt hat, dafl sich die 2. und 3.
bzw. 4. und 5. Zahl zu 999 eriginzen. Bei den
anderen beiden Beispiclen ist es im Prinzip ge-
nauso, vielleicht nicht ganz so offenkundig, am
wenigsten beim 3. Beispiel, wo sichl.and 3.,2.
und 5. Zahl zu 999 ergiinzen! Will man es noch
undurchschaubarer machen, wihlt man als
Erginzungszahl* 989 und subtrahicrt start 2
einfach 22. Das Verfahren kann analog, abge-
wandelt werden auf andere Stellenzahlen und
andere Anzahien von Summanden (bei 7 Sum-
manden 3 subtrahieren und davorsetzen). Der
Phantasie sind hier kaum Grenzen gesetzt
Quelle: [3] 5. 187

2. Variante

Man lasse die Schiiler drei belicbige Zahlen un-
tereinanderschreiben, dann die Summe dieser
drei Zahlen, dann dic Summe der drei unter-
sten Zahlen und so weiter, bis acht Zahlen un-
tereinanderstehen. Wenn Sie sich nun das Blate
zeigen lassen, konnen Sie auflergewohnlich
schnell dic Summc hinschretben.

Beispiel:

346

715

128

1189

2032

3349

6570

1951

26280

Die Summe 26283 ist gleich dem Vierfachen

der vorletzten Zahl. (Quelle: {2} S. 98)

2. Wie heiflt die Difterenz?

Man lasse die Schitler zu 5 (3) verschiede-
nen Ziffern, die sie selbst wihlen und nicht ver-
raten, die Differenz aus der groflimoglichen
und der kleinstmbglichen 5- oder (4)-stelligen
Zahl, die aus den Ziffern gebilder werden kann,
errechnen. Lafit man sich nun die letzte und die
vorletzte Ziffer dieser Differenz sagen, so weifl
man sofort die Differenz: Jeweils dic erste und
die letzte Ziffer erginzen sich zu 10, dic zweite
und die vorletzte Ziffer erginzen sich zu 8. Bei
5 Ziffern ist die mittlere Ziffer die Zahl 9.
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Schluflbemerkung

Ieh habe hier nur eine kleine — aber meines
Erachtens gecignete - Auswahl von Anregun-
gen aus der klassischen unterhaltungsmathe-
matischen Literatur, die den Mathematikunter-
richt bercichern konnen, vorgestellr, Wer Spafl
hwran hatee, kann in der angegebenen und einer
Fiille weiterer Literatur mehr davon finden.

»Abessinisches® Mulaplizieren

Vorbemerkung

Das sogenannte , Abessinisches Multipli-
ieren beruhe auf dem schriftlichen Multiplika-
tionsverfahren fiir Dualzahlen, ohne daf hier-
zu Kenntnisse des Dualsyste'nétig sind. Das
Verfahren kann daher auch in solchen Klasscn
vorgetithrt werden, die dieses Svstem noch
nicht kennengelernt haben, Das herkommliche
schriftliche Multiplikationsvertaliren fiir Deyi-
malzablen sollic schon allein aus Grinden des
Vergleichs bekanne sein.

Durchfithrung

Lo Man L sich von den Schiilern eine Mult
plikationsaufuabe 7weistel

v Dezimalzahlen
nennen. Dic Aufgabe wird an Jdie Tafdl we-

schrichen, /. B. 26 - 17,

2. Man trenng die Aufgabe durch cinen senk-
rechten Strich und dividiert o dor linken Spalte
so lange durch 2, bis man suletzt die Zaht 1 er-
hiile
26 - g7
(3
3

Bor der Division entstehende Reste von |
Rlotben dabet unberuchsic

Wt Fsistw ickungs-

voll i erien daft diese Resto Uagltich

runter den Tisch ficlen,

Man multiplizien sodann in der rechren

3
Spalte so ot mit 2. wie man zus or diy idiert har.

26 i
13 34
6 68
3136
.22
an e S T P S
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4. Nun behauptct man, daf} alle geraden Zah-
len in der linken Spalte ebenfalls Ungliick
brichten und deshalb deren Zeilen zu streichen
seien. Dic verbleibenden Zahlen der rechten
Spalte werden addiert, die Summe stellt das Er-
gebnis dar.

26—17
13 34
3] 136
1] 272
442

i

5. Das Verfahren kann anschlieffend mit drei-
und mehrstelligen  Dezimaly,

ahlen  probiert
werden,

Erkléirung

Wie eingangs bemerkt, beruhe dieses mir-
chenhatt anmutende Vertahren auf dem dualen
Zehnersystem, An dieser Stelle soll hierzu nur
foleendes erklire werden.

Man findet in der linken Spalte den Algo-
rithmus zur Konverticrung von Dezimalzahlen
i Dualzablen, wobei dic ohne

Rest reilbaren
Zahlen und deren =

esamte Zeile gestrichen
werden. Dic rechie Spalte stelle die Multiplika-
ors aus der Aufgabenstel-

tion des Multiplikare
feweils 20 o 2,

lung mit je

300 D) dar
Untersucht man die in der rechten Spalee
blichenen und 7u addicrenden Zahlen,
ant man die Autgabenstellung,

Fiir das gezefere Beispiel sichr dieses voll-
stindig so aus:

tibri

so erk
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[6] Radatz, H. u. Schipper, W: Handbuch fiir der
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Einfache Regeln — komplizierte Strategien

Das Go-Spiel hat so cintache Sp?elrege]n
wie kaum ein anderes Spicl. Jedoch wird man,
wscidem man cinige Partien gespielt hat, mer
keo, dafd die Anforderungen, die cin gu.ze.\' Spiel
verlangen, sehr hoch sind. Tn diesem Sinne bc-
«eht cine Analogie zur Mathematik; von Aglof
rzn ausgehend wird ein Lehrgebaude C'IT{L‘]’]*
at,dessen Komplexitdt nicht mehr ahnen laiitr,
wiz einfach die Grundbausteine sind. Wic oft
assicrt es, daff Studenten in den beiden ersten
‘\’Orlssungen zur Abstrakten Gruppentheorie
siheln, weil alles so sclbstverstindlich und
durchsichtig erscheint; aber spitestens in der
serien Vorlesung beginnt ein Stohnen und vie-
#Sudenten kénnen in der zweiten Hiilfte des
Semesters kaum mehr folgen.

1
Spelplan und Spielgerit

Wir lernen die Regeln des Go-Spiels auf ei-
*n Anfingerbrett mit 9 - 9 Linien, also 81
Semittpunkeen. Jeder Spieler (Schwarz und
Sy verfiigr iber genau 40 Steine. Gespiclt
sird aber nicht auf den Feldern (wie beim
Xhach), sondern quf den Schnittpunkten. Die
ider setzen abwechselnd je cinen Stein auf ci-
*afteien (oder durch Toten frei gewordenen)
Shnitpunkr, wobei stets Schwarz mit dem
*en beginne. Ziel einer Go-Partic ist es,
glichst viel , Gebjer zu erobern, wobel wir
% chinesischen und den japanischen Gebiets-
agriff 7y unterscheiden haben. Wenn man nur
e \’Yeﬂremngssmnde zur Verfiiguny hat, soll-
“mansich auf cinen Gebietsbegriff beschriin-
" wobe der chinesische didakrisch leichter
Avermireeln jst. s sei jedoch erwihnt, dafl die
e Spieler in der Welt den japanischen Ge-
etshegriff verwenden, weil Go von Japan aus

W der Frde verbreiter wurde.

2
Chinesischer Gebietsbegrift

Das Gebiey cines Spiclers besteht aus allen
Xiten Bre"P\lnklen, egal ob besctze oder
2t Betrachren wip dazu Abb. 1. Es han-
K'(;;:d, hier um die Endstellung einer Partie,
d ’ISChwarz 45 Punkte (nimlich 24 besetzte

- “tunbeserzpe Punkee — in der Zeichnung
‘ leinen ausgefiillten Kreis gekenn-

" ciner

ik o bat, wihrend Weifl 36 Punkre (nim-
ber -]. *¢t2te und (5 unbescrzte Punkte — in
bnang durch einen nicht ausgefiillten

Eine Einfilhrung ins Go-Spicl

von Helmut Gorenflo

Kreis gekennzeichner) besitzt. (P.robi:: 43564—3;
= 81.) Demnach hat Schwarz mit 45 ~ ¢ ;-lt
Punkten gewonnen. Dieses ?rgebmsl :)rdu“.
man auch mit der eleganten ,-.Emfullr.nu h . e
Am Ende ciner Partie setzt ;e#cr Spicler b?lj‘l(_
restlichen Steine in sein Gebxe[: In 'unse;gnm{
Beispiel (Abb. 1) behalr dn'xtm Schwir% ot
unbesetzte Punkte ibrig, wahrcr{d \\/-cx e
Steine iibrig hat; demnach hat Schwarz T

5 + 4 = 9 Punkten gewonnen.

Abb. 1: Ende ciner Go-Partie

3
Toten

In Abb. 2 sehen wir links ohu:n drf'\ einzelne
weile Steine in ,Atari®, d. h. sic kdnnen von
Schwarz im nichsten Zuy, gerdtet w erden,
wenn er auf % seeet (und somic die lerzee

heit® nimme).
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