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Erster Theil.

L. Eine Function u einer reellen oder imaginiren Variabeln

z, welche durch eine algebraische Gleichung
f@h2) =40

definirt ist, wird dadurch, dass man der Variabeln einen beson-
dern Werth ertheilt, noch nicht vollstindig bestimmt, weil die
gegebene Gleichung im Allgemeinen fir jeden Werth von z ieh-
rere Werthe von wu liefert; es muss noch angegeben werden, wel-
cher von diesen Werthen zur unzweideutigen Definition der
Function u dienen soll.

So wiirden sich z B. aus der Gleichung

wt—z =0
fir einen durch re" dargestellten Werth von 2, wo 7 positiv und
t reell ist, folgende zwei entsprechende Werthe von u ergeben:
r%e%i, —?“1-‘3”:{,

Wo ?5 den Zahlenwerth der Quadratwurzel von r bedeutet. Zur
Vervollstindigung der Definition unserer Function kénnte dann fiir
t ein Winkel zwischen — & und 4+, und fiir ¥ der eine jener
beiden Werthe, etwa :r*iu‘e‘!fi ein - fir allemal gewihlt werden; mit
dieser Wahl jedoch, welche zumal nicht allgemein bei Glei-
chungen von jedem Grade statifinden kann, ist das Unbequeme
verkniipft, dass hierdurch % zu einer discontinuirlichen Function
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von z gemacht wird, Legt man nimlich der Variabeln die bei-

, (r—k&) i (— a4 &)i : ; o : :
den Werthe 7re und 7re bei, die fiir einen posi-
tiven, unendlich kleinen Werth voun & unendlicl) wenig von einander

abweichen. so werden die correspondirenden Werthe von w:
E — 7+ &,

i T T

2 1 2
e , Tr<e

7T

b

¥
um eine endliche, mit 2-;"%2' zusammenfallende Grosse differiren.

@, Diese Discontinuitit lisst sich aber durch eine andere
Definition der Function u verhiilen.

Gehen wir wieder von der Gleichung

flu, z) = 0
aus, deren linke Seite wir als eine ganze Function von w tind & be-
trachten konnen, legen z einen beliebigen Anfangswerth ¢ bei, so
dass der Anfangswerth b von u jede Wurzel der Gleichinng

f@,er=1
sein kann, und lassen nun z von dem Werthe ¢ aus zu einem
neuen Werthe k& continuirlich tibergehen, so werden sich zu glei-
cher Zeit auch, wie Cauchy in seinen Nowveaux Exercices de
Muathématiques, tome 11, page 109 bewiesen hat, die verschiedenen
Werthe von u continuirlich dndern, unter denen einer némlich zu
Anfang gleich & ist und nach Durchschreitung unendlich kleiner
Zwischenstufen einen bestimmten Werth A erreicht, welcher z =k
entspricht.  Gilt nun auch dieser Werth von u als eine Function
von = und zwar offenbar als eine stetige, so hingl doch die Be-
stimmung desselben fiir einen besondern Werth von = nicht allein
von diesem selbst, sondern zugleich auch von der Werthreihe ab,
welche = von seinem Anfangswerthe aus durchlaufen ist.

Es ist hier wol zu beachten, dass die Funection unhestimmt
wird, wenn =z beim Fortgauge von ¢ bis k auch einen solchen
Werth erhilt, fiiv welchen zwei Wurzeln der Gleichung

fu, %) =0
coincidiren: da jedoch Werthe dieser Art nur in begrenzier Zabl

vorhanden sind, so kann dieser Umstand immer umgangen werden,
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welche Werthe auch die Grossen ¢ und & besitzen mégen, weil
der Uebergang einer imaginiren Variabeln von einem Werthe zu
einem andern auf unzihlige Arten moglich ist.  Wir bemerken
ferner, dass die Function w fiir & =k diesen oder jenen Werth
annehmen kann, je nachdem man z diese oder jene Werthreihe
durchlaufen lisst.

Soll also die vorliegende Aufgabe, fir einen beliehigen Werth
von z den Werth von % zu bestimmen, nur eine Losung zulassen,
so muss dieselbe folgendermassen gestellt werden:

»Wenn die Function u, welche der Gleichung

fitu, =) =0
geniigt, fiir 2= ¢ den Werth b besitzt, so soll ange-
geben werden, welchen Werth dieselbe fiir 3=k er-
hilt, sobald = von ¢ bis k eine vollstindig bekannte
Werthreihe stetig durchlauft.

Wenn es nach Cauchy’s Untersuchungen fir die Analysis
und insbesondere fiir die Integralrechnung von hoher Wichtigkeit
ist, die Mannigfaltigkeit der Ueberginge imaginirer Variabeln von
emem Werthe zu einem andern in Betracht zu ziehen, so werden
wir uns, um den Gang einer solchen Variabeln deutlich vor Augen
zu haben, der geomelrischen Darstellung bedienen, welche dem
grossen Malhematiker so ausserordentliche Vortheile gewihrt hat.
Sobald wir 2 = + yi selzen, haben wir uns einen Punkt Z vor-
zostellen, dessen rechiwinklige Coordinaten z und y sind, so dass
jedem Werthe von 2 ein Ort von Z entspricht, und umgekehrt ;
wihrend also 2 von ¢ bis k eine bestimmte Werthreihe durchlauft,
geht der bewegliche Punkt Z von dem z = ¢ entsprechenden
Punkte C bis zu dem z = & entsprechenden Punkte K auf einer
bestimmten Curve fort. Demnach wird unser Problem auch lau-
ten: Den Werth zu finden, welchen die Function erhilt, wenn
Z von € bis K eine vorgeschriebene Curve durchliuft, welche so-
wol eine gerade, als gebrochene, als krumme Linie, als auch irgend
eine Zusammenselzung von geraden und krummen Linien sein

1*
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kann, wofern nur zwischen den Punkten € und K keine Unter-
brechung der Stetigkeit slattfindel.

3. Um diese allgemeinen Betrachtungen in helleres Licht zu
selzen , wollen wir dieselben an die obige Gleichung

ur—gz = 0

kniipfen. Beschreiben wir um den Anfangspunkt O mit beliebigem
Radius 7 einen Kreis, nehmen auf dessen Umfang innerhalh des
Winkels der positiven Axen die beiden Punkte € und K an, nen-
nen z und 9 die spitzen Winkel €COx und KOxz (Fig. 1) und
selzen 2 >7 voraus:
so ist fiir den Punkt C:

Fig. &

§=1yen =

gasl i und fiir den Punkt K:

A wisloaze D ESuEeh ik,
."/ ‘*{‘ wihrend fir einen beliebigen Ort
ilr iG ———— des Punktes Z auf der Peripherie

\ | ’ g =

&\H_J_-J_/ i ist; hierbei kann der Winkel =

‘ zum Anfangswerthe von ¢ und die

I 2T
r T

Grisse r“e2’ zum Anfangswerthe
von w genommen werden. Wenn wir nun Z von € nach K auf
dem Bogen CLK fortfithren, der kleiner als der halbe Umfang ist,

also den Winkel ¢ von z bis 3 continuirlich ausdehnen, so erhilt
i l?"

. - + T ok . >

die Function u fiir « =k den Werth r~e® ; lassen wir hingegen

Z den Bogen CMK durchlaufen, der grosser als der halbe Umfang

ist, d.h. den Winkel ¢ von 7z bis & —27 abnehmen, so erhiilt die
})_ —2An
Function u lir =4k den Werth »“¢” 2 ¢, welcher jenem gleich,

aber entgegengeselzl ist. Hieraus sehen wir schon, dass eine im-
plicite Function nach unserer Betrachtungsweise nicht allem von
dem Werthe der Variabeln z, d.h. von der Lage des Punktes Z,
sondern auch von dem Wege abhingl, welchen dieser Punkt von

seinem anfinglichen Orte aus zuriickgelegt hat.
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4. [m Allgemeinen ist die linke Seile f(u,2) der gegebenen

Gleichung von der Form
Aum™ 4 Bu™ ' 4 Cu™24.... 4+ Iu + K,
wo A, B,C,.... I, K ganze Functionen von z bezeichnen, welche
wir ohne gemeinschaftlichen Theiler voraussetzen kénnen. Ueber-
dies darf diese Gleichung als eine irreductible betrachtet, d. h. der
Function f(u,z) der Charakter der Theilbarkeit durch irgend eine
ganze Function von » und z, deren Grad in Bezug auf » kleiner
als m ist, abgesprochen werden; denn wire ein solcher Theiler
vorhanden, so wiirde die gegebene Gleichung in mehrere andere
irreductible Gleichungen zerfallen, von denen jede durch die in
Rede stehende Function w erfiilll wird. Unter dieser Voraussetzung
kénnen fiir kein z zwei Wurzeln der Gleichung
flu,z)=0

zusammenfallen, weil diese sonst bekanntermassen nicht irreduc-
tibel sein wiirde; ftbrigens werden diejenigen Werthe von z, fiir
welche sie gleiche Wurzeln besitzen sollte, durch eine Gleichung
im z bestimmt, die auf eine begrenzte Anzahl von Auflésungen
fihrt, so dass die ihnen entsprechenden Punkte sich in begrenzter

Zahl vorfinden, ohne eine stetige Curve zu bilden.

%, Um die zu betrachtende Function genau zu definiren,
lassen wir Z von einem Punkte € ausgehen, welcher dem Werlhe
¢ von 2z enlspricht, nehmen ferner an, dass die Gleichung

flu,c) =0
eine oder mehrere einfache, endliche Wurzeln besitzt, von denen
eine mit by bezeichnel werden mag, wihrend u, eine stetige Func-
tion von 2 vorstelll, welche der Gleichung

[lu, )= 0
gentigt und sich gerade heim Ausgange des Punktes Z von € auf

b, reducirt.

Denken wir uns nunZ von dem z= ¢ entsprechenden Punkie

C aus nach dem z= k entsprechenden Punkte K aul einer Curve
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fortgehen, auf welcher die Funetion u, nirgends unendlich wird,
oder mit einer zweiten Wurzel der Gleichung
flu,c)=10
coincidirt, und dass schliesslich #; im Punkte K einen Werth A,
annimmt, welcher alsdann eine der Wurzeln der Gleichung
fu, k) =0
sein wird; so gelangen wir durch die folgenden Betrachtungen zu
einem Fundamentalsatze unserer Theorie: dass dieser Werth Ay
ungedndert bleibt, sobald die Curve CMK zwischen den festen
Punkten € und K in die unendlich nahe liegende Curve CM'K
ibergeht (Fig. 2.).

Fig. 9. Stellen wir uns némlich vor, zwer bewegliche
-~ Punkte Z und Z' durchliefen diese beiden Curven
K

| zu gleicher Zeil, von dem Orte € gleichzeitig aus-

// gehend und in K gleichzeitig zusammentreffend, wéh-

il
31,:“ rend die simultanen Orle M und M, wo die Funec-
i tion w, die simultanen, continuirlich verdnderlichen
= Werthe », und »,’ besitzen mag, stets einander un-

endlich nahe bleiben: so wird die Verinderung der

Differenz v; —v,' ebenfalls continuirlich erfolgen.

Beachten wir nun, dass die Wurzel u; der Gleichung
flu,z)=0
die ganze Curve CMK entlang keiner andern Wurzel gleich ist
und sich daher eine endliche Grosse 4 der Art angeben lisst, dass
die Norm der Differenz zwischen w%, und einer zweilen Wurzel
entlang dieser Curve bestindig griosser als 4 ist; da ferner die
Werthe von z fiir die Punkte M und M unendlich wenig differi-
ren und folglich jede der Wurzeln der Gleichung
flu,z) =4
fiir den Punkt M’ von einer der Wurzeln der namlichen Gleichung
fir den Punkt # unendlich wenig differirt: so ergibt sich, dass

die Norm der Differenz »; —w»;’ entweder unendlich klein, oder




grosser als A ist. Weil nun diese Differenz im Punkte € gleich
Null und ausserdem continuirlich veridnderlich isl, so muss sie
fortwihrend unendlich kiein, folglich im Punkie K in aller Strenge
gleich Null sein; die Function %, erhilt demnach in K denselben
Werth A, mag nun Z den Weg CMK, oder den Weg CM'K zu-
riickgelegt haben.

@ Wenn wir uns jetzt eine allmilige Verschiebung der
Curve CMK, als absolul biegsamen und dehnbaren Faden gedacht,
zwischen den festen Punkten C und K vorstellen, so bietet sich
unmittelbar folgender Satz dar:

Sobald der Punkt Z von € nach K gelangt, mag
nun der Weg CMK, oder der Weg CNK (Fig.3) durch-
laufen sein, erhalt die Funetion w,, die in C den
Werth b, besass, jedesmal denselben Werth A, wenn
sich nur die Curve CMK durch Verschiebung mit
CNK zur Coincidenz bringen ldsst, ohne dass dabei
einer derjenigen Punkte tberschritten wird, fir
welche die Funtion u, unendlich wird, oder mit einer
zweiten Wurzel der Gleichung

F0,%) =0

zusammenfiallt.

2. Da wir den Punkt K mit Fig. 8.

C zusammenfallen lassen kénnen, so
gelangen wir mnoch zu folgendem e
Salze: o '
Wenn der Punkt Zvon ¢ ./

C /
aus die Curve CLMC bis zu \\ o
demselben Punkte € zuriick ===
beschreibt (Fig. 4), so erhdlt die Function u;, die an-
finglich den Werth b; hatte, zuletzt wieder densel-
ben Werth b, wofern sich nur die geschlossene
Curve CLMC aul den blossen Punkt € reduciren
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lisst, ohne dass einer derjenigen Punkte iber-
schritten wird, fir welche u, unendlich wird, oder

mit einer zweiten Wurzel der Gleichung

flu,2)=0
zusammenfallt
Fig. 4. Es ist sehr zu beachien, dass diese
M geschlossene Curve CLMC durchaus jede

Gestalt annehmen, sich sogar schneiden,
oder um den Punkt C beliebig viele
/ Umlaufe machen kann, wenn nur die m
& /L dem Satze ausgesprochene Bedingung er-
: fallt wird.
So z.B. nimmt die Function wu,,
welche durch die Gleichung
W=3%— @
definirt ist, ihren Anfangswerth wieder an, sobald der Punkt Z von
C aus zu diesem Punkte C zuriickkehri, wenn sich die durchlau-
fene Curve auf den blossen Punkl C reduciren lisst, ohne dass

der z = a entsprechende Punkt 4 iiberschritten wird.

Eben so erhilt die Function u,, welche der Gleichung
(z—a)(z—a)(z—a")....u" = (z—a) (z—a’) (z—a") ...
geniigt, bei der Riickkehr des Punktes Z nach seinem Aus-
gangsorte C ihren Anfangswerth wieder, wenn die von Z beschrie-
bene Curve auf den blossen Punkt € reducirt werden kanm, ohue
dass die den Werthen «,a',a”,...., a,a’,a”.... von z beziglich
entsprechenden Punkte A, A4, 4",.... 9% A A", .... iberschritten

werden.

Dasselbe gilt endlich von der Function w,, welche durch die

Gleichung
w—u43=0

definirt ist, wenn sich die von Z beschriebene geschlossene Curve

auf den blossen Punkt € ohne Ueberschreitung eines der beiden




5= e 3'33 und z= —5—3—% entsprechenden Punkte A und 4’ re-
duciren lasst.

8. Wenn wu,; eine den vorhin angegebenen Bedingungen un-
terworfene algebraische Function von z bezeichnet, welche also
stelig ist, der Gleichung

flu,z)=0
geniigt und sich fiir x=c auf die Grésse b, reducirt, so stellt

k
jisldz bekanntlich die Summe der Produkte aus den Werthen

C

der Function w; und den unendlich kleinen Zuwichsen vor, wel-
che die Variable z wihrend ihres Uebergangs von der untern
Grenze ¢ zur obern Grenze k erhilt. Da nun 2z von ¢ bis F,
oder mit andern Worten der Punkt Z von € nach K auf unend-
lich viele Arten fortgehen kann und jedem Wege CMK (Fig. 5),

Fig. 5.

welchen der Punkt Z etwa durchliuft, ein endlicher und bestimm-
i

ter Werth des Integrals /—ai.ldz entspricht, wofern nur die Func-
C

tion w, auf diesem Wege nirgends unendlich wird oder mit einer
zweiten Wurzel der Gleichung

flu,z)=0

zusammenfillt; so entsteht die Frage nach der Aenderung des

k
Integrals /;a.,rlz, welche unendlich kleine Verschiebungen der
&

.

Punkte € und K, so wie auch der Curve CMK zur Folge haben.
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Weil nimlich diese Curve der Vorausselzung gemiss keinen
Punkt enthdlt, fiir welchen die Function u; unendlich oder eine
vielfache Wurzel ist, so gilt dasselbe auch von der unendlich nahe
liegenden Curve C'M'K’', und es lisst sich dann wie in Nr.d be-
weisen, dass die Werthe von wy fiir zwei unendlich nahe liegende
Punkte beider Curven unendlich wenig verschieden sind. Der Zu-
wachs des Integrals, welcher durch den Uebergang der einen in
die andere hervorgebracht wird, kann daher nach den Regeln der

Variationsrechnung gdumlvu werden, es ist namlich
k

6;1;—1 %= d (2, dz) /(u,ddz + ou,dz)

; . dug .. Sl e
da nun aber die Ableilung 'li die Curve CMK enllang bestandig
5
einen endlichen Werth behilt, wie die Gleichung

C‘f du, 9 df =

Ou; dz ' Oz

: or . : : .
zeigt, wo namlich oo nicht Null sein kann, so lange u, eine ein-
iy

fache Wurzel der bl-:u;hunu

ist: so hat man
duy
ou, = — 0z,
. dz

mithin
du ; ?
ouydzs = Fl 0zdz = du, 0z,

und folglich

“k "k “k
d"/u, dz =/ (u, doz + duy0%) :j d uy 0%),
oder auch, wenn b, und Ay die Werthe von u, fir die Punkte
C und K sind,
A 4
0 / wydz = hy 0k — b, de.
of €

9. Aus diesen Gleichungen entspringen einige wichtige
Folgerungen. Lisst man namlich zuerst die Punkte €' und K

mit C und K zusammenfallen, so ist
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oc =0, k=0

%
6/ wydz =0,

Das dber die Curve CMK fortgefihrte Integral

und folglich

d. h.:

&
v/u,dz behdalt seinen Werth unverindert bei, wenn

|4

diese Curve zwischen den festen Punkten € und K
eine Verinderung ihrer Gestalt erleidel, ohne dass
jedoch einer von den Punkten, fiir welche die Func-
tion u; unendlich wird, oder mit einer zweiten Wur-
ze]l der Gleichung

fu,z) =0

coincidirt, aberschritten wird.

1€®. Nehmen wir ferner an, dass der Punkt K mit € zu-
sammenfilll, also der Weg CMK zur geschlossenen Curve CLMC
(Fig. 4) wird, so ist
oh = de,
mithin
~k
0 [u,dz = (hy — b)) de;
L [
so lange aber der Punkt C fest bleibt, ist
oc =0,
und folglich
ok
0 / wuydz = 0,
: [
s ht

Das vom Punkte € aus iiber die geschlossene

Curve CLMC fortgefihrte Integral fuydz behilt den=

€

selben Werth, wenn diese Curve ausserhalb des fe-
sten Punktes € eine Verinderung ihrer Gestalt er-
leidet, ohne dass einer von denjenigen Punkien

iiberschritten wird, fiir welche die Function »; un-
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endlich wird, oder mit einer zweiten Wurzel der

Gleichung
[(w,2)= 0
zusammenfallt.
i1. Da das Product (h, —b,)dc auch fiir h, =b, ver-
schwindet, so gilt unter der Voraussetzung, dass die Function
uy denselben Werth wieder annimmt, sobald nur der Punkt Z zu
demselben Orte C zuriickkebrt, folgender Satz:

Ist die geschlossene Curve CLMC von der Art,
dass die Function w; nach vollbrachtem Umlauf des
Punktes Z ihren Werth wieder erhilt, so bleibt der
Werth des iiber den ganzen Umfang dieser Curve
fortgelfihrten Integrals Sidz ungeindert, wenn sich
die Verschiebung der Curve iber keinen derjenigen
Punkte hinaus erstreckt, fiir welche die Functlion Uy
unendlich wird, oder mit einer zweiten Wurzel der

Gleichung
flu,z) = 0
zusammenfillt.

Wenn wir nun diesen Satz mit dem in Nr.7 aufgestellten
vereinigen, so ergibt sich folgender Satz:

Ist die geschlossene Curve CLMC von der Art,
dass sie auf den blossen Punkt € reducirt werden
kann, und zwar ohne Ueberschreitung eines derjeni-
gen Punkte, fiir welche die Function %, unendlich
wird, oder mit einer zweiten Wurzel der Gleichung

[,z)=1
zusammenfallt; so ist der Werth des iher den gan-
zen Umfang dieser Curve fortgefiithrten Integrals
Judz gleich Null.

2. Wenn die Function u, ihren Anfangswerth wieder an-
nmimmt, sobald Z auf der geschlossenen Curve CLMC einen Umlauf

vollbracht hat, so ist der Werth des iiber den ganzen Umfang
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dieser Curve ausgedehnten Integrals Juydz unabbingig von der
Lage des Anfangspunktes € desselben; denn es gilt immer die
Vorausselzung, dass

hy =b,
ist, wihrend der Punkt € auf der unbeweglich gedachten Curve
CLMC verschoben wird, mithin d¢ nicht gleich Null ist, und so-
mit bleibl die Variation des Integrals /u dz gleich Null.

Anders verhilt es sich offenbar, wenn die Funclion ihren
Anfangswerth nicht wieder annimmt, sobald Z auf der geschlosse-
nen Curve einen Umlauf gemacht hal, weil alsdann nicht mehr die

Differenz h; — b, gleich Null ist.

3. Damit nicht die Tragweite der vorstehenden Sitze un-
niitze Verkiirzungen erleide, weil man unter geschlossener Curve
eine Begrenzungslinie, die sich nicht selber schneidet, zu verste-
hen gewohnt isl, so mag nochmals daraul aufmerksam gemacht
werden (Nr.7), dass die geschlossene Curve, von welcher vorhin
die Rede war, nicht der Umfang einer begrenzten Fliche,
wie elwa eines Kreizes, oder einer Ellipse zu sein braucht,
sondern sich wie eine Lemniscate selber schneiden kann,

und zwar beliebig vielmal; dass auch einer und derselbe Theil

Fig. 6.
M
,/’/-‘- - s
ik N P
;', A .A.
.’_/ |
| n =. ;l
k'.\ \
(1\: m____.__,»’/
g \\ N
\\‘—” L

dieser Curve, oder eine Zusammenseizung z. B. zweier Kreise
CLAM, BNP und einer geraden Linie 4B (Fig. 6) zau zwei-, oder
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mehrmaligem Umlauf des Punktes Z dienen kann, hier etwa der Reihe
nach der Bogen CLA, die Linie AB, der Kreis BNPB, die Linie
B4 und zuletzt der Bogen AMC.¥)

A4. Wir konnen nun auch, ohne an den Beweisen etwas
zu andern, in den soeben aufgestelllen Silzen an Stelle von
eine rationald Funclion von w, und = substituiren, wofern nur
diese auf dem von Z durchlaufenen Wege nirgends unendlich wird,

und sodann die Reihenentwickelung fiir «, herleiten.

Es seien nimliech @,a’,a”,.... die Werthe von g, fiir welche

die Gleichung
flu,2)=10

vielfache, oder unendlich grosse Wurzeln besiizt, und 4,4, 4"....
die ihnen entsprechenden Punkte:; ferner seien diese “mit dem
Ausgangsorte €' des beweglichen Punktes Z durch gerade Linien
verbunden; endlich sei um € ein Kreis ¢ mit einem Radius he-

schrieben, dessen Linge einer positiven, und zwar die kleinste dey

Lingen CA,CA',C4A",.... nicht tbersteigenden Grosse o gleich ist.
so dass alle jene Punkte 4, 4, 4“,.... ausserhalb des Kreises
liegen.

Fiir einen innerhalb des Kreises oder auf der Peripherie
desselben liegenden Punkt kann nun die Function w; verschiedene
Werthe annehmen, je nachdem der Punkt Z von € aus diesen

oder - jenen Weg zuriickgelegt hat; wihrend jedoch die Function

2

*) Obgleich GCauchy in den Comples rendus des séunces de
P’ Académie des Sciences vom Jahre 1846, wo sich die Sitze der Num-
mern 9, 10 und 11 finden, diejenigen Punkte, welche der durchlau-

fene Weg nicht iiberschreiten darf, bloss dadurch charakterisirt, dass

i
die Function [iir diese Punkte discontinuirlich wird; so erschien es
hei der Beschrinkung auf algebraische Functionen genauer zu sagen :
die Function » wird fir dieselben unendlich, oder eine vielfache Wur-
zel der Gleichung

(90,2 )i=-0.
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wy, nur einen und zwar ganz bestimmten Werth annehmen kann,
wenn man die Bedingung festhélt, dass der Weg iiberall innerhalb
des Kreises ¢ bleibt, weil sich alle dieser Bedingung unterworfe-
nen Wege durch Verschiebung zur Coincidenz bringen lassen, ohne
dass dabei einer der Punkte 4,4’ A”.... iiberschritten wird. Die-

ser Werth der Function %, sei ¢(3).

Um denselben nach der von Cauchy mehrfach angewandten
Methode in eine Reihe zu entwickeln, nehmen wir zuvorderst in-
nerhalb des Kreises ¢ irgend einen Punkt I' an, fiir welchen 2
den correspondirenden Werth y hat, und betrachten dann den
Ausdruck

P()—9@)

g—y
der nimlich eine rationale Function von 2z und ¢(z) darstellt,
welche nicht unendlich wird, so lange der Punkt Z innerhalb des
Kreises ¢ Dbleibt; auch wenn 2=y wird, in welchem Falle sich
dieselbe aul die endliche Grisse ¢*(y) reducirt. Lassen wir nun

Z auf dem Umfange des Kreises ¢ einen Umlauf machen, so wird

jene Function denselben Werth wieder annehmen und alsdann

das Integral

./ P =g dz
z—y :

iber den ganzen Umfang ausgedehnt, mach Nr. 11 den Werth Null
haben, d. h. es ist
P(z)— @ @ (2)dz
/’( 9D g =0 oder q’(/)/ A/f( )dz
=z E S e
wo sich die Integrationen iiber die ganze l‘el'ipherie des Kreises

erstrecken.

Da aber das lul.e*rnal zufolge Nr. 11 auf das iiber
S==

i p 3 T dz ;
einen andern Kreis amsgetleimte Integral /— , fiir das Cenfrum
 Z—Y

I' und einen sehr kleinen Radius & zuriickgefiihrt, also dann

P ——f}fz Ecl}i




= g

gesetzt werden kann. wo nur & variabel ist, und mithin I
dz = ge?' d 91,
folglich
dz 'Jr!
/ /dﬂ‘ 27T
J 2T—Y)
so verwandelt sich obige Gleichung in i
|
1 ¢(z)dz :
) : o
/Y 271 e

Beachten wir nun, dass die Norm ¢ von z- ¢ auf dem Um-
fange o selbst grosser als die Entfernung CI" ist, d.h. als die

Norm von y —c¢; dass sich also der Ausdruck

| | 1
By F— e e
Z—=C
R ;e U
in eine convergente, nach den Potenzen von “—— aufsieigende
S——C
Reihe:
B i e + e +{y- c)4
S = {"—c}" (z—¢)*

entwickeln lasst, so t'rgibt sich

/ ({.z_,}u’:. :_/ ¥ (z)ds = [ ¢(3)dz E?

Sy . Z—-C g (z—c)*

(%)dz
—{:)1/&' e
J (m—e)3
Da die rechte Seite dieser Gleichung ebenfalls convergent ist, so

hat man endlich fir ¢(y) folgende convergente, nach den Poten-

zen von y—c¢ fortschreitende Rethenentwickelung:

£~ Pz r;(z) o [ P(2)dz '
=] e+ G Y o ),

u),_[_%

15. Nachdem die Existenz dieser Reihe nachgewiesen, be-
darf es noch der Berechnung der Coefficienten, welche sich mit
Hilfe des Tavlor’'schen Salzes finden lassen. Es ist namlich

g(y)=g(c) —l(---) ¢)+ l——cf (y—e)+....,
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WO nun
t}‘(g)r_ b[
ist. Bestimml mau jetzt aus den Gleichungen
of du  Of . Of du _Of,;duy O du O*f
BT E= Y aaetails) tisn Tt

du

e
die Werthe von 1 4 (iu

@ o M TRRREE die beziighch mit F,(u,z),

Fy(u,3), .... bezeichnet werden mogen, so erhalten die Gréssen

. l(c)" ‘»:_(_z_) .. die Werthe F, (by,¢), F;(by,¢0),..., folglich ist

F) ¢() =by + Fi(by,0).(y —¢) + Fa(by,¢).(y — ¢)* + .....

Es unterliegt nach dieser Entwickelung keinem Zweifel, auf

welche Wurzel der Gleichung
flu,z)=10

sich die Formel (F) bezieht; die auf der rechten Seite stehende
Reihe gibt niimlich den z=y entsprechenden Werth derjenigen mit %
continuirlich verianderlichen Wurzel, welche fir z=¢ den Werth
by erbilt, vorausgesetzt, dass der Punkt Z von € nach I' gelangt,
ohne den Kreis o zu verlassen, oder dass die Entfernung €Z im-
mer kleiner als die kiirzeste der Lingen C4,CA’,CA",.... bleibi.
Die Formel findet nur fiir solche Werthe von y Anwendung, fir
welche die Norm von y—c¢ kleiner als diese Liirzeste Linge ist,
denn nur unter dieser Bedingung (N. 14) hat die Bezeichnung ¢ (y)
einen bestimmien Sinn.

16. Bezeichnet jetzt k irgend einen Werth von % und K
den ihm entsprechenden Punkt, welchen der bewegliche Punkt Z
auf dem Wege CMK (Fig. 7) erreicht, ohne jedoch durch einen
der Punkte 4,4’ 4", .... zu gehen; so lisst sich der Werth #&,
der Function u, fiir 3=k auf folgende Weise berechnen.

Man construire um C einen Kreis, welcher keinen der Punkte
A4, 4, A", ... einschhiesst:; falls dieser Kreis die Curve CMK voll-
stindig umfasst, ersetze man in der Formel (F) nur y durch £,
um h; zu erhalten. Im andern Falle wird der Kreis die Curve
CMK ein- oder mehrmal schneiden, und zwar sei C' der erste

Fischer , Puiseux’s Untersuchungen etc )
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Schnittpunkt dieser Curve, dann ¢’ der entsprechende Werth von

5. so dass der Werth b, von u, fiir den Punkt €' gewonnen

Fig. 7
ll:{- 3
l'/‘—._ i =
= "‘-\\
J.\. \\ \
\\" [illl
W L o - |
; W K
N M | M |
i /
/ /

wird, wenn man In der Formel (F) y durch ¢ ersetzt. Da
die Curve CMK in die beiden Theile CMC' und C'M'K zerfilit,
so construire man um €' einen zweiten Kreis, von welchem die
Punkte 4, A‘4“,.... simmtlich ausgeschlossen sind; falls dieser
Kreis die Curve C'M'K vollstindig umfasst, erselze man in der
Formel (F) nur ¢ durch ¢, b; durch by und y durch k, um h,
zu erhalten. Im andern Falle wird der Kreis die Curve C"M'K
schneiden, und zwar sei C* der erste Schnittpunkt dieser
Curve, dann ¢’ der entsprechende Werth von 2, so dass der
Werth b, von wuy fiir den Punkt € gewounnen wird, wenn man
in der Formel (F) ¢ durch ¢/, b, durch b,' und p durch ¢” ersetat.
Da jetzt die Curve €'M'K in die beiden Theile ¢"M°C” und
C/M"K zerfillt, so construire man um C“ einen dritten Kreis,
von welchem die Punkte A, 4, 4",.... simmtlich ausgeschlossen
sind.  Durch Wiederholung dieser Construction wird man schliess-
lich einen Kreis um den Punkt €™ erlangen, welcher die Curve
Cm M® K vollstindig umfasst, und alsdann in der Formel (F) ¢
durch ¢®, b, durch b,® und y durch k ersetzen, um endlich &,
zu erhalten.

Wenn man den Umstand benutzt, dass die Curve CMK zwi-

schen den festen Punkten € und K bis za den Punkten 4,44 .
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verschoben ‘werden kann, ohne dass die Grésse h, eine Aenderung
erleidet, und ferver dass iiber die Radien der Kreise gar keine
Bestimmung getroffen war, so kann man sich die Berechnung von
hy erleichtern. Wir wollen indess bei diesem Gegenstande nicht
linger verweilen.,

13, Ausser der durch die Formel (F) gegebenen Entwicke-
lung, welche nur so lange Anwendung findet, als der Punkt Z
einen gewissen Kreis nicht verlisst, kinnen noch viele andere,
fir den Umfang einer vom Kreise verschiedenen geschlossenen
Curve anwendbare Entwickelungen aufgestellt werden.

Stellt ¥ (%) eine rationale Function von % vor, welche fiir
¥=c¢ verschwindet, wihrend = + i ist, so ist die Norm von
Y(z), die mit nip(z) bezeichnet werden mag, eine Function von
x und y, und die Gleichung

nP(z) =1
driickt fir einen positiven constanten Werth von 1 cine algebrai-
sche Curve aus. Da alsdann fir den Punkt C die Gleichung
nY(z) =10
gilt, so ergibt sich, dass ein Zweig dieser Curve fiir hinreichend
kleine Werthe von [ eine geschlossene Curve um den Punkt € bil-
den wird. *).

Nehmen wir jetzt an, dass die Curve s, welche sich fiir
{=0 aul den Punkt € reducirt, wihrend ! von Null bis zu einem
gewissen Werthe A anwichst, an Umfang zunimmt, bis sie mit der
geschlossenen Curve ¢ zusammenfillt; ferner dass fir die Curve
o selbst, so wie fiir den eingeschlossenen Raum die Gleichung

Y(z) =Y (2

/
Z2=5

nur fir

*) Caunchy hat in den Comptes rendus de I’Académie, Tome IV
p- 777 Betrachtungen iiber die Verwandlungen und Vereinigungen der
verschiedenen Zweige dieser Curve fiir den Fall angestellt, wenn die
Norm ! von Null bis ins Unendliche anwichst,
9 *
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giilig ist; dass ausserdem die Ableitung von () imnerhalb die-
ses Raumes nicht verschwindet: dass endlich die Punkte 4,4'.4%;....
simmtlich von der Curve ausgeschlossen bleiben: so geniigl es
nur A hinreichend klein zu nehmen.

Unter der Bedingung nun, dass der Punkt Z die Curve ¢
nicht iiberschreiten darf, kann die Function wy fir jeden Punki
nur einen Werth annehmen, welchen Lauf sie auch genommen
haben mag, und zwar lisst sich dieser Werth gleich ¢ (z), wie
sogleich bewiesen werden soll, in eine convergente, nach den Po-
tenzen von W (s) fortschreitende Reihe entwickeln.

Weil der Ausdruck

P —9 ()

() — tl,fﬂ._ ;ﬂ
fir jeden Punkt I' innerhalb der Curve ¢, dem der Werth y
von z entspricht, eine rationale Function von z und ¢(z) darstellt,
welche nicht unendlich wird, so lange der Punkt Z jene Curve

nicht iiberschreitet, da sich dieselbe fix 2=y auf die endliche

Grosse 3}, ) reducirt; weil diese Function ausserdem denselben
)

Weith wieder erhilt, sobald Z auf der Curve einen Umlaul voll-
bracht hat; so ist das Inlegral

@LZJ—Md
Y (%) —P(y)

aber den ganzen Umfang der Curve ausgedehnt, gleich Null, mithin

dz P(z) dz
0 sm gt g Y — v

Ty

daher
(.u) dz

q_?r}l‘)_“ o !;I"""’) _lr}(}’)

/w (%) 11 )
wo sich die Integrationen wieder iiber den ganzen Umfang der

Curve ¢ erstrecken.

Der Werth des lntegrals




dz
l/w{z) — Py
lasst sich ohne Miihe ermitteln; denn es ist
| S o |

W) —wl) Y@ s— vy
wo &(%) eine rationale Function von z bezeichnet, welche iiberall
innerhalb der Curve o und auf deren Umfang selbst endlich bleibt,
folglich

'*' g (z_}t

dz
./LD(ﬁj—tp{y) W (/Jj e +f8(%,ldz

Da hier zufolge Nr.
féi (z dz i)

. dz 2 :
1st; da ferner der Werth des Integrals /; © ungeandert’ bleibn,

wenn man dasselbe iiber einen um den Punkt I' mit einem sehr
kleinen Radius & beschriebenen Kreis fortfiihrt, da also

g — y=¢ged
geseizt werden kann, wo nur 3 variabel ist, demnach

idz . ~dna :
=t JdF =271
3_7 i

so ergibt sich
27ti

Y —y0) - i)

Beachten wir andererseits, dass die Norm von yu(z) fir die

Curve o gleich 4 und folglich grosser als die Norm von i (y) ist
dass sich also

1 | |
YE)—Y()  Y) 1 = o)
W(z)
in eine convergente, nach den Potenzen von E%j%l aufsteigende
Reibe: |
| | 1
3B, o0 JLONE) e

wE) — P Piz) | Pie) | Pi(s)

entwickeln lisst; so ergibt sich noch




s

z]dz /'(p(,u dz "o(x) dz
/.un’:z] Um "(z)

'JF( %) dz
+ YA (y ] 03 (2)
und folglich
B I.Ul}‘) (f{z)dz 25 @ (z)d Pz zjdz
2%2‘ / W(z) Ri7) /th ) zh3('z] ]

wo nun die Integrationen iiher den Umtang einer beliebigen, in-
nerhalb der Curve o liegenden geschlossenen Curve mit nur
einem Umgang um C ausgedehnt werden kénnen.

Wenn man diese Curve auf einén sehr  kleinen um
den Punkt € beschriebenen Kreis - zuriickfiihrt, so lésst sich
‘gp(z)dz
_ﬂjm;z)
(=)
U™ (2)
net*); alsdann lautet die vorstehende Gleichung:

P(5) =W [ra+ a0 + a2+ o)

leicht beweisen, dass das Inlegral/ gleich 2mwir, 151, wo

rm das Residuum der Function in Bezug auf z = ¢ bezeich-

Fiir
Y(z)=2—c¢

entspringt hieraus die Formel (F). Oder setzt man, um eine an-
dere Anwendung zu machen,

W) =(z —¢)(z— ¢,
wo ¢ den Werth von z fir den Punkt C' bezeichnet, so entspricht
die Gleichung

n(z—e)lz—c) =1
dem Orte derjenigen Punkte, deren Entfernungen von den Punkten
¢ und C' das Product I geben. Fiir Werthe vou I, welche klei-

ner als 142 sind, wo 4 die Lange CC’ vorstellt, zerfallt der m

#) Siehe Moigno, Lecons de caleul differentiel rédigées
d’apres les méthades ‘et les ouvrages publids ouw inédils de Mr, A. L.
Cauchy. Paris 1340. (31¢ lecon).




e 8 =

Rede stehende Ort in zwei geschlossene Curven, von denen eine
den Punkt € umgibt, mit wachsendem ! an Umfang zunimmt und
fir =44 der Hilfte POQ (Fig.8) einer Lemmiscate mit den
Brennpunkten € und €’ gleich ist. Sollten die Punkte 4, 4, 4“,....

sammtlich auf diesem Theile der Lemniscate, oder Fig 8.
ausserhalb desselben liegen, so konnte man an —
Stelle der Curve ¢ die unendlich nahe liegende, / o
l={4* —& entsprechende Curve, wo ¢ eine posi- k /
tive unendlich kleine Grisse bezeichnet, annehmen, \/
weil offenbar auch dann noch alle oben angefiihrten

Bedingungen erfiillt werden: denn die Ableitung 2z —
¢—c¢' von () verschwindet nur fir den Werth

c+ ¢ d :
z = ———  welcher dem ausserhalb der Curve o lie-

2

genden Punkte O entspricht; ferner liefert die

Gleichung e,
Wiz)  WY(E)

fir ' die beiden Werthe 2’ =%, 2'=c¢+¢'—2', welche zwei
Punkten entsprechen, von denen einer innerhalb der Curve @
liegt, wahrend sich der andere ausserbalb derselbén befindet,
weil beide in Bezug auf den Punkt O symmetrische Lage haben.
Somit gilt die Gleichung
P =2y—c—c)[r (7 —0) (7—¢ + 73 (7—0)2(y . ¢)+ul,
wo 7y, das Residuum von MCE R
(2 — )™ (z—c')™
stellt, und zwar so lange der z=y entsprechende Punkt I' inner-
halb der Lemniscalenhilfte POQ bleibt.

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass man sich, um

m Bezug auf z=¢ vor-

die Function wy fir den Endpunkt einer gegebenen Curve auf dem
in Nr. 16 bezeichneten Wege zu berechnen, ebenfalls dieser neuen
Entwickelungen bedienen kann.
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