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Zweiter Theil.

§8, Nachdem wir festgestelll haben, dass der Werth der
Function u, fir den Punkt K ungedndert bleibt, wenn der von Z
zuriickgelegte Weg CMK zwischen den festen Punkten C und K
verschoben wird, jedoch ohne Ueberschreitung eines von denjeni-
gen Punkten, fir welche diese. Function unendlich, oder eine viel-
fache Wurzel der Gleichung

flu,z)=10

wird: nachdem ferner die Methode zur Berechnung dieses Werthes
von w, fir eine bekannte Curve CMK dargelegt worden; wollen
wir gegenwirtig den Fall ins Auge fassen, dass sich die Verschie-
bung dieser Curve iiber einen oder mehrere der genannten Punkte
hinaus erstreckt, wodurch nimlich der Werth von %, fir den
Punkt K im Allgemeinen eine Acnderung erleidet, und dann wer-
den wir auf die unter den verschiedenen Werthen von u, krei-
senden Vert'auschungen naher eingehen.

Es soll zunidchst der Deutlichkeit wegen vorausgeselzl wer-
den, dass der Coefficient der hdchsten Potenz von = im Poly-
nom [(u,z) unabhingig sei von z, damit die aus der Gleichung

f(u,z)=10
entspringenden Werthe von u fiir endliche Werthe von z niemals

ins Unendliche anwachsen kiénnen.

Fig. 9 Wenn p der Gleichung

o geniigende Functionen 1wy, up,....u, von z fir
4 /T den z a entsprechenden Punkt A4 den gemein-
™

schaftlichen Werth b erhalten und der beweuliche
Punkt Z unter dieser VYoraussetzung um A eine unendlich kleine

geschlossene Curve CLMC (Fig. 9.), und zwar von dem z = ¢ ent-
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sprechenden Punkte € aus beschreibt®); so ist es ein Ergebniss
anserer frihern Untersuchung, dass diejenigen der Gleichung
f(u,z) =10
geniigenden Functionen von z, welche fir den Punkt A verschie-
dene Werthe besitzen, im Ausgangspunkte ihre, von diesem unend-
lich wenig abweichenden Anfangswerthe wieder annehmen, wih-
rend noch zu entscheiden ist. wie sich zugleich jene p Functionen
Wy, Ma,...., Uy in Bezug auf ihre urspriinglichen, von b unendlich
wenig abweichenden Werthe verhalten werden.
Beachten wir, dass die Polynome
£ Giin) t’:l(u,a)j E*’f(u,l @ o= f(ua)
ou ou? - onr?

fir w=b verschwinden miissen, die hierauf folgende Ableitung

or fu,a j ] *

_.g_h_‘ )_ aber einen von Null verschiedenen Werth A annehmen
i

muss, so wird die Gleichung

f(uz) =10
durch Subslitution von

u=b+p z2=ata
die Form

(1) Agr 4+ 2Bl =0
erhalten, wo = das Zeichen einer Summe von Termen ist, deren
Exponenten positive ganze Zahlen sind, der Arl, dass ¢ in denje-
pigen Termen, wo r Null ist, grisser als p, und dass r we-
nigstens in einem der Terme, wo ¢ Null ist, von Null verschie-
den sein muss, weil sonst die Gleichung (1) durch 8, oder die

Gleichung
f(u,z) =0
durch %---b theilbar, diese also nicht irreductibel sein wiirde.

*) In der Folge soll immer vorausgesetzt werden, dass die un-
endlich kleine Curve CLMC nur einen Umgang um den Punkt 4
macht, d.h. dass der Winkel des Radiusvectors AZ gegen eine feste
Axe nur bis 27¢ anwichst, wihrend Z auf der Curve CLMC einen
Umlauf vollbringt.
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Da der Punkt Z in unendlich kleiner Entférnung von 4 ge-
nommen ist, so ist die Norm der Differenz z— a=a unendlich
klein, so dass sich unter den, der Gleichung

fu,2)=10
entnommenen correspondirenden Werthen von w eine Anzabl von
p Werthen finden, fiir welche die Norm der Differenz w—b =4
anendlich klein ist. Um diese zu bestimmen, hal man die p der
Gleichung (1) geniigenden unendlich kleinen Werthe von § aufzu-
suchen, zu deren geniherten Berechnung es nur der Terme von
der niedrigsten Ordnung dieser Gleichung bedarl.

Gehen wir von dem gewdhnlichsten Falle aus, wo ndmlich

i : of (w2
die partielle Ableitung of (u.z)

= 34 fiir s =a, u = b nicht verschwin-
det, so besitzt die Gleichung (1) einen Term von der Form Be,
so dass dann offenbar die beiden Terme AS? und Be von niedri-
gerer Ordnung sind, als alle iibrigen, und mithin die p gesuchten
Werthe von 8 nidherungsweise durch die Gleichung

ABP +Ba=10 oder B" = he,

wo h = — — , gegeben sind. Nimmt man jetzl o= geri, wo

=1

e die Linge AZ und = ihren Winkel gegen die Richtung

der positiven & bezeichnet, und versteht unter (hg)? einen der

Werthe von ”\(hg. so findet man fir § folgende p der Gleichung

fr'= ho
geniigende Werthe:
1o 1 T420,
Br=(hg) & ; Pp=(hg)Pe 7
Lt Lrtp-liz,

Bs=(hp)Pe » ..., Bp= (ho)Pe P

Weil nun der Radiusvector ¢ denselben Werth wieder an-
nimmt, und zwar ohne durch Null zu gehen, sobald der Punkt Z

auf der Curve CLMC nach vollendelem Umlaufe in seine anfing-

L
liche Lage C zuriickkehrt, also auch (hg)" wieder seinen Anfangs-




werth erhalt; wihrend dagegen der Winkel # um 27 anwichst:
so nimmt 8, den Anfangswerth von f,. 8, den von 8, u.s.f,
endlich $, den von 3, an.

Dass es sich auch in aller Strenge so verhilt, wenngleich
wir fir 8y, f2,.... 8p nur gendherte Werthe angegeben haben,
zeigt sich auf folgende Weise. Obschon bei Vernachlissigung der
Terme hiherer Ordnungen in vorstehenden Formeln, vorausgesetzt 8,
Bas.... Bp bezeichneten die genauen Werthe jener Functionen, je-

desmal ein Fehler von unendlich kleiner Grosse zu beltirchten
ware, dessen Ordnung jedoch — iibersteigt, wenn g als eine Grosse
: P

erster Ordnung gilt; so lisst der Umstland, dass die Gleichung (1)
nur dasselbe Werthsystem fiir £ liefern kann, sobald der Punkt Z
wieder zu seinem Ausgangsorte gelangt, die Annahme nicht zu,
dass der Endwerth von £, vach einem Umlaul von Z nicht mit
dem Anfangswerthe von f§, zusammenfalle, weil derselbe sonst mit
dem Anfangswerthe einer andern, von 8, verschiedenen Wurzel
der Gleichung (1) identisch sein, mithin von jenem Anfangswerihe
entweder um eine endliche, oder um eine unvudlich kleine Grosse

I Pt . : )
von der Ordnung -, die nicht gleich Null sein kaun, so lange g
P

von Null verschieden ist, abweichen miisste. Da sich auf gleiche
Weise ergibt, dass der Endwerth von $, mit dem Anfangswerthe
von B; in aller Strenge zusammenfilll, u.s. f.; so gelangen wir zu
folgendem Satze: 2

Falls die partielle Ableitung Gfg;i) flir 2=a, u=5H
nicht verschwindet, lassen sich die p Functionen wu,
te,.... up, welche simmtlich fiir den Punkt 4 gleich b
werden, aufl einem Kreise der Art anordnen, dass der
einer jeden zukommende Endwerth, nachdem Z auf
einer unendlich kleinen Curve den Punkt 4 umkreiset
hat, dem Anfangswerthe der folgenden gleich 1st.

Wir werden uns der Kiirze wegen des Ausdrucks bedienen:

d-:-----___‘_—-l_lr-'n\-."-_ﬂ e
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die Functionen bilden ein cyklisches System von p Termen um
den Punkt A.

So wie der Punkt Z, wie bisher, die Curve CLMC im direcien
Stnne, d.h. so, dass der Winkel z wichst, durchlaufen hat, kann
die Umkreisung auch im entgegengeselzten Sinne stattfinden, in
welchem Falle die Endwerthe von wy, u,,...., u, beziglich die

Anfangswerthe von wy, wy, g, ... up— sind,

Wenn der Punkt Z statt eines Umlaufs zwei Umldufe im di-
recten Sinne macht, so sind die Endwerthe der Functionen uy,
Wy ,...., up beziiglich gleich den Anfangswerthen von u,, uy,....,
g 3 nach drei Umliufen sind sie den Aufangswerthen von uy, wus, ....,
ugz gleich, u.s.f, Erst nach p Umliufen des Punktes Z erhalten

diese Functionen ihre urspriinglichen Werthe wieder.

19. Da die gefundenen Resultate i den Fillen, wo die
of (,3) ..

= ir z=a, w=2>0 verschwindet, nicht immer
b4

streng giiltig sind, so bedarf es der Bebandlung einer neuen Auf-

Ableitung

gabe, welche sich aus folgenden Gesichtspunkten tbersehen lasst.
Um zunichst iiber das Verhalten der Wurzeln nach einem
Umlanf des Punktes Z fiir den gegenwartigen Fall Rechenschaft zu
erhalten, suchen wir die Terme niedrigster Ordnung der Gleichung
(1) auf. Wenn wir nimlich gewisse Terme T der Gleichung (1) von
andern unterscheiden, in welchen die Exponenten von « und g zu-
gleich kleiner sind, als in 7' (wdhrend jedoch einer von beiden
Exponenten eben so gross sein kann) und die Summe der Terme
T mit A, ferner die Summe der iibrigen mit _7' bezeichnen,
so dass .
fh+B, a+o)=Ap"+ BB = A4 A
ist; so werden 1) die Terme niedrigster Ordnung sicher der
Summe _7 angehiéren und dann 2) wenn wir die Terme von 4
nach den fallenden Exponenten von § anordnen, die Exponenten

von @ aufsteigen, weil sonst die Exponenten von @ und # in einem
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dieser Terme beziiglich kleiner als in einem andern sein wiirden,
also der zweiten Summe 7' zufielen. Demnach hat .7 folgende
Form

A= A"+ &, 8" R e i
wo die Reihe ganzer Zahlen p, p,, py,...., pi—y fallt, wihrend die
Reihe ganzer Zahlen ¢, ¢,,...., ¢; steigl. Somit bietet sich fol-
gende Aufgabe dar:

Aus den Termen des Polynoms .7 auf alle méglichen Arten
Klassen zu bilden, deren jede nur solche Terme enthilt, welche
von gleicher und zwar niedrigerer Ordnung sind, als alle fibrigen,
wenn o als eine unendlich kleine Grosse erster Ordnung betrach-
tet wird. wabrend die Ordnung von £ einer angemessenen Wahl
unterliegt.

Sobald alle diese Klassen aufgestellt sind, hat man dieselben
gleich- Null zu setzen, um Gleichungen zu erhalten, durch welche
ein oder mehrere der p unendlich kleinen Werthe von £ nilierungs-

weise bestimmt sind.

Stellen namlich

Pr 4 (4) v, g
A(“ﬂ fa f1 A 8 "o’

zwei Terme gleicher Ordnung vor, wihrend alle iibrigen Terme
von 4 mindestens von derselben Ordnung sind, und bezeich-
net ¢ die Ordnung von 3, so hat man

MPr+ 4r= Py + 4y
und fiir jeden andern von f und g verschiedenen Werth h:

Hpn + @ =ppr+ qp
(Sollen sich diese Bezeichnungen auf die Endterme von 4 bezie-
hen, so hat man p, =p, ¢, =0, p; =0 zu setzen.)

Um uns von der Bedeulung dieser Bedingungen eine klare
Vorstellung zu bilden, betrachten wir die ganzen Zahlen p; und g,
als die Abscisse und Ordinate eines Punktes M, so dass der Punki
M, (Fig. 10.) auf der @-Axe, der Punkt M; aul der y - Axe, alle
ibrigen Pankte Mk innerhalb des Winkels der Positiven z und y
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liegen, und dann die gerade Verbindungslinie irgend zweier dieser
Punkte Mr und M; die Axen auf der positiven Seite schneiden,
weil namlich, wihrend die Abscisse p; grosser als p; ist, die Or-
dinate g, kleiner als ¢; sein muss.

Da sich nun ergibt, dass die Projection von OMk aul einer

geraden Linie OL, deren Gleichung den trigonometrischen Coetficien-

I : ; pk + gk .
len - besitzt, durch die Grisse ‘ti}-_—j:_—q_: dargestellt wird, so
u V1 + u?
driickt die Gleichung
upr+ qr = upg ¥ 4q
die Gleichheit der Projectionen von OM; und OM, auf OL, d.h.

die Pervendicularitit der Linien OL und MM, aus, wihrend der
| My

Jedingung
— 1
Hpn + Gn = UPf T 4f
zufolge die Projection von OM; auf OL grosser oder wenigstens
eben so gross als die von OM; sein muss, so dass der Punkt
My in Bezug anf den Anfangspunkt jenseits der Li-
nie MM, oder auf dieser selbst liegt.

=

Es sind demnach, weil den zusammenzustellenden Termen des

Polynoms .7 gewisse unter den Punkten My, M,, M,,.... entspre-
chen, offenbar auf alle moglichen Arten zwei Punkie M, M, zu
Fig 10.
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ermittelu, deren Verbindungslinie MM, einerseils alle iibrigen je-
uer Punkte von dem Anfangspunkte andrerseits trennt.  Wenn sich
auf dieser Linie noch andere Punkte Mk, M,,.... finden, und wenn

die Gleichung
Pt ar = 1Py + gy
zur Bestimmung der Ordnung von S:
b i iy U
l Pr—Pqg
dient, so reprisentirt

Dreae  @Wra, & p G O)p g
K=A fa +A P o +A B a +A f a +....

eme der verlangten Klassen, wo die Ordnung der Terme wpy+gs
durchweg dieselbe und zwar niedriger, als die aller iibrigen Terme
der Summe _7, also iiberhaupt der Gleichung (1) ist.

Damit keine der Klassen K bei der Bildung derselben aus-
gelassen werde, verfahren wir anf folgende Weise. Wir nehmen
im Punkte M, (Fig.11.) eine mil der x-Axe zusammenfallende Li-
nie an, drehen dieselbe um den Punkt M, in dem Sinne, dass sie
immer die Axe der positiven y schneidet, und zwar bis sie durch

einen der Punkte M, M,,.... gehi: fallen dann noch mehrere

Fig. 11.
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Punkte Me, M¢,...., My, wo die Indices &, Lvoosy m der Grosse
nach geordnet sind, in diese Linie, so bilden die den Punkten Mo,
Me, Mg, ...., My enisprechenden Terme von . eine erste Klasse.
Nun drehen wir die bewegliche Linie um den Punkt My immer in
demselben Sinne fort, bis sie zu einem der Punkte My41,
My4s,.... gelangt; alsdann entsprechen alle ~ diejenigen Punkte
My, Me,...., M.. welche der Linie in der neuen Lage angehoren,
den Termen der zweiten Klasse. Ferner drehen wir die Linie
um den Punkt M. fort, wo sie die Punkte Mo, Wi , M) ver-
binden mag, und bilden dann die den letzteren entsprechenden
Terme der dritten Klasse. Fahren wir so fort, bis die bewegliche
Linie durch den letzten Punkt M; geht, so erhalten wir die fol-

genden Klassen:

P (&) re e W 1y Iy
KI =A‘8 +A LILJ’ o '+'+A fg &

() py 4y O re 46 \eh r, 4,
K,—=A B o +A 8 ¢ +..+A fe,

b Py s (%) P}] l.';
B e +..+A B a ),

J p (=

|2 q
g
I{; = A P) a +A
(e}) p~ @~ (2). q:
(&) w i
wT'A ﬁ (14 + smam + A o
wo also der erste Term der ersten Klasse K; unabhingig ist

von . der letzte Term der letzten Klasse Ko von 8 und endlich

k|

der letzte Term einer jeden Klasse zugleich der erste Term der

folgenden ist.™)

“) Obgleich die den einzelnen Termen von .1’ entsprechenden
Punkte auf die hier ausgesprochene Regel fiir die Drehung der be-
weglichen Linie keinen Einfluss haben, weil diese Punkte sdmml-
lich fir den Anfangspunkt auf der entgegengesetzien Seite der Linie
bleiben, so ist die Zerlegung der linken Seite der Gleichung (1) in die
heiden Polynome . und _Z‘ beim Aufsuchen der Klassen doch zur

Abkiirzung dienlich, wenn auch nicht erforderlich,
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Wenn man diese verschiedenen Klassen der Reihe nach gleich
Null setzt, so erhilt man die Gleichungen fiir die unendlich klei-
nen Niherungswerthe von 8. So liefert die Gleichung
h’l - U,
%k A e ;
nachdem durch £ ‘™ dividirt worden, py— p« Werthe von der
Jr — ; : At
Ordnung L——q']; ferner die Gleichung
Py—p:
K;=0,
N T ;
nachdem durch g “'* dividirt worden, pe—p, Werthe von der

g — g
po—pt

Ordnung . s. iy endlich die Gleichung

I\’ru = ﬂ.

Ha v g T
nachdem durch e dividirt worden, po Werthe fir 8 von der
i — qu :
Ordnung £t , 80 dass im Ganzen
Pw
P—Pn+pn— petpr— pi+te. .+ po,
d. h. eben p unendlich kleine Werthe von £ verhanden sind,

Da das vorhin construirte Polygon M, My M .... Mw M; gegen
den Anfangspunkt convex ist, da also die Zahlenwerthe der (rigo-
nometrischen Coefficienten der Linien M, My, MoyM,, M, M), ....,.
Mo M; zunehmen, also

dn L R | e, o e == 4w
T e e S
sl so miissen die aus der Gleichung
K, =0
fir B sich ergebenden kleinen Werthe von niedrigerer Ordnung
sein, als die aus der Gleichung
K,=0
entspringenden, diese wieder von niedrigerer Ordnung, als die in

der Gleichung
enthaltenen, u. s. f.

Fischer, Puiseur's Untersuchungen et
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Betrachten wir nun eine dieser Gleichungen inshesondere, z. B.

oder
l"':' 4 _}J 16)? ';I" 3 i’ r;~'_f'}| “l lh'-—i}',
.-\J]l")) { ! —!'-\ fS)@ FCC() ‘J+....+.‘\L (44 ]I-_n
Da die hieraus fir £ entspringenden Werthe von der Ord-
—q5 ; o
nung 1= £ Gind, d.h., wenn man den gemeinschaftlichen
i
Factor ¢ von Zihler und Nenner forthebt,
#
e =y
$

da ferner alle Terme jener Gleichung von gleich heher Ordnung
sind, also
ulpn—p)=nlpe—p)+¢ —qn=— .. =@ — qy
oder, wenn hier mit s multiplicirt wird,
r(py—pi)=1Peo—p)+s(ge—gn)=....=8(qe— qy) = 15Q

ist; und weil nun die Summe 7(pg — pi)+sige —qn) durch s
theilbar ist, d.h. also der Theil r(pg— p.) derselben, wo aber r
Pe— P

und s keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen: so muss
b

eine ganze Zahl 1 sein. Setzt man jetzt in der Gleichung

r(pe—p) +5(¢g0 —qu) = 15¢
sy an Stelle von pg —pe, so ergibt sich

g —gn=r(@—Y),
mithin verwandelt sich die Gleichung

1’\’2 =0
in:
Am)Bse + A@Bsparig—y) ... +Alarg 40
oder, wenn man 3 = ¢’z setzt, in
2)  Alg?+A@ZY 4 +AD=10.

Bezeichnen wir nun die aus dieser Gleichung sich ergeben-
den @ Werthe von @, welche simmtlich von Null verschieden sind
und zunichst auch simmtlich von einander verschieden
sein mogen, mit ky, hy,...., he; setzen dann in der Relation gf=a'x
die erste Wurzel w=h; und auserdem wie friher a=per ¢in; so

finden wir fiir 2 folgende s Werthe:




== g o=

v I rr4-2m),
3 (;9, =(h o) e’ , By= (ho"ie * ,
.\_-;,5( I "ET-F-'J"’”;' | I'|'T+2[.s‘- -1 )]
(1,33 = (hy 07)% S prees v = Q";:r"e = _-“-—,
wo (h@")* einen der Werthe von :ffa.,(;" vorstelll. Um noch die
ibrigen Naherungswerthe von @, also tberhaupt alle SP = p—py

der Gleichung

geniigenden Werthe zu erhalten, brauchen wir nur in die eben ge-
fundenen an Stelle von h, der Reihe nach R e e he ein-

Zuselzen.

Weil nun ¢ denselben Werth wieder annimmt, ohne durch Null
zu gehen, sobald der Punkt Z den Punkt 4 in directem Sinne um-
kreiset und in seine anfingliche Lage € zuriickkehrt, folglich auch

1
der Factor (frjg".r"_ seinen. Anfangswerth wieder erhilt: wihrend
dagegen der Winkel 7 um 27 anwichst: so geht jeder der s Werthe

von & des Systems (3) in den Anfangswerth des folgenden iiber.

Die Herleitung der so eben interpreticten Ausdriicke (3) ge-
schah allendings aul dem Wege der Niiherung, dessenungeachtet
muss es. sich in aller Strenge so verhalten. Dass namlich auch
dann, wenn Bk und Sr41 die wahren Werthe zweier durch die
Niéiherungswerthe

(hyo" e 6 s (Reo” e ?

L rjz+(2k -—-2]::_|i. I rlitfﬂ';:ﬁj

gegebenen Functionen von e bezeichneten, der Endwerth von £k nach
einem Umlauf von Z auf der anendlich kleinen Curve CLMC mit
dem Anfangswerthe von Bk+1 identisch ist, wird durch den Um-
stand bedingt, dass das ganze System der Werthe von @ nach
einem Umlauf' von Z wiederkehren, und dass folglich der Endwerth
von @Sk mil dem Anfangswerthe einer andern Wuizel B der Glei-
chung (1) zusammenfallen muss.

Zunichst muss namlich 8, wie fk, mit & zu Null herabsin-
ken, somit einer der Gleichungen

KIZU, Kz-:l],...., Ko =10
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niherungsweise Geniige leisten, und zwar, da ' ausserdem wie
T P — Oy

B eine unendlich kleine Grosse von der Ordnung —
S Pr;' -

sein muss, der Gleichung
Ky=140
entsprechen, weil die den Gleichungeu
K, =0, Py =0y e Ko=\

geniigenden Wurzeln, wie wir gesehen haben, von anderer Ord:
nung sind. Da nun aber die Ordnung der in den Formein (3)
hegangenen unendlich kleinen l*‘ehleu"-:— iibersteigt, so kann die
Funclion 8, deren Anfangswerth dem Endwerthe von {8 gleich
sein soll, widrigenfalls jener um eine Grosse von der Ordnung

— yon diesem abweichen wirde, nur Sk4.' sein.
S

Somit ergibt sich, dass die durch die Gleichung
K=10
gegebenen unendlich kleinen Wertlie von # in ¢ Klassen zerfallen,
welche den Wurzeln hy, ks, ...., hg der Gleichung (2) enlspre-
chen, und dass die s Functionen einer Klasse dergestalt eyklisch
angeordnel werden kounen, dass jede derselben nach einem Um-
lauf von Z dem Anfangswerthe der folgenden gleich wird; dass

also jede solche Klasse ein cyklisches System ist (Nr.18).

Wenn wir, um dieselbe Methode iiberhaupt auf alle Gleichungen
Ki=10, Kye=0, 500, o=V

anzawenden, mit ¢, den gemeinschaftlichen Factor von p-— py

und ¢y, mit @, den von pyp— P und g — gy, mit ¢ den von

pi—pi und g1 — qe, u. s f. bezeichnen, ferner mit sy, sy, 8;,.

o LU i B £ Y 4

sw die ganzen Zahlen “——— , o g L ;S0
¥ P @y Paw
finden wir, dass sich die durch die Gleichung
K, =0

gegebenen unendlich kleinen Werthe von § in ¢, cyklische Sy-




= B —

steme sondern, deren jedes aus s, Termen besteht; dass ebenso
the aus der Gleichung

Ky =
entspringenden in ¢, cyklische Systeme von s, Termen zerfallen,
u.s. [ bis zu den durch die Gleichung

Ko=10
gegebenen Werthen, die ¢ eyklische Systeme von s Teriien
nlden.

Wir haben erkannt, dass die fir s =a in den gemeinsamen
Werth b iibergenden Functionen wu,, u,,...., up von z, auf die
sich, den Gleichungen

s=aqte, u=0+§
gemiss, die mit e gleichzeitig verschwindenden Werthe von 8 he”
ziehen, immer eine gewisse Anzahl cyklischer Systeme um den
um Punkt 4 darstellen. Wenn wir andererseits auch auf die Fille
Riicksicht nehmen, wo sich nur ein System darbietet, wo verschie-
dene Systeme ungleich viel Terme umfassen, wo endlich Systeme
durch iselirte Terme vertreten sind:; wenn wir also sowol die
Functionen wy, uy,...., u,, deren Anfangswerthe simmitlich von b
unendlich wenig verschieden sind, als auch die iibrigen Functionen
Hp41y Upt2,...., deren Anfangswerthe von den einfachen Wur-
zeln der Gleichung
[, @) =0
sehr wenig abweichen und nach einem Umlauf des Punkles Z auf
der Curve CLMC wicderkehren, welche mithin als aus isolirten
Termen bestehende Systeme evscheinen, ohne Unterschied zusam-
menfassen: so finden die gewonnenen Resultate ihren Ausdeuck
m folgendem Salze:
Die verschiedenen der Gleichung
[(u, ) =0

genigenden Functionen uw,, Ugy o vsny Uy KONDen immer
als eine gewisse Anzahl cyklischer Systeme um den

Punkt A4 dargestellt werden.
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20. Nachdem wir diesen Satz festgestellt  haben un-
ler der Voraussetzung, dass die Gleichung (2), so wie auch die
iibrigen, den Polynomen Kj, K,,...., Ko entsprechenden Glei-
chungen nur ungleiche Wurzeln besitzen, wollen wir gegenwirtig
den Fall untersuchen, wo die Gleichung (2) ¢ Wurzeln
h, hat. In diesem Falle enthilt jede der Formeln (3) ¢ Nihe-
rungswerthe von g zugleich, und es ist dann erforderlich, dass
man fir die st Werthe von 8, welche der Wurzel A, entsprechen,
zu weiterer Niherung fortschreitet.

Zu diesem Zwecke setzen wir in die Gleichung (1) die Werthe

=" 5 -~ !aisl_a”' + B
ein, wodurch sich eine Gleichung (1") zwischen o' und B’ ergibt,
welche st unendlich = kleine Werthe von £’ liefert, deren
Ordnung die Zahl r ibersteigt, wenn hier «' als eine Grosse er-
ster Ordnung betrachtet wird. Hiernach wenden wir auf die Glei-
chung (l’) dieselbe Methode an, deren wir uns zur Unterschei-
dung der Terme piedrigster Ordnung der Gleichung (1) bedienten,
und finden alsdann zur geniherten Bestimmung von B’ Gleichungen,

welche

Ki=10, Ka=0,....
analog sind, von denen wir aber nur diejenigen beibehalten , welche
fir 8' solche Werthe liefern, deren Ordnung die Zahl 7 dbersteigt.
Eine dieser Gleichungen K' =0 wird nun durch Substitution
vou B% = o'z’ fir zwer passend gewihlte ganze Zahlen 7' und
s' die der Gleichung (2) analoge Form
(29 Ar'e'+ Ba'v+.... =0
erhalten,  fir die wir jetzt voraussetzen wollen, dass Kkeine
gleichen Wurzeln vorhanden sind. Bezeichnen wir mit
k' eine der Wurzeln, so finden sich unter den in Rede stehenden
st Werthen von # folgende ss’ Niaherungswerthe:
o"=q, f=a"h, f= h.jj a'" 4 8,

welche auch durch folgende Gleichung gegeben sind:
(74 2kn j
2 s i 201 0

7! ?"( s - T)

I r w7z 2ka) :
— N T i /55 : By =0
ﬁ___]-[.lsgs[,_ _|_ h Qﬁe ,




wo k alle ganzen Zahlen von 0 bis s— 1 und %’ alle Zahlen von
0 bis s'—1 durchlduft. Bezeichuen wir die .rechte Seite mit
Bkk, so lassen sich daher die ss' geniigenden Werthe in folgender
Ordnung cykliseh aufstellen:
(3 Boos B Bugies  Bs—tiy  Bor Bty Butren
: ﬂs—-l-h .6012 ----- ) ﬂue-“'-—l- I?z 8'—1 ﬂzm‘—l; p)s—-t:x‘- i

Da nun diese Werthe von # nach einem in directem Sinne
auf der Curve CLMC vo'lbrachten Umlaufe von Z, wihrend der
Winkel ¢ his 27 anwichst und jeder der vorstehenden Werthe von 8
dem Anfangswerthe des folgenden gleich wird, ein cykhsches Sy-
stem bilden; so entsprechen den verschiedenen Wurzeln A’ der
Gleichung (2) ebenfalls cyklische Werthsysteme von £, und folg-
lich hat der am Schlusse von Nr. 19 aufgestellte Satz auch in dem

soeben betrachteten Falle seme volle Giiltgkeit.

Sollte die Gleichung (2°) selbst gleiche Wurzeln besitzen,
elwa die ¢~fache Wurzel von k', so wiirden dieser ss't’ Werthe von
& entsprechen, und ‘es wiirde jeder der Ausdriicke (3‘) als Nihe-

rungswerth von (' derselben erscheinen. - Durch Substitution von
PP gt eg = hi]’-“fz”"s' - f:";'a""' + B

in die Gleichung (1) wiirde sich alsdann eine Gleichung (1") zwi-
schen a” und B ergeben, welche fir 38" eine Reihe von ss't’ un-
endlich kleinen Werthen liefert, deren Ordnung die Zahl 7’ iihersteigl,
wenn c' als eine Gréosse erster Ordnung angesehen wird. Die weitere
Ausfiithrung dieser Methode wirde schliesslich zu abgesonderten
Naherungsformeln fiir simmtliche unendlich kleine Werthe von f§
fithren missen, weil sonst Werthe von £ einander gleich sein

wiirden, wie gross auch e sein mag, d. h. gleiche Werthe von u

vorhanden wiren, was auch = sein mag, und folglich die Gleichung
flu,2) =10

nicht irredactibel sein wiirde.  Zugleich erkennen wir aus der

Form der Niherungswerthe, dass sich die Werthe von f

immer als cyklische Systeme darstellen werden. Somit is|
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endlich fir alle Falle die Giltigkeit des in Nr. 19 aufgestellten
Satzes dargethan. .

21. Wir haben durch die vorstehende Auseinandersetzung
bewiesen, dass die mil w,, uy,...., up bezeichneten Functionen von
% immer in eine gewisse Anzahl cyklischer Systeme zerfallen, und
ferner eine Methode zur Darstellung derselben mitgetheilt; es wird
nun von Nutzen sein zu zeigen, dass sich diese Functionen mit
Hilfe derselben Methode in convergente, nach den gebrochenen Po-
tenzen von z — a fortschreitende Reihen entwickeln lassen.

Wenn die Zahl p gleich Eins isi, so gelangt man wieder zu
dem in Nr. 14 bereits behandelten Falle, wo die Entwickelung der
Function u, nach den ganzen Potenzen von z—- g aufsteigt. Wir

schreiten gleich zu dem Falle in Nr. 18, wo p eine beliebige
. : ; . of (u,z) .. ;
Zahl ist, wihrend die Ableitung 4%’) fir w=25, z=a nicht
%

verschwindel. M Beibehaltung der in dieser Numimer gellenden
Bezeichnungen geben wir der Gleichung (1) folgende Form:
Apr + Be+ SCBYa” = 0,

wo r nicht Null sein kann, wenn ¢ grisser als pist, und wo q
nicht Null sein kann, wenn r die Einheit iibersteigl.  Fithren
wir durch Substitution von e« = o’? und g = e'v einerseils eine
neue Variable &' ein, deren Ordnung mit der Ovdnung der p un-
endlich kleinen Werhe von g iibereinstimmt, und andererseits die
Function v, welche demgemass P correspondirende Werthe von
endlicher Grosse erhilt, dividiven hierauf durch a’?; so geht die
Gleichung (1) in folgende iiber:

(4) Av? + B + 2 Cpta't Vet — (),
welche, da offenbar der Exponent (r—=1)p+g wenigstens gleich
Eins ist, fiir ¢'=0 die p endlichen und ungleichen, in

Py =38
.f{ = enthaltenen Werthe V10 Y2s-+-0s Pp von v liefert, Dieje-

nige der Gleichung (4) geniigende stetige Function Vi von e,

welche fir o' = 0 den Werth y, annimmt, kaun nun nach Nr. 14
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iIn eine convergente, nach den ganzen Potenzen von o aufstei-
gende Reihe
Un =¥n+ a0’ + bya'? +cpoa’ + ... .,

entwickelt werden, wo die Coefficienten an, by, €y, ... rationale Func-
tionen von y, und von den Coefficienten der Gleichung (4 sind, die
sich mit Hilfe des Taylor'schen Satzes leicht berechnen lassen,
vorausgeseizt, dass die Norm von &’ die kleinste der Normen
solcher von Null verschiedenen Werthe von o', fiir welche die
Gleichung (4) vielfache, oder unendliche Wurzeln besitzt, nicht
ibersteigt.  Somit hat man fiir den correspondirenden Werth
Ba von B die Reihe

P =y’ +aga’? + b’ feat 4.

1 2 3 4
Bn — ya@? +anal +bhya? + cuo? 4., .

welche giltig ist, so lange die Norm von e« die kleinste Norm

oder

solcher von Null verschiedenen Werthe von c, fir welche die

Gleichung (1) vielfache Wurzeln besilzt, nicht fibersteigt, da die
Norm von e gleichzeitig mit der von a’ zu- oder abnimmt. So
lange also der Punkt Z innerhalb desjenigen Kreises bleibt, wel-
cher um den Punkt 4 mit der kleinsten der Lingen AA’, 44, .. ..
als Radius ]‘nr.ul'hlriel)vn ist, gi]!.? die Glr!i(,zlltlrjt,{.: :

Un= yal% @)’ + ay (% —a)? +b; (32— a)? +¢, (g—a)r +.....
wo der Index n alle ganzen Zahlen von | bis p zu durchlaufen hat,
damit alle p Funktionen wuy, u,. ....., up durch convergente Rei-
hen ausgedriickt werden, welche nach den gebrochenen Potenzen
von 2z — a fortschreiten.

2. Wir wollen jetzt wie in Nr. 19 voraussetzen, dass
of(w,%) fiir

die Ableilung e = b, 3=a verschwindet, dass also

der Term Be in der Gleichung (1) fehlt. Wenn wir inshesondere
die ¢ unendlich kleinen Niherungswerthe von g, welche die Gleichung
K2 - ﬂ'

liefert, ins Auge fassen, milt Riicksicht darvaul, dass die Glei-

e —

Sy
%
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chung (1), der dieselben in aller Strenge geniigen, die Form
K, 4 2CR%t =0,
annimmt, wo die Terme der Summe = von hoherer Urnung sind

als die von K,, wenn a von der ersten und B von der Ordnung

j= — ist; so ergeben sich die Relationen
$
r r
—k+1>—pntn
$ §
oder
T':_Jrf'_pi]l) = SU—!}";]) > 0.

Selzen wir nun e = ¢, wodurch die Uebereinstimmung der
Ordoungen von ¢ und der in Rede stehenden Werthe. von g
herheigefithrt ist, und dann = o'rv. wo v eine Function bezeich-
net, die sq correspondirende Werthe von endlicher Grosse er-
hilt: so verwandelt sich ~die Gleichung (1), nachdem durch
o105ty dividirt worden, in:

(n) p (@) p (e) p bk k=g si(l-4g))
e o MR - S i i W T R BT T 4 =0

oder. wenn mit o eine Zahl bezeichnel wird, die grosser oder we-
nigstens eben so gross als die Einheit ist, m

- { § (&) s =i T
Gy o (88 1 a8 4 a) S Coel w0

und alsdann fir ¢ = 0 in die Gleichung
6) Avse LAY 4 4+ A=,
die fiir v. offenbar s¢g endliche, von Null verschiedene Werthe y,,

Yave ey Yo lielert, namlich  die verschiedenen in. den Wurzeln

o S T T — 2

R N Rasiatsy i enthaltenen;, wo  h, ‘hg,....s ha  wieder
1 f 3 i L ] i

die Wurzeln der Gleichung (2) vorstellen. Sind nun, was jetzt
vorausgesetzt wird, diese sam mtlich ungleich, so sind es
auch jene.

Fir die sich aus der Gleichung () ergebende stetige
Funetion v, von ¢, welche fir o’ = 0 den Werth 7, anmimmt,
erhalten wir nach Nr. 14 folgende convergente, nach den ganzen
Potenzen von a' fortschreitende Entwickelung:

Vh = YAt a0’ 4+ bpa? 4 ....,
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deren Giiltigkeit an die Bedingung gebunden ist, dass die Norm
von &' die kleinste derjenigen Normen, welche den vielfachen oder
unendlich grossen Wurzeln der Gleichung (5) enisprechenden, von
Null verschiedenen Werthen von &' angehéren, nicht ithersteigt.
Bezeichnet @, den correspondirenden Werth von B, so ist daher

auch
ﬁra = }}nahl + H?aa;rq-l s o huah‘+2 '+" seae
oder
; ool i,
P = Yn@® + a0 * -+ bee s
Demnach werden diejenigen ' der Funclionen u s WRWOR .. Uy,
g 1» Uy ;

welche durch die Gleichung

K2 — ”
niherungsweise : bestimmt sind, durch folgende Reihe ausgedriickt :
T 1_+| F'+'-.T,

(2 rﬂ?hi— dp(Z—a)® +by(z—a)® +.....
wo der Index n alle ganzen Zahlen von 1 bis p durchlaufen muss,
Die hierdurch gewonnenen Formeln sind also gilug, so lange der
Punkt Z inuerhalb des um den Punkt 4 heschriebenen Kreises
bleibt, dessen Radius der kleinsten von den Lingen 44', A4”....
gleich 1st.

23. Sollte nun die Gleichung (2), wie in Nr.20. ¢ Wurzeln
gleich hy, die Gleichung (2’) aber nur ungleiche Wurzeln besitzen,
so wirde sich heraussellen, wenn wir die in dieser Nummer gel-
tenden Bezeichnungen heibehalten, dass diejenigen den Werthen
von (' correspondirenden Functionen v, welche der Gleichung

K =10
niherungsweise geniigen, ebenfalls fir o = (0 endliche, ungleiche
Werthe haben und nach den Potenzen von o entwickelt werden
kénnen. Es werden also die correspondirenden Werthe von f§

durch Reihen von der Form
!
hia” + '™ + a0 L he 2
1
- }l]-lsa“rrs’ _"]"' };nal”r' -+' 'Cln (‘E”ri+1+ b “a“’l"-‘-'}. —E_ [ E R
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und folglich die der Gleichung
K'=0
geniigenden Funclionen unter wy, s,...., up durch Reihen von

der Form
1 18’ =1 r'-4

o
hlg(z a}NI .2 /n (= __a'jss’ + ay (~’ —- ) i F l'u(z— a) s T
ausgedriickt.

PE

Falls die Gleichung () selbst gleiche Wurzeln hitle, so
wiirde man durch weitere Ausfihrung dieser Methode zuletzl zu
einer den Gleichungen (2) und (2") analogen Gleichung gelangen,
die keine vielfachen Wiurzeln mehr  besitzt.  Man wird auf
diese Weise fir alle Functionen u,, wy,...., w, Reihenentwicke-
lungen finden, welche nach den gebrochenen Potenzen von z3—a
fortschreiten und giltig sind, so lange der Punkt Z innerhalb
eines um den Punkt 4 beschriebenen Kreises bleibt, dessen Ra-
dius kleiner ist, als die kiirzeste der Lingen 4A’, 44%,....

Wir sehen also, dass die Function wu,, welche einem cykli-
schen Systeme von p Termen um den Punkt 4 angehért, immer

mnerhalb der eben angegebenen Grenzen in eine convergente, nach
1

den ganzen Potenzen von (2 — a)* fortschreitende Reihe entwickelt
werden kann, oder mit andern Worten, dass der Nenner der ge-
brochenen Exponenten von z — a, welche diese Entwickelung enl-
hilt, der Anzahl der Umlaufe gleich ist, die der Punkt Z auf einer
unendlich kleinen geschlossenen Curve um den Punkt 4 vollbrin-
gen muss, damil die Funetion wu, ihren Anfangswerth wieder an-
nimmt. Es mag beiliufig bemerkt werden, dass man sich bei der
Beschrinkung auf die vorhin dargelegte Berechnungsweise jenes
Nenners, daon auch der Methode der unbestimmten Coefficienten
bei den in Rede stehenden Reilien bedienen kann.

24, Um diesen Gang deutlicher hervortreten zu lassen,
wollen wir einige Beispiele ausfithrlicher behandeln; wir wihlen
zuerst die binomische Gleichung

" —(z—a)(z—a) (z—a")....= 0,

wo die Grossen a, &, a”,.... sdmmtlich ungleich sein sollen.




= AR s

Da alle hieraus entspringenden Werthe von u fiir 2= a gleich Null
df(u,z)
Oz

schwindel, sondern sich auf die Grosse — (a—a')(a -a").... redu-

sind, und ferner die Ableilung fiir w =0, x=anicht ver-

cirt, so erblicken wir hierin den Fall von Nr. 18 und schliessen
demnach, dass die s Werthe von « nur ein cyklisches System um

den Punkt 4 bilden und durch convergente, nach den ganzen Po-
|

lenzen von (2 — a)™ aulsteigende Reihen dargestelll werden kin-
nen, so lange der Punkl Z innerhalb eines Kreises Dleibl. dessen
Mittelpunkt 4, und dessen Radius die kleinste der Lingen A4/,
A" oy, ik,

25, Als zweites Beispiel diene die Gleichung

" —(z—a) (z—a')(z—a ) ....=0

wo die Grossen a,a’, a”,.... wiederum simmtlich ungieich sein

sollen und der Exponent [ grosser als Eins ist.  Dass lier die m

Werthe von w lir z = a simmtlich Null sind und ferney die Ab-

"J 9
C 5 bl 0
,"(:Lu 2 fiir
Gz

leitung

den Fall von Nr. 19. Setzt man also
s=a34o u=g,
so verwandelt sich die gegebene Gleichung in
" —a(a—a' +a) (a-a"+a) ....=10

mithin ist das Polynom -4 von Nr. 19 bloss ™ —Bea!, wo der

]

Kiirze wegen
(a—a')'(a—a")'.... =B

gesetzt worden, und folglich reduciren sich die Klassen Ky, K, ...
auf die eine Klasse g™ —Be'; ferner gehl hier, wenn @ den
grossten gemeinschaftlichen Factor von m und !, ausserdem s den

; m : . . .
Quotienten —  hezeichnet, die Gleichung (2) derselben Nummer

¥
iiber in;
¥ —B =,
Da diese keine vielfachen Wurzeln besitzt, so folgt, dass die

m Werthe von w -ich in ¢ cyklische Systeme von Je s Termen

g — @ verschwindel, ist charakferistiscli fiir

?
s
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um den Punkt 4 theilen und nach ~den ' ganzen Poten-
|

zen von (z— a)* entwickelt werden konnen, so lange der Punkt
Z innerhalb eines wie frither bestimmten Kreises bleibt.
26. Wir wollen drittens die Gleichung

wd—u+ 2=0,

betrachten, welche fir z= + N3 eine doppelte Wurzel gleich
| ) 2l 2 ; ,
— und eine einfache Wurzel gleich T besitzt; es be-

i .

9
zeichne hier 4 den z = -~ entsprechenden Punkt, ferner ¢
3y3

9

den unendlich nahe liegenden Ausgangsort von Z, und w4, %y, g

seien drei der gegebenen Gleichung geniigende Functionen, von
: ] . : ! ;
denen die zwei ersten unendlich wenig von + V3 abweichende

Werthe haben, wibrend der Anfangswerth der drillen un-
2
g 2 st 3 : = T
endlich wenig von — el verschieden ist.  Sobald nun Z den Punkt
A auf der unendlich kleinen Curver CLMC (Fig.9) umkreiset und
nach € zuriickkehrt, nimmt die Function wz zufolge Nr.7 ihren
Anfangswerth wieder an, wihrend sich in Betrefl der heiden andern
it Do = ; of (u,3) :
Functionen u, und wuy, weil die Ableilung ’{E " den Werth 4+ 1
Oz

erhilt, der Fall von Nr.18 darbietel, nimlich eine cyklische Ver-
tauschung der Art, dass jede nach vollbrachtem Umlauf von Z in
den Anfangswerth der andern ibergeht.

Demnach lassen sich diese beiden Funetionen (Nr. 21)
{

¥
nach den ganzen Polenzen von (::—— 3;(—_5)2 in Reihen entwickeln ;
wir setzen zu diesem Zwecke, der oben angegebenen Methode

folgend,
_ 2 = ¢
i 3\"3 - \’3 +

und erhalten dann
V3R + 2 +a=0
oder, @ = o', B = a'v geselzt,

viv2 + | + a'v? = 0.
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Sind nun v, und v, diejenigen Werthe von v, welche sich

i d
= 0 beziiglich auf die endlichen Grissen -+ #—d— und — ¥3

[}

fir e

reduciren, so ergibt sich die nach den ganzen Potenzen von o
aufsteigende Entwickelung von v,, wenn wir in jener Gleichung
zuerst
__1- i i A
“:-—II—A;[.\(? ‘i‘Acf +“a'"'+ La-3_i_
und dann die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von o

gleich Null setzen, um zugleich die Werthe der Coefficienten A, B,

Croscies zu erhalten. Wir finden namlich
y J | Wy 5? 9 l e TT!. A4
Moo ¥ ol i Bt 3", o 53R
Lsdyig
i e

woraus durch Aenderung des Vorzeichens von 7 die Reihe fiir die

Function v, abgeleitet werden kann, Somit ist

il waieaBeddh 4 l( 2oid o Ilenidle. B M
T {/.;(“ 3«3) S -w:s) 24(y3)" ( ":w:-s)
.) “

b @AEs g R !__(zﬂ 9 \3
_5?\(3-(2 EN#) +lle’];&;j/3(” 3\(;;) " 162 *'"N:-i)

b

und hieraus gewinnen wir durch Aenderung des Vorzeichens von
i die Reihe fir u,.

Da ibrigens die gegebene Gleichung nur fiir die Werthe
L

2 S ; : :
= 4 3y3” T=— W viellache Wurzeln besitzt, so ist die ge-
fundene Reihe giiltig, so lange die Norm von 2 -— ———kleiner s

I I} ") I '['f Jf 1 ] ] i -‘-‘{ I I I I i
als Ul ere & L] : i) L 'Y e I.-. . Il. c ¥ § I ;II Ll H i
s e 'h 3[ ]'Il J "“f I f'l ell 'l l e : ; ‘H a2 =0 e

der Punkl Z innerhalb des um den Punkt 4 mit dem Radius ’:ﬁ

beschriebenen Kreises bleibt. I
Auch die Function wug lisst sich innerhalb derselben Grenzen

nach den ganzen Potenzen von zu:}% entwickeln; man findet

ohne Miihe
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1 —__i.__ _1(&'_ 1).{-_}_2 (z__‘z.)ﬂ_. 1 Iz_—.lz -
T T TV RE T i T "“(, 3\(3’
10 - i o

et e e = i
81\/3(_5 :-w:s)

22. Wir wollen endlich noch folgende Gleichung behandeln:
A(u—b)T 4+ Blu—b)®(z—a)+ C(u—b)*(z— a4+ Du—b)?(z—a)®
+Eu—b)(z—a)' + Fiz—a)* + G(u—>0)* + H(u—0)*(z —ai®

+liz—a)?=0,
wo die Coefficienten A, B, C, D, E, F von Null verschieden sein
sollen.

Da sich fiir 2= a sieben Wurzeln gleich b ergeben und der
Ausgangsorl € von Z dem z=a entsprechenden Punkte 4 unendhich
nahe liegt, so sind es sieben Functionen von z, welche der Glei-
chung geniigen und unendlich wenig von b abweichende Anfangs-
werthe besitzen. Es fragt sich nun, welche Verwandlungen der
Werthe dieser Functionen durch einen Umlauf von Z auf einer
unendlich kleinen, um den Punkt 4 beschriebenen geschlossenen
Curve CLMC (Fig. 9) herbeigefiihrt werden.

Weil hier die Ableitung Lt Ei:ﬁ‘} fir  =a, uw=~" verschwin-

det, so setzen wir wie in Nr. 19:
s=a+a u="b+4p
und erhalten dann aus der gegebenen Gleichung:
ARY + B  a+ (pied + DB + Efa’4Fea' + G5+ Hp'a’®
&4 leti=10
dabei sind in dem Polynom _7 folgende Terme begriffen:
AR? + BB%a + Cpte! 4 DF%e® + Efa’ + Fab,

welche den Punkten My, M,, . ..., My beziglich entsprechen, de-
ren Coordinaten

=T, =29, By=4, 2, =2, wpy =1} 13 =0,

$=0, yi=1 p=% =, u="1 ¥ =10
sind. Da nun die Linie M,0, wie sich zeigl, bei der Drehung um

den Punkt M, in solchem Sinne, dass dieselbe immer den positiven
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Theil der y-Axe schneidet, zuerst dem Punkte M,, sodann bei der
Drehung um M, zuerst dem Punkte M; und endlich bei der Dre-
hung um M, den Punkten M, und M; zu gleicher Zeit hegegnet ;
so ergeben sich folgende drei Klassen :

Ki=AB" & Bfia,

K, = Bg%e + DB%ab,

K; =Dg%% + Efa' 4+ Fa'.

Fiir die erste hat man also

s=2, g=1,
daher an Stelle der Gleichung (2) in Nr. 19:
Az + B=0,

und folglich entsprechen dieser Klasse zwei Funclionen u von z,
welche ein cyklisches System um den Punkt A bilden und inner-
balb gewisser Grenzen in convergente, nach den ganzen Potenzen

; i ‘ . : :
von (z-—a)? aufsteigende Reihen entwickelt werden kinnen.

Fir die zweile Klasse ist
5= 3, @@= |,
also gilt an Stelle der Gleichung (2) folgende :
Br 4+ D =0,
demnach  entspricht dieser Klasse ein cyklisches System von drei
Functionen, deren jede sich nach den ganzen Potenzen von {z—-al'-'ii’

entwickeln lisst.

Fiir die dritte Klasse hat man
S — ], = e
mithin an Stelle der Gleichung (2):

D& 4+ Exz 4+ F = 0.

Nehmen wir zunichst an, dass diese Gleichung nur ungleiche
Wurzeln besitzt, so entsprechen dieser Klasse zwei cyklische Sy-
sleme von je einem Term, d.h. zwei Functionen von %, deren jede
nach einem Umlauf von Z ihren eignen Anfangswerth wieder er-
hilt und somit nach den ganzen Polenzen von z— & entwickelt
werden kann. Nehmen wir dafiiv an, dass die Wurzeln der Glei-

Fischer , Puiseux's Untersuchungen ete 4
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chung (2) zusammenfallen, also die simultanen Gleichungen :
Dh2 4+ Eh+F=0 und 2Dh+ E=0

so begegnen wir dem Falle in Nr.20. Weil alsdann

ist, substituiren wir in der zwischen e und g stattfindenden

Gleichung
¢« =ca', 8=ha*+p';

zuvor bringen wir nimlich dieselbe in die Form
a’ (DB2 + Efa®+ Fat) + AT +BB% + Catat
+ GB® 4+ Hpe® + 1ot =0
und erhalten dann:
DE2%a% = A(h'al* +....) + B(hbet'+...)+ C(h%a™ + ...))

+ G(R®a'® 4 ... )+ H(ktaB +....) + Ie'? =10,
wo @ statt @' geblieben ist und ausserdem, wofern die Ordnung
von B' die von @ iibersteigt, die vernachlissigten Terme in jeder
Parenthese von hoherer Ordnung sind, als der beibehaltene Term.
Wir sehen, dass sich die Klassen K' nur auf die eine

DA2e5 4 lats
reduciren, wo | nicht Null ist; ferner, da hier
r'=2%, 8§ =2, ¢ =1
ist, mithin an Stelle der Gleichung (2°) die Gleichung ersten Grades
De' + 1= 10
eintritt, wo von gleichen Wurzeln nicht die Rede sein kaun, und

da iiberdiess
g8’ =2

ist, dass die beiden der Klasse K, entsprechenden Werthe von u
nur ein cyklisches System bilden und nach den ganzen Potenzen
von (z — u.){’ entwickelt werden kionnen. Wire dagegen der Coel-
ficient 1 gleich Null, so wirde sich die Klasse K' in

D3"%a5 + Bhéa'?
verwandeln, und ferner hitte man

=3 sd=1 =2
also an Stelle der Gleichung (2):

Dx'2 + Bh5 = 0.
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Weil hier die Wurzeln ungleich sind und das Product ss’
gleich Eins ist, so muss offenbar jeder der Klasse K, entspre-
chende Werth von wu im gegenwirtigen Falle nach einem Umlauf
von Z seinen eignen Anfangswerlh wieder erhalten und sich als-
dann in eine nach den ganzen Potenzen von z2— a aufsteigende
Reihe entwickeln lassen.

28, An die bisherigen Unlersuchungen iiber die Vertau-
schungen der Werthe der Functionen w,, wuy, . ..., wup, welche durch
einen Umlauf ‘des Punktes Z aal einer unendlich kleinen um den
Punkt A beschriebenen Curve hervorgerufen werden, schliesst sich
die Betrachtung eines neuen Falles.

Es sei der Ausgangsorl von Z der Punkt C, welcher einem
beliehigen Werthe ¢ von z entspricht, fir den jedoch die Gleichung

[(u,e) =0
keine wielfachen Wurzeln besitzt; ferner seiem wie immer 4, 4°.
A,.... die den Werthen a,a',a”,.... von z enisprechenden

Punlte, fir welche die Gleichung

fil,2) =0
vielfache Wurzeln liefert, und zwar mag die Gleichung
f(ﬂ,{l:}—_—'-

p Wurzeln gleich & besitzen. Denken wir uns jetzt den Punkt A

mit ¢ durch eine zwar beliebige Curve €CDA (Fig. 12) verbunden,

Fig. 12,
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welche indessen durch keinen der Punkte A, 4',4”,.... hindurch-
geht; bezeichnen wir nun mit wg, g, ...., u, diejenigen der
Gleichung
flau,z) =10

geniigenden Functionen von %, welche in 4 den gemeinschaftlichen
Werth b erhalten, sobald Z von € aus, wo die Anfangswerthe der-
selben by, by, ...., b, sein mogen, den Weg CDA zuriickgelegt
hat; und legen wir ferner durch einen in unmittelbarer Nihe von
A befindlichen Punkt D dieser Curve eine unendlich kleine ge-
schlossene Curve DNPD mit einfachem Umgange um den Punkt
4: so soll die aus der Curve CD der unendlich kleinen Curve
DNP und schliesshich der Curve DC bestehende Linie den Namen
Elementar - Curve fihren. Es wird also der Punkt Z bei Durch-
lanfung derselben die turve CD zweimal, aber in entgegengesetz-

tem Sinne beschreiben.

Um nun zu sehen, wie sich die Fanclionen ay, u,,...., Uy
verhallen, nachdem Z auf ciner solchen Curve einen Umlauf ge-
macht hat, bezeichnen wir zuniichst die Werthe derselben, welche
Z beim ersten Einireffen in D herbeifihrt, mit 8, 8y, ...., By
Von hier aus durchlduft der bewegliche Punkt die unendlich kleine
Curve DNPD, wihrend nun, wie wir bewiesen haben, den Func-
tionen wy, Wg,...., up die Eigenschaft zu Theil wird, in eine ge-
wisse Anzahl cyklischer Systeme um den Punkt A zu zerfallen.
Stellt 2y, ug,...., u, eines dieser Systeme vor, so dass die ein-
zelnen Functionen desselben naech einem Umlauf von Ziiber DNPD
beziiglich die Werthe 3,, 8;,...., Br, 2, erhalien, und vollendet
der Punkt Z seinen Lauf auf der Elementar - Corve durch den
Uebergang von D nach C; so nimmt die Function w,, die in D
den Werth 8, besass, in € den Werth #, an, weil Z bei nmge-
kehrtem Gange von € nach D den Werth 8, von uy wieder her-
beifihren muss. Da anf dhnliche Weise die Functionen s, . . . o
U -1, Uy I C die Werthe b,,...., b,, b, erhalten, so kommen

folglich den Functionen w,, ws,...., uy fir die Elementar- Curve




CDNPDC dieselben  Eigenschaften zu, welche fiir die unendlich
kleine Curve DNPD nachgewiesen wurden. Da in beiden Fillen
sowol die Anzahl der cyklischen Systeme, als auch die Anordnung
threr Terme, als ferner diese selbst durchaus iibereinstimmen, so
reicht es zur Auffindung dieser Systeme immer hin, die Niherungs-
werthe der Functionen u;, u,,.... fiir einen von a unendlich we-
nig abweichenden Werth von z nach der oben gegebenen Methode
zu berechnen.

Was die Functionen w4y, wy49,.... betrifft, deren Werthe
fir den Punkt 4 nur einfache Wurzeln der Gleichung

[(u,a) =0
sind, so ist aus N.7 klar, dass eine jede derselben nach einem
Umlaul von Z aul der Elementar-Curve CDNPDC bloss ihren An-
fangswerth wieder annimmt.

29. Wenn der Punkt Z von € aus eine beliebig gestaltete
geschlossene Curve um A beschreibt, welche sich jedoch ohne
Ueberschreitung eines der Punkte 4, 4, 4”,.... auf die Elementar-
Curve CDNPDC reduciren lisst; so sind die Functionen u, Waysvess
zulolge Nr. 6 aul jener Curve genau denselben Vertauschungen un-
terworfen, wie auf der Elementar- Curve.

30. Denken wir uns zwischen dem Punkte C einerseits
und den verschiedenen Punkten 4, 4’, A”,.... andererseits belie-
bige Curven CDA, CD'A’, CD"4",. ... ausgedehnt (Fig, 12), mit
Vorbehalt der Bedingung, dass keine von ihnen durch einen der
Punkte 4, 4°, 4%,.... hindurchgeht; legen wir ferner wieder durch
die in unmittelbarer Nihe der Punkte 4, A" A”,.... befindlichen
Punkte D, D', D”,.... dieser Curven unendlich kleine geschlossene
Curven DNPD, D'N'P'D', D"N"P"D",...., und vollenden wir dann
die Elementar - Curven, welche hier und in der Folge durch die
Bezeichnung (4,, (4, (4”),.... angedeulet werden sollen; so ist
ohve Weileres ersichtlich, dass jede gegebene, durch den Punkt €
gehende geschlossene Curve stets ohne Ueberschreitung eines der
Punkte 4,4, 4“,.... und ohne Verlegung des Punktes € durch
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Fortschiebung in eine Reihe von Elementar - Curven verwandelt

werden kann.

Von der Wahrheit dieser, bei einiger Aufmerksamkeit selbst-
verstindlichen Behauptung werden wir uns sofort iiberzeugen. Da
sich die Curve GLMC (Fig. 13.) auf die Elementar-Curve CDNPDC,
d. h. (4), oder die Curve CELMC (Fig. 14.) auf die doppelt beschrie-

Fig. 13. Fig. 14,
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bene Curve (4), oder CLMC (Fig. 15.) auf die drer nach einander
beschriebenen Elementar-Curven (4), (47), (4, oder endlich CLMC
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(Fig. 16.) 1auf die Curven - Reihe (4'), (47), (4), (4), (4’) reduciren
lasst; so 1st, aus diesem Gesichtspunkte betrachtet, Jede durch

den Punkt € gehende geschlossene Curve durch diejenige Reihe
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von Elementar - Curven charakterisirt, mit welcher dieselbe zur
Coincidenz gebracht werden kann.
Fig. 186.
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Weil es jedoch wesentlich ist, dass der Sinn der Bewegung
auf jeder Elementar-Curve mil angegeben wird, so wollen wir die
Curve (4) durch (+ 4), oder durch (—A4) hezeichnen, je nachdem
sich der Punkt Z in directem, oder in umgekehrtem Sinne (Nr. 18)
bewegt; gleichwol behalten wir die Bezeichnung (4) in denjenigen
Fillen bei, wo es gleichgiiltig ist, wie der ;_lim'ctu Sinn gernommen
wird. So reducirt sich die Curve CLMC (Fig.13.) auf (+ 4), oder
auf (—4), je nachdem der Punkt Z im Sinne von CLMC, oder
im Sinne von CMLC forigeht; desgleichen die Carve CLMC
(Fig. 16,) auf die Reihe (+ 4°), (+4"), (—4'), (—4), (+ 4),
wenn dieselbe im Sinne von CLMC, dagegen auf die Reihe (—A4")
(+ 4), (+ 4'), (— 4"), (— 4A’), wenn jene im enlgegengeselzlen Sinne
durchlaufen wird, (Es mag hierbei bemerkt werden, dass man
um die zweite Reihe aus der ersten abzuleiten, in allen Fallen
nur die Ordnung und die Vorzeichen der Terme zugleich umzu-

kehren braucht.)

Wenn nun eine durech den Punkt € gehende geschlossene

Curve, welche in bestimmtem Sinne durchlaufen wird, wie iibri-
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gens auch ihre Gestalt beschaffen sein mag*), durch diejenige
Reihe von Elementar-Curven reprisentirt wird, mit welcher die-
selbe durch Verschiebung zur Coincidenz gebracht werden kann;
so soll diese Reihe, deren Terme mit den auf die eben angege-
bene Weise entsprechenden Vorzeiclien versehen sind, die Charak-
teristik der Curve heissen. Demmach haben die Curven CLMC
der Figuren 13, 14, 15, 16, und zwar im Sinne von CLMC durch-
laufen, beziiglich folgende Charakteristiken :
(+4), (+4)(+4), (+4)(+4)(+ 4,
(+4) (+4) (— 4) (—4) (+ 4);
dagegen im enlgegengesetzten Sinne durchlaufen, folgende Charak-
teristiken:
(—4), (—4)(—4), (—4")(—4")(—A4),
(—A) (+ 4) (+ A) (— 4") (— 4').

Bezeichnen wir die Charakteristik einer geschlossenen Curve,
welche sich ohne Ueberschreitung eines der Punkte 4, 4’, 4”,....
auf einen blossen Punkt € reduciren lisst, mit (01, so ist klar,
dass man eben so wol beliebig viele Terme (0) in der Charakte-
ristik einer Curve an beliebigen Stellen einschalten, als auch unter-
driicken darf.

Es ist leicht einzusehen, dass eine bestimmte Curve, wih-
rend die Punkte A4,4',4”,.... wie auch ¢ und die Curven CDA,
CD'A" CD"A",.... unverindert bleiben, nur eine Charakleristik
zuldsst  (abgesehen von den Modificationen, welche die jederzeit
unterdriickbaren Terme (0) erleiden konnen); lerner dass zwei
Curven mit derselben Charakteristik immer mit einander zur Coin-
cidenz gebracht werden konnen, ohne Ueberschreitung eines der
Punkte 4, 4, 4",....; dass sich hingegen zwei im einen oder an-
dern Sinne durchlaufene Curven mit verschiedenen Charakteristi-
ken nicht auf einander reduciren lassen; dass endlich, wenn die

*

) Es bleibt immer der Fall ausgeschlossen ; dass diese Curve
durch einen der Punkie 4,4’ 4”,.... hindurchgeht,
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Curven CDA, CD'4', CD"4", . . eine Gestaltinderung erleiden, die
Charakteristik einer gegebenen Curve dieselbe bleibt, so lange sich
diese Aenderung nicht tiber einen der Punkte A A’ AY, . ... bhinaus
erstreckt.
3L. Wenden wir nun den in Nr, 6 aulgestellten Satz hierauf

an, so. ergiht sich, dass im Ausgangspunkte € immer nur ein
und zwar derselbe Werth einer, durch die Gleichung

fuz)=0
und durch einen unter den Wurzeln der Gleichung

fluc)=0
gewihlten Anfangswerth by, definirten Function g von z wiederkehrt,
80 oft der Punkt Z auf geschlossenen Curven, welche eine und
dieselbe Charakteristik besilzen, oder auf der durch diese selbst
dargestellten Reihe von Elementar-Curven nach dem Punkte C zu-
riickkehrt.

Somit kann der Werth jeder der m Functionen Wil s

Wn Von %, welche durch die Gleichung

flu,2)=0
und beziiglich durch die aus der Gleichung

flu,e) =0
entspringenden m Anfangswerthe b, b,....., b, bestimmt sind,
fitr den Punkt C gefunden werden, wenn die Charakteristik der
von Z durchlaufenen geschlossenen Curve gegeben ist. Man er-
selze namlich die gegebene Curve durch die der Charakteristik ent-
sprechende Reihe der Elementar-Curven und bestimme nun nach
Nr. 28 den durch einen Umlauf des Punktes Z auf der ersten
Elementar-Curve herbeigefithrten Werth by von w,, wozu schon die
Kenntniss derjenigen Function hinreicht, welche der Function Uy
in einem,; aul den umkreiseten Punkt 4. oder A',.... bezogenen
cyklischen Systeme vorangeht, oder folgt; eben so ermiltle man
den Werth b, welchen die Functionen up nach Vollendung eines
Umlaufs von Z auf der zweiten Elementar-Curve erhalt, d. h. of-

fenbar, welchen u, nach Durchlaufung der beiden ersten Elemen-




tar -Curven annimmt; desgleichen suche man den Werth b, wel-
chen u, nach einem Umlauf von Z auf der dritten Elementar-
Curve erhilt, d.h. welcher w, nach Durchlaufung der drei ersten
Elementar - Curven zukommt. Fihrt man so fort, so gelangl man
schliesslich zu dem Werthe, welchen wu, erhilt, sobald der Punkt
7 seinen Umlauf iiber alle Elementar-Curven der Charakteristik,

oder auch iiber die gegebene Curve selbst vollendet.

32. Als Beispiel diene uns wieder die Gleichung von Nr.26:
uw? —u+s3=0.

& €
Da fiir zwei =+ = - und ¥ = — —— entsprechende Punkie
3y3 3vy3

der m-Axe A und A4, welche zu beiden Seiten des Anfangspunktes

der Coordinaten in der Entfernung 33—6 liegen, zwei Wurzeln der
Gleichung zusammenfallen, so wéhlen wir den Anfangspunkt zum
Ausgangsorle € des Punktes Z, wo die drei der gegebenen Glei-
chung geniigenden Functionen uy, s, U3 beziiglich die Anfangs-
werthe 0, 4+1, — 1 besitzen und reell bleiben. wenn Z von C
nach 4 auf der geraden Linic CA fortgeht; der Gleichung

du ]

dz .~ | — 3u?
gemiass wichst die Function u, an, wihrend w, und w; abnehmen,
bis fir den Punkt 4 selbst

Uy = Uy

geworden ist. Behalten wir die geraden Linien C4 und C4" als
die eigentlich messharen (endlichen) Bestandiheile der Elementar -
Curven (4) und (4’) bei (Nr.28), so bilden diese beiden Funetio-
nen , ts nach Nr.26 ein cyklisches System um jenen Punkt,
indem jede nach einem Umlauf von Z auf dev Elementar - Curve
(+ 4) den Anfangswerth der andern annimmt, wihrend u; den eig-
nen Anfangswerth wieder erhdlt. Eben so ergibt sich, dass jede
der Functionen wug, w; nach einem Umlauf von Z auf der Elemen-

tar-GCupve: (24) den Anfangswerth der andern annimmt, wahrend
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u, den eignen Anfangswerth wieder erhilt, so dass man sofort
den Werth angeben kann, welchen eine dieser Functionen nach
einem Umlauf von Z auf einer geschlossenen Curve erhilt, wenn
die Charakteristik dieser bekannt ist.

Wir wollen z. B. den Werth von u, aufsuchen, welcher durch
einen Umlauf von Z auf der Curve

(& ) (£ 4) (£ 4) (EA) (£4) (£ 4"

herbeigefithrt wird, wo die Wahl des Plus - oder Minuszeichens
fiir die Charakteristiken der einzelnen Elementar-Curven, wie in
allen Fallen ein- oder zweigliedriger Systeme, gleichgiltig ist. Der
Anfangswerth 0 von w, geht namlich nach Durchlaufung der Curye
(£ A) in den Anfangswerth -+ 1 von wu, iiber, welchen die Fune-
tion nach einem Umlauf dber die Curve (£A4') wieder annimmi;
sodann fithren die drei Umlaufe auf der Curve (£4) nach eivan-
der die Werthe 0, + 1, 0 herbei, und endlich bringt der Umlauf
von Z auf der Curve (£A4’) den Werth — 1 der Function hervor.

33. Wir wollen ferner die Gleichung

ud-—(2—a) (z—a" )2 =0

betrachten, deren Wurzeln 1w, uy, uz fir & o und lar s=a
zusammenlallen, und fir den Anfangspunkt der Coordinaten z=0,
welcher zugleich als Ausgangsort von Z dienen soll, folgende An-

fangswerthe besitzen:

& 5

g9 ge =, ge ,
wo einer der drei Werthe der Wurzelgrosse i/'r—_lr.'_a;"l mit g be-
zeichnet ist. Man erkennt ohne Miihe, dass diese Functionen ay,
ug, Mg ein cyklisches System um den Punkt 4, und in der An-
ordnung uy, g s ein solches um den Punkt A° bilden.

Um nun den Endwerth von wu,; nach einem Umlauf von Z
auf einer geschlossenen Curve zu erhalten, deren Charakteristik etwa
(—A) (+ 4) (£ D (+ 4) (— ) (—4) (—4)
sein mag, brauchen wir nur folgende Reihe der im Anfangspunkte
herbeigefiihrten Werthe von wu,, wo Z die durch die Charakter:-
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stik  bezeichneten  Elementar-Curven nach einander zuriickgelegt

hat, aufzustlellen :
dn; 3 E ; 47 ;
s .l 3 . 3 _3

ge— v g& = gt Trab Gl nlndde s il
Demnach erlangt die Function w ihren urspriinglichen Werth ¢

-‘:|"ﬂ

wieder,

34. Nachdem wir gezeigt haben, wie sich die Function u,
verhilt, wenn der Punkt Z nach Durchlaufung einer geschlossenen
Curve zu seinem anfinglichen Orte zuriickkehrt, haben ‘wir noch
eimen Blick aul diejenigen Werthe jener Function zu werfen, wel-
che beim Uebergange des Punktes Z von € nach eineni zweiten
Punkte K auf verschiedenen Curven, mit Ausschluss der durch

einen der Punkte A, 4, 4”,.... hindurchgehenden herbeigefithrt

werden.
Bezeichnen wir die Anfangswerthe der Functionen u,, us,....
wy, wie immer mit by, bs,...., b, und die beim Uebergange des

Punktes Z von € nach K aufl einer bestimmten Curve CMK «(Fig. 17)
herbeigefiibriten Werthe derselben mit hy, ho....., b, so handell
es sich um die Ermiltelung derjenigen Werthe, welche jene Func-
tionen beim Uebergange des Punktes Z von € nach K auf irgend
einer andern Curve CLK erhalten.
Beacliten wir nidmlich, dass die
| beiden Curven CLK und CMK zusam-
=

M= K mengenommen eine geschlossene Curve

Fig. 17.

CLMC ausmachen, deren Charakteristik

(I') bekannt ist, sobald jene Curven ge-

| geben sindy ferner dass die Funclion wy
C: mm Punkte K bestindig denselben Werth
erhilt, mag nun der Punkt Z den Weg
= CLK, oder zuerst die geschlossene

Curve CLMC und dann die Curve CMK zuriicklegen, weil diese
Zusammenselzung mit jenem Wege zur Coincidenz gebracht wer-

den kann, ohne dass einer der Punkte A, 4, 4", .... iiberschritten
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wird (denn es darf der Theil KMCMK als eine geschlossene Curve
angesehen werden, welche keinen dieser Punkte umgibt, sich
folglich auf den blossen Punkt K reduciren lisst); so ist klar,
dass eine Funclion w;, welche nach einem Umlaufe von Z auf der
geschlossenen Curve CLMC den (nach Nr. 31 hestimmbaren) An-
fangswerth &; der Function u; erhill, nunmehr beim Fortgange des
Pankles Z nach K, also nach Durchlaufung der Curve CLMC+CMK,
oder auch der Curve CLK selbst den Werth h; annimmt,

Da ' aus diesem Gesichtspunkte die Bezeichnung (I') + CMK
zur symbolisehen Darstellung der Curve CLK hinreichend erscheint,
so werden wir uns derselben in der Folge unter dem Namen Cha-
rakteristik bedienen. Sind nun die Werthe h,, h,,...., h,, welche
die Functionen wy, w,...., un beim Uebergange des Funktes Z
nach K auf der Curve CMK erhalten, durch das Verfahren von
Nr. 16 bestimmt, so braucht die Berechnung derselben fiir eine
nene Curve (I') + CMK nicht wiederholt zu werden: es geniigt

schon, die Functionen u,, usy,...., ty in cyklische Systeme fiir jeden

der Punkte 4,4‘ 4",.... abzutheilen, um dann unmittelbar ange-
ben zu konnen, welcher der Grissen hy, ho,...., h, die Function

u; am Ende der Bewegung 'von Z auf der Curve (I)+ CMK
gleich  wird.
Wihlen wir z. B. wieder die Gleichung
ur—u+2z =0,

wo die Functionen wug, ug, wy wie in Nr. 32 definirt sind, und De-
zeichnen mit hy, hy, hy die Werthe, welche dieselben beim Ueber-
gange des Punktes Z von € nach K auf einer bestimmten Curve
CMK erhalten, so bedarf es zur Ermittelung derjenigen Werthe,
welche unsere drei Functionen beim Uebergange des Punktes Z
von € nach K auf der Curve (£ 4) (£4')+ CMK eérhalten, nur
der Bemerkung, dass w;, uy, 4y nach einem Umlaul von Z auf der
geschlossenen Carve (£4)(£ 49 beziiglich die Anfangswerthe von
Uy, Uy, w, annehmen, dass folglich hy, hy, h; die verlangten

Werthe sind,
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35. Der Gang der Function u lasst sich anschaulicher dar-
stellen, wenn wir uns slatt dieser einen Punkt U denken, dessen
Abscisse und Ordinale beziiglich der veelle Theil und der Coeffi-
cient von ¢ in dem Ausdrucke von u sind, so dass U eine voll-
stindig bestimmte Curve beschreibt, wihrénd Z continuirlich fort-
geht, ohne jedoch einen der Punkte 4,4’, 4,.... za iiberschreiten.

Durchliuft nun Z von € bis K mehrere verschiedene Cur-
ven, so werden der Function u verschiedene Werthe zukommen,
und zwar iberhaupt fir 2=k die Werthe hy, hy,...., hn, unter
denen sich immer derjenige, welcher durch Forthewegung von Z
herbeigelihrt wird, nach Massgabe der durchlaufenen Curve unter-
scheiden lisst. Es folgt hievaus, dass der Punkt U alsdann auf
verschiedenen Curven mnach verschiedenen Orten gelangen kann,
und zwar iberbhaupt nach den, den Grissen hy, ho,...., hn ent-
sprechenden Punkten H,, H,,...., H,, unter denen sich wieder
derjenige, mit welchem U zusammenfalll, angeben lisst, sobald der
ven Z verfolgte Weg bekannt ist.

Durchlduft z.B. Z eine geschlossene Curve bis zum Aus-
gangspunkie € zuriick, so sind die beiden Fille miglich, dass die
Function u ihren Anlangswerth wieder annimmt, oder nichi; in je-
nem Falle beschreibt der Punkt U selbst eine geschlossene Gurve,
wihrend er in diesem nicht wieder zu seinem anfinglichen Orte
zuriickkehrt,

36. Wir haben bisher den Fall untersucht, dass Z keinen
der Punkte durchschreitet, fiir welche die Funclion % als eine
vielfache Wurzel der Gleichung

f(u,s)=0
erscheint, und wollen nun einen Blick aul den Fall thun, wenn £
durch einen Punkt 4 geht, fir den die p Fanctionen wg, wu,,....,
u, einen und denselben Werlh b besitzen. Wenngleich sich fiir
diese Functionen eben sowol nachdem Z den Punkt A idberschrit-
ten hat, wie vor dem, aus der Gleichung

flu,s)=0
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p ungleiche, der Grisse b sehr nahe liegende Werthe ergeben; so
ist kein Grund vorhanden, warum einer dieser Werthe nachher
einer der wieder auseinander tretenden Functionen w, u,,.... u,
von z vorzugsweise angehdren sollte, und es bleibt daher ganz und
gar unentschieden, welche dieser Funclionen elwa als die Fort-
setzung einer besonderen Function w, anzusehen sei.

Um diese Art von Unbestimmtheil deutlicher hervortreten zu
lassen, betrachten wir folgendes Beispiel. Wenn wir Z von C aus
im directen Sinne iiber einen durch den Punkt 4 gehenden Kreis
CLAMC (Fig. 1=) fortfihren, wihrend die Functionen w, und w,
fir jenen Punkt den gemeinschaftlichen Werth b besitzen, ausser-
dem aber nirgends innerhalb oder auf dem Umfange des Kreises
gleich werden, so dass also die Relationen

flu,z)=0, Oﬂ,ﬁ‘z) =

cu

0

aber nur fir 2 =a, w="> gleichzeitig statifinden, die Ab-
2f(u,z)  Of(uz)
: y Oz

leitungen - fiir jene Werthe von z und « sich
Cu®
etwa auf die von Null verschiedenen Gréssen A und B reduci-

ren; wenn wir dann
> —1 + g{q“ § -“I _ b __1_.3! : “2 — !; + ‘);2
setzen. wo die Gréssen 8, wnd 8, mit ¢ gleichzeitig verschwinden
und fir kleine Werthe von ¢ mit den beiden Wurzeln der qua-
dratischen Gleichung
AB* 4 Boeri =0
oder
% = hpett
fir h = — & ibereinstimmen; so ergibt sich:
7 g et
ug =04 (hg) e, us =b + (ho) e 2
Und wenn
1 .
{hg}f‘. i :f"t’.‘j' :
wo y eine posilive Zahl und d einen reellen Winkel bezeichuet, und

dann .
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geselzt wird, so finden wir fiir die nichste Umgebung des Punk-

0+

- 1.-'2

tes A niherungsweise
ug =b + ye, wy=0b 4 ye'?'.
Es seien nun L und M zwei zu beiden Seiten und in sehr
kleinen Entfernungen von 4 liegende Punkte des Umfangs CLWC

und B der Punkt, welcher dem gemeinschaftlichen Werihe & der
: g

Fig 18. beiden Functionen wu,, uy entspricht, sobald

T der Punkt Z nach 4 gelangt ist. Nimmt

7 it Z wierst den Ort L ein, so besitzen diese

'l' , Functionen ungleiche Werthe, welche den in

- /2 der Nihe von B liegenden Punkten N und
S A : :

L P entsprechen, und zwar bildet jede der ge-

raden Linien BN und BP gewissermassen die

m Verlingerung der andern, weil ja
q

e | Ve =0y + T
“'““‘&%.._:__.-’_B__'l, i1st; und wenn sich hierauf der Punkt Z bis
¢ [ N M forthewegt hat, so entsprechen den Wer-
;""‘IH ' then der beiden Functionen wiederam zwei
\\___ in unmittelbarer Nihe von B liegende Punkte

Q und R, welche ebenfalls von der geraden
Linie OBR unmerklich abweichen. Da aber bei diesem Ueber-
gange von L nach M die Griosse ¢ um t7mr geindert wird, so
dass jeder der Winkel v, v, eine Aenderung von £ % erleidet,
so miissen die sehr kleinen Linien BQ und BR auf BN und BP
senkrecht stehen.

Nehmen wir jelzt an, daszs Z hierbei den Punkt 4 iiber-
schreitet, so findet zwischen den Punkten Uy, U,, welche den
Funktionen wuy, u, entsprechen und anfinglieh in N und P lagen,
eine gegenseitige Anniherung, sodann, wenn Z den Ort A4 gerade-
zu einnimmt, in B selbst die Coincidenz und hierauf wieder nach

Q und R hin eine Irennung statt. Wahlt man nun fir die Func-
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tion %, den Punkt N und fiir die Funection uy den Punkt P, so
ist kein Grund vorhanden, warum einer der Punkte Q, R vorzugs-
weise der einen oder der andern dieser Functionen entsprechen
sollte.

Denn  verschiebt man den Weg von Z zwischen L und M
unendlich wenig, so dass derselbe den Pankt 4 nicht mehr be-
t'l";ln'[, so wird entweder der Punkt U, von N nach Q und der
Punkt U, von P nach R, oder der Punkt Uy von N nach R und
der Punkt U, von P nach Q fortgehen, je nachdem der Punkt 4
sich mnerhalb oder ausserhalb der geschlossenen Curve CLMC
befindet.

Um dies einzusehen, wollen wir den Fig. 19,

Punkt 4 (Fig. 19.) zuerst ausserhalb

und zwar in unmittelbarer Nihe der Curve

CLMC annehmen; ferner seien L und M {
zwei dem Punkte A sehr nahe liegende k
: : vy /
Punkte dieser Curve, und zwar der Art. N —M
o= =
dass die geraden Linien AL und AM L
einen Winkel von 180° bilden. Sobald
. Y el i
nun der Punkt Z von L bis M fortgeht, / B
: ; 4 i i |/
mmmt ¢ an der Grenze um 7, folglich n \/
\ G,
T FJIB >
4 ,, - T
v, und v, um 5 ab, demnach durchliuft N b
der Punkt U, die Curve NFQ und der \
Punkt U, die Curve PGR. : Feaing

Nehmen wir dagegen den Pankt A "
(Fig. 20.) innerhalb an, wihrend dje
Lage der Punkte L und M wie vorhin bleibt, und lassen wir Z
von L bis M fortriicken, so wichsl der Winkel 7 an der Grenge
um 7z, folglich v; und v, um 5 an, alsdann durchliuft U, den
Weg NFR und U, den Weg PGQ.

Aus den Figuren 18, 19 und 20 ist sofort ersichtlich, wel-
che Modificationen die von den Punklen U, Uy beschriebenen Cur-

Fischer, Puiseuz's Untersuchungen etc, )
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Fig. 20. ven erleiden, wenn die Curve CLMC bei
o der Verschiebung den Punkt 4 iabher-
/ \ schreitet.  So lange sie diesen nicht ein-
| schliesst, durchlaufen die Punkte Uy, Us
c\ v .’_!..;\] geschlossene Curven (Fig.19), nimlich
S die Wege SNFQS und TPGRT, welcle
dem Punkte B sehr nahe kommen und
in der Nihe desselben allmilig die Schen-
S —. kel von rechten Scheitelwinkeln aus-
( machen.
\\_ IJ Wenn die Curve CLMC den Punkt
| -.?'E_'h""'i:"'“ <= A iiberschreitet (Fig. 18.), so bilden jene
': \I beiden Curven eine einzige, fiir welche
!N /o  der Punkt B sich als ein vielfacher
(Doppel-) Punkt darstellt, von dem sich
reclitwinkelige Aeste abzweigen; nachdem
aber die Punkte U, und Uy auf den Linien NB, PB nach B ge-
langt sind, steht uns wie gesagt die Annahme frei, welcher von
beiden auf der Linie BQ fortgehen soll, wihrend der andere die
Linie BR durchliuft.
Wenn endlich die Curve CLMC den Punkt 4 umgibt
(Fig. 20), so machen die Wege der Punkte U, und U, zwei Theile
einer und derselben geschlossenen Curve aus, welche in der Nihe
von B eine Verengung bilden und sich wiederum allmilig zu rech-
ten Scheitelwinkeln gestalten. Sind 8 und T die anfinglichen
Orte beziiglich von U, und U,, wihrend Z aufl der Curve CLMC
einen Umlauf macht, so beschreibt der Punkt U; den Bogen
SNFRT und der Punkt U, den Bogen T'PGQS, und ersl nach zwei
Umlinfen von Z nehmen die Punkte U;, U, ihrve urspriinglichen

Orte S und 7 wieder ein.®)

#) Sollte die Curve CLMC etwa in 4 eine Spilze bilden, wo die
beiden Theile derselben den Winkel < einschliessen , so wiirden die
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Was den Fall bewifit, wenn die Curve CLMC einen derje-
nigen Punkte A iberschreitet, fiir welchen drei Functionen wy, u,,
#g einen gemeinsamen Werth & besiizen, so ergibt sich eben so

leicht das Verhalten der Punkte U, U,. Unter der Voraussetzung

df(u.z)
)

A3

3
e . : o° f(u,z)
namlich, dass die Ableitungen = '2( s — und fir 2 = a,
du’
u =b nicht verschwinden, sind die Naherungswerthe jener Func-
tionen far solche Werthe von 2. welche in unmilttelbarer Nihe

von a liegen, [olgende:

1%
uy=b 4 (he)3e .
1 T4
Uy b+ (hg)®e 3
1 T44m;
Uy ="b 4+ (ho)®e *
Hieraus entnehmen wir, nach einer der fritheren ihnlichen Be-
trachtung: falls der Punkt 4 der Curve CLMC ausserhalb sehr
nahe liegt, wird von jedem der Punkte Uy, U,, U; eine dem
Punkte B sehr nahe kommende geschlossene Curve beschrieben
(Fig. 21); falls jene Curve durch den Punkt 4 hindurech geht,

bilden diese drei Curven eine einzige (Fig. 22), die in B einen

Fig 21. Fig. 22
— ol e
) " /
ol s )
| | | ) ! /
| e
’ \\ ! g e
l i/ = : \ i __..--"{"
iy T f,’ R
{11 A A
= £ /R

von den Punkten U,, U, beschriebenen Curven zwar wiederum in
einen vielfachen (Doypel ) Punkt besitzen, wihrend jedoch die Aeste

unter dem Winkel G von B auslaufen.

5*
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vielfachen (dreifachen) Punkt besitzt, wo sich drei Aeste unler
Winkeln von 60 Graden abzweigen; falls endlich der Punkt 4
innerhalb jener Curve zu liegen kommt, wird der Punkt B von
dieser zusammenhingenden Curve nicht mehr berihrt, sondern in
Fig, 23. der Gestall der Figur 23 einge-
: schlossen. Wihrend Z aul der
e ! Curve CLMC einen Umlaufl macht,
o beschreibt jeder der Punkte U,
\ S U,, U; fir sich einen Theil der
; = =4 s betrachteten Curve der Art, dass
S e die drei Theile die ganze Curve
\ 1 . zusammenselzen; erst nach drei
b o Umliufen von Z erhalten diese
Punkte wieder ihre anfingliche

Lage.

37. Wir haben von Nr. |% ab immer vorausgesefzt, dass
der Coefficient der hochsten Potenz von u in dem ganzen Polynom
f(w,%) unabhingig von g ist; die oben gegebene Theorie lisst sich
eben so leicht auf den Fall ausdelinen, wenn jener Coefficient als
eine beliebige ganze Function von z auftritt. Wir wollen zu die-
sem Zwecke die irreductible Gleichung

: No™ 4+ Pvm—! 4+ Qu—2+4 . ..4+Sv+T =0
betrachten, wo N, P, Q....., T ganze Polynome von 2 bezeichnen,
und, wie es bereits fiir die Funetion w geschehen, alle verschiede-
nen Werthe, welche die Function v annimmt, je nachdem sich
der Punkt Z von seinem anfinglichen Orte aus nach einem zwei-
ten Orte K auf dieser oder jener Curve forthewegt, ahgesondert
darzustellen suehen.

Dieser Fall kann sofort aul den oben hehandelten zuriick-

gefithrt werden, wenn wip

u

&

setzen, wodurch sich nimlich die gegebene Gleichung n

w™ 4 Pu™ ' +NQum—2+4.... + N*28u + N" 1T = 0

L=
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verwandelt, wo der Coefficient von u™ gleich Eins ist. Da hier
das Polynom N fiir jeden Werth von z nur einen Werth hat,
so entsprechen den verschiedenen Werthen, welche die Function

u zulissl, eben so viele Werthe von v, die in der Formel
g
v = =
begriffen sind.

Demnach reducirt sich alles wie frither auf die Bestimmung
der Charakteristiken der verschiedenen von € nach K fiihrenden
Wege, und zwar ist hierzu immer nur die Construction der Punkte
A, 4, 4", .... erforderlich, die denjenigen Werthen von 2z entspre-
chen, filr welche die Gleichung

w" Pyl 4 4 Nm—I1T = ()

viellache Wurzeln besitzt. Ungeachtet es sich nimlich, obschon
diese Werthe von z im Allgemeinen dieselben bleiben, doch mit
denen, fir welche N verschwindet, anders verhalien kann, indem
die Gleichung in w fiir diese Werthe m - | Wurzeln gleich Null
liefert, wihrend die Gleichung in v gewéhnlich eine unendlich
grosse Wurzel und m —1 endliche und ungleiche Wurzeln gibt;
so lassen sich simmtliche Punkte A, 4, A%, .... jederzeil dadurch
auffinden, dass man diejenigen Werthe von =, welchen unendlich
grosse Wurzeln der Gleichung in v entsprechen, mit denen ver-
bindet, fiw die zwei Wurzeln dieser Gleichung coincidiren.

38. Wir haben gesehen, dass die der Gleichung

w4+ Pu™ 14+ NQum™2+....=0
geniigenden Funclionen w,, s, ...., uyn sich in Bezug aul den
Punkt 4 in eine gewisse Anzahl cyklischer Systeme abtheilen; die
entsprechenden Functionen

1-{1 “! n TL”]
e e T e i —
N N N
bilden offenbar gleich viel correspondirende cyklische Systeme.

U] —

Wenn wir mit » den Grad derjenigen Potenz von z— a bezeicli-
nen, durch welche das Polynom N theilbar ist, wihrend auch der

ganze Exponeni » gleich Null sein kann, und




setzen, so 1st

also
|

{ﬁ'—'(t}’" ”n = ] “:"_-,
N
wo v, eine der Functionen vy, vg,...., Un reprisentirt. So lange
nun der Punkt Z innerhalb eines um A beschriebenen Kreises

bleibt, dessen Radius der kleinsten von den Lingen AA', 447, ...

A e % s 2 y
gleich ist, lasst sich & in eine convergente, nach den ganzen posi-

N
tiven Potenzen von z—a fortschreitende Reihe entwickeln; ferner
haben wir in Nr. 23 gesehen, dass wenn g die Anzahl der Terme
des cyklischen Systems bezeichnet, zu welchen die Function u,

gehort, diese lelztere inuerhalb derselben Grenzen nach den gan-
1

zen positiven Polenzen von (2 - a)“ entwickelt werden kann.

Multiplicirt man die beiden so aulgestelllen Reihen mit einander,

it : L
so erhilt man fir 5 u, die nach den ganzen positiven Potenzen
A
von (z  a)¥ fortschreitende Entwickelung:

o

1 2
E]l_t‘ U= (z—aVug=A+ Bz —ay + Ez—a)+....,

wo U, B,E,.... von z unabhingige Coefficienten vorstellen. So-
mit st :
: _ L 2 —yp
=%E—ay "+ Biz—ar +E€Ez-ar +...,

die Function v, lisst sich also wie u, nach den ganzen Polenzen
1
von (z — a)* entwickeln; wihrend jedoch die Entwickelung von
1
wn nur positive Potenzen von (z—a)# enthdlt, kann die von v,

mit einer begrenzten Anzahl von negaliven Polenzen beginnen.
39. Wir wollen das Gesagte auf die Gleichung
(z—a)(z—a')(z—a").... 0" —1=10
anwenden, wo die Gréssen - a,a’,a"”,.... saimmtlich ungleich semn

sollen. Setzen wir
u

T,
so ergibt sich
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u" — (z—a)" ! (z—a')" L (z—a’) ... .= 0;
die Punkte 4,4°,4",...., welche zusammenfallenden Wurzeln die-
ser Gleichung entsprechen, dienen hier zur Darstellung der Werthe

/
aa,8",.... voi 3.

Bezeichnen wuy, wg,...., uy die m der Gleichung in w genii-
genden Functionen, deren Werthe beziiglich gleich
. dor. lEm—‘!Jni

= —_
g, !jﬁ m» ge m b, Agatge m

PR

sind, wo g einen Werth der Wurzelgrosse

\l (c— a.'__‘.l”"—“‘_(”c- 4 j”‘"’ (¢ _'____E,”]ih:'lit
vorstellt, so lisst sich ohne Mithe mit Hilfe der oben dargelegten
Principien nachweisen, dass jede dieser Funclionen, nachdem Z
aut emer der Elementar-Curven (4 4), 4 (4"), (+ 4”),.... einen
Umlaul vollbracht hat, den Aunfangswerth der folgenden annimmt,

und dass folglich dasselbe auch von den Functioneu
1] Uy
IJI I :__ : I !JI _-_'__ : . LAY
(z—a)(z—a’)....

(g—a) (z—a’)....’
gilt.
Fragt man nun nach den Werthen, welche die Functionen
Uyy Ugyen.., Uy erhalten, sobald der Punkt Z auf dem Wege (4 4),
(+ 4°) 4+ CMK nach K gelangl, vorausgeselzt, dass heim Forigange
von Z auf der Curve CMK bis zum Punkte K die Werthe A,
hy,...., hy jener Funclionen herbeigefithrt werden, so finden sich
far v, der Werth Az, fir v, der Werth hy, u.s.t, fir v,—, und
vy die Werthe kg, ho. Eben so ergibl sich, wenn Z aul dem
Wege (— 4) + CMK nach K gelangt, dass vy, v,,...., v, beziig-
lich die Werthe hy, hy,...., hy_, erhalten.

Beildufig bemerken wir noch, dass die Functionen vy,
1

Uy....., Uy in convergente, nach den ganzen Polenzen von (z—a)“
aufsteigende Reihen entwickelt werden konnen, so lange der Punkt
Z innerhalb eines um den Punkt 4 beschriebenen Kreises bleibt,

dessen Radius der kleinsten der Entfernungen A4’ A4, .... gleich




1

ist; und ferner, dass die negalive Polenz (z a)

in diesen Rei-

hen vorkomml.

#40. In allem Vorhergehenden haben wir uns nur auf alge-
braische Gleichungen beschrinkt; eben so wol sind aber die unter
der Form

fu,z) =0
begriffenen transcendenten Gleichungen den oben aufgestellten
Sitzen unterworfen, wolern nur die linke Seite f(u,%), so wie auch
deren partielle Ableitungen aller Ordnungen nach « und 2 stetige
Functionen dieser Variabeln sind und fiir jedes Werthsystem der-
selben nur einen bestimmien endlichen Werth besitzen; deun
unsere Theorie erfordert ausser den oben ahgeleitelen Bedingun-
gen nichts weiter, als dass die Werthe von u, welche sich aus
einer solchen Gleichung ergeben, continuirlich variiven, wenn
dies bei z der Fall ist. Dass sich diese Eigenschaft anch wirklich
aul Gleichungen aller Art erstrecki, hat Cauchy in seinen Nou-

veauw Exercices de Mathématiques, T. . p.109 dargethan

#1. Die Sache lisst sich indessen noch auf die Weise ver-

allgemeinern, dass man statt

z=x+yt
zu selzen, sich der Form

%= @ (wy) + Y (@y)

bedient. Hierin bezeichnen ¢ (x,y) und Y (z,y) sletige Functionen,
welche fiir jedes Werthsystem von .r und y, oder mit andern Wor-
ten fir jeden Punkt der my-Ebene nur einen bestimmten end-
lichen und zwar reellen Werth besitzen. Auch die Gleichung

[(u,2)= 0
iefert fiir jeden Punkt der Ebene im Allgemeinen ungleiche Werthe
von u, und wir konnen auch hier die Frage erértern, welchen conti-
nuirlichen Yerinderungen jede derselben unterliegt, wihrend der
zu den Coordinaten z, y gehérende Punkt aus einer Anfangslage
€ in eine neue K iibergeht.




Wir construiren zu diesem Zwecke zunichst diejenigen Punkte,

welche den aul unendlich grosse oder vielfache Wurzeln der Gleichung
fuz) = 0
fihrenden Werthen von z entsprechen; bedeutet f+ gi einen sol-
chen Werth, so ergeben sich die Coordinaten der entsprechenden
Punkte aus folgendem System von Gleichungen :
¥ (@y)=[ Y@y =g

Nehmen wir jelzt an, dass der Punkt @,y von € bis K auf
einer bestimmten Curve fortgehl, so bleibt der im Punkte K er-
langte Werth der Function u ungeindert, wenn die durchlaufene
Curve ohne Ueberschreitung eines Punktes, fiir welchen die Fune-
tion w unendlich gross oder eine vielfache Wurzel der gegebenen
Gleichung ist, verschoben wird. Die Beweisfithrung ist durchweg
dieselbe, wie in dem Falle, dass = =2+ yi geselzt wird.

Wenn ferner aus der Gleichung

!.U""sz = 0

fir einen Punkt A eine gewisse Anzahl gleicher Funclionen von z
entspringt, so lisst sich wieder wie zuvor beweisen, dass diese
Functionen sich in eine gewisse Anzahl cvklischer Systeme abthei-
len, d.h. dass wenn man sich die Functionen, welche eines dieser
Systeme ausmachen, auf dem Umfange eines Kreises auf entspre-
chende Weise vertheilt denkt, jede derselben den Anfangswerth der
folgenden annimmt, sobald man den Punkt (z,y) um den Punkt 4 auf
einer unendlich kleinen geschlossenen Curve herumgeliihrt hat. Es
gelten daher auch unter der in Rede stehenden allgemeineren Annalhime

die aus diesen Principien schon oben abgeleiteten Folgerungen.
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