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Dritter Theil.

-13 . Wir wenden uns gegenwärtig zu der Anwendung der

bisher enlwickellen Theorie auf die Untersuchung der vielfachen

Werlhe von bestimmten Integralen . Betrachten wir die algebrai¬
sche Gleichung

f (u,z ) = 0,
deren linke Seite eine beliebige ganze Function von u und 2 vor¬

stellen soll , indem wir wieder wie in Nr . 5 mit eine dieser

Gleichung genügende Function von z bezeichnen, welche einen

Werth Sj erhält , sobald der z — x + yi entsprechende Punkt 2

seinen anfänglichen Ort C verlässt . Die Bedeutung des Ausdrucks

rk
juydz ist nur dann eine bestimmte , wenn ausser den Grenzen c

J c

und k noch der Weg CMK, auf welchem der bewegliche Punkt Z

von C bis K fortgehen soll , vollständig gegeben ist . Allerdings
r k

erhält das Integral I u^ z nach Nr . 9 am Ende einen und den¬

selben Werth , so lange die Curve CMK während einer Verschie¬

bung keinen der Punkte A , A '
, A"

, . . . . erreicht , für welche die

Gleichung
f (u,z ) = 0

vielfache oder unendlich grosse Wurzeln liefert ; sobald aber die

Curve einen dieser Punkte überschreitet , kann das Integral eine

solche, Aenderuug erleiden , dass es eine begrenzte oder unbe¬

grenzte Anzahl verschiedener Werlhe annimmt.
Wir wollen zuerst zeigen , wie mit Hilfe der im ersten Theile

aufgestellten Principien der Werth des Integrals / n t dz in Bezug

auf eine gegebene Inlegrations -Curve mit beliebiger Genauigkeit zu

berechnen ist ; dabei setzen wir wie immer voraus , dass diese
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Curve durch keinen der Punkte 4 , 4 '
, <4 "

, . . . . hindurchgeht , da
sonst das Intwgral unbestimmt sein könnte . Wiederholen wir die
in Nr. 16 ausgeführte Construclion , durch welche die Curve CMK
in eine gewisse Anzahl von Theilen CMC'

, C'M' C“
, C"M"C‘"

, . . . .
(Fig . 7) zerlegt wird , so wird die Function nach Nr . 15 für die
Länge des Theils CMC‘ durch folgende convergenle Reihe dar¬
gestellt:

«i + Ft (6j,c) . (z - c) + F2 ' &! ,c) . (z - c)2 + . . . . ;

der Werth V des Integrals Juidz, wo sich die Integration über

die Curve CMC erstreckt , hat demnach eine convcrgente Reihe
zum Ausdruck , welche durch Integration der einzelnen Terme der
vorstehenden zwischen den Grenzen z = e und z = c‘ erhalten
wird , nämlich:

V - b t (c ' — c) + Fi (6,,e) . + F2 (buc) . + . . . .
F °"

Ganz ähnliche Reihen gelten natürlich für die Integrale lu l dz.

Jutdz, . . . . , deren Werthe wir bezüglich mit V\ F",, . . . bezeichnen
wollen , wobei die Integrationen über die Curveu C'M 'C"

, C",M",C" .
auszudehnen sind , und wir erhallen somit die Gleichungen

<r" ~ r ) - Cr"_ e ' t 3v = (c"- c ') + F# ',, +W,cO . -— .3
{(■<" _ f " V3 ( . Hl _ . H\ 3

F"= VV " c"
)+ F. (W ' ) . 2

J + Fi (b l ",c") . —
3

- j + . . . .

Durch Addition dieser Grössen V, V\ V". . deren Anzahl stets
eine begrenzte ist, erhält man dann den gesuchten Werth des In-

/ ^
tegrals I Uidz- Oftmals gewährt eine Aenderung des Weges CMK,

die., sich jedoch nicht über einen der Punkte 4 , 4'
, A"

, . . . . hinaus
erstrecken darf , Bequemlichkeiten für die Rechnung.

Wir können dieselbe Methode auch benutzen , um den Werth
des Integrals f ut dz für die ganze Ausdehnung einer beliebigen



Elementar - Curve , z . B . der Curve ( + 4 ) zu ermitteln , deren Restaudlheile
die Linie CD ( Fig . 21) , die unendlich kleine Curve DNPD und die Linie

DC ausmachen . Man beschreibe
nämlich um den Punkt A einen Kreis,
dessen Radius um eine endliche
Grösse kürzer als die kleinste
der Entfernungen AC , AA'

, AA ",
AA '"

, . . . . ist . und welcher die
Linie CD in E schneiden mag.
An Stelle der Elementar - Curve
( + 4 ) könnte man unbeschadet
des Integrals eine andere , aus der

Linie CE, dem Kreise EQRE und der Linie EC zusammengesetzte
Curve annehmen , und dann den Werlh des Integrals j

'n^ dz für
diese Curve , welche von den Punkten A , A ‘

, A "
, . . . . überall endliche

Entfernungen hat , ohne Weiteres nach der soeben angegebenen
Methode berechnen.

43 . Es seien wiederum nm die m der Glei-

Fig . 21 .

chung
f (u, s ) — 0

genügenden Functionen von s ; ferner mögen A t . A i , A \ , A '_ i, . . . .
die Werlhe des Integrals J

'u l dz in Bezug auf die Gesaimutlängen
der Elementar - Curven ( + 4) , ( — 4 ) , ( + A ') , ( — A‘) . und ganz
entsprechend Ai , A—%, A'2 , A '

—i, . . . . die Werlhe des Integrals
f ut dz für dieselben Curven , u . s . f. bezeichnen, so dass überhaupt
i ±ndeu Werth des Integrals f u ndz in Bezug auf die Ausdehnung
der Elementar - Curve .( ±4/D ) vorstellt . Wir wollen gegenwärtig
untersuchen , welchen Werlh das Integral fu ^ lz annehmen wird,
wenn man dasselbe vom Punkte C aus über irgend eine geschlos¬
sene Curve CLMC ( Fig . 4) fortführt , wobei wrir die vorhin bezeich-
neten Grössen, tür die wir den Namen Elementar - Integrale wäh¬
len , als bekannt oder wenigstens nach dem in der vorigen Num.
mer angegebenen Verfahren berechnet voraussetzen.



77

Der Deutlichkeit wegen nehmen wir an , dass z . B.
( + i ) (— 4') (+ A") ( - A)

die Charakteristik der Integrations-Curve CLMC sei , während wir
aus Nr. 10 entnehmen , dass das Integral J

'Uidz ungeändert bleibt,
wenn wir an Stelle dieser Curve folgende Reihe von Elementar -
Curven einfiihren : { + A ) , ( - Ä) , ( + 4") , ( — A) . Andererseits lässt
sich angebeu, nachdem sich die Gruppirungsweise der Functionen
Ui , n2 . . um in cyklische Systeme um einzelne Punkte A , A\
A"

, . . . . herausgestellt hat , welche Function es ist , deren Anfangs-
werlh die Function w , nach einem Umlaufe von Z auf der Curve
( + Ä) annimmt ; es sei dies die Function w3 . Auf ähnliche Art
würde man linden, dass u :i nach einem Umlaufe von Z über (— .4' )
z . B . den Anfangswerlh von m4 , dass endlich rt4 nach einem Um¬
laufe von Z über ( + A "

) etwa den Anfangswerth von u2 erhält.
Demnach wären der auf die Curve ( + A) bezügliche Theil des ver¬
langten Integrals gleich At , der über die Curve (—A ‘) genommene
Theil gleich A '_ 3 und die den Curven ( -|- A ") und (— A) entspre¬
chenden Theile resp . A 4

" und A_ 3, so dass das über die ganze
geschlossene Curve CLMC fortgelührte Integral J

'uidz den Werth
A, + A '_ 3 -)- A 4

" + A _2
besitzt . Man sieht überhaupt ein , dass der Werth dieses Inte¬
grals, über eine durah den Punkt C gehende geschlossene Curve
hin ausgedehnt , immer durch die Summe einer gewissen Anzahl
der Elementar -Integrale A t , A _ j , A‘ A,, . . . . dargestellt wird.

44 . Nachdem wir diese erste Frage beantwortet haben,
/ kwollen wir die Werthe des Integrals / w,dz für die nur möglichenJ c

Integrations -Curven zwischen C und K aufsuchen . Wenn wir von
einer ersten , zwischen den Punkten C und K beliebig gestalteten
Curve CMK ( Fig . 17 .) ausgehen und mit v2 , . . . . , vm die

/
•*Werthe der über diese Curve genommenen Integrale ju t dz,

/ ** rk
jUidz, . fumdz bezeichnen , so handelt es sich zunächst umJ C , / C
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die Ermittelung des Werlhes vom Integral / w,ds in Bezug auf
. ' C

eine beliebige andere Inlegrations -Curve CLK.

Beispielsweise sei

(+ 4) (— 4 ') ( + 4" ) (— 4 ) + CMK

die Charakteristik dieser Curve und ferner mag, mit Beibehaltung

der in der vorigen Nummer gemachten Annahmen , die Function

u2 nach einem Umlaufe von Z über (— 4 ) etwa den Anfangswerth

von % erhalten . Da man nun nach Nr . 9 an Stelle der Curve

CLK die durch die einzelnen Terme der Charakteristik angedeutele
Curvenreihe einführen kann , so findet man sofort für das gesuchte

Integral folgenden Ausdruck:
4j + A '_ g + A 4

" + A - 2 Vä>
Hieraus ergibt sich , dass man die übrigen , von u , verschiedenen

/ 4
Wertlie des Integrals Justiz

durch Addition einer der Grössen uu

v.L. . vm und eines oder mehrerer der Elementar - Integrale 4 ( ,

A _ i , A% ,\ . . . , A 2 . gewinnt , wobei zwar ein und dasselbe Ele¬

mentar - Integral in dieser Summe mehrfach Vorkommen kann , ob¬

gleich jedoch im Allgemeinen, was ausdrücklich hervorgehobeu
/ *

wird , nicht ein Werth des Integrals Ju t dz entsteht , wenn man eine

der Grössen vt , vm zu einer gewissen Anzahl der Grös¬

sen Ai , 4_ i , A,A 2 , . . . . addirt , nachdem diese mit irgend

welchen ganzen Zahlen multiplicirl worden sind.

45 . Die Elementar - Integra ' e A,,A _ i, . . . . besitzen mehrere

bemerkenswerthe Eigenschaften . Da nämlich , wenn ug diejenige

Function bezeichnet , deren Anfangswerth der Function Uf nach

einem Umlaufe von Z über die Elementar - Curve (+ 4 ) zukommt,

umgekehrt ug den Anfangswerth von Uf erhält , nachdem Z auf der

Curve (— A) -einen Umlauf vollbracht hat ; so sind die Elemente

der mit Af und 4_ „ bezeichneten Integrale paarweise, gleich und

entgegengesetzt , und man hat folglich:
A- g = — Af.
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Demnach ist jedes der Integrale A i , A ^ <~. . 4_ m in Bezug auf
die Curve (— A ) von gleichem und entgegengesetztem Werlhe , wie
eines der Integrale A t , A2 , . . . . , A m, über die Curve ( -J- 4 ) ausge¬
dehnt ; und umgekehrt.

-* 6 . Nehmen wir insbesondere an , dass die Function Uf
nach einem Umlauf von Z über die Curve ( + A) ihren Anfangs¬
werth wieder erhält , so findet dies auch auf der Curve (— A) statt,
und die vorstehende Gleichung geht über in:

A - f— — Af.
Für diesen Fall folgt aus Nr . 11 , dass die Grösse Af von dem Ans¬
gangsorte C des beweglichen Punktes Z unabhängig ist , dass die¬
selbe also ungeänJert bleibt , wenn man den Punkt C verlegt und
gleichzeitig die Elementar - Curve (4 ) ohne Ueberschreitung eines
der Punkte A, A ‘

, A 1'
. . . . verschiebt. Man kann somit Af als den

Werth des Integrals J
"
Ufdz, welches sich über eine um den Punkt

A beschriebene unendlich kleine Curve erstreckt , betrachten , wo¬
raus sich dann ergibt , dass wenn die Function u/ im Punkte A
einen endlichen Werth behält , sich das Integral Af auf Null re-
ducirt.

Wählt man nämlich für die eben genannte unendlich kleine
Curve einen um den Punkt A beschriebenen Kreis , dessen Radius
eine sehr kleine Grösse q ist . so hat man zunächst für einen
Punkt dieses Kreises

z = a + Qßri ,
wo t einen reellen Winkel bezeichnet, also

dz = ioeli '
.dT,

folglich

Af = i(>

Da nun Uf für sehr kleine Werthe von q einen endlichen Werth
l' 2n

.behält , so gilt dies auch von dem Integral j Ufen dT, so da<s sich

der Ausdruck von Ar gleichzeitig mit q auf Null reducirt ; weil
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aber das Integral Af von q selbst unabhängig ist , so bat man in
der Tbat

A f = 0.

4 ? . Es gibt einen merkwürdigen Fall , welcher Relationen
zwischen den Elementar -Integralen darbietet , deren wir uns in der

Folge mit Vortheil bedienen werden ; dieser Fall ist nämlich der,
wo sich nach einem Umlauf von Z auf einer durch den Punkt C
gehenden Curve z/ , die alle Punkte 4,4 '

, 4"
, . . . . umgibt , die

Functionen #„ mj . um zum Theil wieder auf ihre Anfangs-
werthe reduciren.

Es sei Uf eine der Functionen , welche dieser Bedingung un¬
terworfen sind ; die Charakteristik (z/ ) der in directem Sinne zu
durchlaufenden Curve <4 wird aus den Termen ( + A ) , ( + A' ) ,
( + 4") , . . . . , die auf gewisse Art und zwar ohne Wiederholungen
angeordnet sind , zusammengesetzt sein , so dass wir immer nur
die Formel

(J ) = (+ A ) ( + A ') ( + A "
) . . . .

festzubalten haben ; ferner -soll die Function Uf, sobald Z auf den

geschlossenen Curven , deren Charakteristiken , durch (.
-[■ 4 ) , ( + 4)

( + 4 ') , (+ 4 ) ( + 4 '
) ( 4- 4"

) , u . s . w . dargeslellt sind, herumge¬
führt ist , bezüglich die Anfangswerthe von up , Uf , Uf, . . . . erhal¬
ten , so dass das Integral J

'
ufdz, über die Curve z/ ausgedehnt,

folgenden Werth besitzt:

Af + A‘r -f A"f -t- A!“
f" ‘ + . - . .

Wenn wir jetzt um den Anfangspunkt der Coordinaten 0
einen Kreis © beschreiben , dessen Radius R länger als die grösste
der Entfernungen 04 , 04 '

, 04 "
, . . . . ist ; so muss sich offenbar

die Curve z/ ohne Ueberschreitung eines der Punkte 4,4 '
, 4"

, . . . .
der 4rt verschieben lassen , dass sie mit diesem Kreise zur Coin-
cidenz gebracht werden kann , und folglich ist der auf den Kreis
© bezügliche Werth des Integrals J

'
ufdz ebenfalls der Summe

4/ -+ 4V + 4V + 4 '"
r + . . . .

gleich.
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Um aber hierfür noch einen zweiten Ausdruck zu erhalten,
wollen wir die neue Variable z' einführen mit der Bedeutung
z ‘ — - und uns einen beweglichen Punkt Z‘ vorstellen , dessenz
Coordinaten , auf ein neues Axensystem O'x '

, 0 ‘y‘ bezogen , den
reellen Theil und den Coefticienten von i der Grösse z‘ ausmachen.
Dadurch werden die Functionen % , m2 , . . . . , itm in Functionen von
z‘ verwandelt, welche der algebraischen Gleichung

genügen müssen . Da es nun ausserhalb des Kreises © in end¬
lichem Abstande vom Anfangspunkte 0 keine Lage des Punktes Z
gibt, für welche die Gleichung

f (u,z) = 0
vielfache oder unendlich grosse Wurzeln hätte , so ist auch eben
so innerhalb des um den Punkt 0‘ construirten Kreises ©'

, des¬
sen Radius gleich _ ist , bis zum Anfangspunkte O1 hin keine Lage
des Punktes 1‘ möglich , wofür die Gleichung

'' (“vH 0
vielfache oder unendlich grosse Wurzeln lieferte. Beachten wir
nun , dass die Function Uf, der Voraussetzung gemäss , nach einem
Umlauf von Z auf dem Kreise © ihren Anfangswerth wieder an¬
nimmt, und eben deswegen auch nach einem Umlaufe von Z‘ auf
dem Kreise © '

; dass sie folglich der einzige Term ist , welcher das
cyklische System um den Punkt O ' ausmacht , und sich alsdann
für den inneren Raum des Kreises 0 ' in eine convergente , nach
den ganzen Potenzen von z‘ aufsteigende Reihe , welche nach Nr.
38 mit einer begrenzten Anzahl negativer Potenzen beginnen kann,
en wickeln lässt : so können wir für eine Norm von z\ die kleiner
oder höchstens eben so gross als — ist , schreiben:

iif = afz
' ~ v + ßjZ

1 '
+ . . . . + %f +

wo p eine ganze positive Zahl und aj,ßf, . . . . , Xf, lf , fif , . . . . von a'
unabhängige Coefticienten bezeichnen ; und andererseits muss dem-

6Fischer , Puiseux 's Untersuchungen etc.
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nach für eine Norm von z, dir. grösser oder mindestens eben so

gross als R ist , folgende Reihe gelten:

Uf — ß/s ?’ + ßfZl'
- 1 + . . . . + Xf + + ^ 2 + • • • •

Um nun das über den Kreis 0 ansgedehnte Integral f Ufdz

zu erhalten , genügt es nur
2 - Re T>

zu setzen , woraus folgt
dz = ilieJiili,

mithin ist
i ' ' 71

a f RP- 1/ e (P+ ' )ridT
J 0

+ ßfM /

-f tif R I eJldT lf jf 0 J (

epTUh -f

e~T 'du +

Somit erhalten wir die Gleichung:
Af + A'r + A"r + A‘“

r . + . . . . = 2ml h

wo kf den Coefticienten von - in der nach den absteigenden Po¬

lenzen von z fortschreitenden Entwickelung für Uf bedeutet ; eine

solche Gleichung • findet für jede Function Uf statt , welche nach

einem Umlauf von Z auf der alle Punkte A , A\ A "
, . . . . umgeben¬

den geschlossenen Curve J ihren Anfangswerth wieder annimml.

48 . Es wurde schon früher in Nr . 44 bemerkt , dass im
k

Allgemeinen keineswegs ein Werth von i t dz entsteht , wenn man

irgend welche ganze Vielfache der Elementar - Integrale mit einer

von den Grössen vl , vt , . . . . ,v m durch Addition verbindet ; jedoch
gibt es gewisse Klassen unter diesen Integralen , welche die merk¬

würdige Eigenschaft besitzen , dass wenn die Summe aller zu einer
solchen Klasse gehörenden Elementar - Integrale , die stets von c

unabhängig ist , beliebig oft mit einem Werthe des Integrals {dz
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durch Addition oder Subtraction verbunden wird , immer ein Werth
desselben wiederkehrt..

Es sei nämlich w der auf die Curve ( F ) + CMK bezüg¬
liche Werth des Integrals Ju t dz , wobei mil (F ) die Charakteri¬
stik einer durch den Punkt. C gehenden geschlossenen Curve an-
gedentet ist, ; ferner seien ( F') und ( F " ) zwei Klassen von Ter¬
men der Charakteristik ( F ) (von denen auch eine gleich Null sein
kann) , so dass sich die Charakteristik (F ) + CMK in der Form
( F ' KF 'O + CWtf darslellt . Bezeichnet inan nun mit u„ diejenige
Function , in deren Anfangswerth die Function w4 nach einem Um¬
lauf des Punktes Z auf der geschlossenen Curve ( F() übergeht,
so wird inan auf mannigfache Weise eine geschlossene Curve der
Art durch den Punkt, C legen können, dass die Function uH nach
einem Umlauf von Z auf dieser Curve ihren Anfangswerlh wieder
erhält . Es mag (© ) oder (— ©) die Charakteristik einer solchen
Curve vorstellen , je nachdem Z auf dieser im einen oder andern
Sinne herumgeführt wird , und ferner p den auf die Curve ( © ) be¬
züglichen Werth des Integrals J

~
Hn dz -

, alsdann ist diese Grösse ja
erstens nach Nr . 45 durch die Summe einer gewissen Anzahl
von Elementar - Integralen darstellbar , und zweitens, wie sich aus
Nr . 12 ergibt , von der Lage des Punktes C unabhängig.

rk
Somit , besitzt das Integral Jn,dz , wenn sich die Integration

über die Curven
(F ') (©) (F ") + CMK,
( F ) ( © ) ( © ) ( F"

) + CMK,
( F ) ( ©) (©) (© ) (F") -j- CMK,

( F ) (— ©) (F ") + CMK,
( F ) (— O) (— O ) er " ) + CMK,

erstreckt , bezüglich die Werthe:
6
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p + w , 2p + w , 3p + W) . . . • ,
— p + w, — 2p w, .

Wir sehen hieraus , dass durch Addition irgend eines Vielfachen
/ k

von p zu dein Werihe w des Integrals Ju t dz wiederum ein Werth

desselben gewonnen wird , und nennen aus diesem Grunde p eine

Periode des Integrals luidz.
. / c

Es bieten sich nun in Bezug hierauf folgende Hauptfra¬

gen dar:
1 ) Alle selbstständig auftrelenden Perioden anzugeben , welche

rk
einem Werihe von lu l dz zukommen ; hierbei können solche nicht

J 0
als selbstständig betrachtet werden , die sich durch Addition von

ganzen Vielfachen der übrigen ergeben , wie z . B . nicht 2p als eine

von p, oder p + q als eine von p und q wesentlich verschiedene

Periode zur Geltung kommt.
2) Es ist zu entscheiden , ob jede Periode p allen oder nur ge-

i k
wissen Werlhen des Integrals I ut dz angehört.

f C

r k
3 ) Diejenigen Werthe von j ux dz zu ermitteln , welche einer Be-

J o
duction nicht fähig sind , wenn man eben von den ganzen Viel¬

fachen der Perioden absiebt.
Die Erörterung dieser Fragen für mehrere specielle Fälle soll

den Gegenstand der folgenden Nummern ausmachen.

49 . Der einfachste Fall , welchen wir zunächst zu betrach¬

ten haben , ist der , wenn die Function u rational ist ; hier ist

nämlich die Gleichung
/ (« ,«) = 0

vom ersten Grade und liefert natürlich keine vielfachen Wurzeln,
während dagegen der Werth von u für gewisse Werthe von z un¬

endlich gross sein kann . Es seien a , a \ a“ , . . . , diese Werthe und

A , A‘
, A"

, . . . . die ihnen entsprechenden Punkte ; alsdann lässt sich

u jederzeit in die Form;
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E
+ Ei

z - a (z — a) 2 (z - a )
, e 2+ - " , + . . . . + Em—1

( 2 — a )”
E'

_
z — n/ +

(2— a! )2
Et

'
_ , ^ i

+ E“ _ E<
"

2 a" {z — a “
)

« + +

( z — a‘ )m‘
T7l!& m" —1

r. + . . . . + « ( 2)
( 2 — a “

) ’

bringen , wo E , Et , E2 , . . . . , E^ , E2
'
, . . . . Constanten und 8 (2) eine

ganze Function von 2 vorstellen.
Da hier die über die Curven ( + J ) , (— 4) , ( + 4 ')> (— A ‘ ),

( + A" ) , ( — A“) , . . . . ausgedehnten Elementar - Integrale von der Lage
des Punktes C unabhängig sind und bezüglich die Werthe:

+ 2niE, — 2niE, + 2niE ‘,
— 2niE\ -1 2niE “

, — 2niE “,

1 k
besitzen, so sind , wenn wir nnt v den Werth des Integrals ludz
für eine bestimmte Integrations - CurveCMST bezeichnen , die Werthe
dieses letztem sämmtlich in der Formel

v -)- 2ni (nE -f n ‘E‘ + n“E“ + . . . .)
enthalten , wo » , » ' »"

, . . . . beliebige positive oder negative ganze
Zahlen bedeuten , die auch Null sein können.

Im Allgemeinen sind die Perioden 2niE , 2niE ‘
, 2niE “

, . . . .
selbstständig und ausserdem in derselben Anzahl vorhanden, wie
die Werthe von 2 , für welche die Function u unendlich wird ; an¬
ders verhielte es sich aber , wenn eine oder mehrere der Zahlen
E,E ‘,E “

, . . . . durch Addition von ganzen Vielfachen der übrigen
gebildet werden könnten . Offenbar gibt es unendlich viele Werthe

r k
des Integrals luxdz, wofern nicht die Zahlen E, E1

, £ "
, . . . . sämmt¬

lich gleich Null sind , in welchem Falle das Integral nur den Werth
v haben würde.

Dasselbe, was für die rationale Function w gilt , hat auch

Gültigkeit für jede transeendente Function , weiche sich in die
Form:
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( z — a)

bringen lässt, wo 8 (a) eine für jeden endlichen Werth von z ein-

werthige Function ist , die zugleich endlich und stetig bleibt.

Für die mit E,E ‘
, . . . . bezeichneten Gonstanten hat Ca u chy in sei¬

nen über dieselben angestellten Untersuchungen den Namen „ Re¬

siduen der Funtion u in Bezug auf die Werthe von ä“

gewählt ; auch andererseits stimmen die für den vorliegenden Fall

ermittelten Perioden des Integrals JU \ dz mit den von diesem be-
C

rühmten Mathematiker angegebenen * ) vollkommen überein.

Wir wollen jetzt beispielsweise die Perioden des Integrals
/,

- „ aufsuchen . Von den Grössen E,E '
, . . . , sind hier nur

1 + z*
C

zwei vorhanden , welche nämlich gleich + *
' und — i sind , so dass

die beiden Perioden des Integrals die Werthe n und - n be¬

sitzen ; da dieselben aber gleich und entgegengesetzt sind , so fal¬

len sie in eine einzige n zusammen . Bekanntlich werden die
k

-- - durch die verschiedenen Bögen v
1 + zl °Werthe des Integrals

dargestellt , deren trigonometrische Tangente gleich k ist , und es

gilt für jeden dieser Bögen die allgemeine Formel v + nn.

50 . Wenn die Gleichung
f (u,z ) — 0

in Bezug auf u vom zweiten Grade ist , so können wir die beiden
Werthe von u in der Form:

* ) Comples rcndus de l’Academw des Sciences . T. XXIII
{annee 1846 ) .
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p , R /” =
«

* sV
darstellen , wo P , Q , R , S , T , 1] ganze Polynome sind . Selzen wir
voraus, was gestaltet ist , dass weder T , noch U gleiche Factoren
enthält , dass ferner R und T weder mit S , noch mit U , so wie
auch P nicht mit Q Factoren gemeinschaftlich besitzen ; so wer¬
den diejenigen Werthe von 2 , für welche eines der Polynome
Q , R , S , T, U verschwindet, doppelten oder unendlich grossen Wur¬
zeln der Gleichung

f (u,z) = 0
entsprechen.

Es mögen nun die Punkte A , A1
, A “

, . , . . solchen Werthen
von z zugehören, für welche T oder U verschwindet , und die
Punkte 21 , 21 '

, 21"
, . . . . solchen Werthen von « , für die eines der

Polynome Q , R , S verschwindet , jedoch weder T , noch U ; sind
alsdann (± A ) , (± /( ' ) , . . . . die um die Punkte A , A '

. . . . und (±31 ),
(±21 ') . . . . . die um die Punkte 31,21'

, . . . . beschriebenen Elementar-
Curven , ferner A±1 , A+2, A '± 1, A ‘-\ 2 , . . . . die auf die Curven (±4 ) ,
(± .4 ') , . . . . und 2l+ i , 3l±j , 9l '+ 1, 3l '±2, . . . . die auf die Curven (±21 ) ,
( ±21') , . . . . bezüglichen Elementar - Integrale : so sieht man leicht ein,
dass die beiden Functionen u, und m 2 um jeden der Punkte A,
A ‘ A “

, . . . . ein cvklisches System bilden, so dass , wenn A^ irgend
einen dieser Punkte bezeichnet, nach Nr . 45:

( ff ) (ff ) (0) (ff)
A _ | = — A 2 , A —‘>= — A t

Da andererseits , wenn allgemein mit 3t (o) einer der Punkte
31, 31 '

, 31"
, . . . . bezeichnet wird , jede der Functionen % , m 2 ihren

eignen Anfangswerth wieder erhält , nachdem Z einen unendlichen
kleinen Umlauf um den Punkt 2l (ff) gemacht hat , so ist nach
Nr . 46:

(0) (ff ) (ff) (ff)
2l- i = — 3li , 3U = - 312

•
Setzt man nun diese Elementar - Integrale , so wie auch die

Werthe vt und v2 der über eine bestimmte Curve CMK fortge-
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i ' k i
' k

führten Integrale fuidz , Iu 2 dz als bekannt voraus, so lässt sich
Je Je

fkder Werth des Integrals Iu xdz für eine beliebige andere Integra-
J C

tions- Curve CLIC, deren Chaiakteristik gegeben ist , berechnen.
Wir wollen jetzt allgemeine Ausdrücke aufstellen , welche die Werthe

i k
von lu,dz liir alle von C nach K führenden Integrations - Curven

t ' C

CLK umfassen.
Es sei {yl) die Charakteristik der Curve CLK und [ ±9Cff>]

ein Term derselben , welchem schon n Terme vorangehen mögen.
Sobald der Punkt Z über die durch die n ersten Terme von (yt i
dargestellten Elemcntar - Curven herumgeführt ist , wird die Func¬
tion ut entweder ihren eignen Anfangswerlh annehmen , oder auch
den Anfangswerth von m 5 erhalten ; im ersten Falle ist der über
die Elementar - Curve [±9l (ff) ] ausgedehnte Theil des Integrals

jUidz gleich 9l^ \ im andern Falle gleich 91
^

. Da nun die

Function u t , nachdem Z diese (w -H ) le Elementar -Curve zurück¬
gelegt, den nach Durchlaufung der n ersten Elementar - Curven
eingetretenen Werth wieder annimmt , so darf man in der Cha¬
rakteristik (A ) alle Terme der Form [±9t t<?)] unterdrücken ; wir
beschränken daher unsere Aufmerksamkeit auf den Werth von
f k
jUidz für die hierdurch vereinfachte Integralions - Curve und fü-

C

gen nur zu diesem Werthe eine Grösse von folgender Form hinzu:
F = /, 91 , + l\ 91 '

, + <
" ,91"

, + . . . .
-)- 1—191 —> + V— \ 9l_ i + lu~ \ 9l"_ i + . . . .
4 - ly&i + 1/91 ./ + . . . .
+ + . . . . ,

wo . I— i , Z'- i, . . . . , l2 , l'z . lauter ganze positive
Zahlen vertreten , welche auch gleich Null und selbst negativ sein
können, weil

(ff ) M (ff) (ff ) (ff) (ff ) (ff) (ff)
t—\ St —1 = — l— l Sil , 1—2 91—2 — — 1—2 9fj
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ist . Offenbar werden diesen ganzen Zahlen die beabsichtigten
Werthe dadurch beigelegt , dass man die Curve CIK auf geeignete
Weise gestaltet , wozu es nur der Einführung neuer Terme der
Form [± in die Charakteristik (A) bedarf.

Nachdem die Terme der Form [±5l (fft] aus dieser Charakte¬
ristik abgeschieden worden , handelt es sich nur noch um solche
von der Form [±AW ] , abgesehen von dem letzten Term CMK,
und die Charakteristik wird sich nach dieser Modilication auf

(A 1) = [±/ “>] [±A {M] [±tW] [±ztW ] . . . . [± + CMK
reduciren . Alsdann wird die Function bei den auf einander
folgenden Uebergängen des Punktes Z auf alle einzelnen Elemen¬
tar - Curven derselben abwechselnd entweder den Anfangswerth von
m2) oder ihren eignen Anfangswerlh erhalten , so dass das über die

f k
Curve (A ‘

) fortgeführte Integral ju ^ lz, wenn die Anzahl der in

( A ‘) zusammengefassten Elementar - Curven gerade ist , den Werth
(« ) (/* ) ly) (<)') (ff)

Fi = A±l + A±± + A±j + .‘li2 + . . . . + 4- vt ,
wenn aber die genannte Anzahl ungerade ist , den Werth

I« ) I/? ) ly) (<>') (ff)
V2 — A±l + A,.z + A i j + /l,.2 + . . . . + A :1I + i>2

besitzt.
Bezeichnen wir jetzt mit B, Bt , Bit . sämmtliche Re¬

sultate der Addition einer der Grössen A±.lt A‘vl , A“ zu
einer der Grössen AZI , A‘±l , A"d so erscheint jeder der
Ausdrücke Ft und F2 als eine gewisse aus den Grössen B, B t ,
Bn, . . . . gebildete Summe, in welcher auch eine und dieselbe
mehrfach wiederholt Vorkommen kann , während jedoch das erste
Mal nur der letzte und das zweite Mal die beiden letzten Terme
als solche wieder auftreten . Wir erhalten somit:

F, — mB + niiBi ±m u Bu + . . . . + vt ,
(ff)F2 — mB + ßj + i j A±1 + u2 ,

wo m, m, , Min , . . . . beliebige ganze Zahlen vorstellen , die positiv,



90

Null , oder auch negativ sein können , da die Grössen B, ß, , ßH , . . . .

an sich paarweise , gleich und mit entgegengesetzten Vorzeichen be¬

haftet sind . Da ausserdem folgende Gleichung gilt:
A , -f - d_ 2 = 0

oder überhaupt
( ff) (? )

= A±1 -)- A _2 + Ai,
(ff)

wo die Summe A t + i_ 2 durch eine der Grössen B, ß, , Blt

vorgestellt wird , so können wir in ßetrelf des Integrals F2 auch

schreiben:
F2 = wiß + wt ( B , -)- iWjiB, , + A t + o2 .

Als Summen aus der Grösse F und einer der Grössen V, ,

Vi lassen sich also sämmtliche Werlhe des bestimmten Integrals
, k

I ut dz in Bezug auf beliebige lntegralions - Curven CLK durch
' C

die beiden Formeln
G + u , und G + Ay + v2

darstellen , wo zur Abkürzung unter G die Grösse

G = h % + r,2l '
, + ■■■■

+ i -t- V- iSl '_ i + . . . .
+ I22l 2 4- l'-iW^ + . . . .
-w_ s» - s+

und unter ly, 1 1 , ,, . . , 1— \ , l i /2 I—2 ut, i??, , ytiy j.

durchaus beliebige ganze positive , oder negative Zahlen , die auch

gleich Null sein können , zu verstehen sind . Sämmtliche Werlhe

des Integrals juydz ergeben sich demnach , wenn man ein Mal zu

dem Werlhe v und das andere Mal zu /I, + v2 beliebige ganze

Vielfache der Grössen

21,,SI '
j , 9I "

i . . . ,
2l 2 , 21' 2 , . . . . , 21 - 2 , 21'- ? . .
ß , By , 0,

addirl.
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Hieraus erkennt man ohne Weiteres , dass eben diese Gros-
I,

seri lauter Perioden des Integrals luidz darslellen , dass jede an¬

dere Periode desselben unter ihnen mit begriffen ist ; dass sie aber
nicht selbstständig sein werden, und zwar wegen der obeu aufge-
steilten Gleichungen:

(<r ) (ff ) (ff) (ff)
‘ff 1 = — ff , , ff- ! = - ff 2 ,

( ff) (ff ) (ff ) (ff)
A - i ~ A2 , A _ ‘>— -11

sich auf die folgenden, im Allgemeinen selbstständigen Perioden
zuriickführen lassen:

ff, , ff '
, , ff' ff2 , ff '

2 , ff '
A i + A‘ A t + A‘ A , A‘Ai + A -,
A 2 + A'

A\ + AA ‘
i + A 1,

A A \ + A
A “

i + AA "
, -1- A

A "
2 + A

welche sich in besondern Fällen auf eine noch geringere Anzahl
reduciren können.

Aus der in Nr . 46 eingeschalteten Bemerkung entnehmen wir
zuvörderst 1 ) dass eine Periode der ersten Reihe, also ff, , oder
ff } , . . . . , von den Grenzen c und k unabhängig ist und geradezu
als der Werth des Integrals J

'uidz oder J
~u2dz betrachtet werden

muss , wo sich die Integrationen über eine unendlich kleine , um
den Punkt ff beschriebene geschlossene Curve erstrecken ; 2) dass
eine Periode von der Art 4 , + A 2 den Werth des Integrals
f (ui + u2 ) dz für die ganze Ausdehnung der Elementar - Curve
( + A) darstellt,, während zugleich, da die Function w, -)- u2 nach
einem Umlauf von Z auf dieser Elementar - Curve ihren Anfangs¬
werth wieder annimmt , das in Rede stehende Integral nach Nr . 11
on der Lage des Punktes C unabhängig ist , und daher eine un-
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endlich kleine, den Punkt A umgebende Inlegrations - Curve zu
Grunde gelegt werden kann ; 3 ) dass endlich eine Periode von der
Art A j -f A ‘

2 dem Werthe des Inlegrals J
'utdz, dessen Integra-

tions - Curve die Charakteristik ( + A ) ( + d ') besitzt , gleich ist,
während , da der Anfangswerth der Function U\ nach einem Um¬
lauf von Z auch auf dieser Curve wiederkehrt , abermals das Inte¬

gral oder die ihm gleichgoltcude Periode A , + A\ von der Lage
des Punktes C unabhängig ist , und demnach jede die Punkte A
und A‘ umgebende geschlossene Curve , welche sich jedoch ohne

Ueberschreilung eines der Punkte . 1, d '
, d "

, . . . . . 31 , 81 '
, 31 "

, . . . . mit
der Curve ( d ) t -j- d '

) zur Coincidenz bringen lässt, als Inlegra¬
tions - Curve dienen kann . Somit ist klar , dass überhaupt sämmt-

] iche Perioden des vorhin aufgeslellten Systems von den Grenzen

r k
c und k des Integrals fuidz unabhängig sind.

• C

Wir wollen nun die bereits ausgesprochene Behauptung be¬
weisen , dass die Periode d 4 + d' 2 dem Werthe des Integrals

fu ^ dz für eine um die beiden Punkte A und A‘ beschriebene

geschlossene Curve gleich ist . Es sei ADHD 'A '
( Fig. 25 . ) eine

zwischen diesen Punkten ausgedehnte Curve , mit welcher die in
Rede stehende allmälig zur Coin¬
cidenz gebracht werden kann,
ohne Ueberschreilung eines der
Punkte d , d '

, d "
, . . . . , so dass

wir diese durch diejenige Curve
ersetzen können , deren Bestand¬
teile die Curve DHD 1

, die un¬
endlich kleine geschlossene Curve
U ' E' FD 1

, die Curve D' HD und
endlich die unendlic kleine Curve
DEFD sind . Es gibt einen sein-

allgemeinen Fall , wo die auf die unendlich kleinen Curven DEFD

und D 'E 'F'D ' bezüglichen Theile des Integrals fut dz zu Null herab-
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sinken , während die räumlichen Au>dehnungen dieser Curven ihrer¬
seits bis zum blossen Punkle abnehmen ; dieser Fall ist offenbar
der , wo die Grenze des Products (* — o )m , für z — a und die
Grenze des Products (z — a ‘)u t für z ~ a‘ beide verschwinden.
Da sich nämlich die Function v t für sehr kleine Werlhe der Norm
von z — a nach den ganzen negativen und positiven Potenzen von
(z— a entwickeln lässt , so muss sich , wenn das Product
(z — a )ut für z — a verschwinden soll , die Function durch
folgende Reibe darslellen lassen:
« i = A (z — a) ^ + B + C(z — « )

'- + D ( z— a) E(z— a)^ + . . . .
Es ist erlaubt , sich sialt der Curve DEFD eines um den

Punkt A mit dem sehr kleinen Radius p beschriebenen Kreises zu
bedienen, lür dessen Umfang

ist , woraus folgt
z = a + qeri

dz = ioeTI (h ;
und für den über die Curve DEFD ausgedehnten Theil des Integrals

J
'uidz ergibt sich alsdann folgender Ausdruck:

e - dt + Bp

= — 4 (Ap* + JCp* + + . . . . ),
welcher eben beweist , dass d̂ieses Integral verschwinden muss
sobald die Grösse p zu Null herabsinkt . Auf ähnliche Weise liesse
sich darthun , dass der auf die Curve D 'E'F 'D‘ bezügliche Theil
des Integrals mit der räumlichen Ausdehnung dieser Curve gleich¬
zeitig verschwindet und es folgt hieraus für unsern Fall , dass die
Periode Aj + A 'j die Grenze von der Summe derjenigen Integraltheile
ist , welche sich über die beiden Curven DHD‘ und D 'HD er¬
strecken , sobald nämlich die Punkte D und D‘ bezüglich mit A
und Ä' zusammenfallen. Da aber die Function bei der Fortbewe-
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gung des Punktes Z auf der Curve DHD 1
, um den Punkt A'

herum und wieder über DU D zurück diejenigen Werthe, welche

sie zuerst durchlief , das zweite Mal nicht wieder annimmt , son¬

dern die in umgekehrter Ordnung , vom Punkte D aus folgen¬

den Werthe der Function ut durchläuft ; so ist die Summe der

auf die Curven DHD‘ und D ' HD bezüglichen Theile des Integrals

dem Integrale — it2) rte gleich , wo die Integration über die

Curve DHD‘ fortzuführen ist . Geht man nun zur Grenze über,

so findet man , dass die Periode A t -f- A\ dem auf die Curve AHA'

bezüglichen Werthe des Integrals f {u t — u2 ) dz gleich ist.

In dem soeben behandelten Falle mlncirl sich die Summe

A t 4 - Ai auf Null , weil sie den Werth des über die Curve DEFD

ausgedehnten Integrals J
'iu, 4 ut ) dz darslelli . Wählt man nämlich

für diese Curve den Kreis vom Radius q , so hat man

m, + Mj— 2B + 2D (z - a) +■ 2F (z —a2) +

Und folglich:

y
'
t« ! 4- m2 ) dz — 2i \ =r 0.

0

Ganz in ähnlicher Weise ergibt sich , dass die Summe A\ + A\

ebenfalls gleich Null ist , so dass also die Perioden A, -)- A t und

A\ + A\ verschwinden , während dagegen die Perioden A t 4- A\

und Ax + A 'i, die einander gleich und mit entgegengesetzten Vor¬

zeichen behaftet sind , nur noch eine einzige ausmachen.

So oft die Anzahl der Punkte A,A ' A “
, . . ,. gerade , 2n ist,

kommt die in Nr. 47 gemachte Bemerkung zur Anwendung . Be¬

achten wir nämlich, - dass für diesen Fall die Functionen

beide nach einem Umlauf des Punktes Z auf der durch den Punkt

C gehenden Curve J, welche zugleich die Punkte A , A '
, A",.

sämmtlich umgibt, wieder ihre Anfangswerlhe erhalten , während
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die Charakteristik (.J) dieser Curve aus zweierlei beliebig vermisch¬
ten Termen , einerseits der Form [ -f - Ahü ] , andererseits der Form
[ + ?t <ö) ] zusammengesetzt ist ; lassen wir ausserdem die Elemen¬
tar - Curven ( 4- A ) , ( + A‘ ) , ( + A " ) , . . . . , [ + A<2” -2>] , [ 4 - A<2n- , >] ,
ganz abgesehen von den etwa dazwischen vorkommenden Termen
der Form [ - j- '3 (<ü ] , wieder in dieser Ordnung folgen , was stets
erlaubt ist ; und bezeichnen wir mit [ + Sl(/-i)] , [ + [ + 2l (,‘' ') | ,
. . . . diejenigen Terme dieser Art , denen in der Charakteristik eine
gerade Anzahl von Termen der Form vorangehen , und
andererseits mit [ -j- SlW] , [ + 3t( |, '>] , [ 4- StG'")] , . . . . die Terme , wel¬
chen eine ungerade Anzahl der Form [ + A(o)] vorausgehen : so er¬
gehen sich durch Anwendung der in Nr . 47 gewonnenen Gleichung
auf jede der beiden Functionen m, und m2 folgende Gleichungen:

Wi + + W '\ + . . . . + SIW, + + . . . .
-(- A, + A ‘, + A ", + A '" , + . . . . + 4t2»—2), + At2»- *), = Znili,

+ m^ 2 + w >
2 + : . . . + n <*\ + + + . . . .

+ At + A\ + A ‘\ + A “\ + . . . . + AV ’' - \ + A<2«~ü , = 2nil 2 ,
wo A2 und A2 die Coefticienten von - in den nach den abstei¬

genden Potenzen von z fortschreitenden Entwickelungen von w,
und w2 bedeuten.

Diese Gleichungen , deren linke Seiten Summen von Perioden
des oben aufgestellten vollständigen Systems sind , liefern nun,
wenn und l 2 gleich Null gesetzt werden , die Werl .be zweier
von diesen Perioden , welche sich als die Summen mehrerer ande¬
rer , mit entgegengesetzten Vorzeichen versehener Perioden dar¬
stellen ; hiermit ist aber die Anzahl der selbstständigen Perioden
um zwei vermindert worden.

51 . Wir wollen nun , um die bisher entwickelte Theorie wirk¬
lich auszuführen , einige specielle Fälle der nähern Betrachtung
unterwerfen . Es sei zuerst folgende Gleichung zwischen u und z
gegeben:

(ä a) u2 = A 2,
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wo h einen constanten Werth hat . Sofort lässt sich erkennen , dass
die Functionen m, , u2 um den z — a entsprechenden Funkt A ein
cyklisches System bilden, und dass nur eine Periode des Integrals

l
' k

j ux dz, nämlich von der Grösse A t + A2 existiren kann , die ge-J C
radezu den Werth des Integrals J

'
yui 4 u2 )dz für die Elemenlar-

Curve ( + 4 ) darstellt . Da nun der gegebenen Gleichung gemäss
die Relation

Mj 4 Mj = 0

statlfindet , so gilt die Gleichung
d | 4~ ^ 2 ^

d . h . die Periode selbst ist gleich Null , so dass dem Integral
i ' k

jUydz bloss die beiden Werthe vx und A t + v-2 zukoinmen.
* C

Zu denselben Folgerungen führt die Behandlung der Gleichung
m2 = h 2 ( z— a ) .

53 . Wählen wir die Gleichung

(z — a ) ( z —a ‘ ) u 2 — ft2,
so sind die beiden z a und z = a‘ entsprechenden Punkte A
und At vorhanden, um welche jederseits die Functionen u t und

eine cyklische Vertauschung eingehen. Die in Nr . 5 (1 gegebe¬
nen allgemeinen Ausdrücke für die Perioden reducireu sich hier
auf die vier Grössen:

A, + Aj , Aj + A'2 , Aj + A\ , A '
, + A 'j ;

da aber zufolge der Relation

Ui 4 «2 = 0
die beiden Gleichungen gelten:

Ai 4 A s = 0 , A\ 4- A'2 = 0,
so ist

A2 4 " 1 = ~ ~ ( -̂ i “k A '
n ) ,

d . h . es sind die vier Perioden der einen selbstständigen Periode A t -M '2
äquivalent . Da das Product ( z —a)u t für z — a,, wie auch das Pro¬
duct iz — a ‘)ui für z = a‘ verschwindet , so kann die Periode Ax
4 A‘2 , nach einer in Nr . 50 gemachten Bemerkung , geradezu als
der Werth des Integrals
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—-?z , dz —2 / nt dz

wo die Integrationen über die gerade Linie AA! auszudehnen sind,
betrachtet werden. Setzen wir jetzt , um den Werth desselben zu
erhalten,

ein , wo z' eine neue, etwa einem beweglichen Punkte Z‘ entspre¬
chende Variable bezeichnet , und beachten wir , dass während die
Lntegrationsgrenzeu von z die Grössen a und a' sind , die von z'
die Werthe — 1 und + 1 haben , und wenn der Punkt Z die Li¬
nie AAt durchläuft , der Punkt Z‘ den von den beiden Punkten
z ' = — I und z ' ^= + I begrenzten Theil der ot-Axe durchschrei¬
tet ; so ergibt sich:

>/( z — a ) (ä — a ‘ )
2h

wo die Integrationen nach z' durch eine von — I bis + I aufstei¬

gende Reihe reeller Werthe fortzuführen sind . Nun ist unter die¬
ser Bedingung

Ufdz den WerthPeriode des Integralsfolglich hat die einzige

, 2nh „oder - = 2nih, weil die Aenderung des Vorzeichens einer
i

Periode nichts ausmacht.

Man kann diese Periode auch dadurch erhalten , dass man
die zum Schlüsse der Nr . 50 ausgesprochene Bemerkung auf un-
sern Fall enwendet , wo die Anzahl der Perioden A , A‘ eine ge¬

rade ist . Da die Coefficienten von — in den nach den absleigen-z
den Potenzen von z fortschreitenden Entwickelungen von «i und

Fischer , Puiseux 's Untersuchungen etc. 7
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u2 bezüglich ± h und f h sind, so gehen die am angeführten Orte

aufgestellten Gleichungen über in:
A, + A 'i == ± 2nih , A2 + A\ = :p 2nih ;

man findet also denselben Werth ± 2nih für die Periode 4 , + 4'2
wieder.

Nimmt man z . B . an:

also
+ 1 , a! — — 1 , h = + i ,

2 1
u = f- o1—z l

und setzt dann

/Uidz — v,
0

wo Ui diejenige der beiden Functionen vorstellt , deren Anfangs¬
werth gleich + 1 für z = 0 ist ; so erscheinen die verschiedenen
Werthe von v als die unendlich vielen Bögen , deren Sinus gleich
z ist , d . h . man hat

z = sm v.
Für diesen Fall reducirt sich die Periode ±2nih auf 27r, in voll¬
kommener Uebereinstimmung mit der bekannten Gleichung

sin (v + 2 ln) = sin v,
wo l jede ganze Zahl vertritt.

Hätten wir statt der Gleichung
(z —a) (z — a '

) w2 = A2
die Gleichung

w2 = h2 (z— a) (» — a ')
gewählt, so wäre auf entsprechende Weise für die einzige Periode

f k
des Integrals Juidz der Ausdruck

J c
nh (a! — a ) 2 .-

4-
gefunden worden.

S8 . Wir gehen ferner zu der Gleichung
(z — o) (ä — «') (z — a"

) M 2 = h2

über . Die allgemeine Methode führt zu folgenden neun als Perio¬

den des Integrals Juidz auflretenden Grössen:
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4, + /42 , Ai + A '
z , A t - Az + A '

i , A 2 -h A" t , A \ -} A‘2 ,
A\ + 4 "

2 , 4*2 -f 4 <<
j , A ‘\ -f 4" 2 ;

da aber, der Relation
"I- w2 = = 0

gemäss , folgende Gleichungen gelten:
At -\- A2 ~ Q, 4 ^ + A\ = 0 , 4 (/

t + A ‘\ = 0,
so ist
A i + A ,

2 ^ Ai - A \ , 4, + 4 M, = — (A — 4 ) . A2 + A\ = —
A 2 + A \ = A ‘\ - Ax , 4' 1 -M "

z = A ~ A A + -̂ "i = — A - 4 " ) ,
so dass sich die oben genannten Perioden auf folgende drei re-
duciren :

4, — A \ , A \ — A% A "i — A i-
Da nun ferner die Summe dieser letztem gleich Null ist , so er¬
halten wir an Stelle derselben nur zwei selbstständige Perioden,
wofür wir

A t — 4 '„ A, - 4 " ,
oder auch nach Nr. 45:

At + A'2 , 4j + 4" 2
wählen können.

Diese beiden Perioden sind nach Nr. 50 geradezu als die

y
a' ra"

( Ui — ii 2 )dz , j (ui — u 2 ) dz in Bezug auf ge-

wisse vom Punkte A nach den Punkten A‘ und A“ gehende Cur-
ven AH‘A‘

, AH‘‘A“ zu betrachten , wofür auch die geraden Linien
.44 '

, 44 " selbst genommen werden können, da man über die Cur-
ven CDA , CD‘A ‘

, CD “A“ (Fig . 12) derartige Bestimmungen zu tref¬
fen vermag, dass sich die Curven (4 ) , (4 ') , (4 ") mit ihnen allmälig
zur Coincidenz bringen lassen . Will man nun diese Perioden durch
andere Integrale ausdrücken , wo die Variable von der untern
Grenze zur obern eine aufsteigende Reihe reeller Werthe durch¬
läuft , so braucht man nur in dem ersteren Integrale

a + a ‘ a ‘ —a ,z ~ 2 ^ nr*
7
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und in dem andern
a + a“ , a“— az — —^- 1- — - z"2 ' 2

einzusetzen , wo z' und z" zwei neue Variabein bezeichnen . Wenn
wir dann unter dem Integralzeichen die Accente dieser letztem
fortlas sen , so erhalten wir für die beiden Perioden:

+ J

/ * dz
/ . „ Ja + a‘ a‘— a \

- 1 V (* - a + “
2 7

+ 1

2h

Wäre hierin z . B

y
dz

j „ , s t a + a“ a“ — a \
V <«*- d ( - r -

.
«)

a = a‘ + a“

so würde eine dieser Perioden das Product aus der andern und

i sein.

54 . Ist die Funktion u durch folgende Gleichung de-

finirt:
(z — a) (z — a ‘

) (z — a“) (z — a '“) u2 = h2 ,
so finden wir zunächst durch Anwendung des allgemeinen Verfah¬

rens folgende sechszehn Perioden:

Af + Ai , Ai + A ' i , A l + A t\ , A t - f- A '“
2 ,

A2 + A ,
t , A2 + A“ j , A2 + A “\ , A \ +- A{ 2 ,

A \ + A“2 , A '
, + 4'"

* , A's + A "i , A‘2 + A “\ ,
A '^ + A '^ , A '^ + A ^ t, A"ä -M "'

i , A “'
t + A “'

2 ,
welche sich jedoch wegen der Relation

u2 + u2 = 0
oder der hieraus entspringenden Gleichungen

^ + ^ = 0 , A'1 + A'2 = 0 , A! \ + A“ 2 = 0 , A '"1+ A" '
I r= 0

auf folgende sechs Perioden reduciren :
. A, —A \ , A t—A“, , Ai— A‘“i ,

A\ —A ‘\ , A \ = A“ \ , A ‘\ - A “\ .
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Man sieht zwar, dass die vierte die Differenz der beiden ersten,
die fünfte die Differenz der ersten und dritten , und die sechste
die Differenz der zweiten und dritten ist, und könnte sich gleich
hierdurch veranlasst sehen , von diesen Perioden nur die drei ersten:

At - A 'i , A t —A ‘\ , Ai —A - i
beizubehalten. Da indessen die Anzahl der Punkte A , A1

, 4 "
, 4" '

eine gerade ist , so wollen wir hier die in Nr . 47 gemachte Be¬
merkung benutzen . Es seien diese Punkte in solcher Anordnung
aufgeführt, dass die geschlossene Curve ( + 4 ) ( + 4 ') ( + 4 ") (-f- 4 '" ,)
ohne Ueberschreitung jener Punkte in einen Kreis verwandelt wer¬
den kann , dessen Centrum zum Anfangspunkte der Coordinaten
dient , und welcher alle vier Punkte umgibt . Beachten wir nun,
dass in den nach den absteigenden Potenzen von z fortschreiten¬
den Entwickelungen von ut und % der Term mit dem Argument
- nicht vorkommt, so gelten folgende Gleichungen:z

4 , -f- A ‘i + A“
i + A '"

2 = 0 , 4 2 + 4 '
j + A u

2 A"\ = 0,
welche sich wegen der Gleichungen

4 , + 4 2 = 0 , A\ + 4 'j = 0 , A! \ + 4" 2 = 0 , 4 "'
f + 4"', = 0

zu der einen Gleichung
Ai — A\ + 4"

, - A“\ = 0
oder

4j — 4"'
, = 4 t — 4«

! — (4, — 4 ',)
gestalten , und es ist somit klar , dass von allen jenen Perioden
entschieden nur zwei als selbstständige auftreten , nämlich:

4 | — A\ , 4 ^ 4 "i
oder auch

Ai + 4' 2 , Ai + A"2 .
Nun sind diese beiden Grössen wieder , wie in der vorigen Num-

7
of t *a“
( « i— u2)dz , l (ui —u2)dz oder,
a Ja

ra‘ i a" 4
dasselbe ist , 2 luidz, 2/ % da, wo sich die Integrationen be-

, / a Ja

mer.

was

ziiglich über die geraden Linien 44 '
, 44 " erstrecken , zu be¬

trachten.
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Es wird zweckmässig sein , an die bisher gewonnenen Re¬
sultate die Betrachtung einiger bestimmten Beispiele zu knüpfen,
wozu sich die ersten aus der Theorie der elliptischen Functionen
bekannten Eigenschaften darbieten . Nehmen wir z . B . an:

( 1 —s 2) ( l - k2z2) u 2 = \ ,
wo k eine unter der Einheit liegende Zahl vorstellt ; wählen wir
dann den Anfangspunkt der Coordinaten zum Ausgangsorte von
Z, nennen diejenige der beiden Functionen , welche den An¬
fangswerth -f 1 besitzt , und bezeichnen endlich mit A,Ä, A “

, A‘“

die den Werthen + 1 , + ^ — L , — i von z der Reihe nach enl-
k k

sprechenden Punkte : so können wir den Perioden des Integrals
t' z
luidz die beiden Summen A , A '

2 , A, A"2 , d . h.
J 0

, /
■*

7 '/(i
+ i

dz
Vd — z 2) ( I — kV)

2/ w
+ 1

dz
- z2

) ( 1 — k2z 2 )

gleich setzen , wo sich die Integrationen bezüglich über die geraden
Linien AA‘

, AA ‘‘ erstrecken.

Von diesen zwei Perioden hat die erste
Werth:

4
t.

dz
1 — z 2 ) ( l -^ FP)

0

und die zweite den imaginären Werth:

folgenden reellen

dz
— z 2) ( 1 -^ kV)

• welcher sich durch Substitution von

1 — k2 = k‘2
, z = | yll — kl2z>2

n

verwandelt in:
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dz
V(l — 22) ( 1 — iV)

Setzen wir nach dem Beispiele Jacobi ’s *)

= = = K',
V ( 1 — s 2) ( l — k‘ 2z 2)

wo z eine von Null bis Eins aufsteigende Reihe reeller Werthe
durchlaufen soll , so erhalten wir für die beiden Perioden des In¬

tegrals fUidz die Werthe 4K und 2*K' .
«• ' 0

Umgekehrt ergibt sich hieraus , wenn wir

kiu t dz — v
0

nehmen , wo also z als eine Function von v erscheint , die Ja-
cobi mit sin am v bezeichnet hat , dass ohne eine Veränderung
des Werthes von z beliebige ganze Vielfache von 4K und 2fK ' zu
v addirt werden können ; d . h . es ist , wie bekannt:

sin am (v -)- 4IK + 2«7'K') = sin am v,
wo l und V beliebige ganze Zahlen vertreten.

Führen wir durch Substitution von
1 — z 2 = x2

eine andere neue Variable x ein , welche hier als die gewöhnlich
mit cos am v bezeichnete Function von v auftritt , so nimmt die

Differentialgleichung
dv 2 = u t

2dz2 =

folgende Gestalt an:

dv 2 = ,
mithin ist

dz2

dx 1

k2z2)

■
( ] — x 2 ) ( k‘2 + k2x 2 ) ’

v = fu 'idz,J i

*) Fundamenta nova theoriae functionwn elliplicarum . Re-

giom. 1829 .
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wo u\ eine Function von z vorstellt , welche der Gleichung
( l — Z 2) (kl2 + k2Z 2) u‘ 2 = 1

genügt. Beziehen wir nun , um unsere Theorie auf dieses Integral
anzuwenden , die Punkte A , A ‘

, A ' \ A resp . auf die Werthe -t I.
k' k‘-f - r-* > — 1 , — j- i von z, so stellen A t + A\ und A t + A ‘'

2 dieft fc
k' .

, k 1
beiden Perioden dar . Die erste ist dem Integral 2yM'1 cIz für die

Ausdehnung der geraden Linie AA‘ gleich , oder mit andern Wor¬
ten , der Summe aus dem über die Linie AO fortgeführten Integrale

2tju \ dz und dem über die Linie OA‘ ausgedehnten Integrale

,
k- i

/ k
2 / u\ d,z, indem 0 zum Anfangspunkte der Coordinaten dient; es

*■' 0
ist somit:

Ai + A‘2 — 2
dz

/ V( 1— z 2 ) (ka + k2z 2) + ; / v ,
dz

z 2) (k‘ 2 + k2z2)
\

Die hierin vorkommenden Integrale haben von Cauchy den Na¬

men geradlinige Integrale erhalten . Wenn wir in dem ersten
derselben

z — y/l — z' 2

einselzen und dann den Accent unterdrücken , so finden wir:

y
o . 1

_ _ / dz
ylo -- s2 ) (t 2 - \ k*z2)

~
J V ; i = -) ( ! - k2z2)

= - K;

und nehmen wir in dem zweiten
k 'i~
k* = ¥Vr-~^ ‘,

so ergibt sich:
k' .

■k 1
dz

Vo— z2 ) (k 12 -\- k2z2)
dz

V( i— z 2) ( 1— k‘ 2z 2 ) — *K' .
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Demnach ist:
4 + 4 ', = 2 (K - iK ') -

Nun besitzt die zweite Periode At + A"2 den Werth des Integrals

Ĵu \ dz, über die gerade Linie AA" ausgedehnt , folglich ist:
+1

Ai + A°i = 2
dz

V (T— z2)(k‘ 2 + k2z2 )
+1

dz
Vd— z 2) ( k‘ 2 + k2z2)

+ i
= — 4K,

so rxdass die beiden Perioden des Integrals Ju
'
i dz durch die Grossen

4K , 2 (R — tR ')
dargestellt werden ; somit gelangen wir zu der Fundamental -Eigen-
schafl der Function cos am v , welche sich in der Gleichung

cos am [n + 4IR + 21' fR — *R ')] = cos am v
ausspricht.

Nehmen wir endlich an:
1 — k2z 2 = y2 ,

wo wiederum y eine neue Function von v bedeutet , die man mit
am v zu bezeichnen pflegt ; so gebt die Differentialgleichung

, dz2
( l - z 2 )

'
( \ — k2z2)über in:

dv * = _ _
( 1 - yW - * 'V

mithin ist
ry

v =
Ju

'idz,

wo u ‘\ eine Function von z vorstellt , welche der Gleichung:
( 1 — z ? ) 0 2 — fr'2) w" 2 = 1

Genüge leistet . Wenn wir jetzt die vier Punkte A , A '
, A“

, A“
bezüglich den vier Werthen + k‘ , + I , — k ‘

, — 1 von z zuord¬
nen , so stellen sich die Werthe der Perioden A l + A'2 , A t + A“2
als folgende geradlinige Integrale dar:
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dz
— z2 ) (z2 fr' 2 )

’

* r
T

=
dz

Vd — 2 2) ( a 2 — fr' 2 )

von denen jenes bei .Substitution von

2 = V 1 — frV 2

folgende reelle erste Periode liefert:

2 2
) {Z 2 — fr' 2 )

y
j

Vu~
*“ ) ( l—frV)= 2K,

und dieses bei Substitution von
2 = frV

die imaginäre zweite Periode in der Gestalt:
J

dz
4t

V( l - 22)
"
( 1— k,2z2) 4tR ' .

Da also das Integral Ju‘
2K , 4tR'

besitzt , so gilt folgende aus der Theorie der elliptischen Functio¬

nen bekannte Formel:
J am (v + 21R -(- 4t7'R ') = J am v.

Man sieht , dass die beiden Perioden
4K , 4tK'

den drei Functionen sin am v, cos am v und J am v gemein¬
schaftlich sind ; dass 4tR ' eine Periode von cos am v ist , zeigt
die Gleichung

4K — 2 (2K — 2tR ' ) = 4tR'

an , und man hat überhaupt , wenn unter (p (v) eine dieser Func¬

tionen oder eine aus ihnen zusammengesetzte rationale Function

verstanden wird:
(p (v -f 4ZR + 4t7'R ') — f (v) .
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S5 . Die drei Perioden
Aj A\ , At A ‘\ , A t A“\

sind in der vorstehenden Nummer mit Hilfe der Gleichung
At — A\ + 4"i— A“ \ = 0

auf zwei reducirt worden ; allein diese Reduction ist in dem Falle,
wenn die Function ui durch die Gleichung

(z —a) (z—a‘
) (z—a' ') (z— a1“) u 1 — H2 = 0

definirt ist , wo H ein ganzes , durch keinen der vier Factorcn
z — a , z — a1

, z—a“
, z—a‘“ theilbares Polynom von z bezeichnet,

im Allgemeinen nicht ausführbar . Bei der Berechnung der Perio-
f k

den des Integrals luidz kommen zwar die Punkte 21, 51'
, §1"

,_ _%f C
welche solchen Werthen von z entsprechen , für die das Polynom
H verschwindet , gar nicht in Betracht , weil jede der Functionen
Mj und u2 nach einem Umlauf von Z auf irgend einer der Ele¬
mentar - Curven (21) , (3t')> (21") . . . . . ihren Anfangswerth wieder an¬
nimmt und die entsprechenden Elementar -Integrale sämmtlich Null

r ksind ; man findet also wie früher , dass das Integral I Ui dz die drei
Perioden

Ai — A \ = p ‘
, Ai — A“

i = p “
, Ai — A “\ = p"‘

besitzt , während A,A ‘
, A“ , A“ ' die Punkte bezeichnen, für welche

z bezüglich die Werthe a,a \ a “ ,a “‘ hat . Wenn man sich aber
des um den Anfangspunkt der Coordinaten beschriebenen , die
Punkte A , A '

, A“ , A " ‘
, 21 , 21 '

, 21"
, . . . . sämmtlich umgebenden

Kreises bedient , so gelangt man zu der Gleichung
Ai — Ali + A“i — A“\ = 2nil

oder
p‘ —p“ + p ‘" = 2nil ,

wo X den Coefficienten von in der nach den absteigenden Po¬
tenzen von z fortschreitenden Entwickelung des Bruchs

H
>/(« — a) (z — a1) (z—a“

) (z — a'“ )
bezeichnet . So lange sich das Polynom H nicht auf einen con-
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stanten Werth reducirt , ist der Coefficient l, wenigslens im All¬

gemeinen , nicht gleich Null , und daher müssen die Perioden p ‘,

p“
, p“ ‘ selbstständige sein , können jedoch in besondern Fällen

eine Verminderung auf zwei erleiden.
56 . Wir wollen gegenwärtig den allgemeinem Fall unter¬

suchen, wenn die Function u durch die Gleichung
(z — a) (z — a ‘) (z — «" ) . . . . [ä — — A2 = 0

definirt ist , wo A einen constanten Werth besitzt und unter a,a\
a" , . durchweg verschiedene Grössen verstanden werden
sollen . Es lässt sich hier ohne Mühe erkennen , dass das Integral

i‘k
I ut dz folgende n— 1 selbstständige Perioden hat:

C

A t — A \ — p\ A t — A“l = p" A , — = p(n—’ i,
welche für einen ungeraden Zahlenwerlh von n einer Reduction

überhaupt nicht fähig sind , während, wenn die Zahl n gerade ist,
mit Hilfe des um alle Punkte A , A' , A“ , . . . . beschriebenen Kreises
ausserdem die Gleichung

A t - - A \ + A“t — A ‘"
t + . . . . + — A(n~ l\ = 0

oder
p ‘ — p " -\- p“ ‘ — . . . . + p™

—*■= 0

gewonnen wird , so dass in diesem Falle nur n — 2 selbstständige
Perioden

p '
, p“

, p ‘“ '2)

zur Geltjipg kommen . Wir können daher auch sagen , es sind,
wenn die Anzahl der Grössen a , a‘ , «"

, . . . . gleich 2n + 1 oder
2n + 2 ist , 2n selbstständige Perioden vorhanden , wovon jedoch
der Fall eine Ausnahme bildet, wo jene Anzahl 2 ist , weil alsdann
nur eine Periode existirt.

Was nun die Werthe dieser Perioden p‘ , p“ , p "'
, . . . . selbst

betrifft , so stellen sich dieselben geradezu als die Werthe des In¬

tegrals
/ («. , — u2 )dz = 2J

'ul dz
dar , wo sich die Integration über jede der geraden Linien AA\
AA“

? AA‘"
, erstreckt.



109

5S . Wir wollen einen Augenblick bei dem Falle verweilen,
wenn in der Gleichung

(z — a) z — a') (z — a1') . . . . [s — - H2 = 0
die Zahl n gerade ist und H ein ganzes , durch keinen der Fac-
toren z - a , z — a ‘

, z — «"
, . . . . theilbares Polynom von z be¬

zeichnet. Auch hier kommen aus dem in Nr. 55 angeführten
/ kGrunde bei der Berechnung der Perioden des Integrals / wt dz

die Werthe von z , für welche das Polynom H verschwindet, nicht
in Betracht , und man hat wie am genannten Orte für dieselben
folgende n — I Werthe:

— A\ = p'
, A t — A“i = p ‘\ . . . . , Ai — A (” ~ x\ —

Während sich jedoch (rüber die Verminderung der Zahl der selbst¬
ständigen Perioden auf die Gleichung

p‘ — p ‘‘ -p p"‘ — . . . . = 0
gründete , tritt nach Nr. 50 in unserm Falle die Gleichung

p' —p" + p"' — . . . . -)- 11 = 2>niX
dafür ein , wo X den Coefficienten von - in der nach den abstei-z
genden Potenzen von z fortschreitenden Reihenentwickelung des
Bruchs

_ H_
yj(z—a ) (s — a') . . • . [*— a(n_ l>]

bedeutet , so dass die n — 1 Perioden überhaupt , so lange X von
Null verschieden ist , den Charakter der Selbstständigkeit besitzen.

Die Fälle, in welchen der Coefficient X gleich Null ist , sind
folgende:

1 ) wo der Grad des Polynoms H kleiner als n
2 I ist ; hier¬

hin gehört z . B . das nur vierfach - periodische Integral

{cc+ ßz) dz
~

1 ?

worin P ein Polynom sechsten Grades von z vorstellt;
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2) wo die Polynome II und (sr — a) (z — «') • • • • [* —

beide gerade Functionen von z sind und überdiess der Grad des

zweiten einem Vielfachen von 4 gleich ist.

58 . In den vorstehenden Entwickelungen ist auch die Dar¬

stellung der Perioden derjenigen Functionen von mehrern Varia¬

bein enthalten , welche Jacobi in die Theorie der Abel ’schen

Transcendenten eingeführt hat . Sind z . ß . u und u‘ zwei Func¬

tionen von z, die bezüglich den Gleichungen zweiten Grades:

(z— a ) {z—a ') (3—«" ) (« —«" '
) (»—a lv) u 2 — (a + ßz) 2 — 0,

(z— « ) (z— «'
) {z—«") (ä— a“0 (3 — aIV)u' 2 — (a + ß 'z)2 = 0

Genüge leisten , so besitzt das Integral luidz, wie wir früher ge¬

sehen haben , vier Perioden , und wir können ohne Veränderung
der Grenzen durch geeignete Wahl der von Z zu durchlaufenden

Integrations -Curve einen Werth dieses Integrals hervorbringen , wel¬

cher einer beliebig gegebenen Grösse so nahe kommt, als es ver¬

langt wird ; es kann daher in der Gleichung

wo nämlich v durch beliebig kleine Stufen fortgehen kann , wäh¬
rend z unverändert bleibt , z nicht als eine Function von v be¬

trachtet werden . Setzen wir hingegen:

udz + / udz = v , I u ‘dz + / u ‘dz = v‘

wo sich einerseits die Integrale f udz , lu 'dz über eine und die-
Je f C

selbe Curve CMZ und andererseits die Integrale j udz , J u ‘ dz

über eine und dieselbe Curve C'M'Z4 erstrecken ; so sind z und

z‘ bestimmte Functionen von v und v ‘
, weil man hier nach dem

Abel ’schen Satze *) die beiden Integrale jeder von beiden Summen

*) Der schwedische Mathematiker Abel hat im Jahre 1828

(Crelle ’s Journal für die Mathematik , Bd . III., S . 313 : Remarques sur



111

zu einem einzigen Integrale derselben Gattung vereinigen kann , zu
welchem im Allgemeinen noch eine algebraische und dogarithmische
Grösse hinzutritt . Alsdann ist also

z = (p {v,v ‘) , z ' — (p ' (v,v ')
zu nehmen.

Wenn wir nun die Curve CMZ zwischen den festen End¬

punkten C und Z verschieben , während das Integral / udz die be¬
reits früher gefundenen Perioden p , q , r , s und ‘das Integral

u 'dz die Perioden p '
, q

‘
, r' , s' besitzt , so erleiden diese Inte-

%

grale / udz , Ju
'dz bezüglich Veränderungen um die Grössen0 C

gp + hq + kr + Is , gp' + hq' + kr' + ls'
wo g , h , k , l vier beliebige ganze Zahlen vorstellen , welche in
beiden Formeln dieselben sind , weil nämlich die Punkte A , A ' ,
A“

, A‘‘'
, Alv für beide Functionen u und u' die nämlichen sind

und folglich auch jeder geschlossenen Curve beiderseits dieselbe
Charakteristik zugehört.

Dasselbe gilt für die Verschiebung der Curve C‘M‘Z‘ zwischen
' ä'den festen Endpunkten C'

, Z' , und die beiden Integrale idz ,

u 'dz erleiden daher ebenfalls Veränderungen , welche bezüglich

quelques proprietes generales d’utie cerlaine serle de fonclions Irans-
cendanles i die grosse Entdeckung gemacht, dass man eine Summe von
Functionen der Form

f {x )dx

>/N + Ni # -f-N2 as 2 + + Nmx’

wo f (x) eine beliebige rationale Function von x bezeichnet und m
eine beliebige ganze Zahl ist, auf die Summe einer bestimmten Anzahl
anderer Functionen derselben Form, vermehrt um einen gewissen alge¬
braischen und logarithmischen Ausdruck , zurückführen kann.
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durch Grössen von der Form

gp + hq + kr + ls , gp1 + hg1 + kr' -f ls'

dargestellt werden . Da hier also die Werthe der Grössen z und

z' oder , was eben so viel ist , der Functionen cp (v , v ‘) , cp
' {v . v ' )

ungcändert bleiben , so können wir zu der Variabelu v die Grösse

gp + hq + kr ls

hinzufügen, wofern gleichzeitig die Variable v‘ den Zuwachs

gp' + hq ' + kr' + ls1

erleidet . Demnach finden folgende zwei Gleichungen statt:

(p (v + gp + hq + kr + ls , v ' + gp ‘ hq ' kr ' ls ‘
) = cp (v,v ') ,

<p '
( v +gp + hq + kr + ls , v ' + gp ' + hq ' + kr ' + ls '

) — (p ‘
(v,v ‘ ) .

Somit erblicken wir in den Functionen cp und cp‘ den Charakter

der vierfachen Periodicität wieder , dessen Entdeckung schon Ja-

cobi *) im Jahre lööä gemacht hat . Zur Kenntniss der Perioden

p , q, r , s, p '
, q‘ , r ‘

, s‘ selber gelangen wir auf folgende Weise.

Bezeichnen A , A‘ , A "
, A “ ‘

, A IV die auf die Elementar - Curven

( + ( -\- A “) , ( + A ‘" ) ( + A IV ) bezüglichenWerlhe des Integrals

J
'udz und A t , A\ , A ‘\ , A “ \ , A Iv t die Werthe des Integrals.

fu ‘dz für dieselben Curven, so erhalten jene Perioden folgende
Werthe:

p = A — A‘
, q ^ A — A“

, r — A — A“‘
, s = A — Alf,

p ' = A l—A'i , q
' = A x—A ‘\ , r ' = A, - A '“

1 , s' = A t — Air t ,
so dass wir auch hier wieder sagen können , die Perioden , p , q,

r , s sind den Werthen des Integrals 'ifudz in Bezug auf die ge¬
raden Verbindungslinien AA ‘

, AA "
, AA ‘“ AA ] V und andererseits,

die Perioden p ‘
, q‘ , r ‘

, s‘ sind den Werthen des Integrals 2,J
'u‘dz,

auf dieselben Linien bezogen , gleich.
Die vorstehende Betrachtung lässt sich sogleich auf den Fall

erweitern , wenn mehrere Functionen gleichzeitig gegeben sind . Es

*
) Crelle ’s Journal , Bd 13 , S . 55 : De funcünnibus duurum

variabilium quadruplicUer periodicis , quibus iheoria Iranscendentium

Abelianarum innililur.
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seien nämlich a , a ‘
, a" beliebige ungleiche Grössen , deren

Anzahl 2m oder 2m — 1 sein mag ; ferner bezeichnen w,
Functionen von z, welche beziehungsweise folgenden Glei¬

chungen zweiten Grades Genüge leisten:
(s— a ) ( z — a '

) (2— a " ) . . . . u 2 — (a -f- ßz + . . . . + S2m_ 2) 2 = 0,
( s— a ) (z — a ' ) (z — a " ) . . . . u '2 — (a ' + ß 'z + . . . . f «'2m - 2) 2 = 0 ,
. . 1 . . . ,

(2 — a ) ( 2— a‘) (2— a" ) . . . . w (m_ 2)'2 — [aü » - 2) -)- ß ^ - Vz + . . . .
+ « (™- 2^ ™- 2]2 = 0.

Setzen wir nun:

+ / udz — v ,J c (m—2) /
udz + I udz +

;(m - 2)2«y

u 'dz + . . . . + / u 'dz = v ‘ ,

.(m—2)
U (m - T)dz + / “ 2) d2 + + u^ - ^dz

wo sich die Integrationen zwischen den Grenzen c und 2 sämmt-
lich über eine und dieselbe Curve CMZ , die zwischen den Gren¬
zen c' und 2 ' genommenen auch sämmtlich über eine und dieselbe
Curve C'M'Z u . s . f. erstrecken ; so können wir 2 , 2 '

, . . . . , 2 (m~2)
als Functionen von v , v '

, . i/ ’”~2) ansehen , also schreiben:
(jp

' [n , 1/v (m- V ] ^2 = (p [ V , V1

= [l)) v ‘ . , v (m ~%
Stellen dann p , q, . . . . , t die 2m — 2 Perioden des Integrals

r z t z
udz vor , ferner p '

, q
'
, . . . , t‘ die des Integrals / u'dz, u . s . f. , so

lässt sieh wie vorhin darthun , dass für jede der Functionen (p,
q>‘

, . . . . , 9>(m - 2) folgende Gleichung statlflndet:
v + gp + hq + . . . . + It,
v '+ gp ' + hq '+ — (pUi) [t ))

v {m - 2) . J. gp (m- 2) _|_ ftgOn- 2) , -f ft (« - 2)

Fi sek er , Puiseux ' s Untersuchungen etc. 8
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wo g , h, . . . . I beliebige ganze Zahlen bedeuten Was nun die Pe¬
rioden p, q, . . . . , t, p ‘

, l‘ betrifft , so gelangen wir auf
dieselbe Art zur Kenntniss derselben , wie früher . Sind nämlich,
der obigen Bezeichnungsweise entsprechend , A , A '

, A "
, . . . . die über

die Elementar - Curven ( + A) , (+ A '
) , ( + A") . genommenen

Werthe des Integrals J
'udz, ferner A, , A\ , A"t , . . . . die Werthe

des Integrals fu
'dz, auf dieselben Curven bezogen , dann A tt ,

A 'n , A"^ , . . . . die des Integrals fu
"dz, u . s . f. ; so dienen zur

Darstellung der Perioden folgende Grössen:

p = A — A ‘
, q = A — A“

, . t = A — AVm- -\
= A , — A' t , g

' = A 1 — A" t' = A , — A/ 2m- ?) ,

(2m —5)
‘ (2m—2) > #

— A.(2m —2) '

(2m —2) .

(2m —2)1
(2m —2)

Art(2m - 2) • (2m - 2) i

und folglich erscheinen die Perioden p , q, . . . . t als die Werthe des

Integrals 2\fudz in Bezug auf die geraden Verbindungslinien AA ',
AA"

, . . . . , AA(2m~2)
, die Perioden p\ q

‘ t' als die Werthe des

Integrals 2f u 'dz, über dieselben Linien ausgedehnt , u . s . f.

S» . Wir verlassen jetzt das Gebiet der Gleichungen zweiten
Grades und wenden uns zu der Ermittelung der Anzahl und Werthe

, k
der Perioden des Integrals ludz für den Fall , dass die Function

u durch eine Gleichung von höherem Grade definirt ist . Als Bei¬

spiel wählen wir die binomische Gleichung:
(z—a) (z—a ‘

) . . . . [ä— um — Hra = 0,
wo a , a1 a(n^ lauter ungleiche Grössen und H ein ganzes,
durch keinen der Factoren z—a , z—a'

, . . . . , z — theilbares

Polynom von z bezeichnen. Bei der Berechnung der einzelnen
/ k

Werthe des Integrals / u,dz können wir die Punkte 31 , 31 '
, 31", . . . . ,J e

welche solchen Werthen von z entsprechen , für die das Polynom
II verschwindet, ganz ausser Acht lassen , weil jede der Functionen
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Mi , ihren Anfangswerth wieder annimmt, sobald^der Punkt
Z auf der um einen jener Punkte gezogenen Elementar -Curve einen
Umlauf gemacht hat , und alsdann die Elementar - Integrale für eine
solche. Curve sämmtlich Null sind . Es seien nun A , Al, A(n_ 1)
die den Werthen a, a (n_ ! ) von z bezüglich entsprechenden
Punkte , welche wir der Art angeordnet voraussetzen wollen , was
uns gestattet ist , dass sich jede geschlossene Curve , deren Cha¬
rakteristik

( + A) ( + A ') . . . . [ + AW]
ist , ohne Ueberschreitung eines der genannten Punkte mit einem
solchen Kreise zur Coincidenz bringen lässt , dessen Centrum im
Anfangspunkte der Coordinaten liegt , und welcher dieselben Punkte
sämmtlich umgibt.

Der Kürze wegen setzen wir

Ai — A ', = p\ , A2 — A'2 **p'2 Am— A‘m - - p'm ,
A - trJi . A \ M A AM « DA \ — JJ i ) îj 2 — r Sv * ) A m — p wij

Al - A ?- « = pf - u , Ä2 — AJ- D = pü*- »
Am—A (b_D= p (»- 1) ,

tn m

überhaupt also , wenn unter q , r , s ganze Zahlen verstanden
werden:

(9) (r) (>') (9)
A^ A s — ps ps t

ferner nehmen wir gleich eine solche Anordnung der Functio¬
nen « ( , % , . . . . , um an, dass jede derselben nach vollbrachtem
Umlauf von Z auf irgend einer der Curven ( + A) , ( + A ') , . . . . ,
[ + A (n ' 1J] den Anfangswerth der folgenden erhält, d . h . wir nehmen

2 i (wt— tjj
-ln i

u2 = e m ul , u3 — e um= e m ut ,
wo auch jede dieser Functionen den Anfangswerth der vorher¬
gehenden erhält , sobald der Punkt Z auf einer der Curven (— A ),
(— Al) . [— A^" 1) ] einmal herumgeführt ist , d . h . es gelten
die Gleichungen:

8 *
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(ff) (ff ) (ff ) (ff ) (o ) (öl
A —\ = — A m i A—2 == Ai , A - 3 — Ai

(ö ) (ö)
A —m — A m—i;

Ck
endlich seien 14 , v2 , . . . . , vm die Werthe der Integrale / ut dz,

«/ C

fu tdz, . . . . , Iu „idz , welche einer bestimmten Curve CMK ent-
Je Je
entsprechen.

Die gegenwärtig zu behandelnde Aufgabe besteht nun darin,

alle möglichen Werthe des Integrals durch allgemeine Aus¬

drücke darzustellen , wenn sich die Integration über Curven jeder

Art erstreckt.
Sobald die Charakteristik einer Integrations - Curve CLK ge¬

geben ist , unterliegt es keinen Schwierigkeiten , den entsprechen¬

den Werth des Integrals zu ermitteln ; denn jeder Term

[ + ^ W ] der Charakteristik hat in dem Ausdrucke des Integrals

seinen correspondirenden Term von der Form + A ®
, jeder Term

[— 4 ® ] der Charakteristik seinen correspondirenden Term von

der Form — A ®
, und überdiess ist dem letzten Term CMK der

r
Charakteristik ein Term des Integrals , etwa vg , zugeordnet , wo

dann die Indices f und g als ganze positive Zahlen folgendennas¬

sen bestimmt sind ; 1 ) je nachdem der erste Term des Integrals

mit dem Plus - oder Minuszeichen versehen ist , besitzt derselbe

den Indes 1 oder m ; 2) gehört zwei auf einander folgenden Ter¬

men das Pluszeichen an , so übersteigt der Index des zweiten Terms

den des ersten um Eins ; 3 ) dahingegen übersteigt der Index des ersten

Terms den des zweiten um Eins , falls beide Terme mit dem Minuszei¬

chen erscheinen *
) ; 4 ) endlich sind die Indices beider Terme ein¬

ander gleich , wenn die Vorzeichen derselben entgegengesetzt sind.

*) Es versteht sich hier von selbst , dass man statt den Indexm
um Eins zu vergrössern , dafür 1 selbst nehmen muss , während statt
einer Verkleinerung des Index 1 um Eins dafür m eintritt.



117

Wir wollen der Deutlichkeit wegen von der Annahme aus¬

gehen , dass die Anzahl der positiven Terme der Charakteristik für
die Curve CLK grösser sei , als die der negativen , alsdann gilt

dasselbe auch für den Ausdruck des Integrals ju ^ iz selbst . Zer-
yJ C

legen wir nun diesen Ausdruck von links nach rechts der Art,
dass in jedem der abgesonderten Theile die Anzahl der positiven
Terme die der negativen um m Einheiten übersteigt , nur den

letzten Theil ausgenommen , wo der Unterschied dieser beiden Zah¬

len kleiner sein kann , als m ist ; so hat irgend einer jener Theile

mit Ausnahme des letzten einen Werth , welcher durch Addition

der Summe
•4t + A2 + Am

zu einer gewissen Anzahl von Differenzen der Form A
halten wird . Weil nun aber die Gleichung

(5)

9

«
— Ar er-

Mj -)- + . . . . 4 “ Um — 0

folgende nach sich zieht:
Aj + 4 ;, + . . . . 4- Am — 0,

so reducirt sich der betrachtete Theil auf eine Summe von solchen
(0 (s)

Differenzen .4, — Ar und kann mithin durch die Formel

w = + . . . . + vr '¥r"
+ hp 'i + i\ p“

2 + . . . . + «r 1}
+

(» —i ) («—i)
4" ^mP

*
m 4~ l mp

J
m • • • • 4" Pm

dargestellt werden , wo die Buchstaben l\ , ij, . . . .
lauter ganze positive oder negative Zahlen von ganz beliebigem
Werthe , selbst Null nicht ausgeschlossen, bezeichnen . Ganz ent¬

sprechende Ausdrücke gelten natürlich für die übrigen Theile des

r k
Integrals f Uidz mit Ausschluss des letzten , welcher, wie sich ohne

J C
Weiteres ergibt , bis auf eine Grösse der Form von w, immer einen

der folgenden Werthe besitzt;



118

fi,

A t + v2 ,
Ai 4- A 2 -f vg ,
A\ + A 2 + A 3 -f- i>i ,

Ai + A 2 -j- . . . . + A m- i + v m •
• k

Somit sind alle möglichen Werthe des Integrals tjdz für alle

Arten von Integrations - Curven zwischen C und K in folgenden m
Formeln enthalten:

w + fi ,

w -\ - Ai + v2 ,
w + Ai T- A2 + v3 ,

+ A t + A2 + . . . . 4 - Am - ] + vm .
Wir gingen zwar von der Annahme aus , dass die Zahl der posi¬
tiven Terme in dem Ausdrucke des Integrals , welches sich über
die Curve C'LK erstreckte , grösser als die der negativen sei ; es
lässt sich indessen der entgegengesetzte Fall auf jenen zurückfüh¬
ren , wenn man bedenkt , dass zu dem in Rede stehenden Aus¬
drucke die Grösse A t + A 2 + . . . . + A m , die gleich Null ist , belie¬
big vielmal hinzugefügt werden kann , und so gelangt man auch
hier wieder zu den nämlichen Resultaten.

Die vorstehende Untersuchung lässt also deutlich erkennen,
dass die Grössen p ‘

, , p",, . . . . , pf - U
, p‘2 , . . . . ,

pm Jauter Perioden des Integrals fu t dz sind , und zu¬
C

gleich noch , dass jede andere Periode desselben aus jenen zusam¬
mengesetzt ist ; man wird daher durch Addition beliebiger ganzen
Vielfachen dieser Perioden zu m passend gewählten Werlhen des

k

Integrals fu t dz jeden der unendlich vielen Werthe desselben er¬

langen.
Wir wollen , um den Werth einer Periode zu erhalten , die
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bestimmte Periode p ‘
f = At — A 'f = Af -\ - A '^ y+ D ins Auge fassen.

Zunächst ist dieselbe offenbar gleich dem Werthe des Integrals
J

'
wfdz, über die geschlossene Curve ( + ^f ) (— A ') ausgedehnt , und

ausserdem , weil die Function Uf nach einem Umlauf von Z au^
dieser Curve ihren Anfangswerth wieder annimmt , von der Lage
des Punktes C unabhängig (Nr. 11 ) . Da wir aber die Curve ( + A)
( — A') mit einer Zusammensetzung aus der Curve D 'HD (Fig . 25) ,
der unendlich kleinen geschlossenen Curve DFED (im directen
Sinne genommen) , der Curve DHD1 (im umgekehrten Sinne ge¬
nommen) und schliesslich der unendlich kleinen geschlossenen
Curve D 'F'E'D' ohne Ueberschreitung eines der Punkte A , A '

, A "
, . . . .

zur Coincidenz bringen können , so wird unsere Periode p'
f auch

den Werth des Integrals J
’
iifdz mit Zugrundelegung dieser zusam¬

mengesetzten Integrations - Curve besitzen . Beachten wir nun , dass
das Product (z — a)uf für z = a und das Product (z — a ‘)uf für
z — a' verschwinden, so haben die über die unendlich kleinen Cur-
ven DEFD und D 'F 'E'D1 ausgedehnten Theile des Integrals , wie
es uns schon in Nr . 50 begegnete, beide Null zur Grenze, und so¬
mit erscheint p 'f als die Grenze von der Summe der über die Cur-
ven D 'HD, DHD' fortgeführten Theile des Integrals , so dass wir
auch sagen können , die Periode p '

f hat den Werth des Integrals

f (wf— Uf+ \ ) dz in Bezug auf die Curve A 'HA.

Dasselbe, was hier die Periode p '
f betraf , gilt eben so auch

für jede andere , und es ergibt sich daher , dass die Werthe der

Integrale J (u, —n2)dz , u3)dz , . . . . , J {um— Ui )dz die Pe¬
rioden selbst sind, indem sich die Integrationen über die geraden
Verbindungslinien AA‘

, AA“
, . . . . , AA (n - i ) erstrecken.

(n - l)
Zwischen den min— 1 ) Grössen p \ , p"

f , . . . . , pm > finden eine
Anzahl direct aufzuweisende Beziehungen statt . Da nämlich , wie
bereits erwähnt ist,

Mi H- % + . . . . + Mm= 0
ist , so hat man die Gleichungen:
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Af + * • * * 4"
A\ + A \ -|- . . . . 4- A'm = 0,

4 « - , ) + 4^- , > + . . . . + A
l* 11 = 0 ,

oder:
p\ + p 'i + . . . . + p '

m = 0,
p“

i + p"2 + • • • • + p“
m = 0 ,

P li~ ] ) + j)J _ 1) + . . . . +
1J = 0,

woraus eben hervorgeht , dass sich jede der n — 1 Perioden p‘m ,
_ | j

p“ m . . pm durch die mit entgegengesetztem Vorzeichen ge¬
nommene Summe von m — 1 andern ausdrücken lässt, dass al ? o
die Anzahl der selbstständigen Perioden eine Reduction auf

(m— l ) (n — 1 ) erleidet.

Berücksichtigen wir nun , dass die Perioden

P ‘
i , p'

n . . . . . , p 'm
dem Werthe nach bezüglich mit den Integralen

y( Mi — ui , f (u 2 — u^ dz, . . . . , f {u m — u , )dz

übereinstimmen , wo die Integrationen über eine und dieselbe vom
Punkte A‘ nach dem Punkte A gehende gerade Linie fortzuführen
sind , und dass überdiess folgende Gleichungen statlfinden:

_ £ !Ti _ _ (>» - 1) •j l n i
u2 = e m « i , ut = e m Ui, . . . . , um = « m Ui ;

so ergeben sich für die Perioden

P\ , P 'i, . . . . , Pm■
folgende Werthe:

- —i _
'
zJPi _ -JPi

( I — e m ) fuidz , e m ( 1—e m )fuidz,
_ ini Jln.

e m ( l — e m )fuidz . . e m ( 1 —e m fuidz,
wo sich die Integrale über eine und dieselbe grade Linie A ‘A er¬
strecken , und somit ist:
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: 2jLi
- O m rfj

4tt. (m— i ) . 2 jTj
p ’

2 = e ", p't,p '
a = e m p\ ,. <r. . , p‘ m = e m p\ .

Für die übrigen Perioden linden wir ganz ähnlich die Relationen:

; 2tz , _ (»>— J ) •2n i
p", = e m p“

3 , f t = e m f . . p“ m = e m pf\ ,

Jjh _
n(n—1) —— ß m 1) —1) — ß wi p& ^ .p% l) = e

4U;

pr_ ,) = « ri
Jro — I ) . 2n i

P(» - « = P<« —1)

aus welchen wiederum nur die vorhin aufgestellten Gleichungen
p\ + p

‘i + . . . . + p m = 0 j
p“X + p/ /

2 + . . . . + p“
m = o,

und keine neuen zu entnehmen sind , in denen sich eine fernere

Verminderung der Anzahl selbstständiger Perioden ausspräche.
Nehmen wrir den speciellen Fall an , dass die Anzahl n der Grös¬

sen a , a‘
, a‘‘ einem Vielfachen von m gleich ist , so erhält jede

der Functionen «,, «) , . um nach einem Umlauf von 1 auf
einer die Punkte A , A '

, A" sämmilich umgebenden geschlos¬
senen Curve wieder ihren Anfangswerth , und es bietet sich dann

4ie in Nr . 47 gemachte Bemerkung für jede der Functionen dar.

Bezeichnet nämlich l den Coefücienten von - in der nach den ab-
z

steigenden Potenzen von % fortschreitenden Entwickelung des Bruchs
H

™
/ (z- a) (*—a‘) . . . . [* —at»- «]

so ergeben sich die Gleichungen:
At + A^ + A '^ + . . . . + 41”- » = 2nil,

(»- 1) J lJLi
A 1 + A ,i + A"i + . . . . + Ai = 2nilt ™ ,

(« —1) _
A 3 + A‘, + A"s + . . • . + A a = 2nile » ,

(»—1) {m- \ ) . '27, l
Am -\- A l

l + A "i -\- , . . , -\ - Am- 1 = 2mle m
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und demnach ist

p 'i + p
“

3 + p
" 'i + • • • • + = - 2niX,

p '
a + p"

4 + p"'
s + . . . . + p

'
i

” = — 27T «
'Ae m

P
'i + P“

s + p '"
e + . . . • + Pa

n = — 2m 'Ae m

P
/
l + P"S + P

///
3 + + pm- 1

(m — I ) • 271^
m

Die Anzahl m dieser Gleichungen wird nun vermöge der schon
früher aufgestellten Relationen zwischen den Perioden auf m~ 1
wesentlich verschiedene reducirt , und wir finden auch in der That,
dass das Resultat der Addition aller Gleichungen 0 = 0 ist . Wenn
ausserdem der Coefficient X gleich Null ist , so lassen sich m — 1
Perioden durch eben so viele mit entgegengesetzten Vorzei¬
chen genommene Summen mehrerer anderer ausdrücken , also die
(m— 1 ) ( n— 1 ) selbstständigen Perioden auf (m— 1 ) (n— 2) reduciren,
ein Umstand, welcher in dem speciellen Falle einlritt , w' enn der Grad

ftdes Polynoms H kleiner als die ganze Zahl - 1 ist.
m

Wir können leicht ermitteln , welche Perioden in diesen ver¬
schiedenen Fällen als selbstständige auftreten . Wenn sich näm¬
lich n durch m theilen lässt , oder wenn X, falls n einem Viel¬
fachen von m gleich ist , einen beliebigen Werth besitzt , so lallen
die Perioden p' m , p '\ , p fort , da die Gleichungen:

P
'
m ^ — p

'
i - p

'
i- p

'
s — . . . .

Fi Pa Pi

zur Geltung kommen , während die (m— l ) (n— J ) zurückbleiben¬
den überhaupt selbstständig sind Nehmen wir hingegen an , dass
n durch m theilbar und zugleich X Null ist , so finden zwischen
diesen zurückgebliebenen Perioden folgende m — 1 Gleichungen
statt:
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f '
i + f ' i + p '"

» + + Pö- 1) = 0,
m —\

v '
z + v “i + p“ ‘

* + • • • • + P^
- 1) = 0,

P
'
z + P ‘\ + p“ ‘

5 + . . . . + pf~ l) = 0 »

P
'
m- 1 + P"« + P ' “i + • • • . + P(n~? - 0 ,mö

woraus folgt:
p 'i = —p ll

2 — Pw
3 — - - - - — P in- '

,
) ,

p \ = — fi — p “\ — p^
_ 1) >

P'
s = —P ‘‘

4 — P
'"

5 — ^ ” _1) ■

. — .1 m - 3P m—1 — P m Pi
und mithin fallen noch die Perioden p \ , p‘2 , . . . . , p‘m- \ fort.
Im allgemeinen Falle , wo (m— I ) (n— 1 ) die Anzahl der selbst¬

ständigen Perioden ist , werden diese also folgendes System bilden:

p ' l , P '
z , P

'
j >• • • • . P"m- 3 , p ' m-2 , p '

m - l»
P 1 ’ P 3i P‘ 4>• • • • ! P

‘
m— P"

m—1 i P mi
P

'"
l > P

Ut
3 > P ' "

« .
P ' W 'l . P fV

. . . . P '"
m- 2 , p “ ‘

m - \ , p'“m,
P , Vm- 2 , P/ Kr» - 1 , Pn m,

oder , wenn wir mit co die Exponentialgrösse e m bezeichnen:

p ' l. wp 'j , CO|2P '
. . • • • • . com ~y, , io m -y 4 , a> m- 2p‘1 ,

cjp“ i . « 2P" i , « y ',,. '3p“
i , com ^ -pi“i , ,

p“\ , « y " ,. . 0> 3p“ 'i,. . . . , com y ", , a)m~2p" ‘
t , com~y "j,

p , vi . up ! vl, com- !yy lO m~~p IVi jO ’l' - ' p/Ij ,

Um nun für den Fall, dass die Zahl w durch m theilbar und

zugleich der Coefficient A Null ist , die (m — I ) (w—2) selbststän¬

digen Perioden zu erhalten , brauchen wir nur die erste Horizontal¬
reihe des einen oder andern der beiden vorstehenden Systeme zu
streichen , und es bleiben dann folgende Perioden zurück:

« p"
, , w y , io 3p ' \ , .

r l ) w ? i > P i i •

wm 3p‘\ , Cüm~^p ‘\ , (X)m~'ip"i
d)m 3p " ‘i W m~ ‘lp“ ‘

l , CUm_1p'"
1 ,
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p lvi , mptvt oj 3p lvl . w m-
lplV 1 ?

p?I» - l) tap(n—ü , upp^ ü , . .

BO . Zum Schlüsse mag noch die Untersuchung der Glei¬

chung dritten Grades:
m 3 — u + z = 0

Platz finden . Bezeichnen « i , u2 , u3 die drei dieser Gleichung ge¬
nügenden Functionen , deren Anfangswerthe für « = 0 bezüglich
U , + 1 und — l sind , so werden , wie wir in Nr . 32 gesehen ha¬
ben , die erste und zweite derselben gleiche Werthe annehmen , so-

2
bald der Punkt Z vom Anfangspunkte 0 aus nach dem 2 = +

entsprechenden Punkte A gelangt, und zwar auf dem geradlinigen
Wege OA\ ferner erhalten die erste und dritte Function gleiche
Werthe , wenn der Punkt Z vom Anfangspunkte aus über die ge-

2
rade Linie OA‘ bis zu dem z = — entsprechenden Punkte A'

fortgegangen ist . Ausser den Punkten A und A‘ gibt es jedoch
keinen'

, welcher vielfachen Wurzeln der gegebenen Gleichung ent¬

spräche . Wir wollen nun , was einer frühem Auseinandersetzung
zufolge erlaubt ist , die Elementar - Curven ( 3 ) und (A ' ) mit den ge¬
raden Linien OA , OA‘ allmälig zur Coincidenz bringen und dann

mit ui , v2 , vg die Werthe der Integrale fu t dz , lu 2 dz , Iu s dz
Jo Jo Jo

für eine bestimmte Integrations - Curve OMK bezeichnen. Zunächst
/ *

ist die Frage zu beantworten , welche Werthe das Integral / ut dz

überhaupt annehmen kann , wenn die Bewegung des Punktes Z
von C bis K auf Curven jeder Art geschieht.

In Nr . 32 wurde gezeigt , dass die Wurzeln ut und u2 nach
einem Umlauf von Z auf der Curve ( A ) ihre Anfangswerthe aus-
tauschen , während gleichzeitig u3 den eignen Anfangswerth wieder
annimmt ; demnach erhält auch die Function ut + w2 ihren An¬

fangswerth wieder , so dass die Integrale fu,dz und y
’
iw, + u2 )dz,

über die Curve (-f - A) ausgedehnt , keine Veränderung erleiden,
wenn nämlich vorausgesetzt wird , dass sich diese Curve auf eine
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unendlich kleine geschlossene Curve um den Punkt A reduciren
lässt . Da nun die Functionen w3 und Wi + Wj in diesem Punkte
endliche Werlhe behalten, so ist nach Nr. 46:

A 3 = 0 , A t + dj = 0;
und weil die Integrale A s , 4 _ 3 aus paarweise gleichen , aber ent¬

gegengesetzten Elementen bestehen , eben so auch die beiden Inte¬

grale Aj, und desgleichen die Integrale A2 , A_1 , so ist ferner:
A 3 = 4- 3 = 0 , 4, = — 4j — 4 - i = — 4_ 3 .

Andererseits gelten die Gleichungen:
4' 2 = 4 '‘_2 = 0 , A\ — — 4'

g = 4'_ ! = — 4 '_s .
Da wir demnach das Vorzeichen eines beliebigen Terms der

Charakteristik ändern können , ohne eine Veränderung des Werths

des gesuchten Integrals dadurch hervorzurufen , so brauchen wir

dieses Vorzeichen nicht besonders zu setzen. Beachten wir ferner,

dass jede der Functionen , w3 nach einem Umlauf von Z

auf der Curve (4 ) (A ) ihren Anfangswerth wieder annimmt , und

dass die Integrale fu kdz , J
'u^dz , fu 3 dz , über diese Curve fort¬

geführt , den vorstehenden Relationen gemäss gleich Null sind ; so

ist es erlaubt , falls in der Charakteristik einer von Z zu durch¬

laufenden Curve die beiden Terme (4 ) (4 ) auf einander folgend
Vorkommen sollten , diese zu unterdrücken . Dieselbe Betrachtung

gilt auch für die beiden etwa auf einander folgenden Terme (4 ') (4') ,
und wir sind daher berechtigt , gleich im Voraus anzunehmen, dass

in je zwei auf einander folgenden Termen der Charakteristik der

Curve OLK die Buchstaben 4 und Al beide Vorkommen.
So werden die drei ersten Terme eine der beiden folgenden

Zusammensetzungen bilden müssen:
(4 ) (4 ') ( 4) , (4 ') (4 ) (40.

Was nun zum Beispiel die Function m betrifft , so nimmt dieselbe

nach einem Umlauf des Punktes Z auf einer geschlossenen Curve,
welche durch eine dieser Zusammensetzungen repräsentirt ist, ihren

Anfangswerth wieder an , und andererseits ist das Integral j
'u^dz

für diese Curve gleich Null . Es folgt hieraus , dass wir zunächst

die drei ersten Terme der Charakteristik der Curve OLK unbe-
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schadet des Integrals j
k
ut dz streichen dürfen ; aus denselben Grün-
0

den ist dies auch mit den drei folgenden Termen gestattet , u . s . f. ,
so dass schliesslich die Charakteristik auf eine der folgenden For¬
men zurückgeführt wird:

+ OMK, ( A ) + OMK, (A ') + OMK, ( A ) U ') + OMK, (A /) ( A) + OMK,
und dann das Integral in Bezug hierauf folgende Werthe erhält:

vt , 4i -t- u2 > A‘1 + ^3 , A\ + va .
Weil aber die gegebeue Gleichung dadurch , dass wir « in — u
und zugleich z in — z verwandeln, keine Aenderung erleidet , so

ergibt sich ohne Weiteres A'i = A l , demnach besitzt das in Rede
stehende Integral , welche Gestalt übrigens die Curve OLK auch er¬
halten mag, nur drei wesentlich verschiedene Werthe , die sich fol-

gendermassen darstellen lassen:
v\ > Ai -\- vi , At + 1)3.

f k
Da also die Anzahl der Werthe des Integrals fuidz eine begrenzte

«V 0
ist , so schwindet für das eben behandelte Beispiel eine Untersu¬

chung der Perioden von selbst.
rk

Ueberhaupt ist das Integral ludz immer nur auf eine be¬

grenzte Anzahl von Werthen beschränkt und deshalb nicht perio¬
disch, sobald die zwischen u und z stattfmdende Gleichung die Form

f {u) = z
hat , worin f (u) ein ganzes Polynom von u bezeichnet , welches
nicht unmittelbar von z abhängt . Setzt man nämlich

so hat man:

mithin:

udz = v,

dv = udz = uf ‘
{u)du,

v —f uf'
(u)du = F(u) ,

woraus folgt , dass das ganze Polynom v = F(u) für jeden Werth von *
eben so viel Werthe besitzt als u, während andererseits die Anzahl der

Werthe von u nach Massgabe der algebraischen Gleichung
f (u) = z

eine begrenzte ist.
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