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Dritter Theil.

42, Wir wenden uns gegenwirlig zu der Anwendung der
bisher entwickelten Theorie auf die Untersuchung der vielfachen
Werthe von bestimmten Integralen. Betrachlen wir die algebrai-

sche Gleichung
f(u.2) =0,

deren linke Seite eine beliebige ganze Function von w und z vor-
stellen soll, indem wir wieder wie in Nr.5 mit u, eine dieser
Gleichung geniigende Function von =z bezeichnen, welche einen
Werth &, erhilt, sobald der = = m 4 yi enisprechende Punkl Z

seinen anfinglichen Ort € verlasst. Die Bedeutung des Ausdrucks
-k :

/uidz ist nur dann eine bestimmie, wenn ausser den Grenzen ¢

< G

und &k noch der Weg CMK, aul welchem der bewegliche Punkt Z

von € bis K fortgehen soll, vollstindig gegeben ist. Allerdings
‘*". ] ¢ !

erhilt das Enl.vgral]nlrfz nach Nr. 9 am Ende einen und den-
c

selben Werth, so lange die Curve CMK wihrend emer Verschie-
bung keinen der Punkle o L e erreicht, fir welche die

Gleichung

fluz)=10
vielfache oder unendlich grosse Wurzeln liefert; sobald aber die
Curve einen dieser Punkle iiberschreitet, kann das Integral eine
solche Aenderung evleiden, dass es eine begrenzte oder unbe-
urenzte Anzahl verschiedener Werthe annimmt.

Wir wollen zuerst zeigen, wie mit Hilfe der im ersten Theile
aufgestellten Principien dex Werth des Integrals /-u,rtz in Bezug

e
aul eine gegebene lutegrations-Curve mil beliebiger Genauigkeit zu

berechnen ist; dabei selzen wir wie immer voraus, dass diese




Curve durch keinen der Punkte A4, A’, 47, .... hindurchgeht, da
sonst das Intugral unbestimmt sein kénnte. Wiederholen wir die
in Nr. 16 ausgefithrte Construction, durch welche die Curve CMK
in eine gewisse Anzahl ven Theilen CMC', C'M'C", G ...
(Fig. 7) zerlegt wird, so wird die Function u, nach Nr.15 fiir die
Lange des Theils CMC' durch folgende convergente Reihe dar-
gestellt:
ty=0by +F; (bye). (2— )Y Fy'by,0). (2—0)2+....;
¥

der Werth V des Integrals /ulfﬂz, wo sich die Integration iiber
C

die Curve CMC' erstreckt, hat dempach eine convergente Reihe

zum Ausdruck, welche durch Integration der einzelnen Terme der

vorstehenden zwischen den Grenzen z=¢ und z= ¢ erhalten
wird, nidmlich:
L= e)? sl —¢)3
V=i (c'—¢) + F} (byic) . e + Fy (bys0) . - T3 .
- . - . “{;Jr
Ganz dhnliche Reihen gelten natiirlich fir die llllf_’gl'illl;'.‘/i!,(L‘Z.
i

‘dhf
/‘-‘hdz,...., deren Werthe wir beziiglich mit V', V" _. . bezeichnen
J e

wollen, wobei die Integrationen iiber die Curven C'M'C”, " M",C"". ...

auszudehnen sind, und wir erhalten somit die Gleichungen

i 42 i 33
: ’ 2% ("~ ¢') i o (e"—¢')
Vi= b (c"—c¢) + Fi(b'y.c). = 5 el e ). = o v
.',J’H__ {‘“"Il': (“”—_r“'}{
V”:b1 IJ{(;FKJ {:J.J}_L_Frl(!,;ln‘,c.'.-} : ; 4 +-F2':_51“,l3”) e / "i' .
2 3
Durch Addition dieser Gréssen V, V/, V/ .... , deren Anzahl stets

eme begrenzie ist, erhilt man dann den gesuchten Werth des In-

ke
tegrals /u,n_'z. Oftmals gewihrt eine Aenderung des Weges CMK,

L
die_sich jedoch nicht iiber einen der Punkte A, 4%, A%, .... hinaus
erstrecken darl, Bequemlichkeiten fiir die Rechnung.
Wir konnen dieselbe Methode auch benulzen, um den Werth

des Integrals fusdz lir die ganze Ausdehnung einer beliebigen




Elementar-Curve, z. B, der Curve ( +4) zu ermitieln, deren Bestandtheile
die Linie CD (Fig. 24), die unendlich kleine Curve D NPD und die Linie
DC ausmachen. Man beschreibe
A6 niamlich um den Punkt 4 einen Kreis,
B dessen Radius um eine endhche
b b Grosse kiirzer als die kleinste
A I. der Entfernungen AC, AA!, 44",
et A4 ... ist. und welcher die
; e Linie €D in E schneiden mag.
Q. An Stelle der Elementar- Curve
(+A4) koénnte man unbeschadet
des Integrals eine andere, aus der
Linie CE, dem Kreise EQRE und der Linie EC zusammengesetzte
Curve annehmen, und dann den Werth des Integrals fu;dz fiv
diese Curve, welche von den Punkten A, 4°, 4%,.... iiberall endliche
Entfernungen hat, ohne Weiteres nach der soeben angegebenen
Methode berechnen.

43. Es seien wiederum g, g, ..., 2y die m der Glei-

chung .
f(u,2)=0
geniigenden Functionen von =« ferner mogen Ay, 4 |, A%y, 4, ....

die Werthe des Integrals [w,dx in Bezug auf die Gesammitlingen
der Elementar-Curven (4 4),(— 4), (+ 4%, (— 4")..... und ganz
entsprechend Ay, 4 o, 4%, A" 4, .. .. die Werthe des Integrals

S uqdz fiiv dieselben Curven, u.s. f. hezeichnen, so dass iiberhaupt

Ai::t'l.‘ll Werth des lntegrals f-n.,.,r."z in Bezug aul die Ausdehnung
der Elementar - Curve (£ 4% ) vorstelll. Wir wollen gegenwirtig
untersuchen, welchen Werth das Integral _/‘-ulfc'z annehmen wird,
wenn man dasselbe vom Punkte € aus iiber irgend cine geschlos-
sene Curve CLMC (Fig.4) fortfiihrt, wobei wir die vorhin bezeich-
neten Grassen, fir die wir den Namen Elementar - Integrale wih-
len, als bekannt oder wenigstens nach dem in der vorigen Num.

mer angegebenen Verfahren berechnet voraussetzen.
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Der Deutlichkeit wegen nehmen wir an, dass z. B.
(+4)(—4) (+4)(— 4
die Charakteristik der Integrations-Curve CLMC sei, wihrend wir
aus Nr. 10 entnehmen, dass das Integral [w;dx ungeindert bleibt,
wenn wir an Stelle dieser Curve folgende Reihe von Elementar -
Curven einfihven: (4 4),(- 49, (4 4", (— 4). Andererseits lisst
sich angeben, nachdem sich die Gruppirungsweise der Functionen
Ugy My oovosy Um . cyklische Systeme um einzelne Punkte A4
i i herausgestellt hat, welclie Function es ist, deren Anfangs-
werth die Function w, nach einem Umlaufe von Z auf der Curve
(+ A) annimmt; es sei dies die Function #3. Aufl ihnliche Art
wiirde man finden, dass u; nach einem Umlaufe von Z tiber (— 49
z. B. den Anfangswerth von wy, dass endlich g Nach einem Um-
laufe von Z iiber (+A4") elwa den Anfangswerth von w, erhilt.
Demnach wiren der auf die Curve (4 A) beziigliche Theil des ver-
langten Integrals gleich A,, der iber die Curve (—A) genommene
Theil gleich 4’_3 und die den Curven (+ 4") und (— 4) entspre-
chenden Theile resp. 4,“ und 4.y, so dass das iiber die ganze
geschlossene Curve CLMC fortgeluhrte Integral fu,dz den Wertl
d, + 4'_3 & :l.iu—i—z’l_g

besitzt. Man sieht iiberhaupt ein, dass der Werth dieses [nte-
grals, iiber eine durah den Punkt € gehende geschlossene Curve
hin ausgedelnt, immer. durch die Summe einer gewissen Anzahl
der Elementar-Integrale 4,, 4_,, A'yyeiny 4y,.... dargestellt wird,

4%, Nachdem wir diese erste Frage beantwortet haben,

k

wollen wir die Werthe des [ntegrals /u,dz fir die nur moglichen
PO

Integrations-Curven zwischen € und K aufsuchen. Wenn wir von
einer ersten, zwischen den Punkten € und K beliebig gestalteten

Curve CMK (Fig. 17.) ausgehen und mit Ugy Wiy o do vy Ung i
**
Werthe der iiber diese Curve genommenen Integrale ‘/'H;ff‘:.

[!

ik -'.III\:
/’H,di‘r' e /'umd'z bezeichnen, so handelt es sich zaniichst um
o ¢ 0 ¢
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k
die Ermittelung des Werthes vom Integral /u,rh: in  Bezug auf
+«I 0
eine beliebige andere Integrations-Curve CLK.
Beispielsweise sei
(+ 4)(— 4" (+ 4“) (— 4) + CHK
die Charakteristik dieser Curve und ferner mag, mit Beihehaltung
der in der vorigen Nummer gemachien Annahmen, die Funection
us nach einem Umlaufe von Z iber (— A) etwa den Anfangswerth
von ws erhalten. Da man nun nach Nr.9 an Stelle der Curve
CLK die durch die einzelnen Terme der Charakteristik angedeutele
Curvenreihe einfilhren kann, so findet man sofort fiir das gesuchte
Integral folgenden Ausdruck:
Ay +A s+ A" + A4 2+ vs.

Hieraus ergibt sich, dass man die dibrigen, von v, verschiedenen
k
Werthe des Integrals /w.ld.z durch Addition einer der Grossen vy,
af €
Vg,.reey U und eines. oder mehrerer der Elementar-lntegrale A4y,
Ay, A4rve.o., Ag,.... gewinnl, wobei zwar ein und dasselbe Ele-
mentar - Integral in dieser Summe mehrfach vorkommen kann, oh-

gleich jedoeh im Allgemeinen, was ausdriicklich hervorgehoben
k
wird, nicht ein Werth des Integrals /’u, dz entsteht, wenn man eine

oFi . C

der Grossen vy, Vay...., Un ZU_€iNEr gewissen Anzahl der Gris-
sen Ay, A1, 4, yeoos 4g,.... addirt, nachdem diese mil irgend

welchen ganzen Zahlen multiplicirt worden sind.

45. Die Elementar-Inlegra'e 4,, A_y,.... besilzen mehrere
bemerkenswerthe Eigenschaften. Da némlich, wenn w, diejenige
Function bezeichnet, deren Anfangswerth der Function w, mach
einem Umlaufe von Z iiber die Elementar - Curve (4 4) zukommt,
umgekehrt w«, den Anfangswerth voun wus erhilt, nachdem Z auf der
Curve (— A4) -einen Umlauf vollbracht hat; so sind die Elemente
der mil A7 und Ad_, bezeichneten Integrale paarweise  gleich und
entgegengesetzt, und man hat folglich:

Ag=—4;.




Demnach ist jedes der Integrale 4 |, A_o,...., A_y in Bezng auf
die Curve (— 4) von gleichem und entgegengeselziem Werthe, wie
eines der Integrale 4,, 4,,...., Ay, iber die Curve (+ 4) ausge-

dehnt; und umgekehrt.

#6. Nehmen wir insbesondere an, dass die Function w,
nach einem Umlaof von Z iiber die Curve (4 A) ihren Anfangs-
werth wieder erhall, so findet dies auch auf der Curve (— A4) statt,
und die vorstehende Gleichung geht iiber in:

A_Jr‘: = r"f.
Fiir diesen Fall folgt aus Nr. 11, dass die Grosse A; von dem Aus-
gangsorte C des beweglichen Punktes Z unabhiingig ist, dass die-
selbe also ungeindert bleibt, wenn man den Punkt € verlegt und
gleichzeitig die Elementar-Curve (4) ohne Ueberschreitung eines
der Punkle 4, 4°, A”.... verschicht. Man kann somil Ar als den
Werth des Integrals [fudz, welches sich iiber eine um den Punkt
A beschriebene unendlich kleine Curve erstreckt, betrachten, wo-
raus sich dann ergibt, dass wenn die Function % im Punkte 4
einen endlichen Werth behilt, sich das Integral 4; auf Null re-

ducirt,

Wihlt man namlich [ir die eben genannte unendlich kleine
Curve einen um den Punkt 4 beschriebenen Kreis, dessen Radius
eine sehr kleine Grésse g ist. so hat man zuniichst fiir einen

Punkt dieses Kreises
z=a+ per,

wo 7 einen reellen Winkel bezeichnet, also
dz =1getiidz,
folglich
L B
A= ?'Q/-Js;ﬂffr[f.
B (1]

Da nan wu; fir sehr kleine Werthe von ¢ einen endlichen Werlh
¢ 2

behilt, so gilt dies auch von dem Integral /Hp&’”d‘t’, 30 dass sich
a

der Ausdruck von 4, gleichzeitig mit o auf Null reducirt; weil
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aber das Integral A; von ¢ selbst unabhingig ist, so hat man in
der That
Ar= .

42, Es gibt einen merkwiirdigen Fall, welcher Relationen
zwischen den Elementar-Integralen darbietet, deren wir uns in der
Folge mit Vortheil bedienen werden; dieser Fall ist nimlich der,
wo sich nach einem Umlauf von Z aul einer durch den Punkt €
gehenden Curve 4, die alle Punkte 4, 4, A”,.... umgbt, die
Functionen %, ug,...., %, zum Theil wieder auf ihre Anfangs-

werthe reduciren.

Els sei w; eine der Funclionen, welche dieser Bedingung un-
terworfen sind; die Charakteristik () der in directem Sinne zu
durchlaufenden Curve 4 wird aus den Termen (+ 4), (4 4'),
(+4),...., die aul gewisse Art und zwar ohne Wiederholungen
ungcunh'ml. sind, zusammengeselzt sein, so dass wir immer nur
die Formel

) =(+4) (+ )31, ...
festzuhalten haben; ferner soll die Function g sobald Z auf den
gegchlossenen Curven, deren Charakieristiken durch (4 4), (4 4)
(+ 4, (+4) (+4) (+ 4, u.s.w. dargestellt sind, herumge-
filhrt ist, beziglich die Anfangswerthe von wp, wpe, wpe,.... erhal-
ten, so dass das Integral fudsz, iber die Curve o ausgedehnt,
folgenden Werth besitzt:

AII+A‘F+ A“J,r'- Sl ,c’i”"]r--""r----

Wenn wir jetzt um den Anfangspunkt der Coordinaten O
einen Kreis @ beschreiben, dessen Radius R linger als die grosste
der Entfernungen 04, 04', 04”,.... ist; so muss sich offenbar
die Curve 4 ohne Ueberschreitung eines der Punkte A, 4, 4% ....
der Art verschieben lassen, dass sie mit diesem Kreise zur Coin-
cidenz gebracht werden kann, und folglich ist der auf den Kreis
© beziigliche Werth des Integrals [wdz ebenfalls der Summe

: AII"—I_ AJI ‘i" A“;‘u v-!-— 11."”'1"" “i‘ sewe
gleich.




Um aber hierfiir noch einen zweilen Ausdruck zu erhalten,
wollen wir die neue Variable =’ einfithren mit der Bedeutung
I
L i e
¥ = - und uns einen beweglichen Punkt Z’ vorstellen, dessen
“t
Coordinaten, auf ein neues Axensystem O'a’, Oy’ bezogen, den
reellen Theil und den Coefficienten von 7 der Grosse =’ ausmachen.

Dadurch werden die Functionen Uy, Uysena., Uy I Fanctionen von
' verwandelt, welche der algebraischen Gleichung
g

f (\’H,?) =)
geniigen missen. Da es nun ausserhalb des Kreises @ in end-
lichem Abstande vom Anfangspunkte O keine Lage des Panktes Z
gibt, fiir welche die Gleichung

[ (u,%) ="
vielfache oder unendlich grosse Wurzeln hitte, so ist auch eben
so mnerhalb des um den Punkt O’ construirten Krejses @', des-
sen Radius gleich R ist, bis zum Anfangspunkie O' hin keine Lage
des Punktes Z’' moglich, wofiir die Gleichung

f (u, :, ) =

vielfache oder unendlich grosse Wurzeln lieferte, Beachten wir
nun, dass die Function ur, der Voraussetzung gemiss, nach einem
Umlauf von Z auf dem Kreise & ihren Anfangswerth wieder an-
nimmt, and eben deswegen auch nach einem Umlaufe von Z auf
dem Kreise @' dass sie folglich der einzige Term ist, welcher das
cyklische System um den Punkt O’ ausmachi, und sich alsdann
fiir den inneren Raum des Kreises @' in eine convergente, nach
den ganzen Potenzen von 2’ aufsteigende Reilie, welche nach Nr.
38 mit einer begrenzien Anzahl negativer Potenzen beginnen kann,
en:wickeln lisst: so kénnen wir fir eine Norm von %', die kleiner
| :
oder héochstens eben so gross als 7 1st, schreiben :
ur=opz' P+ B’ P L e A by 4,

wo p eine ganze posilive Zahl und €tp, Bpyeeasy Xfy bty fifs0sa0, NOR 3’
unabhingige Coefficienten bezeichnen; und andererseits muss dem-
6

Fischer , Puiseux’s Untersuchungen efe
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nach fiir eine Norm von =, die grosser oder mindestens ehen so

gross als R ist, folgende Reihe gelten:

: ' ooy

= L |

i TR TR R, T

!u
~
Pi]

wr = ap? + By

Um nun das iiber den Kreis @ ausgedehnte Integral [updz
zu erhalten, genugt es nur
z = ReTi
zu selzen, woraus [olat _
dz = iRetidz,
mithin ist

)
ap RP ’/ P+ D%y ]'

LS i
<t

+ 5 h”’{ ePTidy +
[wdz =1 {

25 _ v 27
4 % R / el -+ .?.;-/ dz

-fF
e=Yidr +....

> = 2mids.

|”."'

R Jo
Somit erhalten wir die Gleichung:

fl.llu' + ;-i’lr'- = ."1”}"-" ‘I— f"l'”{,l"” ‘1 .awn — '2?“7;,!1

+

wo Ar den Coefficienten von — in der nach den absteigenden Po-

tenzen von g fortschreitenden Entwickelung fiir %y bedeutel; eine
solche Gleichung - findet [ir jede Funclion w, statt, welche nach
einem Umlaul von Z auf der alle Punkte A4, 4°, A” .... umgeben-

den geschlossenen Curve 4 ihren Anfangswerth wieder annimmi.

48, Es wurde schon frither in l‘jr. 44 bemerkt, dass 1m

Allgemeinen keineswegs ein Werth von /-u‘ln’::; entsteht, wenn man
% (4

irgend welche ganze Vielfache der Elementar-Integrale mil einer

von den Groéssen vy, vy,...., Uy durch Addition verbindet; jedoch

gibt es gewisse Klassen unter diesen Integralen, welche die merk-

wiirdige Eigeuschaft besitzen, dass wenn die Summe aller zu einer

solchen Klasse geliorenden Elementar-Integrale, die slets von ¢

k
unabhiingig ist, beliebig oft mit einem Werthe des [nl.wgruls/u,dz

T c
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durch Addition oder Subtraction verbunden wird, immer ein Werth

desselben wiederkehrt.

Gs sel ndmlich w der aufl die Curve (I'") + CMK beziig-
%k 5
liche Werth des Inlegrals /'a.ucf:j wobei mit (I") die Charakteri-

'

stik  emer duarch den Punkl € gehenden geschlossenen Curve an-

gedeutet ist; ferner seien (I'') und (I'“) zwei Klassen von Ter-
men der Charakteristik (I') (von denen auch eine gleich Null sein
kann), so dass sich die Charakteristik ([')+ CMK in der Form
(") (') 4 CHMK darstellt.  Bezeichnet man nun mit uy, diejenige
Fanction, in deren Anfangswerth die Function %, nach einem Um-
lauldes Punktes Z anf der geschlossenen Curve (I'™) iibergeht,
so wird man anl mannigfache Weise eine geschlossene Curve der
Art durch «den Punkt € legen kénnen, dass die Function #, nach
einem Umlauf von Z aul dieser Curve ilwen Anfangswerth wieder
erhilt. Es mag (@) oder (— @) die Charvakteristik einer solchen
Curve vorstellen, je nachdem Z auf dieser im einen oder andern
Sinne herumgefihrt wird, und ferner p den auf die Curve (@) be-
ziiglichen Werth des Integrals f'nﬂu’-:.: alsdann ist diese Grisse P
erstens nach Nr.43 duarch die Summe einer gewissen Anzall
von Elementar-Integralen darstelibar, und zweilens, wie sich aus

Nr. 2 ergibt, von der Lage des Punktes € unabhingig.

-

*k
Somit besitzt das Integral /'Hlff':-\ wenn sich die Integration
iither die Curven E
(r'y@)rr"y+ CMK,
(F) (@) (d)(r'y + CMK,
(I (@) @)(D)(r") 4 CMK,

() (— D) (™) + CHK,
(I (—®)(—d)(I") 4+ CHMK,

erstreckt, beziglich die Wertlhe :
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e

— e —

pt+w, 2p+w, 3p+ w....,
—p+w, —2p 4 Wy....n

Wir sehen hieraus, dass durch Addition irgend eines Vielfachen
k
von p zun dem Werthe w des |!I|f‘g]‘1‘!lﬁ‘/?.‘,](fﬁ wiederum ein Werth

desselben gewonnen wird, und uennen aus diesem Grunde p eine
~k

Periode des Inlegrals /-uln'-z-'.
A

Es bieten sich nun in Bezug hieraufl folgende Hauptira-
D o
gen dar:
1) Alle selbststindig auftretenden Perioden anzugelien, welche

vk
einem Werthe vun/n.dz zukommen; hierbei kionnen solche nicht
a

als selbststindig betrachtet werden, die sich durch Addition von
ganzen Vielfachen der ibrigen ergeben, wie z. B. nicht 2p als eine
von p, oder p + ¢ als eime von p und g wesentlich verschiedene
Periode zur Gellung komml.

2) Es ist zu entzcheiden, ob jede Periode p allen oder nur ge-
k
wissen Werthen des Integrals /u,a'z angehort.
(4
-k
3) Diejenigen Werthe von /*uidz zu ermitteln, welche einer Re-
c

[N

duction micht fihig sind, wenn man eben von den ganzen Viel-
fachen der Perioden absielt.

Die Erorterung dieser Fragen fiir mehrere specielle Fille soll
den Gegenstand der folgenden Nummern ausmachen.

49, Der einfachste Fall, welchen wir zunichst zu betrach-
ten haben, ist der, wenn die Funclion wu rational ist; hier isi
nimlich die Gleichung

[{u,2) =0
vom ersten Grade und liefert natiirlich keine vielfachen Wurzeln,
wihrend dagegen der Werth von w fiir gewisse Werthe von z un-
endlich gross sein kanm. Es seien @, ¢, a”,.... diese Werthe und
A, A', A”,.... die ihnen entsprechenden Punkte; alsdann lisst sich

u jederzeit in die Form;




i_ = Ei‘ + b B.gl_ + = E}” |
z—-a (g—a)® ¥(z-a)d Tz —a)®
i (]

+ E = El E'm_y

o s P ey e e ¢ TR

z—a'  (z—a')? (2 —a')™

E“ B F.r.-
S o _—l— - - - = ”.r.”.--.l.. e o
rﬁ [1"" (z_a’-']r.'_i—""—l (E-'—(l.”‘}m“ +"" 1 d(“")
bringen, wo E, By, E,,...., E', By,.... Constanten und (s) eine

ganze Funclion von g vorstellen,

Da - hier die iber die Curven (+ A), (— 4), (4 4, (— 49,
(+4), (= 4"),.... ausgedehnten Elementar - Integrale von der Lage
des Punktes € unabhingig sind und beziiglich die Werthe:

+ 2miE, — 2miE, -+ 2miFE/,
—2miE, + 2miE", —2miE",

k
besitzen, so sind, wenn wir mit v den Werth des Integrals /u d=z
fir eine bestimmle Integrations - Curve CMK bezeichnen, die Werthe
dieses letzlern simmtlich in der Formel

v+ 2mi(nE + n'E'+n"E"+....)
enthalten, wo n,n'n",.... beliebige posilive oder negalive ganze

Zahlen bedeuten, die auch Null sein kénnen,

Im Allgemeinen sind die Perioden 27tiE, 2miE’, 2niE",....
selbststandig und ausserdem in derselben Anzahl vorhanden, wie
die Werthe von z, fiir welche die Function » unendlich wird; an-
ders verhielte es sich aber, wenn eine oder mehrere der Zahlen
E, E' EY,.... durch Addition von ganzen Vielfachen der iibrigen

gebildet werden konnten. Offenbar gibt es unendlich viele Werthe

k
des Integrals /;flr-:’z, wofern nicht die Zahlen E, E', E”,.... simml-
s (]
lich gleich Null sind, in welchem Falle das Integral nur den Werth
v haben wiirde.
Dasselbe, was fiir die rationale Function w gilt, hat auch
Giiltigkeit fiar jede transcendente Function, welche sich in die

Form:




R S —

= g

5 1 1
E E,

En 1 o B
e =3
% —a (z—n)* (z—a) 2—a
Bl
- i”—i;m 4+ .... + 8(2)
bringen lisst, wo a(2) eine [ir jeden endlichen Werth von = ein-
werthige Function ist, die zagleich endlich und stetig bleibt.
Fiir die mit £, E',.... bezeichneten Constanten hat Cau chy in sei-
nen iber dieselben angestelllen Untersuchungen den Namen ,, Re-
. . s - : / St
siduen der Funtion w in Bezug aul die Werthe a,a,.... yon %

gewdahll auch andererseits stimmen die fiir den vorliegenden Fall
1J|l.
ermittelten Perioden des lInlegrals /’u.ld:: mit den von diesem be-

ol -

vithmten Mathematiker angegebenen*) vollkommen iiberein.

Wir - wollen jetzt beispielsweise die Perioden des Integrals

—k
- 4% aufsuchen.  Von den Grossen E, £',.... sind hier nur
| 4 22
zv:ui vorhanden, welche nimlich gleich 47 und i sind, so dass
die beiden Perioden des Integrals die Werthe 4 7 und T be-

sitzen; da dieselben aber gleich und entgegengesetzl sind, so fal-

len sie in eine einzige + 7z zusammen. Bekanntlich werden die
R
; / dz Phae . &
Werthe des Integrals / ;v durch die verschiedenen Bogen v
¢ ; '-l =
Z m . .
dargestellt, deren trigonometrische Tangente gleich & ist, und es

gilt fir jeden dieser Bogen die allgemeine Formel v+ nrm.

50. Wenn die Gleichung
fluz) =0
in Bezug auf w vom zweilen Grade isl, so konnen wir die beiden

Werthe von # m der Form:

#) Comples rendus de UAcadémie des Sciences. T, XX11I
(annde 1546).
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darstellen, wo P, Q, R, S, T, U ganze Polynome sind. Seizen wir
voraus, was gestallel ist, dass weder T, noch U gleiche Factoren
enthdlt, dass ferner R und T weder mit S, noch mit U, so wie
auch P nicht mil () Factoren gemeinschaftlich besilzen; so wer-
den diejenigen Werthe von z, fir welche eines der Polynome
Q. R, 8, T, U verschwindet, doppelten oder unendlich grossen Wur-

zeln der Gleichung
fuz)=0

entsprechen.

Es mogen nun die Punkte 4, 4, A”,.... solchen Werthen
von 2 zugehoren, [fir welche T oder U verschwindet, und die
Punkte 2, A, A”,.... solchen Werthen von z, fiir die eines der
Polynome Q,R, S verschwindet, jedoch weder T, noch U; sind
alsdann (£ 4), (E4'),.... die um die Punkte 4, A’.... und (£),
(£NY,.... die um die Punkte U, A, .... beschriebenen Elementar-
Curven, ferner Aiy, A+9, A':), A'9,.... die aul die Curven (Et4),
(£A4),.... und Ay, Ao, Ay, Wes, ... die aufl die Curven (£U),
(+U),.... beziglichen Elementar-Integrale: so sieht man leicht ein,
dass die beiden Funclionen wu, und u, um jeden der Punkte A4,
A A" ... ein cyklisches System bilden, so dass, wenn A'® irgend

einen dieser Punkte bezeichnel, nach Nr. 45:

(o) (o) o) (o)
7 e "1'2 R = — _"'it
1st.
Da andererseits, wenn allgemein mit U@ einer der Punkle
a0, W, WY.... bezeichnel wird, jede der Funclionen u;, uy ihren

eignen Anfangswerth wieder erhill, nachdem Z einen unendlichen
kleinen Umlauf um den Punkt A gemacht hat, so ist nach

Nr. 46:

(@) (o) (7] (o)

A =—U,, U=—N -
Selzt man nun diese Elementar-Integrale, so wie auch die

Werthe v, und v, der iber eine besummle Curve CMK forige-
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fiithrten Integrale f’.‘.‘]f!l:t-, /uzrh; als bekannt voraus, so lasst sich
- (H '

et i

i L]

der Werth des Integrals /w,n‘: fir eine beliebige andere Inlegra-

. { ]
tions-Curve CLK, deren Charakteristik gegeben ist, berechnen.

Wir wollen jelzl allgenieine Ausdriicke aufstellen, welche die Werthe
;K
von /-n, dz lir alle von € naeh K lihrenden lutegrations-Curven

< (Y

CLK umfassen,

Es sei (_4) die Charakteristik der Curve CLK und [%£ (o) |
ein Term derselben, welchem schon n Terme vorangehen mogen.
Sobald der Punkt Z tiber die durch die n ersten Terme von (.A4)
1I;||'gestr'[.][.wn Elementar-Curven herumgefibet ist, wird die Fune-
tion uy entweder iliren eignen Anfaugswerth annehmen, oder auch
den Anfangswerth von w, erhalten; im ersten Falle ist der iiber

die Elementar - Curve [£) | ausgedehnte Theil des Integrals

“k
. 0. - - : il |
/ulufz aleich i?[E:, im andern Falle gleich ' ‘] Da - nun die
G -

Function u;, nachdem Z diese (n+1)le Elementar-Curve zuriick-
gelegt, den nach Durchlaufung der n ersten Elementar- Curven
eingelretenen Werth wieder annimmt, so darf man in der Cha-
rakteristik (-7) alle Terme der Form [£ %] unterdriicken; wir
beschrinken daher unsere Aufmerksamkeit auf den Werth von

ol
/w,d:: fiir die hierdurch vereinfachte Integrations- Curve und fii-
(4

gen nur zu diesem Werthe eine Grosse von folgender Form hinzu:
F=1% + W W+
sty ey 0 Bt Wi - .
+ils Uy 1, U . .
+lg¥U g + Uy +...

; / " J i TE
WOEE 4 s 1y essuy tampbetot o Toyiln o nn e laHleD ganze positive

LA |

Zahlen vertreten, welche auch gleich Null und selbst negativ sein
konnen, weil

(o) (o) (6) (o) (o) (o) (6) (o)

ff_['ﬂ_l = - J_.; %11 3 l._-)_ QI_..-] _—— 3_2 '2[2
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1st. Offenbar. werden diesen ganzen Zablen die beabsichtigten
Werthe dadurch beigelegt, dass man die Curve CLK auf geeignete
Weise geslallet, wozu es nur der Einfiihrung neuer Terme der

Form [+ A)] in die Charakleristik (.7) bedarf,

Nachdem die Terme der Form [+ @] aus dieser Charakte-
ristik abgeschieden worden, handelt es sich nur noch um solche
von der Form [t A4®), abgesehen von dem letzten Term + CMK,
und die Charakteristik wird sich nach dieser Modification auf

(') =[£ A% [£ 4PN [+ AN [£ 49N 1% 400N & CHEK
reduciren.  Alsdann  wird die Function w, bei den aul einander
fvlgenden Uebergangen des Punktes Z aul alle einzelnen Elemen-
tar- Gurven derselben abwechselnd entweder den Anfangswerth von

ug, oder ihren eignen Anfangswerth erhalten, so dass das iiher die

Curve () fortgefithrte Integral [{,{fu, wenn die Anzahl der in

(A" zZusammengefassten LIP]IH.I](.I]-Llll‘\'t"l]. gerade 1sl, den Werth

() (8) () (d) ()
t1 + I““‘! + A[ “‘I“,t 2 + o ok e "|- ‘-I 2 +-?'I!|

wenn aber die genannte Anzahl ungerade ist, den Werth

Vi — .4

x

(e (5) () (d) (o)
Vo Ay o Aoy 49A% o AR Fir b A, A vy
besitzl.

Bezeichnen wir jetzt mit B, By, B;,,.... simmtliche Re-
sultate der Addition einer der Grossen A iy N > A amins s bia 2N
ewer der Gréssen 4,,, 4., 4 ,...., so erscheinl Jeder der
Ausdricke V; und V, als eine gewisse aus den Grossen B, By,
Biy,.... gebildete Summe, in welcher auch eine und dieselbe
mehrfach wiederholt vorkommen kann, wahrend jedoch das erste
Mal nur der letzte und das zweite Mal die beiden letzten Terme
als solche wieder auftreten. Wir erhalten somit:

Vi=mB + m By +m By, + .... + vy,
(o)

Vo=mB + mB, +m, B,; + . ooy F vy
Wo m, My, myy ,.... beliebige ganze Zahlen vorstellen, die posiliv,
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Null. oder auch negativ sein konnen, da die Grossen B BB, L.
an’sich paarweise, gleich und mit entgegengesetzien Vorzeichen be-
haftel sind.  Da ausserdem folgende Gleichung gilt: -

Ay Ay =10

oder tberhaupt
(7] (o]

Il — '4-[ + I 9 —li‘ .."il.

(o)
wo die Summe 4 | + A_p durch eine der Grissen B, By, Byy,....

vorgestellt wird, so konnen wir in Betrefl des Integrals V, auch

schreiben:
Vo= mB 4+ m B, + mgByy +.... + 44 + Vs

Als Summen aus der Grosse F und einer der Grossen V,,

V, lassen sich also siammtliche Werthe des hestimmten Integrals

le-
/-u.,n‘.z in Bezug aul beliebige lntegrations-Curven CLK durch

die beiden Formeln
G+ v, und G + 4 + vy
darstellen, wo zur Abkirzung unter G die Grosse
G =1 + W4 Vi . oas
+ 1L F AW 4+ .. |
SRR, RS . R S
il 0l W g TN

and -unter Iy, g 1soe oy i VL M, 10 P LB, R

durchaus beliebhige ganze positive, oder negative Zahlen, die auch
aleich Null sein konnen, zu verstehen sind  Siammtliche Werthe

k
des lniegrals /-n_r,n‘.: ergeben sich demnach, wenn man ein Mal zu

v €

dem Werthe » und das andere Mal zu Ay 4+ v, beliebige ganze
Vielfache der Grissen

S . IR LA S LY

W s Wpsicins Naga B—g s ins ,

. B Do
addirt.
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Hieraus erkennt man ohne Weileres, dass eben diese Gros-
ol

sen lauter Perioden des Inlegrals /.u,rfz darstellen, dass jede an-
I e

dere Periode desselben unter ihnen mil begriffen ist; dass sie aber
mchi selbststindig sein werden, und zwar wegen der oben aufge-

slellten Gleichungen :

| 7] (o) _[rrll [ex)
Aa=—=U", UA=—1"N,,
(o) () (o) (6)
.4—] = - .'12 y A_"!:_fi‘

sich aul die [lolgenden, im Allgemeinen selbststindigen Perioden
zurickfithren lassen :

. PR e G ) PR, L | S

Ayt Ay Ag+ A, Agrt A% 4y +.4" 00 000

Ay + 4, 4o + 4%, 4o + 4,....,

Ay &5 Ay A%, A 44, ..,

VAT R L D

i i
AL G i LT

welche sich in besondern Fillen auf eine noch geringere Anzahl

reduciren konnen.

Aus der in Nr.46 eingeschalteten Bemerkung entnehmen wir
zuvorderst 1) dass eine Periode der ersten Reihe, also 2, oder
Uy ,...., von den Grenzen ¢ und k unabhingig ist und geradezu
als der Werlh des Integrals [u;dx oder [u,dx betrachtel werden
muss, wo sich die Inlegrationen iiher eine unendlich kleine, um
den Punkt A beschriebene geschlossene Curve erstrecken; 2) dass
eine Periode von der Art 4, + A, den Werth des Iutegrals
S (g +up)ds lie die ganze Ausdehnung der Elementar- Curve
(+ 4) darstellt, wéihrend zugleich, da die Function u, + u, nach
einem Umlauf von Z aul dieser Elementar-Curve ihren Anfangs-
werth wieder annimmt, das in Rede stehende Integral nach Nr. 11
on der Lage des Punktes ¢ unabhingig ist, und daher eine un-
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endlich kleine, den Punkt 4 umgebende Integrations - Curve zu
Grunde gelegt werden kann; 3) dass endlich eine Periode von der
Art 4y 4+ A%y dem Werthe des Integrals [, dz, dessen Integra-
tions - Curve die Charakteristik (4 4) (4 4°) besitzt, gleich ist,
wilirend, da der Anlangswerth der Function w; nach einem Um-
lauf von Z auch auf dieser Curve wiederkehrt, abermals das Inte-
gral oder die ihm gleichgeltende Periode 4; + 4°, von der Lage
des Punktes € unabhingig ist, und demnach jede die Punkie A
und 4’ umgebende geschlossene Curve, welche sich jedoch ohue
Ueberschreitung eines der Punkte A, A, A% ..., A, A A, ... mil
der Carve (4 A4) (4~ 4" zur Coincidenz bringen ldsst, als Inte gra-
tions - Curve dienen kann. Sowmit ist klar, dass dberhaupt sammt-
liche Perioden des vorhin aufgestellten Systems von den Grenzen
e -
¢ und k des Integrals /-u-lnfz unabhingig sind.
G

Wir wollen nun die bereits ausgesprochene Behauptung be-
weisen, dass die Periode Ay + 4’ dem Werthe des Integrals
fwydz fir eine um die beiden Punkte 4 und A" beschriebene
geschlossene Curve gleich ist. Es sei ADHD'A" (Fig.25.) eine

zwischen diesen Punkten ausgedehnte Curve, mil welcher die in

Fig. 25 Rede stehende allmilig zur Comn-
cidenz gebrachl werden kann,
i \E ohne Ueberschreilung eines der

& Ths

\ Punkte 4, 4% A”,...., so dass

o wir diese durch diejenige Curve
o ersetzen kénnen, deren Bestand-
i theile die Curve DHD', die un-

—D endlich kleine geschlossene Curve
D'E'F D', die Curve D'HD und
F*‘ = endlich die umendlic kleine Curve
DEFD sind. Es gibt einen sehr

allgemeinen Fall, wo die aul die unendlich kleinen Curven DEFD
und D'E'F'D’ beziiglichen Theile des Integrals fu;dz zu Null herab-
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sinken, wihrend die riumlichen Au~dehnungen dieser Carven ilirer-
seits bis zum blossen Punkle abnehmen: dieser Fall ist offenbar

der, wo die Grenze des Producls (=

ajuy liir 2= ¢a und die
Grenze des Products (z—a')u, fir s=a’ beide verschwinden,
Da sich nimlich die Function %, fir sehr kleine Werthe der Norm

von z—a nach den ganzen negativen und positiven Polenzen von

(2 — a)"g' entwickeln lisst, so muss sich, wenn das Product

(2—a)uy; lir 2=gq verschwinden soll, die Function #y durch

folgende Reihe darstellen lassen:

U, = Az — a}_i’ + B 4 C(z— a)} + D(z—a) + ]*l[z-—(.f.}":ii' e s
Es ist.erlaubt, sich stait der Curve DEFD eines um den

Pankt 4 mit dem sehr kleinen Radius ¢ beschriehenen Kreises zu

bedienen, fir dessen Umfang

% =a+geri
1st, woraus folgt
dz = ipe?i dv;
und fiir den iiber die Curve DEFD. ausgedehnten Theil des Integrals
[uydz ergibt sich alsdann folgender Ausdruck:
Wn 27
T!-
et dz + B{) c ett de
0

=M T It 4 1B Y Y 1,
welcher eben beweist, dass jdieses Integral verschwinden muss,
sobald die Grosse ¢ zu Null herabsinkt. Auf dhnliche Weise liesse
sich darthun, dass der auf die Curve D'E'F'D’ beziigliche Theil
des Integrals mil der riumlichen Ausdehnung dieser Curve gleich-
zeilig verschwindet und es folgt hieraus fir unsern Fall, dass die
Periode 4, 4+ 4', die Grenze von der Summe derjenigen Integraltheile
ist, welche sich iiber die beiden Curven DHD' und D'HD er-
strecken, sobald nimlich die Punkte D und D’ beziiglich mit 4

und 4’ zusammenfallen, Da aber die Function uy bei der Fortbewe-
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gung des Punkles Z aul der Curve DHD', um den Punkt A’
herum und wieder iiber D'HD zurviick diejenigen Werthe, welehe
sie zuerst durchlief, das zweite Mal nicht wieder annimmt, son-
dein die in umgekehrter Ordnung, vom Punkte D aus lolgen-

den Werthe der Funmetion w, durchliufl; so ist die Summe der

auf die Curven DHD! und D'HD heziiglichen Theile des Integrals
dem Integrale fTau; —us)ds gleich, wo die Integration iber die
Curve DHD' fortzafihren ist. Geht man nun zur Grenze iber,
A, 4- A’y dem aunf die Curve AHA'

so findet man, dass die Periode ¢
heziiglichen Werthe des Integrals fi,'.'.'.,—-uzbrf-:. gleich ist.

In dem soeben behandelten Falle reducirl sich die Summe
A, + A, auf Null, weil sie den Werth des iiber die Curve DEFD
ansgedehnten Integrals J('{u. t oty )dz darstelll. Wahlt man niamlich
fiir diese Curve den Kreis vom Radius o, so hat man

wy + g =2B 4 oD (z— ) + 2F(z—a*) + 5.5

2n
) :
»0 / eri dt

- i}

upd folglich:

i,_'
29T
[ Gy A up) dz =2i 4 + De* / e2Tidy = 0.

o T
2
A gy s ]
8 Q/ estidr + ...
0

Ganz in ilmlicher Weise ergibt sich, dass die Summe A’ + A’y

ehenfalls  gleich Null ist, so dass also die Perioden 4, + 45 und
4t & 4 verschwinden, wihrend dagegen die Perioden A4; + A’
und Ay 4 4'y, die einander gleich und mit entgegengeselzten Vor-

zeichen behaftet sind, nur noch eine einzige ausmachen,

Qo oft die Anzahl der Punkte 4, 4’ 4“,.... gerade, 2n ist,

kommi die in Nr.47 gemachte Bemerkung zur Anwendung. Be-

achten = wir nimlich, =dass fiir diesen Fall die Functionen a,

heide mach emem Umlauf des Punktes Z auf der durch den Punkt

C gvhcuden Curve A, welche zugleich die Punkte 4, 4°, 4%,....,

<immtlich umgibt, wieder ibre Anfangswerthe erhalten, wibrend
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die' Charakteristik (4) dieser Curve aus zweierlei beliebig vermisel-
len Termen, einerseits der Form [ 4 4@, andererseits der Form
[+ Ule)] zusammengeselzt ist; lassen wir ausserdem die Elemen-
tar - Curven (4 4), (+ 4), (+ 4);...n, [+ 483, [+ 4G D),
ganz abgesehen von den etwa dazwischen vorkommenden Termen
der Form [+ U], wieder in dieser Ordnung folgen, was slets
erlanbt ist; und bezeichnen wir mit [+ ], [4 Aw?), [+Aw)],
diejenigen Terme dieser Art, denen in der Charakteristik eine
gerade Anzahl von Termen der Form [ 4 A(d)] vorangehen, und
andererseils mit [+ AP [4+AGO] [ A ... die Terme, wel-
chen eine ungerade Anzahl der Form [+ 4'@)] vorausgehen: so er-
geben sich durch Anwenduung der in Nr. 47 gewonnenen Gleichung
aul jede der beiden Functionen w, und w, folgende Gleichungen:
'ﬂ_[f‘u:'l | ‘_},{{Iu’}I 5 *ﬂfl.-;”?l e S ‘;i[ir]z +‘)f'flf'l__!_]r_;J'[-iJ"":',_,+____
LAy Ay + A" A4 L A e AC-D D),
ey - WYy + W™y 4 [+ AD, + AON, + A, A,
+’11 3 ""Jl _1&2 4 _._.tfrfl + s o ABR- '.1}2 4. _J.t-i'zu--i}l - 2'}"!,'?7.2?

: A e .
wo A, und A, die. Coefficienten von — in den nach den abstei-
; 2

genden Polenzen von z fortschreitenden Entwickelungen ven My

und s bedeuten.

Diese Gleichungen, deren linke Seiten Summen von Perioden
des oben aufgestellten vollstindigen Systems sind, liefern nun,
wenm Ay und Ay gleich Null gesetzt werden, die Werthe zweier
von diesen Perioden, welche sich als die Summen mehrerer ande-
rer, mit entgegengeselzten Vorzeichen versehener Perioden dar-
stellen; hiermit ist aber die Anzahl der selbststindigen Perioden

um zwel verminderl worden.

a1, Wir wollen nun, um die bisher entwickelte Tlieorie wirk-

tich auszufithren, einige specielle Fille der nihern Belrachiung

unterwerfen. ks ser zuersl folgende Gleichung zwischen u und =
gegeben :

(&  aut=58

- |




wo h einen constanten Werth hat. Sofort lisst sich erkennen, dass
die Functionen w;, u, um den z = a entsprechenden Punkt A ein

cyklisches System bilden, und dass nur eine Periode des Integrals

)fe_
‘/'u-ld*z, namlich von der Grisse 4; + Ay existiren kann, die ge-
£ ¢
radezu den Werth des Integrals [(w; + uy)ds fir die Elementar-

Curve ( + 4) darstelll. Da nun der gegebenen Gleichung gemiss

die Relation

Wy iy, =0
stattfindet, so gilt die Gleichung
:"11 + /l-_z = “‘1

d.h. die Periode selbst ist gleich Null, so dass dem Integral

T
/-a,dz bloss die beiden Werthe v, und 4, 4+ v, zukommen.
: Zu denselben Folgerungen fithrt die Behandlung der Gleichung
w?= h*(z—a).
32. Wihlen wir die Gleichung
(z—a) (z—a')u® = h2,
so sind die beiden ¥ « und z=a’' entsprechenden Punkte 4
und A’ vorhanden, um welche jederseits die Funetionen u; und
iy eine eyklische Vertauschung eingehen. Die in Nr. 30 gegebe-
nen allgemeinen Ausdriicke [ir die Perioden rveduciren sich hier
aul die vier Grossen:
Ay + Ay, A+ 4%, 43 + A, A + 4y
da aber zulolge der Relation
uy + na=10
die beiden Gleichungen gelten:
Ay + 4,=0, A + 4, =0,
so isl
A + Ay = — (4 + 4%),
d. h. es sind die vier Perioden der einen selbststindigen Periode 4, + 4’y
dquivalent. Da das Product (z—a)u, fir z=a, wie auch das Pro-
duct (z—a')uy fir z=a' verschwindet, so kann die Periode A,
4+ A’y, nach einer in Nr. 50 gemachten Bemerkung, geradezu als

der Werth des Integrals




¢ ¥a'
_u’ a’ : ﬂ’a‘:
/Lu,-—w? dz = 3/7;1 dz =-2h : 4y
ia of 3 L3 s J |: S — (:'_‘! {.:; E— Et"}

wo die Inlegrationen iiber die gerade Linie AA’ auszudelnen sind,

betrachtel werden, Selzen wir jetzt, um den Werth desselben zu

erhalten,
h\’
g gt ra=m®

ein, wo 2’ eine neue, etwa einem beweglichen Punkte Z’ entspre-
chende Variable bezeichnet, und beachten wir. dass wihrend die
[ntegrationsgrenzen von g die Grissen a und o' sind, die von %’
die Werthe — 1 und <+ | haben, und wenn der Punkt Z die Li-
nie A4’ * durchlauft,; der Punkt Z’' den von den beiden Punkten
g'= — |l und 2'= + | Dbegrenzten Theil der x-Axe durchschrei-
tel; so ergibt sich:
N Bl ol it

zh./ T _’f'_‘_’____ﬁe“fr-'-j B

o/ Nz 0a)l3—a) tranl— 1. bl a2t
wo die Integrationen nach z’ durch eine von — | bis. 4 | aufstei-
gende Reihe reeller Werthe fortzuliiheen sind.  Nun ist unter die-

ser Bedingung

|
dz
e T
“ \l’l —g2

—1
s ie o e : [k : 27ch
folglich hat die einzige Periode des Integrals /-ar,r!t. den Werth —
' : : {

(F

27ch : . , :
oder — —— = 27ih, weil die Aenderung des Vorzeichens einer

1t
Periode michts ausmacht.

Man kann diese Periode auch dadurch erhalten, dass man
die zum Schlusse der Nr. 50 ausgesprochene Bemerkung auf un-

sern Fall enwendet, wo die Anzahl der Perioden 4, 4" eine ge-

: . . | 2
rade ist. Da die Coefficienten von — in den pach den absleigen-

o~
o~

den Potenzen von % fortschreitenden Entwickelungen von w; und
1

Fischer, Puisenx's Untersuchungen ete
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up beziiglich £ h und F h sind, so gehen die am angefiihrten Orte
aufgestellten Gleichungen iiber n:
A + A'y = £ 2mih, A, + A'y = F2mih;

man findet also denselben Werth * 27k fiir die Periode 4, + A’y

wieder.
Nimmt man z. B. an:
a=<+1, a==—1, h=+1i,
also
3 1
w = —
1—2?

und setzt dann

/;.51 ds = v,
[ L1

wo w; diejenige der beiden Functionen vorstellt, deren Anfangs-
werth gleich + 1 fir =0 ist; so erscheinen die verschiedenen
Werthe von v als die unendlich vielen Bogen, deren Sinus gleich

< ist, d. h. man hat
= sin w.
Fir diesen Fall reducirt sich die Periode *£2mdh aul 27¢, in voll-
kommener Uebereinstimmung mit der bekannten Gleichung
sin (v + 2l7) = sin v,
wo [ jede ganze Zahl vertritt.
Hitten wir statt der Gleichung
(z—a) (z—a')u? =h*
die Gleichung
u2 =h2(z—a)(z—a’)

gewdhlt, so wire aul entsprechende Weise fiir die emnzige Periode

des Integrals /mu’z der Ausdruck
[ ¢

th (a'—a)?,
i e
gefunden worden.
52. Wir gehen ferner zu der Gleichung
(z—a)(z— a') (z— a")u? = h?

itber, Die allgemeine Methode fithrt zu folgenden neun als Perio-
*
den des Integrals ]-Hl([z auftretenden Grossen :

5
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Ay Ay, A+ 4, A 44", A4 4, A+ 4", Al 1 4,
YRS AU e -
da aber, der Relation
ug + g = 0
gemass, folgende Gleichungen gelten:
A3+ 4, =0, A+ 4% =0, 4", + =0,

s0 ist
A4 +11,2=:_11_J1,1, 4, ‘|'A”2:_‘(*4”1‘“-41): Ay + 4y S~ —d),
Ay + 4% =4"— 4, A+ A"y =4 \-—4", &)+ 4" = — (A — 4"),

so dass sich die oben genannten Perioden auf folgende drei re-

duciren :
i/ i ' /
R LY |y (R [

Da nun ferner die Summe dieser letztern gleich Null ist, so er-
haliten wir an Stelle derselben nur zwei selbsistindige Perioden,
wofiir wir
Mo AT At il
oder auch nach Nr. 45:
: Ay + A%, A4 47

wihlen konnen.

Diese beiden Perioden sind nach Nr. 50 geradezu als die

a”

a’
Werthe der ]l]lﬂgl‘ale/(!&1—'—?!2}(1'2?, ﬂu,r—- uy)dx in Bezug aul ge-
" = (1}
wisse vom Punkte A pach den Punkten 4’ und 4“ gehende Cur-
ven AH'A', AH"A" zu betrachten, wofiir auch die geraden Linien
AAY, AA" selbst genommen werden kinnen, da wan iber die Cup-
ven CDA, CD'A’, CD"4" (Fig.12) derartige Bestimmungen zu tref-
fen vermag, dass sich die Curven (4), (4'), (4“) mit ihnen allmiilig
zur Coincidenz bringen lassen.  Will man nun diese Perioden durch
andere Integrale ausdriicken, wo die Variable von der untern
Grenze zur obern eine aufsteigende Reihe reeller Werthe durch-
liuft, so braucht man nur in dem ersteren Integrale

Gtas ~a'—as

b

2L gt n




e

und in dem andern
a+a” a’'—a
Y — ==Lx M,

< 2'+“—§’4

4

einzuselzen, wo 3’ und 2 zwei neue Variabeln bezeichnen. Wenn
wir dann unter dem Integralzeichen die Accente dieser letzlern

fortlas sen, so erhalten wir fir die beiden Perioden:

i
_ 3 dz
= [ 2l (a-—i—n’_ iy a'—a
! V (z2—1) a 9 @)
=
ds
21’!’ lr._ - l] ( a |,__ a’ ' ﬂl” 1
Wire hierin z. B.
i3 gl
a = 2'—— :

so wiirde eine dieser Perioden das Product aus der andern und

i seln.

5%. Ist die Funktion u durch folgende Gleichung de-
finirt:
(z—a)(z—a') (z—a") (z—a'")u*= h?,
so finden wir zunichst durch Anwendung des allgemeinen Verfah-
rens folgende sechszehn Perioden:
R e WO (Y [ T o 8
Aol iods - a8'les Apehid . Al
Ay + 4%, Ay +A4"y, A9+ AY, AtAYY,
Lk A, At T A A AV d " el
welche sich jedoch wegen der Relation
wg +us =0
oder der hieraus entspringenden Gleichungen ,
;‘11 +;‘I.2 —il) 3 AJi —5-1’1'2 — G’ A“i —E—A”2 E [}1 A”‘l + ‘c[”fr — 0
auf folgende sechs Perioden reduciren :
A —A'y, A —4Y, 4,—A4",
Ay — A7y, A=Ay A — A
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Man sieht zwar, dass die vierte die Differenz der beiden ersten,
die tanfle die Differenz der ersten und dritten, und die sechste
die Differenz der zweiten und dritten ist, und kénnte sich gleich
hierdurch veranlasst sehen, von diesen Perioden nur die drei ersten :

Ay —AY = ALl W S
beizubehalten, Da indessen die Anzahl der Punkte 4, A’ 4", A"

eine gerade isl, so wollen wir hier die in Nr.47 gemachte Be-

merkung benulzen. Es seien diese Punkte in solcher Anerdnung
aulgefihrt, dass die geschlossene Curve (4 4) (+ 4" (+ A") (44"
ohne. Ueberschreitung jener Punkte in einen Kreis verwandelt wer-
den kann, dessen Centrum zum Anfangspunkte der Coordinaten
dient, und welcher alle vier Punkte umgibt. Beachten wir nun,
dass in den nach den absteigenden Potenzen von % fortschreilen-

den Entwickelungen von wy und wuy der Term mit dem Argument
— nicht vorkommt, so gelten folgende Gleichungen:
z ot

Al +‘412+2 ”1 __I_A-I’l'.lrz: U, A2+A"l +:_1-‘J'2+AH.‘1 — U-,
welche sich wegen der Gleichungen
A1 -f—A! s ", A‘l +A12 —_— U, A”I _;_AHE = u’ Alul _}_An’az: U
zu der emen Gleichung
! " i 3
oder
Al _AHJ‘ = 4, _A.-;i ____(Al __A-'L)

geslalten, und es ist somit klar, dass von allen jenen Perioden
entschieden nur zwei als selbststindige anftreten, niamlich:

‘41 _A"l‘l A; T .f‘l“rl
oder auch

A+ 4y, Ay + 4.
Nun sind diese beiden Gréssen wieder, wie in der vorigen Num-

{E' 1’]-’!

mer, als die Werthe der [u[.egralc/iw,— s )dz, j:_'a:i— uy)d% oder,

a 1

i i

T a .
was dasselbe ist, 2/::., dz, E/HIn’.z, wo sich die Integrationen be-
«f @ o @

ziiglich dber die geraden Linien 44’, 44" erstrecken, zu be-

trachten.




S

Sl =1
- welcher sich durch Substitution von
) 2 1 :
| —k2=k2, o= \]—}252
ke

—  102¢

Es wird zweckmissig sein, an die bisher gewonnenen Re-
sullate die Betrachtung einiger bestimmten Beispiele zu kniipfen,
wozu sich die ersten aus der Theorie der elliptischen Functionen
bekannten Eigenschaften darbieten. Nehmen wir z. B. an:

(1—22) (1— 22w’ =1, )
wo k eme unter der Einheit liegende Zahl vorstellt; wihlen wir
dann den Anfangspunkt der Coordinaten zum Ausgangsorte von
Z, nennen wy diejenige der beiden Functionen, welche den An-
fangswerth 4 1 besitzt, und bezeichnen endlich mit 4, 4% 4", 4"
I

. 4 | :
die den Werthen 4 1, + %= 1, — A von % der Reihe nach ent-
; :

sprechenden Punkte: so kénnen wir den Perioden des Integrals

s
&

/ulrfz die beiden Summen 4, 4+ A5, 4, 4+ 4”5, d, h,

Q
+.
) - 4z g dfilon pa 0%,
NO—= =k’ T YT —) d — e
1

=

gleich seizen, wo sich die Integrationen beziiglich iiber die geraden

Linien 44/, 44" erstrecken.

Von diesen zwei Perioden hat die erste folgenden reellen

Werth:
|
4 / %) g
S N(I—22) — %)
0

und die zweite den imaginiren Werth:

dz
\fll 2?) (1— k22?)

verwandeltl in:
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1
ﬁ_%/ dz :
\{(1 :_z?j('l_—_'kzzzj

Setzen wir nach dem Beispiele lacohl e
1

dz — K
Jﬂ—zﬁ“—ih~ Juif lﬁyM% '

wo z eme von Null bis Eins aufstmgenflu Reihe reeller Werthe

durchlaufen soll, so erhalten wir fiir die beiden Perioden des In-
tegrals /‘I‘ildz die Werthe 4K und 2/K'.

Umgelkehrt ergibt sich hieraus, wenn wir

Tz
jetids:.- v
o

nehmen, wo also z als eine Function von v erscheint, die Ja-
cobi mit sin am v bezeichnet hat, dass ohne eine Verdnderung
des Werthes von 2 beliebige ganze Vielfache von 4K und 2/K’ zu
v addirt werden konnen; d.h. es ist, wie bekannt:

sin am (v 4+ 4K + 2¢{/'K’) = sin am v,
wo ! und ' beliebige ganze Zahlen vertreten.

Fithren wir durch Substitution von
] —2* =

eine andere neue Variable x ein, welche hier als die gewdhnlich
mit cos am v bezeichnete Function von v auftritt, so nimmt die
Differentialgleichung

PSR e gl dz®
dv? = wu,*dz =250 — k)

2

folgende Gestall an:

dv? dax?

=(1—2a2) (K2 + k%2?)’

xr
V= ﬁa"l dz .,
O 1

*Y Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum. Re-
giom. 1829,

mithin 1st
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wo u'y eine Function von z vorstellt, welche der Gleichung
(I —22) (k2 Fk22tu* = |
genigl. Beziehen wir nun, um unsere Theorie aul dieses Integral

anzuwenden, dJdie Punkte 4, 4°, 4”7, A" ‘resp. aul’ die Werthe + |.

4 [ a :
—}—Es, — 1, — -t von z, 8o stellen 4, + 4’ und 4, + 4”, die

k!
k L
beiden Perioden dar. Die erste ist dem Integral 2-/-3;‘;(1‘3 fiir die
. |
Ausdehnung der geraden Linie 44’ gleich, oder mit andein Wor-
ten, der Summe aus dem Ttber die Linie .40 forigefitheten Integrale

0
?.‘/u’,r.-‘z und dem' ‘aber die Linie 04’ ausgedehnten Integrale
J :

i

v =1

k
2 /u‘, dz, indem. 0 zum. Anfangspunkte der Coordinaten dienty es

- 0

ist somit:
‘L
0 ot
= _ } az
):I m A" - 2 e L1 B b g 0y ._}- 2 e L «
i 2 / J(l—--s*J(L“‘H-k"ﬁ} v{“__zz) chz_l_kzzz_
L, L
l . {1}
Die hierin vorkommenden Integrale haben von Cauchy den Na-
men geradlinige Integrale erhalten. Wenn wir in dem erslen

derselben
z = 1 — g2

einsetzen und dann den Accenl unterdriicken, so finden wir:

0 !
r'fS iz
/ A\ (FaeD . =) x- _/- : r-' g T e H*
S NO—=2) 2422 i — 2 (1 — k22)
| i)

und nehmen wir in dem zweiten

so ergibt sich:
k',

S—

5

!
dz ; dz
\(’(_l — 22) (k"2 3 k%22) _-‘/JU —2?) (1 —L25?) =iK’.
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Demnach ist:
A + A=  2(K — K.
Nun besitzt die zweite Periode Ay + 4“ den Werth des Integrals

—q
‘-_J/-u‘,dz. ither die gerade Linie 44“ ausgedehnt, folglich ist:

s i .
Ay 4+ 4 ) ds dz
£ i i & =q [—
e V(I —22)(k? + k252) V(—32) (k" + k%)
o +1
=—4K,

B A
50 dass die beiden Perioden des Integrals /-u’,a‘z durch die Gréssen
I
4K, 2(K — iKY
dargestellt werden; somit gelangen wir zu der Fundamental-Eigen-
schaft der Function cos am v, welche sich in der Gleichung
cos am [v + 4K 4 2/'(K —iK")] = cos am v

aussprichl.

Nehmen wir endlich an:
| __k'zzl — yil‘
wo wiederum y eine neue Function von v bedeutet. die man mit
4 am v zu bezeichnen pflegt; so gelt die Differentialgleichung
dz?

(_[—_f zz)_( | __'kzg'i')

dv?=

ither in:

dot—= — “{yz :
T =) =i

mithin 1st

wo "y eine Function von z vorstellt, welche der Gleichung :
(1—2*) (22— u'? = |

Geniige leistel.  Wenn wir jetzt die vier Punkte A, A" AV AY

beziiglich den vier Werthen + k‘, + |, — k', —1 von = zuord-

nen, so stellen sich die Werthe der Perioden Ay + 4y, 4 + 4"

als folgende geradlinige Integrale dar:
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ol dz (&
J(I—22 (a2 —k2)
k-‘
Ja-fL I;" 1'r|'."
3 dz e S dz

) : =
V(I — 2% (s — k)

k' 0

von denen jenes bei.Substitution von

z =y | — k2
folgende reelle erste Periode liefert:
I

J{I — 22)(1—k*z%)
"1y
und dieses bei Substitution von

%= kis!

die imaginire zweile Periode in der Gestalt:

1
g et e iR
Va—a)(=k%")

!
Da also das Integral /.ilt-“id‘;‘; die beiden Perioden

oK dike
besitzt, so gilt folgende aus der Theorie der elliptischen Functio-
nen bekannte Formel:

A am (v + 2IK 4+ $il'K') = 4 am v.
Man sieht, dass die beiden Perioden
4K, 4K’

den drei Functionen sin am v, ¢os am » und 4 am v gemein-
schaftlich sind:; dass 4iK’ eine Periode von cos am v ist, zeigt

die Gleichung
4K —2(2K — 2iK*) = 4K’

an, und man hat tiberhaupt, wenn unter ¢(v) eine dieser Func-
tionen oder eine aus ihnen zusammengesetzte rationale Function

verstanden wird:

¢ (v + 4K+ QitK)=g(v).
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33. Die drei Perioden
Ay — Ay, A, — A%, A — A",
sind in der vorstehenden Nummer mit Hilfe der Gleichung
Ay — Ay + Ay — A4 =0
auf zwei reducirt worden; allein diese Reduction ist in dem Falle,
wenn die Function u, durch die Gleichung
(z—a) (z—a') (x3—a") (z—a"“)u® — H2 =0

definirt ist, wo H ein ganzes, durch keinen der vier Factorcn
2—a, 2—a’', z2—a", s3—a"" theilbares Polynom von 2 bezeichnet,
im Allgemeinen nicht ausfithrbar. Bei der Berechnung der Perio-

LR |

k
den des Integrals ﬁ"" = kommen zwar die Punkte %, 91', 9", .
L] 6

welche solchen Werthen von z entsprechen, fiir die das Polynom
H verschwindet, gar nicht in Betracht, weil jede der Functionen
uy und u, nach einem Umlauf von Z auf irgend einer der Ele-
mentar - Curven (%), (A’), (A“),.... ihren Anfangswerth wieder an-

nimmt und die entsprechenden Elementar-Integrale simmtlich Null
“k
sind; man findet also wie frither, dass das Integral /u,dz: die drei
Perioden e
A—Ay=p', 4 —A" =p", 4 — 4"\ =pm
besitzt, wilrend 4, 4’, A, A die Punkte bezeichnen, fiir welche
% beziiglich die Werthe @, ¢, a”, @ hat. Wenn man sich aber
des um den Anfangspunkt der Coordinaten hesuhrielﬁmvn, die
Punkte A, 4'; 4", A", A, A, A“, ... . simmtlich umgehenden
Kreises bedient, so gelangt man zu der Gleichung

Aj ___A.‘i +A—“[ cEs AH.*I = ﬂ:!-l
oder
_Pf_‘.pu + Pw — 29,!:1"1 )

ooy ¥ ; _
wo A den Coefficienten von - in der nach den absteigenden Po-
=z

tenzen von 2 fortschreitenden Entwickelung des Bruchs
H

Ve—a) G—a) (3—a") (s—a")

bezeichnet. So lange sich das Polynom H nicht auf einen con-




— 108 —

stanten Werth reducirt, ist der Coefficient A, wenigsiens 1m All-
gemeinen, nicht gleich Null, und daher missen die Perioden p’,
p"”, p" selbststaindige sein, kionnen jedoch in besondern Fillen
eine Verminderung auf zwei erleideu.

56. Wir wollen gegenwirtig' den allgemeinern Fall unter-
suchen, wenn die Function w durch die Gleichung

(z—a) Z—a)iEz—=a") ... [g=a®V]u*—h2 = 0
definirt ist, wo h einen constanten Werth besitzt und unter a, o',
a'',...., amY durchweg verschiedene Grossen verstanden werden

sollen, Es lisst sich hier ohne Mithe erkennen, dass das Integral
);‘.

wydz folgende m — 1 selbststindige Perioden hat:

:

.

L LA T A e i pontdl i Vel 1 8
welche 'fir einen ungeraden Zahlenwerth von n einer Reduction
iiberhaupt nicht fihig sind, wihrend, wenn die Zahl n gevade ist,
mit Hilfe des um alle Punkte A, A4, 4”,.... beschriebenen Kreises
ausserdem die Gleichung

Ay — Ay F A% — A" H ii AP — ABDy =)

oder

p—p'+p—....+ =0
gewonnen wird, so dass in diesem Falle nur n— 2 selbststindige
Perioden

PP p Y

zur Geltgng kommen. “'Wir 'kéunen daher auch sagen, es sind,
wenn  die 'Anzahl der Grissen a, a'ya",.... gleich 2n 41 oder
2n + 2 ist, 2n selbststindige Perioden vorhanden, wovon jedoch
der Fall eine Ausnahme bildet, wo jene Anzahl 2 ist, weil alsdann
nur eine Periode existirt.

M s evne SelDSE

Was nun die Werthe dieser Perioden p’, p”, p’
betrifft, so stellen sich dieselben geradezu als die Werthe des In-

tegrals
f{_-n, — Uy )% = :ifu,dz

dar, wo sich die Integration iber jede der geraden Linien 44,

AA"; A4 ..., ersireckt.
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2.  Wir wollen einen Augenblick bei dem Falle verweilen,
wenn in der Gleichung

(2—a)z—a)(z—a)....[5—a®V]u ~ H2 =0
die Zahl n gerade ist und H ein ganzes, durch keinen der Fac-
loren 3 - a, s—a', s—a",.... theilbares Polynom von z be-
zeichnet. ~Auch hier kommen aus dem in Nr. 55 angefiihrten
Grunde bei der Berechnung der Perioden des lntegrals/-:ﬁi dz

c
die Werthe von z, fiir welche das Polynom H verschwindet, nicht

in Betracht, und man hat wie am genannten Orte fiir dieselben
folgende n—1 Werthe:

Ai "-'A;, =Plr A{_Au! :?ju,.”” Ai_Am_-l]I A2y pr_n-I)_
Wihrend sich jedoch f[rither die Verminderung der Zahl der selbsi-
standigen Perioden auf die Gleichung

P:__Pu +I):z:_"__+})(:i—l}:[|
griindete, tritt nach Nr. 50 in unserm Falle die Gleichung

_pn‘ _pu + p{“ == + .p(.'rl‘.' R 23—{2"1

dafiir ein, wo A den Coefficienten von - in der nach den abstei-

]
genden Potenzen von sz fortschreitenden Reihenentwickelung des
Bruchs

H
Vie—a) (z—d).. . [s— o]

bedeutet, so ‘dass die n—1 Perioden tiberhaupt, so lange 1 von
’ g

Null verschieden ist, den Charakter der Selbststindigkeit besitzen,
D

Die Falle, in welchen der Coefficient A gleich Null ist, sind

folgende:
, : n ; :
1) wo der Grad des Polynoms H kleiner als 5 — list; hier-
el

hin gehort z. B. das nur vierfach- periodische Integral
I

(e+p2) dz

o

worin P ein Polynom sechsten Grades von z vorstellt;
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2) wo die Polynome H und (z—a) (s —a').... [s—a®V]
beide gerade Functionen von z sind und iberdiess der Grad des

zweiten einem Vielfachen von 4 gleich ist.

58. In den vorstehenden Entwickelungen ist auch die Dar-
stellung der Perioden derjenigen Functionen von mehrern Varia-
beln enthalten, welche Jacobi in die Theorie der Abel ’schen
Transcendenten eingefithrt hat. Sind z. B. » und %' zwei Func-
tionen von %, die beziglich den Gleichungen zweiten Grades:

(z—a) (z—a') (3—a") (s3—a") (3—a!")u? — (a+£2)2 =0,
(z—a) (z3—a')(3—a") (z3—a") (z—a'V)u'* — (e + £'2)2 =0

iFe;.

k
Geniige leisten, so besitzt das Integral‘/uldz, wie wir frither g
¢

sehen haben, vier Perioden, und wir konnen ohne Verinderung
der Grenzen durch geeignete Wahl der von Z zu durchlaufenden
Integrations-Curve einen Werth dieses Integrals hervorbringen, wel-
cher einer beliebig gegebenen Grosse so nahe kommt, als es ver-
langl wird; es kann daher in der Gleichung :

/?t-, dz="v,

PR

wo ndmlich v durch beliebig kleine Stufen fortgehen kann, wih-
rend z unverindert bleibt, 2 nicht als eine Function von v be-

trachtet werden. Setzen wir hingegen:

iz |:l ‘z \z'
/-udz = j*udz =, u/*u‘a’z +j w'dz =v',
¢ o c e

T z
wo sich einerseits die Integrale /u.dz, /u’dz iber eine und die-
oS ¢ ¢
w dz
i

selbe Curve CMZ und andererseits die Integrale /11d2, j
(5

iiber eine und dieselbe Curve C'M'Z’ erstrecken; so sind z und
%' bestimmte Functionen von v und v‘, weil man hier nach dem

Abel’schen Satze*) die beiden Integrale jeder von beiden Summen

*) Der schwedische Mathematiker Abel hat im Jahre 1828
(Crelle’s Journal fir die Mathematik, Bd. IIl., S.313: Remarques sur
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zu emmem einzigen Integrale derselben Gattung vereinigen kann, zu
welchem im Allgemeinen noch eine algebraische undJogarithmische
Grosse hinzatritt,  Alsdann ist also

g=@(,v), 2'=9¢'(v,v)
zu nehmen,

Wenn wir nun die Curve CMZ zwischen den festen End-

punkten € und Z verschieben, wihrend das lnlegral‘/ud-:s die be-
[®

reits friher gefundenen Perioden p, ¢, r, s und “das Integral

-

F
/u‘ds die Perioden p’, ¢‘, r', s' besitzt, so erleiden diese Inte-

[
z "z
grale /udz, _/u'dz beziiglich Verinderungen um die Grissen
af L c

gp +hg+kr +10s, gp' +hg' +kr' 15,
wo g, h, k, U vier beliebige ganze Zahlen vorstellen, welche in
beiden Formeln dieselben 'sind, weil nimlich die Punkte A4, 4’

9

A", A" [ A" fiar beide Functionen % und w' die nimlichen sind
und  folglich auch jeder geschlossenen Curve beiderseits dieselbe
Charakteristik zugehort.

Dasselbe gilt fiir die Verschiebung der Curve C'M'Z’ zwischen

den festen: Endpunkien ¢‘, Z', und die beiden Integrale /u.a'.z,

of e

et

.
j-u’dz erleiden daher ebenfalls Verinderungen, welche beziglich

quelques propriétés générales d'une cerlaine sorle de fonclions (rans-
cendantes) die grosse Entdeckung gemacht, dass man eine Summe von
Functionen der Form

i ik i

J\_II + h’lm_*}:szzi “s .._+ _[iT”EmEi:

wo f(@) eine beliebige rationale Function von a bezeichnet und m

Y (x) =

eine beliebige ganze Zahl ist, auf die Summe einer bestimmten Anzahl
anderer Functionen derselben Form, vermehrt um einen gewissen alge-
braischen und logarithmischen Ausdruck, zuriickfiliren kann,
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durch Grossen von der Form
gp ¥ hg +kr+1Us, gp' +hq' + ket 418’

dargestellt werden. Da hier also:die Werthe' der Gréssen 'z und
%' oder, was eben so viel ist, der Functionen @ (v, v'), @'(v, v')
ungeindert bleiben, so konnen wir zu der Variabeln v die Grosse

gp+hg+kr + s
hinzufiigen, wofern gleichzeitig die Variable v’ den Zuwachs

gp' + hg' + kr' 4+ Is’
erleidet. Demnach finden folgende zwei Gleichungen statt:

@ (v+gp +hg+kr+1s, v'+gp' +hg' +kr'4i8) = @(v,v),

@' (v+gp+hg+kr +1s, v'+gp'+hg' +kr'+1ls") = ¢'(v,0).
Somit erblicken wir in den Funclionen ¢ und ¢’ den Charakter
der vierfachen Periodicitit wieder, dessen Entdeckung schon Ja-
cobi*) im Jahre 1535 gemacht hat. . Zur Kenntniss der Perioden
DAY s Bl LT as selber gelangen wir aufl folgende Weise.
Bezeichnen. A, A', 4", A", AV die aul_die Elementar-Curven
(+A), (49, (+49), (+4"") (+A417) beziiglichen Werthe des Integrals
Sudzs und 4, Ay, A, Ay, AlV, die Werthe, des ; Inlegrals
Jw'dx fir_dieselben Curven, so erhalten jene Perioden fulgende
Werthe:

p=A— 4 g TAL A, P A=AV YR AR

o' = Ay—A'y, ¢'=4,—-4", =4, - 4", s'= 4 — AlV g,
so dass wir auch hier wieder sagen konnen, die Perioden, p, ¢
r, s sind den Werthen des Integrals 2/ udz in Bezug auf die ge-
raden Verbindungslinien A4’, AA4“, A4" AAY und andererseits,
die Perioden p*, ¢, 7', s' sind den Werthen des Integrals 2 u'dz,
aul dieselben Linien bezogen, gleich.

Die vorstehende Betrachtung lasst sich sogleich auf den Fall

erweitern, wenn mehrere Functionen gleichzeitig gegebeu sind. Es

*) Crelle’s Journal, Bd 13, 8.55: De functionibus duarum
variabilium quadrupliciter periodicis, quibus theoria transcendentium

Abelianarum innililur,
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G - e ] i ] pe " -
seien namlich a. a’, a”,.... beliebige ungleiche Grossen, deren

Anzahl 2m oder 2m— 1 sein mag; ferner bezeichnen w, '

1E ey

9 _n} '1 i Lt - % . L .
#'"—% Funclionen von %, welche bezielungsweise folgenden Glei-

chungen zweiten Grades. Geniige leisten:

(2—a) (z—a') (z—a").... u> — (@ 4+ Bz +.... + e3m 2=

: )
(3—a)(@—a’)(z3—a")....u? — (&' + 35 +.... + &sm22=y

(z—a) (z—a) (z3—a") .... um=D2 —[am=D . Bm~N g 4
=l — ()

1

Setzen wir nun:

i‘H—
V/'Hrfn +A/wr£.., +‘/udﬁ- = ¥
m—2)
3 ! Zlm—2)
/-'u.'r.-'-:. -5—‘/11‘.:!2; .+ /u dz i
T e ¢ cl:m—“’]

& s - - . . g

~(m—2)

A3
j Ddx _|_j L o _:-/u[m—il:‘(‘,fz = pim—-2) -
¢! c(m—?) :

wo sich du-: Integrationen zwischen den Grenzen ¢ und z simmi-

lich iiber eine und dieselhe Curve CMZ, die zwischen den Gren-

zen ¢ und

ey |
-

genommenen auch simmltlich iiber eine und dieselbe

Curve C'M'Z', u. s.f. erstrecken; so kionnen wir z, 3 5 (m—2)

Yeaawy

als Functionen von v, v',...., v'"=2) ansehep, also schreiben

i [l vl . | e\, el = tfixlv-.'”"-,....\ ooy

z{m—--‘.‘.,’i — q-,(m 2 i'I.‘. i"‘ (m— )]s

e Ll

Stellen dann p, g¢,...., ¢ die 2m—2 Perioden des Integrals

- T
/wlz vor, ferner p/, ¢‘;..., t' die des Integrals /H.’n’::, u.s.f,, so

O B

lisst sich wie vorhin darthun, dass fir jede der Funetionen e,

¢, ...., "2 folgende Gleichung statifindet:
vtgpthg .o+ U,

G “I“|"J’P ‘]"""‘? + (it ' = @ [y, v',...,

e vin=),

l,@n -2) + gp {1 - + }“j (m—2) o e Jym—2)

Figeher , Puisenx's Uniersuchungen etc 5
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wo ¢, hy.... U beliebige ganze Zahlen bedeuten Was nun die Pe-
rioden p, ¢,...., &, p’, ¢',...., ' betrillt, so gelangen wir auf
dieselbe Art zur Kenntniss derselben, wie frither, Sind nimlich,
der obigen Bezeichnungsweise entsprechend, 4, A', A”,.... die iiber
die Elementar - Curven (4 4), (4+4°), (+4”),.... genommenen
Werthe des Integrals f?t(!z, ferner “4y , 4’;, 4";,.... die Werthe
des Integrals j'-n"drz:, aul dieselben Curven bezogen, dann A4,,,
Ay, A"y,.... die des Integrals fu"dx, u.s.f.; so dienen zur
Darstellung der Perioden folgende Grossen:
p"_: !1_14", E_g’:.ii—:i”, ol AR i A”-—Aum_‘h,

‘-Eaj’:g'll-—-;i"“ q"= Ai-—A”[,.-.., i‘-"——:‘li—rilwm'.n,

(?m—2

) i
i Al‘_'lm 2) "‘“A (2mM—2) 3 e ny
(2m—2)

P{Qm._'ﬂ) = f"‘l[?m--‘.') o Ati’_?m-—‘h: q

lgL‘.‘.ni-—‘.!) — A s B
(2m—2) @m—9) -

und folglich erscheinen die Perioden p, ¢,....¢ als die Werthe des
Integrals 2/ udx in Bezug auf die geraden Verbindungslinien 44,
AS s , AA®m—=2 die Perioden p’, ¢',. ..., t' als die Werthe des

Integrals 2 [w'dz, iber dieselben Linien ausgedehnt, u.s. f.

59. Wir verlassen jetzt das Gebiet der Gleichungen zweiten

Grades und wenden uns zu der Ermittelung der Anzahl und Werthe
k
der Perioden des 1ntegralsj-uziz fiir den Fall, dass die Function

G

# durch eine Gleichung von hoherem Grade definirt ist. Als Bei-
spiel wihlen wir die binomische Gleichung:
(z—a)(z—a’)....[z—a" V]ym— H* =0,

WO @ @'y ...., ¢V lauter ungleiche Gréssen und H ein ganzes,

durch keinen der Factoren z—a, 3—a',...., s—a® Y theilbares

Polynom von 2 bezeichnen. Bei der Berechnung der einzelnen
k

Werthe des Integrals /fu., dz konnen wir die Punkte o, %A‘, AY,....,
c

welche solchen Werthen von z entsprechen, fiir die das Polynom

H verschwindet, ganz ausser Acht lassen, weil jede der Functionen
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Uy, Uy,.... ihren Anfangswerth wieder annimmt, sobald” der Punkt
Z auf der um einen jener Punkte gezogenen Elementar-Curve einen
Umlauf gemacht hat, und alsdann die Elementar - Integrale fiir eine
solche Curve simmtlich Null sind. Es seien nun " Y e Ul )
die den Werthen a, a,...., @™ von z beziiglich entsprechenden
Punkte, welche wir der Art angeordnet ‘voraussetzen wollen, was
uns gestatlet ist, dass sich jede geschlossene Curve, deren Cha-
rakteristik
(+ 4)(+4)....[4 4-1)

ist, ohne Ueberschreitung eines der genannten Punkte mit einem
solchen Kreise zur Coincidenz bringen lisst, dessen Centrum im
Anfangspunkte der Goordinaten liegt, und welcher dieselben Punkte

simmtlich umgibt.

Der Kiirze wegen setzen wir
{ ) ! S A e ]

A—A'=p'y, A—Ay=p';,...., du—4", Dot

i

1 i A . e e m
_,ﬁ'il—-—ft I:P {3 !I:‘—.“l 2—-—,!) .1}__”.‘44”!— -‘-I, ’m____pr o

A — AP V=p=1, 4, — APV =po—D .
Jim-_."ll'HMI}:p(n I} L

m m
iberhaupt also, wenn unter ¢, r, s ganze Zahlen verstanden

werden:
(4) (r) (r) (q)
“"i - N J‘j 8 — p e P.-; :‘

ferner nehmen wir gleich eine solche Anordnung der Funetio-
nen Uy, g, ....; Uy an, dass jede derselben nach vollbrachtem
Umlauf von Z auf irgend einer der Curven (), ol Al
[+ A"-D] den Anfangswerth der folgenden erhilt, d.h. wir nehmen

2. 471, (m—1). 2,

et -

Up=¢ ™ Uy, Ug=F¢ Eu; jeavey Up=€ b Uy ,
wo auch jede dieser Functionen den Anfangswerth der vorher-
gehenden erhilt, sobald der Punkt Z auf einer der Curven (—4),
(—A).ecco. [—A®D] einmal herumgefihet ist, d.h. es gelten
die Gleichungen :

8 *
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(o) (a) (o) (6) L) (o]
A_] — '_.’1;“ N A.—Q:—,’ll v A_s:_“l2 EEREER]
(o) \o)
A_m = —Ap—;
*k
endlich seien vy, vs,.... , vm die Werthe der Intﬂgra!.e/uldz,
&
~ k
/u,dz,,..., /umdz, welche einer bestimmien Curve CMK ent-
af 0 g
entsprechen.

Die gegenwartig zn behandelnde Aufgabe besteht nun darin,
k

alle moglichen Werthe des Integrals /uids darch allgemeine Aus-
4

w

driicke darzustellen, wenn sich die Integration iber Curven jeder
Art erstreckt.

Sobald die Charakteristik einer Integrations-Curve CLK ge-
geben ist, unterliegt es keinen Schwierigkeiten, den entsprechen-
den Werth des Integrals zu ermitleln; denn jeder Term
[+ A@] der Charakteristik hat m dem Ausdrucke des Integrals
seinen correspondirenden Term von der Form + A(;’)} jeder Term
[—A@| der Charakteristik seinen correspondirenden Term von
der Form —..-1?”, und idberdiess ist dem letzten Term CMK der
Charakteristik ein Term des Integrals, elwa v,, zugeordnet, wo
dann die Indices f und g als ganze posilive Zahlen folgendermas-
sen bestimmt sind: 1) je nachdem der erste Term des Integrals
mit dem Plus- oder Minuszeichen versehen ist, besitzt derselbe
den Index | oder m; 2) gehort zwei auf einander folgenden Ter-
men das Pluszeichen an, so iibersteigt der Index des zweiten Terms
den des ersten um Eins; 3) dahingegen iibersteigt der Index des ersten
Terms den des zweiten um Eins, falls beide Terme mit dem Minuszei-
chen erscheinen®); 4) endlich sind die Indices beider Terme ein-
ander gleich, wenn die Vorzeichen derselben entgegengeselzt sind.

*) Es versteht sich hier von selbst, dass man statt den Index m
um Eins zu vergrossern, dafiir 1 selbst nehmen muss, wahrend statt

einer Verkleinerung des Indes 1 um Eins dafiir m eintritt,
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Wir wollen der Deutlichkeit wegen von der Annahme aus-
gehen, dass die Anzahl der positiven Terme der Charakteristik fir
die Curve CLK grosser sei, als die der negativen, alsdann gilt

: 3
dasselbe auch fir den Ausdruck des Integrals /uldz selbst. Zer-

o0
Jegen wir nun diesen Ausdruck von links nach rechts der Art,
dass in jedem der abgesonderten Theile die Anzahl der positiven
Terme die der negativen um m Einheiten ubersteigt, nur den
letzlen Theil ausgenommen, wo der Unterschied dieser beiden Zah-
len kleiner sein kann, als m ist; so hat irgend einer jener Theile
mit Ausnahme des letzten einen Werth, welcher durch Addition

der Summe

A+ A4y +.... + 4y 5 (\“
zu einer gewissen Anzahl von Differenzen der Form A,;—A,-Jnr'—
halten wird. Weil nun aber die Gleichung

UgFUs + oon. +UR= 01

folgende nach sich zieht:

Ayt s +.... 1+ An =20,
so reducirt sich der betrachtete Theil auf eine Summe von solchen

(s) (s)
Differenzen 4,— A, und kann mithin durch die Formel

w = lp's +p"% + ..o+ 170D
-]r‘ lﬂzp{rz + EMEPHQ +.... + IE‘,_”'_U pga-—lj
S
(n—1) (n—=1)
i i
+ rmP m+d mTJ”m + ...+ Im Pm
dargestellt werden, wo die Buchstaben Iy, I"y,...., st d
lauter ganze positive oder negative Zahlen von gaunz beliebigem
Werthe, selbst Null nicht ausgeschlossen, bezeichnen. Ganz ent-
sprechende Ausdriicke gelten natiirlich fiir die tbrigen Theile des
“k
Integrals /-ulrfz mit Ausschluss des letzten, welcher, wie sich ohne

& !

Weileres ergibt, bis auf eine Grisse der Form von w, immer einen

der folgenden Werthe besitzt:
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Vg,

A; + vy,

Ay + Ay A+ vy,

4 + 45 + 45 4 vy,

-‘11 + ,‘]2 + TS 1 Am-—l + Um-
oy

Somit sind alle moglichen Werthe des Integrals f?!,dz' fiir alle

Arten von Integrations-Curven zwischen € und K in folgenden m
Formeln enthalten:

W+ vy,

w4y + vy,

w + Ay + 4y + 3,

w 4+ .I] + r‘lz 4+ ....+ :"Im—1 + Vi -
Wir gingen zwar von der Annahme aus, dass die Zahl der posi-
tiven Terme in dem Ausdrucke des Integrals, welches sich tber
die Curve CULK erstreckle, grosser als die der mnegativen sei; es
lasst sich indessen der entgegengeselzte Fall auf jenen zurickfiih-
ren, wenn man bedenkt, dass zu dem in Rede stehenden Aus-
drucke die Grisse 4, + 43 4 .... + 4,,, die gleich Null ist, belie-
big vielmal hinzugefigt werden kann, und so gelangt man auch

hier wieder zu den nimlichen Resultaten.

Die vorstehende Untersuchung lisst also deutlich erkennen,

dags “dis" Grossen Py, P, cn o n. PV Dogeies POy

(n—1) sk
D dess D lauter Perioden des Integrals /-aqdz sind., und zu-
o C

gleich noch, dass jede andere Periode desselben aus jenen zusam-
mengeselzt ist; man wird daher durch Addition beliebiger ganzen
Vielfachen dieser Perioden zu m passend gewihlten Werthen des

Ill:.
Integrals /u,ri-:. jeden der unendlich vielen Werthe desselben er-

langen.

Wir wollen, um den Werth einer Periode zu erhalten, die
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bestimmte Periode pr=A— A= Ar 4 A'_ 449y ins Auge fassen.
Zuniichst ist dieselbe offenbar gleich dem Werthe des Integrals
fudz, iiber die geschlossene Curve (4 4)(— 4’) ausgedehnt, und
ausserdem, weil die Function u; nach einem Umlauf von Z aul
dieser Curve ihren Anfangswerth wieder annimmt, von der Lage
des Punktes € unabhiingig (Nr.11). Da wir aber die Curve (+ 4)
(—A4") mit einer Zusammensetzang aus der Curve D'HD (Fig. 23),
der unendlich kleinen geschlossenen Curve DFED (im directen
Sinne genommen), der Curve DHD' (im umgekehrten Sinne ge-
nommen) und schliesslich der unendlich kleinen geschlossenen
Curve D'F'E'D' ohne Ueberschreitung eines der Punkte 4, 4°, 4”,. ...
zur Coincidenz bringen kénnen, so wird unsere Periode p’r auch
den Werth des Integrals [wdz mit Zugrundelegung dieser zusam-
mengesetzlen Integrations-Curve besilzen. Beachten wir nun, dass
das Product (z—a)u; fir 3 = a und das Product (z—a')uy lir
s=a' verschwinden, so haben die iiber die unendlich kleinen Cur-
ven DEFD und D'F'E'D’ ausgedehnten Theile des Integrals, wie
es uns schon in Nr. 50 begegnete, beide Null zur Grenze, und so-
mit erscheint p’s als die Grenze von der Summe der iber die Cur-
ven D'HD, DHD' fortgefiihrten Theile des Integrals, so dass wir
auch sagen konnen, die Periode p’; hat den Werth des Integrals

S (r—upgy)dz in Bezug auf die Curve 4'HA.

Dasselbe, was hier die Periode p’y betraf, gilt eben so auch
fir jede andere, und es ergibt sich daher, dass die Werthe der
Integrale f('u,—ng)dz, f{’uz—- U )AS 5 eunily .['l'_?fm— uy)dz  die Pe-
rioden selbst sind, indem sich die Integrationen iiber die geraden

Verbindungslinien A4’, A4“,...., 44"~V ersirecken.

(n—1) :
Zwischen den m(n—1) Grossen p’; , p”y ,.... , Pm , linden eine

Anzahl direct aufzuweisende Beziehungen statt. Da namlich, wie
bereits erwahnt ist,

g+ v oo + =20
ist, so hat man die Gleichungen:




— 120 =

A’ + 1—12""‘ caa e +f.tm = l},
A A+ o A =0,

(n—1)
-1) (n—1) —
AN AN L e A 0,
oder:
i
P‘: —Hﬂfz + ..4. +Pm = U.-
piflrl +pa‘a‘2 +.--- +P“rn e U : I
(n—1)
(n—1 (n=1 _ 42
pf] }‘I'P-_;I }+""+Pm =0,
woraus eben hervorgeht, dass sich jede der n — 1 Perioden p'n,
n—1}) : : - .
T durch die mit entgegengesetztem Yorzeichen ge-

nommene Summe von m — | andern ausdriicken lisst, dass al-o

die Anzahl der selbststindigen Perioden eine  Reduction auf

m—1)(n—1) erleidet.
Beriicksichtigen wir nun, dass die Perioden

dem Werthe nach beziiglich mit den Integralen

Sy —up)dz, Sy —ug)ds,...., [(um—uy)dz
iibereinstimmen, wo die Integrationen iiber eine und dieselbe yom
Punkte 4’ nach dem Punkte 4 gehende gerade Linie fortzufithren

sind, und dass tberdiess folgende Gleichungen stattfinden:

‘_3-;!!. dn, (m—1) . 27,

Up="e "y, =1 M . Uy=0e i Ry ;
s0 ergeben sich fir die Perioden

PIi ’ Pr:n---.- P m
folgende Werthe: '

SR 2% 27
(l=¢ -m }f—ul ds, ¢ ™ (l—e ™ fil_/’-u,dz,
LT 2@, (m—1).2n, 27,
e Pi(l—e S )fue . 0 o 00 (I—=e ™ fuds,

wo sich die Integrale {iber eine und dieselbe grade Linie 4’4 er-

strecken, und somit ist:
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In _dm, _m—1) .2,

i L

" A e / e ) i = i
pa=e "p,Pa=¢e ™ Pys.m., Pm =2 o p'y-

Fir die ibrigen Perioden finden wir ganz dhnlich die Relationen:

2, _4n, (m—I1). 27,

e =2
') / i/
Py Mapts, wige=e T PG Pa=e W P

3 = . . . " L . . . &

PS;_” =e m .D{l” 1 : Pg;_n — e ™M p-;!n.—h"____ i
(m—1).2m,
e m m—1)
P(n = p 'P" .
m 1
aus welchen wiederum nur die vorhin aufgestelllen Gleichungen

Pi+p2 e+ Pn=0,

'y + Pt +p =0,
und keine neuen zu eninehmen sind, in denen sich eine fernere
Verminderung der Anzahl selbststindiger Perioden ausspréche.
Nehmen wir den speciellen Fall an, dass die Anzahl » der Gros-
sen a,a’,a’,.... einem Vielfachen von m gleich ist, so erhill jede
der Functionen w,, #s,...., %y, nach einem Umlauf von Z auf
einer die Punkte 4, A4’, 4”,.... sammilich umgebenden geschlos-
senen_Curve wieder ihren Anfangswerth, und es bietet sich dann

die in Nr.47 gemachte Bemerkung fir jede der Functionen dar.

Bezeichnel namlich 4 den Coefficienten von — in der nach den ab-

steigenden Potenzen von z fortschreitenden Entwickelung des Bruchs
H

VE—a)a—a). ... f—a® ]’
so ergeben sich die Gleichungen:
A + A’y +A”3 +.... + A=Y — i)

m
(n—1) _ iy
Ag + g+ A% +uoo+ 4, = 2mide ™
4.
(n—1) L

A4 A4 %0+ 4,

= 2mile ™ |
(n—1) (m—1). 23'?!

f'j‘l]‘l.+ Atl + o ”2 + LN +Aﬂl—1 — 2%1.16_ = 4




el

und demnach ist
Patp s+p’e + .o p) = 2mil,
m

27
1 i (n—1) | _Tr
Pat+p s p"s +....+p, =—2mile ;
(n—1) 2 2%
piq ‘l"Puﬁ g pmﬂ L Py = — Qsile M
(n-1) M=) 9
_E'ij ‘+'p“g “I‘Pm;; qr ol g == 27tile i -

Die Anzahl m dieser Gleichungen wird nun vermége der schon
frither aufgestellten Relationen zwischen den Perioden aufl m— 1
wesentlich verschiedene reducirt, und wir finden auch in der That,
dass das Resullat der Addition aller Gleichungen 0 =0 ist. Wenn
ausserdem der Coefficient” 4 gleich Null ist, so lassen sich m—- |
Perioden durch eben so viele mil enlgegengesetzten Vorzei-
chen genommene Summen mehrerer anderer ausdriicken, also die
(m—1) (n—1) selbststindigen Perioden auf (im— 1) (n— 2) reduciren,

emn Umstand, welcher in dem speciellen Falle eintritt, wenn der Grad

: : : n :
des Polynoms H kleiner als die ganze Zahl — — | ist.
m

Wir kénnen leicht ermitteln, welche Perioden in diesen ver-
schiedenen Fillen als selbststindige” aufireten, Wenn sich nim-
lich n durch m theilen lisst, oder wenn 4, falls n einem Viel-

fachen von m gleich ist, einen beliehigen Werth besitzl, so fallen

die Perioden p',, p”y, p"s,.... fort, da die Gleichungen :
Pm=—py — R
i}Hl =3 P”z“ﬁ”s— ,'P”-a -S4
p=— p

S i i T
zur Gellung kommen, wihrend die (m—1)(n—1) zuriickbleiben-
den iuberhaupt selbststindig sind. Nehmen wir hingegen an, dass
n durch m theilbar und zugleich 4 Null ist, so finden zwischen
diesen zuriickgebliebenen Perioden folgende m—1 Gleichungen

slail;
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P's +p" '|'?5m3 o R T p[-”—“: 0,

m—1

pfz +P”a -l"P,”-!. + P ‘E‘ P::_-” e 0 3
P 3+I’”4 '{'I'}m.'s oo + Pr‘lﬂ' D=0,

m—-l I P m + ?3"” i p(:l_.]{l = 0’
woraus folgt:
et il miid n—1})
1} = sea L]
P =—p"—p" poil,
/i =1
]’)[:z 551 _p : pu-‘l‘ —_— s p};‘: 1) 2

'] daf { e
pi:i:_Pa‘___p.ls_.”” __p.,Iﬂ ”.,

/ {p—
p'm-—] il pum___ ?].ruj HEasi0 L, p..u .H :
m -

3
und mithin fallen noch die Perioden p', p's,...., p'mo fort.

Im allgemeinen Falle, wo (m—I1) (n—1) die Anzahl der selbsl-
g

stindigen Perioden ist, werden diese also folgendes System bilden :
Prla Pze ;"}‘31-----. P“m 33 ;“Hm-'h ?fm—‘l:
_P”g-. P“g- P”; yaoasy P”-m.—‘!- Pm=1s P''m
[}I‘.fij P“'rg-, P“;.; yeaney p;”m—?\ }U“Jm -1 p-‘”mn
P“lfl ’ P“;‘,'.'.a ?:'Iv:a-----: P”!m- 2 p”}m ~1's )U”rm N
‘Jﬂ'i-
oder, wenn wir mit @ die Exponentialgrisse e ™ bezeichnen:

Vi 0P 1O 5 eneni Ny Mcdp

i

™M -‘3P "

WP“ . ﬁ)jp“ ! {'):{}“”1:----1 (o™ -H_pu] fUm*?‘P“]: m.lra-—lpuj }

T uJ

. 25l Bqdidi b P ~ = Mm—T1qs0dd
N DRREROS sty L R i Ty v ianty okt
pf‘;ri ; (”_P“;i ; ru'p'”:j ¥ aads (F)}Ii.—-:i}qul ; {UTIE -_}J”,"i .'['Jm_lj.}”-] :

" . - . ™ * & = &

Um nun fiir den Fall, dass die Zahl n durch m theilbar und
zugleich der Coefficient 4 Null ist, die (m—1) (n—2) selbststan-
digen Perioden zu erbalten, brauchen wir nur die erste Horizontal-
rethe des einen oder andern der beiden vorstehenden Systeme zu
streichen, und es bleiben dann folgende Perioden zuriick:

“—’p“l ! w‘.'.ph‘i - w:{p“l Ly g _deli M2y p “i ; l_ruiri-—]p”l 2

P“.llv W pUa‘ , PJH v [”311—33}.134'11 (Um— Ph: ; wm—]pﬁil‘
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p¥ , wpl¥, , @3pl¥y,...., @™=3plVy . WP plly s o =1plV,
P;’}n—!;_ mp'fhn—i}_ wﬂpilﬂ | iy W oM 'ij-,?{ ——l!T M -'1Pi]1i—'l)_
it—1yn—1)
O T P T A
60. Zum Schlusse mag noch die Untersuchung der Glei-

chung dritlen Grades .
w—u+z=20

Platz finden. Bezeichnen uy, uy, ug die drei dieser Gleichung ge-
niigenden Functionen, deren Anfangswerthe fir z = 0 beziiglich
0, +1 und — 1 sind, so werden, wie wir in Nr. 32 gesehen ha-
ben, die erste und zweite derselben gleiche Werthe annehmen. so-
bald der Punkt Z vom Anfangspunkte O aus nach dem z:—i—g%
entsprechenden Punkle A gelangt, und zwar aul dem. geradlinigen
Wege OA; ferner erhalten die erste und dritle Function gleiche
Werthe, wenn der Punkt Z vom Anfangspunkte aus tiber die ge-
rade Linie 04’ bis zu dem z = — 'Hi’i’r entsprechenden Punkte 4’
fortgegangen ist. Ausser den Punkten A4 und 4’ gibt es jedoch
keinen, welcher vielfachen Wurzeln der gegebenen Gleichung ent-
spriche. Wir wollen nun, was einer.{rithern Auseinanderselzung
zufolge erlaubt ist, die Elementar-Curven (4) und (4) mit den ge-

raden Linien 04, 04’ allmilig zur Coincidenz bringen und dann

k b I
mit vy, vy, vy die Werthe der Integrale /u‘ dz , /-ugd-:.:, /'uadg
i e a & 0 - 0
fiir eine bestimmte Integrations-Curve OMK bezeichnen. Zunichst
-k
ist die Frage zu beantworten, welche Werthe das Integral /u.jriz
0

itherhaupt - annehmen kann, wenn die Bewegung des l‘utnig:,eg VA
von € bis K auf Curven jeder Art geschieht.

In Nr.32 wurde gezeigt, dass die Wurzeln u; und w, nach
einem Umlauf von Z auf der Curve (4) ihre Anfangswerthe aus-
tauschen, wihrend gleichzeitig u, den eignen Anfangswerth wieder
annimmt; demnach erhilt auch die Function w; 4 w, ihren An-
fangswerth. wieder, so dass die Integrale fu dz und [, + uy)dz,
iiber die Curve (- 4) ausgedehnt, keine Verinderung erleideu,

wenn namlich vorausgesetzt wird, dass sich diese Curve auf eine
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unendlich kleine geschlossene Curve um den Punkt A reduciren
lisst. Da nun die Functionen u; und u,-u, in diesem Punkte
endliche Werthe behalten, so ist nach Nr.46:
A=V, 4 +4;=0;
und weil die Integrale 4;, 4—s aus paarweise gleichen, aber ent-
gegengesetzten Elementen bestehen, eben so auch die beiden Inte-
grale A;, A_pund desgleichen die Integrale 4,, A_y, so ist ferner:
Az =A_3=10, 4, =—dy= 4 y=—4d_q.

Andererseits gelten die Gleichungen:

A=y Y =A== =— K 5.

Da wir demnach das Vorzeichen eines beliebigen Terms der
Charakteristik indern konnen, ohne eine Verinderung des Werths
des gesuchten Integrals dadurch ~hervorzurufen, so brauchen wir
dieses Vorzeichen nicht besonders zu setzen. Beachlen wir ferner,
dass jede der Functionen w,, us, u; nach einem Umlauf von Z
auf der Curve (4) (4) ihren Anfangswerth wieder annimmt, und
dass die Integrale f-u.ldz, f-ugd:._ Juadz, iber diese Curve fort-
gefiihrt, den vorstehenden Relationen gemiss gleich Null sind; so
ist es erlaubt. falls in der Charakteristik einer von Z zu durch-
laufenden Curve die beiden Terme (4)(d4) auf einander folgend
vorkommen sollten, diese zu unterdriicken. Dieselbe Betrachtung
gilt auch fiir die beiden etwa auf einander folgenden Terme (4) (4'),
und wir sind daher berechtigt, gleich im Voraus anzunehmen, dass
in je zwei auf einander folgenden Termen der Charakteristik der
Curve OLK die Buchstaben 4 und A4’ beide vorkommen.

So werden die drei ersten Terme eine der beiden folgenden
Zusammensetzungen bilden miissen:

(4) (49 (4), (4% (4)(4).
Was nun zum Beispiel die Function w, betriflt, so nimmt dieselbe
nach einem Umlauf des Punktes Z auf einer geschlossenen Curve,
welche durch eine dieser Zusammensetzungen reprasentirt ist, ithren
Anfangswerth wieder an, und andererseits ist das Integral fu.ldﬂ:-
fiir diese Curve gleich Null. Es folgt hieraus, dass wir zunichst

die drei ersten Terme der Charakteristik der Curve ‘OLK unbe-
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k

schadet des Integrals /uiu’.z streichen diirfen; aus denselben Griin-
0

den ist dies auch mEL den drei folgenden Termen gestattet, u. s.f,,
so dass schliesslich die Charakteristik auf eine der folgenden For-
men zuriickgefihrt wird:
+OMK, (A)+ OMK, (A')+OMK, (4)(4') + OMK, (A")(4)+OMK,
und dann das Integral in Bezug hierauf folgende Werthe erhilt:
vy, Ay vy, AiFvg, 4y+ve, A+,

Weil aber die gegebeue Gleichung dadurch, dass wir @ in —u
und zugleich z in — = verwandeln, keine Aenderung erleidet, so
ergibt sich ohne Weiteres A'y=4,, demmach besitzt das in Rede
stehende Integral, welche Gestalt iibrigens die Curve OLK auch er-
halten mag, nur drei wesentlich verschiedene Werthe, die sich fol-
gendermassen darstellen lassen :

Vi, 4y 4vy, 4y +vs. ]

" K

Da also die Anzahl der Werthe des Integrals /w,lrlz eine begrenzte
S o0

ist, so schwindet fiir das eben behandelte Beispiel eme Untersu-

chung der Perioden von selbst.

*k
Ueberhaupt ist das Integral fudz immer nur auf eine be-
o ¢

grenzte Anzahl von Werthen beschrinkt und deshalb nicht perio-

disch, sobald die zwischen u und z stattfindende Gleichung die Form
[u) =2z

hat, worin f(u) ein ganzes Polynom von u bezeichnel, welches

nicht unmittelbar von = abhiingt. Selzt man ndmlich
/m{z =17,

]
so hat man: 7
dv=udz = uf'(u)du,

v=fuf(w)du = F(u) ,

woraus folgt, dass das ganze Polynom v = F(u) fiir jeden Werth von =

mithin;

eben so viel Werthe besitzt als u, wihrend andererseits die Anzahl der
Werthe von » nach Massgabe der algebraischen Gleichung

fw) =2

eine begrenzte isL.




	Seite 74
	Seite 75
	Seite 76
	Seite 77
	Seite 78
	Seite 79
	Seite 80
	Seite 81
	Seite 82
	Seite 83
	Seite 84
	Seite 85
	Seite 86
	Seite 87
	Seite 88
	Seite 89
	Seite 90
	Seite 91
	Seite 92
	Seite 93
	Seite 94
	Seite 95
	Seite 96
	Seite 97
	Seite 98
	Seite 99
	Seite 100
	Seite 101
	Seite 102
	Seite 103
	Seite 104
	Seite 105
	Seite 106
	Seite 107
	Seite 108
	Seite 109
	Seite 110
	Seite 111
	Seite 112
	Seite 113
	Seite 114
	Seite 115
	Seite 116
	Seite 117
	Seite 118
	Seite 119
	Seite 120
	Seite 121
	Seite 122
	Seite 123
	Seite 124
	Seite 125
	Seite 126

