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Aus der vorstehenden Darlegung geht klar hervor, dass man
die zur Vollfihrung eines Umlaufs von Z dienenden geschlossenen
Curven immer so wihlen kann, dass die Function u, am Ende
die Anfangswerthe aller iibrigen Funclionen erhilt, wofern nur

die Gleichung
2 =0,

welcher diese Functionen w, g,...., un von z Geniige leisten
irreductibel ist. Wir konnen somit geradezu aussprechen, (lasa:
eine algebraische Function, welche durch eine irreductible Gleichung
mten Grades definirt ist, fir jeden Werth von z gerade m Werthe
annimmt, wobei aber alle diejenigen isolirten Werthe von =z, fiir
welche die Gleichung vielfache Wurzeln besitzt, ausgeschlossen
bleiben.

Anders muss es sich freilich verhalten, wenn die Gleichung
nicht irreductibel ist. Angenommen, das Polynom f(u,z) zerfiele
in zwel polynomische Factoren ¢ (u z) und ¥ (w,2z), welche keinen
Factor gemeinschaftlich haben, so wiirden sich die Functionen u,,
Bayisin , Uy in zwel Klassen sondern, von denen eine aus solchen
Functionen besteht, die der Gleichung

P (u,z) =0
geniigen, wihrend die Functionen der andern Klasse in der Gleichun
Y (u,z) =0

enthalten sind; alsdann wiirden die Functionen jeder Klasse ihre

(ag
=]

Werthe nur unter sich vertauschen, mithin konnte jede der Func-
tionen w;, Mg,...., %, nur eine solche Anzahl von Werthen an-
nehmen, die den Grad eines der Polynome ¢ (u,3), ¥ (%,2) in Be-
zug auf u nicht tbersteigt, folglich kleiner als m ist.

Auch die Umkehrung dieser Behauptung findet allgemein

statl, dass namlich eine algebraische Function von z, welche m
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Werthe fir jeden Werth von = besitzl, einer irreductibeln Gleichung
vom Grade m geniigen muss; weil anderenfalls, wenn diese Fune-
tion einer irreductibeln Gleichung von héherem oder niedrigerem
Grade n zugehorte, dieselbe m Werthe besitzen wiirde, wihrend
diese Anzahl der Vorausselzung gemiss m sein sollte. Fiir den
besondern Fall, dass die Function stets einwerthig ist, haben wir
bereits f[rither den rationalen Charakter derselben erkannt.

Wir wollen jetzt untersuchen, ob eine algebraische Gleichung
zwischen zwei Variabeln:

fCuz)= 0,

deren reelle oder imaginire Coefficicnten numerisch gegeben sind,
irreductibel ist, oder nicht.*)

Zunichst sondern wir diejenigen Werthe von 2 ab, fiir wel-
che die gegebene Gleichung vielfache oder unendlich grosse Wur-
zeln hat; dieselben werden sich niimlich als die Wurzeln einer

Gleichung
» 1z =40

in_begrenzier Anzahl darstellen lassen, etwa die Werthe a,a’,
Gl e besitzen und gewissen Punken 4, 4, 4”,.... entsprechen.
Bezeichnen wir nun mit ¢ einen willkiirlich angenommenen, jedoch
von den Grossen @, @', a',.... verschiedenen Werth von 2 und
mit € den entsprechenden Punkt, so dass also die Gleichung
flu,c) =0

m durchweg ungleiche Wurzeln b,, by,..... by liefern wird, wel-
che wir als die verschiedenen Anfangswerthe der m Functionen
Uy y Mg ysenns Uy einfithren wollen; legen wir dann durch den Punkt
C geschlossene Curven der Art, dass jede nur einen der Punkte

A, A", A ... umgibt, wihrend alle iibrigen Punkte ausserhalb der-

*) Es bleibt hier der Fall ;1113§_:!‘5.~s¢:'f|lf_r.~::4r‘.n_. wo diese Gleichung
vielfache Wurzeln hat, welche Werthe z auch erhalten mag; nach der
]leliaimtqu Theorie von 'den gleichen Wurzeln wiirde dieselbe in sol-
chem Falle eine Zusammenselzung aus mehrern andern Gleichungen sein.
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selben bleiben, und bezeichnen mit (4) die um den Punkt 4 be-
schriebene Curve, mit (4') die um den Punkt 4’ gezegene, u.s. Lk
so lasst sich nach den schon (riher in Nr.28-—31 angestellten
Jetrachtungen fiir jede dieser Elementar-Curven diejenige Func-
tion wp allgemein ermitteln, deren Anfangswerth &, nach einem
Umlauf des Punktes Z einer Function «; zukommt. Wellte man z.B.
untersuchen, welche Functionen es sind, deren Anfangswerthe die
Function w,; tberhaupt annehmen kenn, so wiirde sich ergeben,
dass znnichst diese die Anfangswerthe einer gewissen Anzahl an-
derer Functionen #,, %p,...., % annimmt, sobald der Punkt Z
auf je einer Elementar-Curve herumgefithrt ist; dass dann wieder
jede der Functionen w,, wp,...., %, nach den Umliofen von Z
auf  je einer Elementar-Curve die Anfangswerthe gewisser Func-
tionen erhalten wiirde, die' nun entweder unter den bis jetzt in
Betracht gekommenen schon begriffen sind, oder nicht. Im letz-
tern Falle seien #u, %y ,...., # die neu hinzutretenden Functio-
nen, deren jede wiederum nach den Umldufen von Z auf je einer
Elementar-Curve entweder die Anfangswerthe bereits gefundener
Functionen annehmen wiirde, oder ausserdem die Anfangswerthe
von neuen Functionen 1, , Up'ryeises Upry WS Schliesslich wiirde
man nach einer gewissen Reilhie derartiger Partial-Untersuchungen
nothwendig irgend welchen der bisher ermittelten Functionen wie-
der begegnen missen, und somit finden, dass wuy, s, up,....,
Ury Up'y Upyeunny Uy, Uy ... alle verschiedenen Funetionen sind,
deren Anfangswerthe die Funcltion w, {iberhaupt annehmen kann.
Nun sind zwei Fille moglich, 1) dass die Anzahl dieser Functio-
nen gleich m ist, also ihre Gesammtheit geradezu mit der der
Functionen g, 4y, ....., %, ubereinstimmt: alsdann gibt es m
Werthe der Function w%,, und die Gleichung
flu,z),= 0

ist. gewiss irreductibel; 2) dass die Anzahl g dieser Functionen
klemer als m 1st: alsdann ergeben sich nur g Werthe der Func-

lion u,, und diese gehdrt einer irreductibeln Gleichung pten Gra-
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des an, d.h. die gegebene Gleichung ist in diesem Falle nicht ir-

reductibel,

Die u Functionen, deren Anfangswerthe die Function w, an-
nimmt, welche hier mit w,, u,,...., uu bezeichuet werden ma-
gen, vertauschen nimlich ihre Werthe nur unter sich; ferner wird
es eine gewisse Anzahl » unter den iibrig bleibenden Wurzeln der
Gleichung

[(u,z) =0
geben, deren Anfangswerthe eine nach Belieben gewiihlte Function
unter diesen annimmt, welche wir mit Uity Wi 5i00ny Uugy be-
zeichnen wollen. Sollten noch iberdiess Wurzeln zuriickbleiben, so
wiirden wir auf dhnliche Weise zu einer nenen Klasse von ¢ Funec-
tionen gelangen, die ebenfalls ihre Werthe nur unter sich vertau-
schen, u.s.f., bis die ganze Reihe der Functionen u, By carin s Mik
erschopft ist. Hiermit sind dann aus der gegebenen Gleichung
[u,z) =10
so viel irreductible Gleichungen gewonnen, als Klassen gebildel
wurden, und zwar geben die Zahlen wu, », ¢ die Grade der-
selben an.

Wir haben also ein Verfahren erzielt, mittelst dessen sich so-
wol erkennen lisst, ob eine Gleichung zwischen zwei Variabeln ir-
reductibel ist, als auch, wenn diese Eigenschaft nicht vorgefunden
wird, die Grade der abgesonderten irreductibeln Gleichungen er-
geben. Auch konnen leicht diejenigen ganzen Functionen von z
aufgestellt werden, welche den verschiedenen Potenzen von w in
diesen Gleichungen als Coefficienten dienen: wir wollen indessen
hierauf nicht niher eingehen.

Es verdient bemerkt zu werdén, dass die Kenntniss der ge-
nauen Werthe der Wurzeln a, o', @”,.... der Gleichung

pz)=0
fir die Anwendung keineswegs erforderlich ist, vielmehr geniigt
s, nur um jeden der entsprechenden Punkle 4, A’, 4”,.... eine

Curve zu beschreiben, die alle iibrigen Punkte ausschliesst; diese
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Trennung lisst sich aber mit Hilfe des schonen Satzes von Cauchy
itber die Anzahl der von einer Curve eingeschlossenen imagindren
Wurzeln immer bewerkstelligen. *
Beispielsweise hetrachten wir folgende Gleichung:
ut—u+t+z=0,

welche beiliufig in die Gleichung fiir die Dreitheilung des Winkels

*) Der Satz kann leicht folgendermassen hergeleitet werden,
Wenn 91, Y2s-eees ¥m die m Wurzeln der Gleichung
@(z)=10
bezeichnen, welchen die Punkte Iy, I,...., Iy entsprechen, so
lisst sich diese in der Form:
p(R)=cGG—p )P G—p)....(6— ym)'=10

darstellen, woraus wir direct erhalten:

P'(s) P q s

= - + - e ey

€ ) S ¢ 2= x ¥'m
und alsdann den Werth des Integrals
" )
(= )

fiir eine gewisse ;;est'hluxsum! Grenzcurve ohne Doppelpunkte, aul der
wir den z entsprechenden Punki Z um die etwa eingeschlossenen
Punkte I' herumfithren, in der Gestalt:

(p4g+ e+ 8) 27
Gleichzeitig, durchliuft der w— @ (z) zugehdorige Punkt U eine andere

geschlossene Curve, iiber welche das Integral

/‘du
L L u

ausgedehnt den Werth 2ngri erhilt, wo n die Anzahl der Umliufe um
den Anfangspunkt der Coordinaten bedeutet; folglich ist:
P+ g+t e=mn,

d.h. die Anzahl :Iu' vielfa n,}:(,n und einfachen Wurzeln
der Gleichuug ¢(z) == welche innerhalb einer Grenz-
curve von Z liegen, is L gl eich der Anzahl der Umliule
des Punktes U um den Anfangspunkt der Goordinaten,
wihrend der Punkt Z die geschlossene Grenzcurve

durchlauft.
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21
und « durch - J er-

2%
3y3 V3

setzt. Die beiden Werthe von z; fiir welche dieselbe gleiche Wur-

ibergeht, wenn man darin z durch —

zeln liefert, sind:

b2 By .o 2

i e
Bezeichnen wir mit 4, A’ die beiden ihnen entsprechenden Punkte
und mit u,, u,, uy, die drei der gegebenen Gleichung geniigenden
Functionen, deren Anfangswerthe fir 2= 0 beziglich 0, 4 1 und
— | sind, so finden wir nach Nr. 32 ohne Miihe, dass die Func-
tion #; nach einem Umlauf von Z auf der Curve (4) den Anfangs-
werth von u, und nach einem Umlaul von Z auf der Curve (4
den Anfangswerth von wg erhilt, mithin drei Werthe annimmi,
und dass folglich die Gleichung
wW—utz=10

irreductibel ist, was sich iibrigens sofort ergibt, wenn man hierin

% als eine Function von u betrachiet.
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