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642 66. Die Beziehungen zur Elastizititstheorie.

Belastung P =1t in 3. Das Ergebnis ist:
Pg,a=0841t, Py,=0250¢, Py, =—0031t, P;,=—0063t¢t.
Das Biegungsmoment im Randtriger wird
My goor = 3,916 mt.
Bei der Annahme [;; = oo wird nach (908)
Py ., =070t, Py = 0401t, Py o=D010¢, Py a=—026%,
My gowo = 3,68 mt.

EinfluB{lidchen. Entwicklu

1g nach S. 639 (Abb. 620).
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V1. Die Flachentragwerke.

66. Die Beziehungen zur Elastizitatstheorie.

ler

Die einfache Beherrschung des Spannungs- und Verschiebungszustandes
biegungssteifen Stibe und Triger hat wesentlich dazu beigetragen, die Uberbauten
der Briicken und die Geriiste der Hochbanten als Stab- oder Fachwerke auszubilden.
Wihrend jedoch im Stahlbau die Formiinderung des Haupttragwerks von den
sekundiren, zur unmittelbaren Lastaufnahme bestimmten Bauteilen nahezu unab-
7. ist, sind diese im Eisenbetonbau in der Regel mit dem Haupttragwerk

gen verbunden, so dall zusammenhiingende elastische Gebilde entstehen, deren

Ji_'l

Verschiebungszustand sich wesentlich von demjenigen des freien Haupttragwerks
unterscheidet. Auf diese Weise sind in der jiingsten Vergangenheit, begiinstigt
durch den Fortsehritt der theoretischen und physikalischen Erkenntnis, auch
Flichentragwerke entwickelt worden. Die Trigerroste wurden zu Platten und
Pilzdecken, die ebenen Stab- und Fachwerke zu Scheiben, die Rippenkuppeln
und I'lechtwerke zu Schalen.

Der Festigkeitsnachweis dieser elastischen Gebilde ist seit Jahrzehnten durch
wissenschaftliche Arbeiten iiber Elastizititstheorie vorbereitet worden, so dafl sich
die Baustatik auf zahlreiche bekannte Ergebnisse zu stiitzen vermag. Trotzdem
bercitet der FFestigkeitsnachweis fiir die Flichentragwerke des Bauwesens oft noch




6. Die Bezichungen zur Elastizitdtstheorie. 643
erhebliche Schwierigkeiten, da in der Regel nicht
hilde der Theorie, sondern /'.wd\hexlmnn=
deren Randbedingungen nicht immer e

die i<11'ﬂf1~lu[[a n elastischen Ge-
Bauformen untersucht werden n 1iissen,
indeutig vorgeschrieben sind. Sie lassen sich
in der Regel auch nicht veremfachen, ohne das .L-}n.m.nnmcllljcl wesentlich abzu-
indern. Die Lésung ist daher nur selten allein durch die U berwindung der mathe-
matischen Schwierigkeiten abgeschlossen sondern erfiillt ithren Zweck erst in Ver-
bindung mit umfangreichen Zahlenrechnungen, die allein ein Urteil iiber die Festig-
keit und Stabilitit gestatten. Auch dann ist das Bi ld infolge von Eige nspannungen
aus der Herstellung der Hcmm-[]u. und infolge der unr egelmiBigen und w: mr[ll
baren physikalis I_IIL'['I Eigenschaften

des Baustoffs nicht immer so klar, daB die
Uberschreitung eines durch ausreichende Sicherheit begrenzten Belastungsbere
gerechtfertigt ist,

" Die Elastizititsthe: -{'ir- rech
1 und is ull(l] 1 Bescl
stets nur verscl '.mrth,l_--.l
des Baustoffs als linear

net mit der vollkommenen Elastizitit und mit der
fenheit des Baustoffs, Die Verschicbug 1igen werden
klein und ihre Be ziehungen zu den elastischen Kriften
enommen.

pannungstensors und des Verschiebungsvektors sind bei
homogener Iu 51 '|.1"1'\ nheit {ll s Bau ikérpers stetige Funktionen der Koordinaten x, v, z.
Daher kann das Gleichgewicht der inneren Krifte auf einen differentialen Abschnitt
des Korpers bezogen werden. Sind X, V. Z die Komponenten der auf die Volumen-
Massenkraft, so uv‘url die folgenden 6 Bedingungen:

homogen

Die Komponenten des <

einheit bezogei

|
1
Toy Tyas Tyr = Tays Tag = Tpg - )
Verinderlichkeit der Verschiebungen sind die bezo
» usw, und die ‘\‘u'h1kﬂlii1:n‘e-rungmu Yoy usw,, die sich
nasmitdx —dx(l +¢.), 3 (dx, dy) 72— af2 4y,
einstellen, in :iL'! 1uis:u_-u!lt--.: Weise mit dem \11-u_lw111tnl-~,;u=~1 ind verkniipft:
du A
o dv du i A at | (911)
Yoy = 5+ 5. Poi="57 + Ty Yo ==t 5=

Die geometrischen 1\r1.1‘|“1 menten des Verzerrungstensors sind nach Annahme
linear von den mechanischen Griollen, den T\ml]pullt nten des Hpcsmm-u‘ stensors

bhi ind bei isotropem Tm*m-rfl nur durch zwei Konstante £ und (e mit diesen

verkniipit,

: )"_ 1
F o e i | ) 2 Ky CXAT ko e 2 Y EY
!f_ Cpe=— o — [ ILGV '-'[T.:] 3 r’ fey ™ T:\l'l_r usw, , = 9 “ “.I ' ,H m " I.J |-.|
Die Spannungssumme s 0. + 0, + 0, und die kubische Debnung e=e¢, ¢, E;

v
sind invariante Groben des Ansatzes, mit denen sich die Beziehungen zwischen Llu.

Spannungs- und Verze rrungskomponenten auch folgendermaBen anschreiben lassen
e, —=o.(1 p) —ps, O (l+pn)=E[e, +pef(l—2 |
Ee,=o,(1+u) —us, Oy (l +p) =E[e,+pe/(1 —2u)], [ (913)
Ee, =o,(1+u)—us, o (14+u) =Efe.4pe /(1 —2u)].

Lave, A.E. H..-_l.. hrbuch der Elastizitiat, Leipzig 1907, Foppl, A, u. L.: Drang und

Lwang, \Inm n u. Berlin 1920, — Trefftz, E.: Mathematische Elastizititstheorio. Ixap. 2

Hin ill: d. Physik 13d. VI: Mechanik der clastischen Kirper, Berlin 1028,

4]%
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A. Die Platten.

67. Annahmen und Grundlagen fiir die Berechnung.

G644 67.

Die Platten sind ebene Bauki per die durch zwei zu einer Mittelebene parallele
1izu senkrechte Zylinderfliche von beliebiger Leitkurve
sind. Die astung wirkt stets im Sinne der Flic len z. Der
ist frei drehbar gelagert, eingespannt oder auch in einzel Punkten
e untere Laibungsebene ist kriiftefrei oder durch Triger und Pfosten in ein
geraden Linien, Punkten oder Flichen gestiitzt. Auf diese Weise entstehen die
laufenden Platten, die Rippen- und Pilzdeck Die Untersuchung kann fiir die
Bediirfnisse des Bauwesens auf Platten beschrinkt werden, deren Baustoff durch
die Art der ”- srstellhar g LI‘.ti konstruktiven Ausbildung als |t1“1|~§_(<.'i'1 isotrop und
innerhalb der (ebrauchsbelastung als vollkommen elastisch gilt und deren Dicke
gegeniiber den '*]'-]"]'lll Abmessungen flll"l.:i.](\.ull Die Anderung der Plattendicke
ist von hoherer Ordnung klein im Vergleich zu der senkrechten Verschiebung w (x, y,

lafd

ine d: begrenzi

ttenrand

Ebenen und

121NN0TI

cines beliebigen Punktes, so ¢

w(x,y,2) = (%) 4 [ SR —w(x,y) = w (914)

der Platte durch die senkrechten
1st. IDa sich die Platte m
wr um kleine

ind damit der senkrechte Forminderungszustand
Verschiechungen  der Mittelfl: ul: beschrieben
BL‘[E[‘-lll!If_{ 4 Vergleich zur Dicke /i

¢ ausbiegen -.uH xnnl ~|_u,-\' iagerechten Verschiebungy
der Mittelfliche Null und die waage 1 Ve
Punkte im Abstand z von der Mittelebene, .
kleinen Betrigen hoherer Ordnung, lineare Funktionen von
/ so dall die Punkte einer Flichennormalen  auch nach de:
? Forménderung auf einer Normalen zur elastisch verbogenen
Mittelfliche liegen. Dalier ist bei Verwendung von karte-
sischen Koordinaten x, v nach Abb. 621
% x e (915)
o x R
Die Spannung o, ist an der unteren kriftefreien Plattenlaibung Null, an der
oberen gleich der Be lastungsintensitit $, also abgesehen von t‘l"u'lﬂ'l-éu.'n deren
Untersuchung hier ausgeschlossen sein soll, stets sehr klein im Vergleich zu o, a,.

Sie kann,daher in den allgemeinen Gleichgewichts- und Vertr: I"llfllj\k] shedin-
gungen mit ¢, = 0 vernachlissigt werden. Diese Annahmen begriinden die fol-
genden Beziehungen der Plattenstatik.

1. Vertrdglichkeitsbedingungen nach (26)

ou a2 o

L _— - o — ": A = = A 916

B2 =37 gat? B=5, iy Ey o ¢ £ ¥ (916)
2. Elastizitiitsgesetz nach (27) fii

i L« S L 2 EA: Bl Br AR 7] Leai et s

E it Y0 e 1 .r:u." R s T L £y )

4 L L " (9175

E g 5 E 3 = i o= 1 A

e I* (& le8y), Oy | —p? (et 8y}, Toy =0 Yoy=— - = : dxdy WLl

und in Verbindung mit den Vertriglichkeitsbedingungen (916)

Ew fo%wm a2, Ez [/ 2w  0u
g, — — e ey g, = — - | 1 — e el B
3 I —pe® \od x* Eoil 2 f ¥ L—® \ g at a3 W et
izl ok 018)
- o=
s — e T (] i) ‘

I—p® dxdy




s =T

Nest J | -]‘lll'l‘ul en in der Flichenn naren [
S utten von der Breite 1 zusammenfassen. Sie hetracen
\ [ drI 0 \ 6. dF =0 0 [+ ] 0
d . e
W, [opzdF, Mi=g:zdF W Ve 2l
: ] 919
{ = Dot i e 1 |
121 T o v= F L 121{1 3 Lt y2 g 2
|
M, (1—pe). i
M., M, sind Biegungsmom rillungsmomente. EM3N12(1 — 2 - N
ist eine fir Platte: werkstoff charakteristische Grofle uned
heilit Plattenkonstante.
3 EI ansformation dex “ﬁ'iJ“ﬂ':' i eines Prism: f ey
n schrigschnitt ds im Winkel % = v mit ds = y/cosy (Abh, (22

e LJ|I icl |<‘| wichtshedi

. [l"IJ -~ 2
M,ds —(Mydy -+ M, . dx)cosyw — (M, dx M, dy)siny =0,
)rl,,__ o {.'hr_l.r!"_l.' - ,'1.'r._.:'t‘-.i"'r,~'+i]=, W - fl.l'-"t ! _1.'r_,l dv)cos u ="

M, = M,cos®y + M,sin® p + M, sin 2y, ‘
M, = M,sin® ¢ ++ M, cos? w— M, sin 2y, (9901
M, =— (M, — M)=22% 71 cos 2y, {
Daher bilden die Schriigschnitte I, II mit M, ,, Mpypy =0
und den Hauptbiegungsmomenten M;, M, den Winkel
P = . S
» AT
tg 2=t ..
g ; (921)
M, = (M4 M) LIV (M, — M 2+4+4M2,. |

In derselben Weise lassen sich in jedem Punkte der Platte auch die Richtungen I', I1’
mit g = y, - 45° der beiden Hauptdrillungsmomente M. ;- angeben, in denen
i igsmomente Null sind.

My o= V(M,— M+ 402, (922)

Richtung und Groe der H: wptbiegungs- und Hauptdrillungsmoemente kénnen fiu
jeden Punkt der Mittelebene auch naeh den bekannten er phischen Methoden
Mohrs festgestellt werden. Die Richtungen I, IT bestimmen die Lage der Stahl-
bewehrung. Bei u.vr'[iu};:un;']ﬂ Bewehrung f,, f, sind die vergrillerten Betrige
(M, 4+ M,.) und | M, + M. |1]=1JJ"’£|J:'I;L3

Die Summe der Bie ;f1||~*r«n,un ente (M, -+ M) ist von der Richtung » unab
hingig. Sie ist wie bei jeder Tensortransformation invariant.

M, M, =M, + M,=M;+ M.

1 " 3 “
Dasselbe gilt daher auch fiir
| 1 g T 7 LR 12 ot
. s {5 s W L =—NAw. (92:3)
z Vel a? dy=y




646 67. Annahmen und Grundlagen fiir die Berechnung.

M wird als Momentensumme bezeichnet und ist eine skalare Funktion in x und .
Die Bezeichnung 4 ist eine in der Mathematik gebriuchliche Abkiirzung der Diffe-
rentialoperation

s a2

el i {004
d & R (924)

4. Die Gleichgewichtsbedingungen. ‘a) Gleichgewicht der duBeren Krifte des
differentialen Prismas (Abb. 623) bei einer Drehung um die beiden Kanten dx, dy:

oM, . M, aM, aM,,

. dy + ar C}”: =4 dx i av (J""; = U, l"“::,_)'l

und mit (919) daher
: T | e
Q-jl‘. e B N I} 5 £ I w, (.): 5" — N -[:J :' ."i w. I:U::,H't]

Da aullerdem nach (910) 7., = T, ist, wird nach (919) auch M,, = M, ..

b) Gleichgewicht der dulleren Krifte des diffe-
rentialen Prismas bei einer Verschichung in der
z-Richtung.

E-J:Q“ -1 E.'}Q“ =l

dx dy

5 =0. (927)

Die Bedingung liefert in Verbindung mit (925)
die folgende Differentialbeziehung zwischen der
Belastung und den Spannungsmomenten

22 1) 32 M 3%
ot e Sl Lt Vee LM e R
i 4 dxt dxdy ' r;‘y2 : '
= Q&‘ ¥
Abb, 693 und bei Verwendung wvon (926) und (924) die

Differentialbeziehung zwischen der Belastung ¢
und der Verschiebung w, der Ordinate der elastischen Fliche der Platte

oI Moo a'F
2% + 2 - e 7Y = 'h ; (929)
d xt dxtoy?: ' gyt N
Sie 140t sich in Verbindung mit (924) auch folgendermalien anschreiben:
e ary [ o2 e b
= e L = A A = g7
(33 o) (gmi + 5or)w=Adw =1 930)

Diese Differentialgleichung 4. Ordnung kann nach H. Marcus mit (923) auch in
zwei Differentialgleichungen 2. Ordnung zerlegt werden, die sich in der Reihenfolge
1E ¥ 2 1 a2 il 2w l'tf ;

r:’:".a,-: 3 ":}y‘r - —p, (931) = St = — = {932)

lésen lassen, wenn die Bedingungen fiir die Momentensumme M am Rande der
Platte bekannt sind. Beide Gleichungen bilden den analytischen Ausdruck fir
eine mit der Ktaft 1 gespannte Membran, deren Ordinaten bei der Belastung ¢
durch M und bei der Belastung tv mit @ bezeichnet werden. Die Zerlegung der Diffe-
rentialgleichung fithrt daher, wie H. Marcus zuerst bemerkt hat, zu einer Er-
weiterung der bekannten Ansitze fiir die Momentenlinie (80) und die Biege-
linie (195) des biegungssteifen Stabes. Da nun spéiter nachgewiesen wird, dall
und M am Rande der frei drehbar aufgelagerten Platte mit polygonaler Begren-
gung Null sind, besitzen hier die beiden Flichen als Membran tiber der Rand-
kurve mit der vorgeschriebenen Spannung 1 und dem Druck $ oder v konkrete
Bedeutung. .
Dieselben Betrachtungen gelten auch fiir Polarkoordinaten. Das Ergebnis
kann entweder durch Koordinatentransformation gewonnen oder unmittelbar an
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einem differentialen Abschnitt (Abb. 624) abgeleitet werden. Das Biecungsmoment
in einem Schnitt » = const ist M _, das Biegungsmoment in einem Schnit

- Const
heiBt M,. Die Drillungsmomente fiihren die Bezeichnung (1) Sl e
. [ £ i 2
M. = — N I 3 e | Al e |
Lor= i o = O
a2y 1 @ I g2 |
My=—N|p=5+- Lo (933)
e W . .
. |
. 1 @w 1 dan _ J ] !
Mig=Myy=—N{l—p} (22— 29 0 o a9 (1
2 ! “F OF 0o ¥t e/ i ar\ r dx
Die Summe der Biegungsmomente (M, - M,) ist wiederum von der Lage der

Jezugsachse unabhingig. Dasselbe gilt daher auch von der Momentensumme 3.

M % i o a2
M = ”']' PRES H el v Aw. |
p} o it y et 4 = ol | I”.H‘J
. & = i}
0,,= — N—Aw, Q,,= — N Aw, |
A o . ¥l

Die Differentialbeziehung zwischen Belastung p und Ausbiegune w lautet jetzt

¢ o2 1 & L Al N () | 1 a A f

I ; 1. A f (635
| B v i I e e T = A T T = £ 41T . ahadid |
\alrd ¥ oo r dat) | dr? r O It gkl o i 4

Sie kann auch hier wieder mit (934) in zwei Gleichungen 2. Ordnung zerlegt werden.

artar . X M 1M A

AM 5 - + A= —p,  (936)
are v re o o= 4

O L T 1 #u AT a37)

iy art U ar Pt 3 BT At}

Die Berechnung des Spannungs- und Formiinde-
rungszustandes einer Platte fiir eine vorgeschriebene
Belastung #(x, ¥) oder Pp(#, %) besteht also darin,
diejenige Funktion w in x, v oder 7, « zu finden, welche
die Differentialgleichung (930) oder (935), aulerdem

aber noch am Rande die von der Stitzung der
Platte vorgeschriebenen statischen und geometrischen
Bedingungen erfiillt. Diese Lésung ist nach Abschn. 8 eindentig, Dagegen sind un-
endlich viele 1
(935) allein befriedigen. Der Plattenrand gilt entweder als frei drelibar anf-
gelagert, starr-eingespannt oder als kriiftefrel.

" a
24.

.dsungen @ vorhanden, welche die Differentialeleichung (930) oder

Die statischen und geometrischen Bedingungen der Stiitzung. a) 'r¢i
drehbare, starre Auflagerung der Platte in einer Geraden a const.,
Geometrische Bedingungen:

statische Bedingungen:

\ pYe 3
ii - =0, Lo (D38)
M o= gyt : L

daher auch |

1

|

o2 ¥t e R . |

= {) i ! 0 und M 0

o xz 0, ‘”-'f s | ot 3 |

Da also am Rande der frei drehbar aufgelagerten Platte 0 und M ( sein

mull, kann die Lésung M aus (931) unabhiingig von @ angegeben und darauf 2w
Berechnung von w in (932) verwendet werden. Die Stiitzung wird daher in Uberein
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) re e lie Ou
I ={ntze |
:
P ird
| \ S ' : . 0, 049
! ¥
p o
{} A (2 It} E
] L I o)yt ,
(440)
ot = [} il |
| J Y [ .'.:I i |
£ e s v J ata oy
7 | 1 Rand-
% :
. hefert an den
iegenden recht- " |
| ; . ] x
doppelte: |
: an der Ecke 1st. | b
o T (941} =
= g el '||:...... Vel d ) 4
| =4
o | nkerung der Abb, 536,
1
{ nder Platter
\ Die Querkri an den Ecken Null.
b) Starre Einspann einer Geraden 2 onst. G
netrische Bedingungen:
¢ 0 1w/ A 0 |
Aullerdem sind .
(942)
= = ]
() : 1) und
o B 5 arT o Platten
| |-' (50 | |'I i
b d Y B E

| ] A i ]
' () : [ " ) 1043
f ¥ ! i

IHEE

r Platte fiir eine vorgeschric

[Jic' |‘|:'_-1 !l?"'j:"]llsz'_ {ee l\ { I'|| -'IE_' 3

chiriebent

gungen ist nach Ableitung der
honur

@ und der Belastung




wder Dicke, f49

n gelingt. Mit der Funktion w(x, v) sind auch ihre Ableitunegen und

e Schnittkrifte in jedem Punkte der Platte bekannt.

I v Estanaw | (
{ s ] N |
cn Ul it
ler € ML ; I
] S0z, B

68. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter
zentralsymmetrischer Belastung.

Platten mit gleichbleibender Dicke. Die Punkte der Mittelebene 1
csicht auf die Beg : i I

() als Ursprung

Mittelfla

und Belastung unabhiingig vom Winkel «, so dali di

tion @ (z, o) — w(r) nach « Null sind und die partielle Ihfie
totale Di gehit, Die Drillangsmomente J)

S — T W =
erentialgleichung il

ch (933) ebenfalls Null. Im iibrigen wird nach S, 647

!
|
{

O45]

Momentensumme M= |. -2 N == Y Au
il F= ¥ iar

chgewichtsbedingungen fiir die dulleren Krifte an dem Plattenabschnitt

liefern die Beziehungen

Die Glei
\bhb, 6

W, " ; L1
T AT Vi 1 i air )

i e e N —(Aw); R 5 946

e
Das Ergebnis kann daher in der Form I I
100 1 | 1 d%u 1 d el =
£) (U48) _
yi : : odr? 13 ds M )

angeschrieben und nach (946) aus dem Ansatz

d dtap 1 dw7 A ¢
[ 7= I - - (945 Abb. 627,
ir | iy drs ¥ ar N

abgeleitet werden, Es lilit sich dahermit g dwldranch fi idermalien ausdriicken :

it dy I i [ 1 1 . . ¥
g " = -a e r- ; — (¥ @) : | prdr 8 (9501

Die vollstindige Losung der Differentialgleichung 4, Ordnung bestelit ans einem

partikuli nen Gleichung (947 und aus vier mit den

en Integral w, der inhomo;
Integrationskonstanten Gy BIsE, erwelterten Lisung
Gleichung. Das partikulire Integral w, kann in diesem I
me zweimalige Wiederholung einer doppelten Quadratur bestimmt werden, denn

R d Af i I i N v e
Yo e ¥ | hr, W | J;.‘rai’f,]

K2 iy Iy N Fo

. . Wy dw, | dirg W 4 J“ -'JI ; J‘ i rdr |
. = { ) ) :
drt S i d ar ./ Y ; Gl . FoJN

bis % 1 der hom MY
=

ille aus (936), (937) durcl

(9a1)




650 68. Die

: und die Kreistingplatte unter zentralsymmetrischer Belastung,
Als Losungen der homogenen Gleichung eignen sich, wie sich leicht durch Ein-
setzen in (947) priifen Jalt, die folgenden Ansitze:
frN2 Fe ¥ ¥
IEEA wy=(—}, iy = In s w, = In e (952)

@ ist der Radius des Plattenrandes (Abb. 628¢). Daher lautet die vollstindige
Lisung von (947) mit r/a - 0

w =1y +Cy 4+ Cyp®+ Cyplnp + Cylnp

=+ 20,0+ Cao (1 +21np) + C, -

M. = - r - s L L (14 it) B o Tl | H + 2Inp
! as ] dp? 0 do . | o . 1 1 = |
o B TR O )
e ! .
- ] n ot |
o : : (953)
o d3 i, | 3 2 = . (143 \ \ !
W, u 14+u) | 2C, Cq | 4 2Inp)
: o o dp = 1+ =y
|
« I=p 17 |
C L | Lo - |
N 1 a ; v
M 5 s 4C., + Cy (1 -+ Inp) ‘
{ N d3g 4 1t
ik g Sar o kiR hy
L i a0 a p= gdo 3 0 !

Der Stiitzendruck A bei einer zentralsymmetrischen Belastung P wird

A=%/2xna. (954)

Da jedoch die Durchbiegin

g w und die Biegungsmomente M., M, im Mit
punkt O der Kreis

te (o =20, Inp = o0) fiir C; 4+ 0, C,==0 unendlich grob

| werden, sind diese Integrationskonstanten des logarith-
mischen Anteils der Losung fiir die Kreisplatte Null. Die
Integrationskonstanten C,, €, werden aus den Bedingungen
fiir die Stiitzung am Plattenrande » = @, p = 1 bestimmt,
Bei freier Auflagerung des Plattenrandes ist fiir p l:
_ (s 0 und M, = 0, bei starrer Einspannung des Platter
I randes fiir o= 1w 0, dwldr = 0. Bei elastischer Ein-
Il spannung der Kreisplatte in einem Zylinder besteht
Forminderung aus der Ausbiegung w* der frei auf;
Platte mit der vorgeschriebenen Belastung $ und aus der
Ausbiegung Mw** derselben Platte mit einem am Rande
angreifenden Einspannungsmoment M (Abb. 628a, b)
w = w* + Muw**, (955
Bei starrer Einspannung mit M = M, ist fiir » = a mit p =1
Abb, fi2s " d w** fase
E . M= 0 (956)
, T d
und damit das Einspannungsmoment noch auf andere Weise bestimmt
Die Kreisringplatten werden entweder an beiden Rindern gestiitzt (Abb. 620a)
oder als Kragplatten verwendet. Der freie Rand wird dann-mit » = b, bla = §.
der gestiitzte Rand mit » — a, p = 1 bezeichnet (Abb. 629b, ¢). Die Platte kann
hier wieder frei aufgelagert oder cingespannt sein. Die Forminderung der Kreis-
1l




Platten mit gleichbleibender Dicke 6hH1

ringplatte wird durch die vollstindige Differentialgleichung mit vier Integrations-
konstanten beschrieben. Zu ihrer Berechnung stehen ;m _]l"tll m Rande zwei Be-
dingungen zur Verfiigung. Am freien Rand p=2pist M, - ol =

Die Kreisplatte vom Durchmesser 2b kann aulerdem in t‘:inem konzentrischen
Kreis mit dem Durchmesser 2a gestiitzt sein und daher mit einer Ringplatte von
der Breite b—a auskragen. Die dulfleren an der Platte angreifenden Krifte sind
dann in » = a unstetig. Die Berechnung zerfillt in die Losung I fiir die Form-
anderung @ der Kreisplatte mit den beiden !;11t,-§,1;11Junakunslguﬁn-u C,, Cg und in
die Losung 1T nach (953) fir die Formdnderung der Hillgplmh- von der Breite (h—a)
mit vier Integrationskonstanten. e sechs Integrationskonstanten werden aus den
Randbedingungen an der dulleren Begrenzung (r =8) mit M, ;; =0, 0y, ;s =0
und aus den ledingungen an dem abgestiitzten Kreis ¥ = a berechnet. An dieser
Stelle ist 1w, 4 0, w, =0, [?’.c ,ti’r dw, ;;/dr und

¢ : 1 [ P a : ! A
My = My . Al Kontiolle gt 0,1~ 0y + /2 —0 JSSSE—gssy
(Abb. 630) mit ‘B als Plattenbelastung. Dasselbe gilt von ety @y Pttt

der Berechnung einer Ringplatte von der Breite (b—c¢),
I TR e R e ST 1=g 8 1
nur dall in diesem Falle in die Rechnung acht Intvgrulum.-- RN RO

konstanten eingehen, die sich aus acht lmmnn Gleichungen #» | e
ergeben (Abb. 631). Die Losung liBt sich bei zentraler batndom 3 u-—a—o
Symmetrie naturgemil leicht auch fiir die statisch un- € __ o el B e g
bestimmte Stitzung l'::-r Kreis- und Krr';rhlgp];ilte erweltern. L""‘“’ﬁs‘““j

Die Belastung $ =$, oder p = B(r) erstreckt sich iiber =102 - & (eb-g==
die ganze Breite, tiber einen lxmp eifen oder als Linien- Abb. 829,

belastung P iiber einen ausgezeichneten Breitenkreis der

Platte. Die Einzellast P, im l_rw]mm" ( ist ein Sonderfall. Forminderung und
Schnittkrifte der Platte lassen sich in diesem Falle nach den Ansitzen auf
S. 650 in dem Bereich um den Plattenmittelpunkt nicht angeben. Unstetigkeiten
im Verlauf der zentralsymmetrischen Belastung # fithren zu einer Unterteilung
des Integrationsbereiches. Dasselbe gilt bei einem Wechsel der Plattenstirke. Die

Untersuchung beginnt in jedem Falle e B
mit der Berechnung der Integrations- ESEE T Fooad
RN J konstanten aus ebenso vielen linearen | "%‘_" L e 'f_";’ .
T opn I;.ﬁ.,, T | Gleichungen. Damit ist die Ausbie- pes o

e b [ —
Abb. 830.

gung w eindeutig bestimmt. Dasselbe
gilt dann auch von den Schnittkriften,
die sich nach (953) aus Ableitungen der Funktion w zusammensetzen. Die Losung ist
richtig, wenn sie die Differentialgleichung und die vorgeschriebenen Randbedin-
gungen befriedigt.

Da Kreis- und Kreisringplatten fiir die konstruktive Ausgestaltung zahlreicher
Bauaufgaben verwendet werden, ist das Ergebnis der n(ﬂ“(mh;.,f‘n U mer-,uuhunmn
in den Tabellen 63 u. 64 zusammengefaBt worden. Thre Anwendung wird wesentlich
vereinfacht, wenn die reziproke Poissonsche Zahl u, die bei Stahl mit 0,25, bel
Eisenbeton zwischen 0,16 und 0,10 gemessen ist, \erulmtulg.!t wird. Dies ist in
der Regel zuldssig.

Die Differentialgleichung vierter Ordnung labt sich mit (945) ebensd wie in
Abschn. 67 in zwei I)lf!{ -rentialgleichungen zweiter Ordnung zerlegen

.-_.'_'-'__‘l.f 1 _f. .,r = f: i _1__ f_!::e' Sy _'lf s (957)
drd ' drd r dr N
Da nach (945) und (946)
r r
d M

dw 1 M
S TR @r:.z' s }] J‘}’Jh‘f!", also auch dr Q’ P ;J.N rdr

0 0
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H. Marcu eiden’ simultanen
; £ r . e b
a : | e \f | VT 5 P
f : L (as)
.I‘I- - 4 ’ i \ r"' v 3

eillku

hnung des Span-

e1gnen.

| e 63. For inderungen ur schnitthkrifte sy net It te Kreis-
und hreisringplatter

h, 1 ik oy =, b, p=lnn, (s ; .
- ) 2=tk 3 = ot
14 1 @, bis @, sind in Tabelle 64 enthalten
b ot
! { i) |l|'1| | ) e,
X N {1 T3] ; L
".-'U“.'\. .
. [pa® s s ba
W 3 + uhd, - [z { FIART SR } )y, t} 0,
5] 10y 4
? i )
' pal g no . o b 8
J 3 i ! ] 1
1 34 -\ 1 11 1 J
; : , ba
4 I = ' e ) ] £ 5
8NV (1 I} 8 ¢ r 2
#y= |5 i) | #)— 4l pypin g,

2 'J)_
A I ] "
L LB 2a [(3 1) [1 - gt p)2In g
o
s r r i a’ i
0 3 i _|_g| 2 Ha 2 2 @], W M, = 3 s =
Dy T J&) e 16 = -

L1 -|-‘J'
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604
0 =
0 =1

-her Belastung,

W= — == M= (1 I}
e T ) Ry
$ al b at
¢ fpat. . oo
1 = 2 Py — Dy} . M, = (3 + p) Oy z],
Li TR 16 s
b = b a
¥ \ F o
M, = (14 3u) @y — 2], Oy = o
16 L 2
£ at ’ H a2
1 8 W M, : 1 - u),
64 N It '
b nl b i
T Foik 3 ')
i I ¢ iy I
4 I i g f ¥ z

P a® b
1M, — (1 i ), = ——|1
2= 4 .
b (B2
$ at
el ,. i N II-F’] - L) f " Mg rf’! r‘”ll] s
ra I
b
1 l ITl v = = - | N
1= PO+ e — (3 ]+ 3+ ) B1) s
Mot
P

{f[{x 4 p)ms— {1+ 3 0)] 4+ (14 3 6) P, .

z 2, - 4],

= ] {1 pyfpEd, — a4 ) @], (= =
| plz — B2 = (1 — p) Ry — 4 (14 p) By .




frat
o=9Q h t 1.\'HI' '”f
pat
p=§: M, =—[(1+ ) s ~(3+ ¢
& It g
aQ,
' T -'r"ll
p=1 M M e 1
Myp=1—
! Ao
o 2 ¥
) Path
p=f: w = Tt [l — =) s
Pati
o= f: an [z + 5% @,
P
W [z i |
i
Ph
1f, = :_'.J_'||--:J\:
4 X
:'_J L
- Pl
=1 i.'r_. A i

Platten mit g

- = = o N
.'ll
f — [T+ (1 u) @] I,
4 7
: i
1
|Il
1 My=n M —=
£

: P a?

M, = 16 43 p) @+ oy Dy + 4
q. : pat [
B = 04 N 1[[.! it e 2

sichbleibender Dicke.

had
=M, =1 (1 £} #s
! =z )y
? 5 & as
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h b
o P
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P i
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FI-
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G N
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1 e 1
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657

= (1 4+ p) 4 (1 — p) 82, =41+ u pting,
n=0—m+a+mp, p="1"Fig
%3
pat o
L 64N R—2p—y) 0, — Dy — 4y Py —8 p* @] .
pat gy Rt it
My = —- B =2ty — (4 p) P4 (1 — p)y P — 4(1 + p) f2D].
pat T ;
Miy=—"r[2p( —2f+y)—(14+30) P — (1 —p)y Py— 4(1 4+ p) B2 B,).
{'I'I_ 8 _]rl @ !r} o ﬁ"".l
T Z A" e/
pat dain s LI | :
o=F L 64 N (e =Pt —z2(r1— B (w+2p —4(p+2pIng],
- pad p — fpi pad 1 — : :
W= — - 4 M, = SRS ety o T R
8N \I = ge) f..u’ i . IJ 8 ¥y “ ﬁ 4 i:r In '[j] -
gt 2 4 a
g=1: M= pM,=-2Cu—2piy); g=-2%a_p
; | %=1 — u) + (1 4 p) B4
}——E,..._. i
i Sp=gfa . . i
leng C0=E0A =[x - (1 - 2y In @ :
2a P ) Y I (1 -+ p) In B] cw
i pe———————E g~ V 7 =
?—{ *gth . .
IR W= [(1 +29) @1+ 4y Py + 2 Dy].
Pb_ : . ;
My=——[(1—2y) = (1= Py+ (14 B Ps]. Qp=—F 0
Pb_ :
My =——(ult —2y)+(r —pg)p P+ (1 + p) P].
et s s 7
p=H W = 3 \_,"'.I_l-r'z ) (1 — f%) -2 (.831_2!!"1" In 8] ,
P bkt a : Ph [ L: -
w' = -2:\._2[1—;3- +2Inf), -'H'Jﬁ——:- ;.:; {1t —f2+21nph).
P
p =1 My o M, =2 0 — 2 49),,
M = (1 — u) + (v + p) f%,
g = ) E Bt
=24 E 4 = W= —M — [y + 2 D,]; 0. =0,
N _.30,.3’3% e 2N x

( L .: | M 32
S Ti 7 J M =.\f|..|' [2 4 (z — 1) ﬂ':l_t-' M=

I Q2
S

# ®

F
FE e

! M b2 e - ; ; :
B: w= o (1— f*+2mnp); Wim = fi
I
M,=— '—Jl-[[[ — u) — (1 + p) 7.
2
s M A2
I: M =pM = - il M.
g #

Bever, Baustatik, 2 Aufl., 2. Neundruck
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Platten mit gleichbleibender Dicke,

My=——[x+ (1 — @) fOg—2(1+p) BB, O

M= 2L T .""-'.fIirﬁ:!."
¥ qd
a 0 = - ?
&N (1 3]
s :
p=7: ' = £ #® fp= M = Jq"
g o " W, \ ¢
4N (r =} 4
ok
g=p 10 = i I||,l — (3T @ P — : 221,
8N+ u l i i j
P at itaq
el A2 —1 M, = I 1) (1 i
I ) =1
.- -
ra i
s
— = =2 (1 n) pe.
Pa®lf1—u
= - = | = 'E ‘PI "h'
BaN |\ = ) '
P
- (1 —
2 LA
o r..;"J'
P i
M, = — = L &y = 5
¥ 1) 3
& p i
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660 68. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter zentralsymmetrischer Belastung,

o Pa* f1—p e a BT
g=1: e Dy — r;bf“j M, =— :5‘”'}- — @ =)+ 2],
P
M, = T (rt —pu)[—(p2+ 1) — 2] Q,=o0.
F q® H—,u 3
p=o0: Wu_ﬁ-r.\\ = +1)
Pa 1 — \ P
_ A 2 : M, = —- - - ph (B2 —1);
g=1 = Bal rl:-- o -+ ]/I, L Il a.‘ﬁﬁ"”'tl ) (F [)
& 5
M, = 31,5 (r — p)(f2+ 1).
Pat [T—p | Lt Pa
= PN lﬁz_[]J'_]nﬁ_J' = — 4aN@G+up'
‘IJ
M= et
 F I}‘_”ﬂ[:l 1)
M o
r’_‘ T i 3 pEae e : M,=M,=M: 0, =0
P b | 2 N (1 + p)
L-rizb-gﬁa B
s at M a? e T el e M a o
et = 2 N(t 4+ @)’ St 5 AT P
8- M a? a2 : s Ma
g=# ¥ __:j\.-‘[[-:;n[j =l i N{I+p"
M N S
ke -4 : \_: : W= - ﬁ_ﬂ'_; x=[1+ﬂ]+‘#_‘
——Sh g}
01 s X M,=M,;M %, Q,=o.
4N 14 pn 2
M a? Y )
it i Y = e | D, —2d.: =1
e=1 i 4N (1-|-|u, - % Q

M,u = #]

o = 0 w
p=1 =
M=
M=

(4] -—Il L

!

il

s

FI(' ——il—rﬁ;—‘> M,:rl\'?r_x—p}[(;;é -';-1::|—E. Dy | .

M a® #®

4N 14 u
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2 N I p
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“%; M= =yt
Ma2 o
. -i' ] _’,. e (p2— 1)+ 11,r1|

M(f‘

" Nt +up'




Beispiel fiir die Anwendung der Tabelle 63. 661
Tabelle 64. Funktionen @, bis @,
e D, @y B, Dy o,
0,0 - I1,0000 + 1,00 o — 00 )
I + 0,9999 + 0,99 — ©,0230 — 2,3026 -+ go,0000
z + 0,9984 -+ 0,96 0,0644 1,6004 + 24,0000
3 + 0.0019 =+ 0,91 — 0,1084 — 1,2040 -+ 10,1111
4 - 0,9744 + 0,84 — 0,1556 - 0,9163 | -+ 5,2500
5 + ©0.9375 - 0,75 — 0,1733 0,6031 . <+ 13,0000
6 4+ 0,8704 -+ 0,64 — 0,1839 — 0,5108 + 1,7778
7 0,7599 19,51 — 0,17 48 — 0,35607 + 1,0408
8 4+ 06,5904 +0,36 | —o0,1428 — @,2231 + o,5625
g | + 0,3439 +o19 | 0,0853 — 05,1053 4 0,2346
1,0 0 ] o o o
1 | — 04641 — 0,21 40,1153 + 0,0953 — 0,1736
2 | — 1,0736 — 0,44 + 0,2625 + 0,1823 0,3056
3 | — 1,8561 — 0,69 + 0,4434 |- 0,2624 — 0,4083
4 — 2,8416 — 0,06 -+ 0.6595 -+ 0,3365 0,4898
5 4,0625 — 1,25 -+ 0,9123 | -+ 0,4055 — 0,5550
& — 55536 — 1,50 41,2032 | +0,4700 — 0,0004
7 — 7.3521 — 1,89 + 1,5335 + 90,5306 — 0,6540
8 — 09,4070 — 2,2 <+ 1,9044 -+ 0,5878 = 0,0014
(*] — 12,0321 — 2,63 + 2,3171 + o,6419 — 99,7230
— —— B
2,0 — 15,0000 3,00 -+ 27726 ~+ o,6g931 I 0,7500
: — 18,4481 — 34f | + 327100 + 0,7419 - 0,7732
2 — 22,4256 — 3.84 -+ 3,8161 + 0,7885 — ©,7934
3 26,0841 4,29 -+ 4,4061 + 0,8320 0,8110
4 il 32,1776 — 4,76 + 5,0427 - 0,8755 — ©0,8204
5 | — 38,0625 — 5,25 + 57268 | -+ o0,0163 — 0,8400
2=
am—— AN
Beispiel fiir die Anwendung der Tabelle 63. | 3 :
Der Verlauf der Biegungsmomente wird fiir eine Kreisringplatte mit } Lez.z—gn:?-:-l |
verschiedener Stiitzung aus der Tabelle 63 entwickelt (x = 1/). e Pl e
1. Innen eingespannte Kreisringplatte (Abb. 832a), Abbfiols.
Mit' f = bJa = 5,5{2,5 = 2,20 ist nach S. 657 p=1im
o= 520, #y= 6,48, y; = 17,808, v=17185. K== e

Damit wird

M,

M, = — 86,6445 4 1,2370 &, — 5,542 &, + 8,8230 &,
1,1074 + 0,5859 @, + 5,5042 @, 4 8.8230 D,

(Abb. 633a)

fe 22501
2B=1100

Abb. A32b.

2. Innen frei gelagerte Kreisringplatte (Abb. 632b).
Mit # = 2,20 ist nach S. 655

%y =—14710,- 2, =7,8043,
1,2370 @, + 2,7811 &, + 8,8230 &y,
0,5859 @, — 2,7811 @, - 8,8230 &, — 11,2132

o B=1n
TR [T
I I 5000

l<zs w0
L—— — 2ot ——=

Abb. 832¢c.

BN

und damit
M, =

M, = (Abb,633b). _p=7tm

LAl [T
AN I 50NN,
£ i )

=2b -.5_,&91-1 .
L—Ezz-ﬂ{ﬂ? e

Abb. G32d.

3. AuBen eingespannte Kreisringplatte (Abb. 632c).

[ N
Mit f = LI = (,4545 ist nach S. 657

&  bb
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platte unter zentralsymmetrischer

Belastung.
e 1,33884 , x#g = 1,07438 , Wy 0,760222 , w = 0,111273 -
W, 2,6395 4 5.96870 @, — 0,1753 @y + 1,8220 &, ,

M, 0,4399 + 2,8350 ¢, +0,1753 @, + 1,8220 @,

(e &2 i g= 232 = 16

Innenrand

4. agerte 1 (Abb. 6324d).

\it 4 ch & 655
= 22085, #y = 4,1249;
5,9870 @, — 0,8627 @, - 1.8220 @, , v
2,83590 @, 1 0,8627 @, + 18229 @, - 3,5743

i ! -':’-F.‘

Auenrand

r ersetzt rden kdn

I'ragwerks sind in Abb. 634a ent-

hnung dient das Hauptsyste

Aulleren Ran

der I
rmén

Schnittkrafte des Hauptsystems., Die Verschiebu
g angegeben und wvon den Schnitthkriften

nur die Biegungsmomente

Zustand X, 1 (Abb. 634c, T

le 63 S. 659).
Fime F Ir

f = 0,693147 , # = 4 48469,

-

S = 030216, 8, =—012013—,
[ " 4




Statische Untersuchung fir die Decke eines kreisri

GHS

012013 @, = (—0,24513 B, — 0,125 D, — 0,125 D) |

‘
T
|
AT i 1 2=20 N L T
My =—— 0,28029 M, 5= ——- (028029 + 0,10417 B, — 0,26167 ) . _
i |
|

Zustand .Gy I {Abb, 634d, Tabelle 63 S 659).

o= 033328 fas = 0,13618 815 = —0,12013 i

(0,13616 &, 4 0,125 B,) , i, = — (0.01116 B, — 0,125 @) ! !
= 31 .
1 I =+ P i
Mg = —— (0,007812 4- 0,29167 @) |
-y X * 1
ol I
t 1 il
e s e ) 07812 + (0,10417 @Dy
Belast ch pt/m (Abb. 834 ¢, Tabelle 63 5. 658).
xi= —0,27208,  a— --23,9387 £t '
do = 042516 pad,  dgy 0.15686 # al,
wy pat (0,14123 ¢ -+ 0,01562 @), !
) !

p at (0,64122 @4 -+ 0,01562 B, - 0.5 D, + 0,5 ),

M, , = pa® (—0,52742 L 0,19702 Dy),

- 0,19792 @, — 0,41667 @,

4 1,16667 @,). Haupiystem

{.Elastizititsgleichungen nach Erweiterung

I

I - 0,30216 —0,12013 0,42516 P

d ! Kyt

S 0, 12013 0, 13016 ....e-..T.-jrj:%.');_x a - racs

e

&
B~

o

01377 pa’a.

1 Pat{—0,14123 ¥, 0.01562 @) — 1,4618 pa?a J2E (—0,12013 oy)
T
o as -
01377 p a® x - — (0,130616 &, 4 0,125 D),

pat [—0.01562 @1 0,01561 D, — 001721 &),

P at{= 0,01562 @y — 0,28444 @, — 0,31728 &, — 0,30006 @),
M. ;= pa*(— 010693 4 0,19792 &, -+ 0,04016 D),
M., = pa®(—0,10693 -+ 0,19792 @&, + 0,74031 @, — 0,25005 ¢,)

ente A, ferner M,

1d O, 8

1it.

Die Biegelinie und die Bicp 1 in Abb. 635 darge

31 Fale = 3 = : : E sE e s i)
I ]dll&'.[l mit verdnderlicher Dicke. Werden die Ausdriicke (945) der |‘,1pgnngﬁ_

momente M., M, in die

i ing Gleichgewichtsbedingungen (947) ein-
gesetzt, so entsteht die Differentiale

NAAw 4 2D

adF

p.  (959)




G64 68. Dic Kreisplatte und die Kreisringplatte unter zentralsymmetrischer Belastung

Sie 4Bt sich durch Differentiation aus

d d fdtw 1 din dN fd*w podwy
e [N — | == - V=¥ 5
dr | S I-.\ ayE T dry dy \dv® =~ ¥ dv )] £ (960)
gewinnen und daher mit dw/dr =tge ~ ¢ und @ = @Ek{12(1 — u?) = ¢N;

auch als Differentialgleichung 2ter Ordnung anschreiben:

N d2j ¢ N dN ydg ad | g dN
T T N.d e dy g N T r Ng d i'_}l

) = _I | ‘J};r dr 4+ C‘ . (961)

el A T’v
s OO
| | =2 < (S .
Pl | S S i
o . |
it |
pa

w
S g
- o
= | =
[ T i T T
S
pat

Abb, 635,

v, ist der innere Radius der Ringplatte (Abb. 636). Die Funktionen N/Ny=7A%/hj=v,,
dN|[Nydr = v, sind gegeben; die rechte Seite ist das Integral zur Gleichgewichts-

bedingung (946). 7

-

Q.= — fpr:ir - C und daher C =70, f}u‘n’r. (962)
i Ti

Rt e Freier AuBenrand (r, = r;, Abb. 636), Q,, , =0, C = .

777 5 ['-5}“_7_'.‘3;1 Freier Innenrand (r, = »,, Abb. 636), 0,,; =0, C=0.

" B

#H Freier Innen- und AuBenrand (r; <r,<#,),0,.; =0, C=0.
In diesem Falle ist die Querkraft in r = r, unstetig, die
Losung der G1. (861) daher fiir zwei Bereiche anzuschreiben.
Nach Division mit », lautet die GIl. (961)

r
dtp . (1 v\ d /1 1P 1 i s
drt ! [r ; " ) dr i'-,r* T L0 )'I Ty ¥y [J.ﬁ“” 5 L-J ) b
Fi

Sie 148t sich leicht angenihert berechnen, wenn die Differentialquotienten durch
Differenzenquotienten ersetzt werden. Hierbei ist die Unstetigkeit der Querkraft
bei einer Stiitzung nach Abb. 636 ohne Bedeutung fiir die Losung, Die bekannten
Vorzahlen der Gleichung werden durch einzelne Buchstaben abgekiirzt. Es ist

—=n
T S
Abb. G346,

¥ e
¥ ¥y ¥ ¥y

e : Bl s g :
Lp By, S BA_p  Lyfirdr4-0)=K. (964)
L !

Der Integrationsbercich (r, — 7,) zerfillt in n Stufenevon konstanter Breite s mit
den Intervallgrenzen 0,...,m, ..., n. Die Bedingung fiir die Forminderung der




Berechnung der Griindungsplatte fiir einen Schornstein, 665

Platte am Punkte m Rann also in Verbindung mit den Bemerkungen auf S. 129
folgendermalien angeschrieben werden: 5

= 1” Poa 1 St A @, — b p.= K, s,
- { §8&m ) (2 | -2 A f | 2 B \ - 5 O =
— iy l =y -1_7- JE=l P I_.’ g bm." — P 1 = e . | = — K 2 52 X “lt;;}l‘

m=0...n
Der Ansatz enthilt (# 4 3) unbekannte Wurzeln ¢, in (n + 1) linearen Gleichungen,
die daher noch durch die Randbedingungen fiir r = », und » = », ergiinzt werden
miissen. Bei freien oder frei aufliegenden Rindern ist M, =0, M, = 0, bei ein-
gespannten Riéndern ¢, = 0, @, = 0, bei der Kreisplatte aullerdem ¢, = 0. Der
Kern der Matrix enthilt in jeder Zeile 3 unbekannte Wurzeln, die daher nach
Abschn. 29 oder durch Iteration nach Abschn. 30 berechnet werden,
Die Schnittkrifte sind

v N .l’.i'q e Yi.m 2sp
M=—mlart v == a2 \Pant =% 0n ‘)
N ¢ dao 1 Y MY m 25 ‘O
N = i ) CEE R A Ty b (966)
.‘|.|.rOt -'\'rn -_\,H ar 'y trl,l 25 -,.q:m+l I e P qm 1I
o= N@E_1 1R N 45 Cu gy
r _?\'“ \dr? ¥a ¥ .'.frl,. z .'\'Orfr vd¥. ' »
Py m r’ s 5 1"".'“‘ £ 90—
.r‘ | 52 52 Va, rn)
= (- i ;I T S P
o 5 5 Vo, my
4 !'\.l = E;n -} .2. ]Tl_mjl P 1_! i

Die Verformung der Platte folgt aus dw/dr=g/N,
zu

e e (967)

W06 = Tn—05 N
Sl

Berechnung der Griindungsplatte fiir einen
Schornstein.

l. Geometrische Grundlagen. Abmessungen der
Platte nach Abb. 637.

hg=hg=2,2m, fyp = 1,5 m.

Intervallbreite ¢ ;-“.‘][j — 09 m. Im i(_'i:l'#’lg’r"n Teil der
Platte ist

— 6 ot !
! R g ;ur. — =22 — 0,175 (m — &),
s — Ay 10) T 75 {
% n =10, m==6-=10,
217 . 393
= : | No= _%EUUU(H."_--_ = 1918000 tm?*m.
6 12 - (1 — 0,028)

2.Belastung, Ringformige Belastung Pnach Abb. 637 a.
Der Bodendruck p = Pfr2 m wird gleichmafBig verteilt
angenommen,

3. Vorzahlen der Differenzengleichungen
(965) nach (964)

3 1 4 38t 1

G L N B
hi i }cgri'r“!] k3 s:imr: [ et

¥y =




X L] \
(8. Die dlie unier z cr Be
0=m 6 ¥y I Va m=1,
A 2,
6 H 10 ¥ 0.0548 J
2 1 . Va
L)L -
- )45 =,
2 ¥
1 0,15 s
1 L 1
I () ist nach S, 664 C 0 und d: nach (964)
E
5= [
K 52 — | prd
Ll SR
{1
Fl
L n=58 K, e
5 :: Y H
stetigkeitsstellen an
# |
~ L g 1 5 ¥ o r- M
| h I Vi.m Vo m ; 1,45 = : i |
2 M oy | > ] . ET i-l :lﬂl_rlf.
T I I
I d I | ¥ 0 Q0,500 I 0 I 0,05¢(
z . I i 0 [§] Lo gl K] [ 2 B 1, 106 O, TOH
I afr O, 441 L
I I 11
I I Feda
4. Randbedingungen In
| gleichung fiir den Punkt 1 aufge:
2 ¢
P11 -
¥io
|
5. Matrix der Differenzengleichungen (965) nach Elimination von ;.
| A R ¥ s Pa 4 ¥s Fa V1 Fa Fn F1o
{ | 1
| 3 000 1,500 | o
o,
| 1 = 7y - b RS = " b o T
: I ¥ | > 45 -1.,250 | 0,100
(i S | | = e
: | |
;l 33 2, 111 E, T | 0,150
i 1 1= e ng ol et AT | | F
| , 0,82= 2 3 I
. - 2,063 I (
1
| i | — o, g00 a i | | -0, 18
i (| | | |
2,031 | -
| | . 1
|
| |=x,201 2,02% [ —o,= — 0,466
| 1,204 } 023 o, 7ol 0,367
I.213 2018 ru:H—
| : Lt - =5 = e AL
i | |
| | i -2,000 | 2,042 o
|




Iireisplatte gleichbleibender Dicke auf elastischer 13 tiung. 66T

Die Auflésung h Abschn. 20 liefert

1
1 a2 5 I Fa ! i W7 |
|
| | |
34941 1,13210 L, 70024 ALy —3.47254 4. 107 5] 2404 5

Fa ¥ & 11
1 |
TINTE
mittel =H Q051 | —4.05970 §.95 SO
h pd 7
* ] ] X iy
T prP MHEE T h /i A b, G37
] I |
0,5 ¥ 5 i, 5 [ | =) 1, 5 1d |
1 |
| |
¥ l-l
0 |-0,5494 |~1,6816/-3,4698/-6,0250/-9,4975/~13,6951 ~18,3445 70| ~2% 645 :
| | | ) '-\._|
|
7. Die S ittkriafte, Mit § und ird aus (D66) |
1, ™ 1
11”1 = — nE : i L) R &
Z I LE
1 &
1 12
-l-'r-'.&_ 12 q : s [ 1| £
In Plattenmitte ist g, =10, :”"_ ell| &P Pop=— P

| . '
M, o= — — | — 0,54041 — — 0,54941 — 0,54941 | p+; = 0,0641 p ] mt, |
N 5] /

) |
M, = [ 1,13216 — (,564041 + 0 | o = 1),0058 # ] mt,
s 20 \ 3 ; ] e |

M, 4=~ — [—1,78824 — : 1,13216 4- 0,54041 ) pr2 = 0,0714 pr2 mt i

1l in Abb. 637e
n auf der Fla .
i '.'i.'il! e \Tl'?lrl!l':. en

Positive

11T~

die Genamgk
, sind die Mom
ichbleibender
lung # =0 und »
; 638 mit den Werten der exakten
| # o) nach Tabelle 63 verglichen worden.

1 beko
latte mit

Interval

Kreisplatte mit gleichbleibender Dicke auf elastischer Bettung. Die
duleren Kriifte bestehen aus der Auflast # (r) und dem Bodendruck o
nach den Angaben auf S. 17 proportional zur Einsenkung w M T
der Platte gesetzt werden soll {:,f; — cw). Daher besteht HIR &|
zwischen dem Verschiebungszustand und den Aulleren [ 7
Kriften nach (948) folgende Differentialbeziehung: 1= 1 ]

dw o1

)

dw P h =T
et Cw=2 (988 ) Sl
¥ dy N N x 4 Abb; 630.

ar ¥

S1e besitzt auch Bedeutung fiir p = 0, um den Verschiebungszustand = fiir vor-
geschriebene Randkrifte M., , 0,., anzugeben.
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668 68. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter zentralsymmetrischer Belastung.

Um den geometrischen Zusammenhang in einfacher Weise zu kliren, werden
die Differentialquotienten hier ebenfalls durch Differenzenquotienten ersetzt,
Dabei zerfillt der Integrationsbereich wiederum in % Stufen mit der konstanten
Breite s. Fiir den Punkt & mit » = 7, sfrp = 4, und p = $; entsteht folgende
Gleichung % (kR =0, ..., n),

[ 7 | ":"rl i A ] ] 98 o & .';‘:'_I
(1—4)w, .— |2(2—4,)+ 5 2+ 4,) | W+ |6+ 2 A5+ N | @
At i i Py st y
—[2@+ M)+ F @ — M o+ (1 + A wen =B (969)

Die Wurzeln w, des Ansatzes werden entweder mit dem Gaulschen Algorithmus
nach S. 216 ff. oder durch Iteration einer Anfangslésung nach Abschn. 30 berechnet,
Die fehlenden Gleichungen liefern die Randbedingungen. Die Schniftkrifte sind
dann aus den Verschiebungen w, folgendermafien bestimmt:

N[ 4 : s \ N f TR : i { 15\
= e (;I‘FE,','. ! e J :(,'_q_)] =- o2 _‘E'k-‘! ||.11 : 3,— — 21 hpe W4 ']\1 = 9 YJ_:I 4
Np weig N \ : e
et [ A2, + —— Aw, ---———,,'u Pt t.l | =Pt e ] — :]
s2 | oY = 52 2ur = \ 2ury/ (97
o = (970)
NFos b s 2 52 A
| Bwy, - — Pw, — — Aw,
55N ¥ L "
N ¢ ot o (9 21 | AZ) 44w, L ow gl el L 42
— gl — (2 =24+ A) 4w+ 0, (2 + 24+ A) — @]

Bereghnung der Griindungsplatte fiir einen Schornstein unter Berilicksichtigung
der elastischen Bettung.
1. Geometrische Grundlagen. Abmessungen der
Platte nach Abb. 840. Mit u = s, £ = 2100000 tfm?* ist
nach S, 645

2100000+ 2,23

916684 tm?/
ST T TR i

2, Belastung. Die senkrechte Belastung P durch den
Schornstein verteilt sich auf einen Ring von der Breite s
und dem !!!'HltTLEL Radius »; = 4,6 m. Der Bodendruck wird
nach §.17 mit $ = cw angenommen, Der Leitwert ¢ liegt
zwischen 10 und 200 kg/cm?, so daB die Rechnung fiir beide
Grenzwerte durchgefiithrt wird.

3. Die Randbedingungen. Am Rand r=ry, ist
M, 10=0, Q;; 10=0; daher nach (970) mit s =04,
fg =90, 4 =01

1.0083 wy; — 2wy + 09917 w, =0,
wyg — 1,81 wyy; — 0401wy + 2,21 0y — wg =0,

In Plattenmitte ist aus S}'mmetrieg_—'ilndcn woy = iy,
w_q = uyy . Die Glieder der Differentialgleichung (968) werden
fiir den Plattenmittelpunkt mit » =0 unbestimmt, s0

daB sich die erste Differenzengleichung (969) fiir & =0
erst nach einem Grenziibergang anschreiben 14Bt. Nach
der Taylorentwicklung ist in der Umgebung des Mittel-

. o P punktes
- BB m& 3 o 20N, W) g
QoE =17 \?.z--ua w=w(0) +— i —— '
a5 : | xh_ 21 4!
) 3
0% +— C:“'*?*.E"r “"'“"- w' = w' (0) r 4 27 (0) K e
g | c‘—g?w.-\"_gxi‘m 1] : '
a0 | Tty IV
o [ B JJ:{ &5 8 78 8 ® = " (0) rz_‘(ﬂ_} ) : W s IV (O o 05
-0k !
Abb. 640, WV = wiF () 4« o .




669

atte.

lungspl

riing

lastisch gestiitzten

einer e

Berechnung

Jimsafiep voko ‘qqy UL 351 ¢ YONIPUIPOL I3(T
‘UIPIOM JIOJaSYIINP U g g .__.5.4:...:___L__T__._._..u.m_;__:p__. Iaaqr uadom jet BUNUYIDIUA[YRZ SI(]
| S6zfo— €krt'o | oz mm o | zbgo'n glog’l _ Coro's (0z0's ZI6E'T Prik'a LekE na=g
etz 1gh‘o— | Fg6og1'o _.r::u g'o |ybgo6S't |16fghEe nl_:m.ﬂ*._:_ﬂu “ b ise'z | Plogoo's | E€ztkzt'z |S101090'z |Egz 1061 m
% I | Bl ! ] l 1
M“P:_._.u_.ﬁ 00T = 2 A
| GooG O Chrl'o _ f1gg'c k660 BZT1'T 698zt 0161 | SolE'x _ Crob'y | Szekax | zgeba na== g
kol S¥CLr |61611€°17 | 09900152 | gzozho'ns | okl zog'zt | Ecgzf1'gf | 696 Lok ‘gt GEELEo'oF | Fi16zzo'1h rr€ LSS ad _ Frgrzl'ik a
£l | I |
oI _ 6 _ ] _ L g | < | 1 _ £ % I _ ] y
pliDf 3y O = 7 I Majar 6T "UYISqY UYI2EU AUNSQIINY 31 "9
o | iLofgo's gSg6So'h— _ 000 0002
e T B L= e S| et A D S [ =i ey o S— =
o | kzoofo's— | gofSE6'Y | zIgo6l'€— | 63gggR'o _
o | oooszrr | gtotgz'k— | €lgbEo'y | zoggol'€— | nooSigo
9 LSgeb11 | bogbok b— | 6Ez¥ro'a | zS108L'6— | h1LSgo
L0 | SRR .S s S R e 3 _ el At -
o _ .\Eooc_ I |64 mi, F— | 6L6gC0'g 65Lgbg't— | EEEEEG'0 [
—— B i) = S ey T
I _ | soooozT ooogEb'k— | £zk Ego'g ooottg'€ — | ooooog‘o
o _ _ 00008z gpobSSk— | Ezbger'g | E1E0lS'E— | ooooSL70
| e v— - 1 - e L TR e
o _ [ CEEEEE T 09z 65L'F— | S¥gSzz'g oG zgh € — h@@mﬂe =
e B | = — a Bt
- N |
0 _ _ 000008 T 00k Lg1— _ | €2k oS g ‘oofzif'E _ 000 005
|
== =i =t e it |
I I | = e
o | 7 ocooooo‘z | oooooS'g— (EzkEoo'g _ 00008 ~
- - T —_— mll. —_——— - - — ———————— -
o | EEEEEE'S EEEEEE'Tz—| L1z%00'QI
gy L7 Em Ly n Tm ¥a m T'm Om

.__(q 1L QOOT

T 3
gécd




670 69, Die Kre

Daher lautet die Differentialgl

und die IKreisri

slatte un

r antimetrischer Belastung.

ichung (968) fiir den Plattenmittelpunkt » = 0
LR (1) w¥ ()

TRLI} !
21 31 T e

oder in Differenzen ;|1_--.;_-¢-.|| fickt

SR 64 16
b+ i -
(16+ 5

jl o 3 1 : 2

4. 1 der Daifferenzengleichungen (969)

. T | - ; ] T .

k A I Ay 1 | — A F e | AT E1 eer | G

I I (4] s I 3 I 3.3 o

2 0, 500 I.500 | 3 ) 2 =00 0. 2510 13 = | 6,8

3 9,333 33 1 5 TR O III 3 { oz
54 100G « 0,94 200000 - 0,04
-- : 0,003432 oder 0068462 .
" 1916 654

I 10 F

Die emngekla

_ a2 | I

erten Werte gelten fiir ¢ 200 kg

Die Schnittkriafte sind in Abb. 640b, ¢ d;

e Durchbiegun
20 S

N aul

£

= 1000 = N

gen (D69
0,065039 =
ren elit

15t nach (970) z. B.

I { _
el iy [ = 0,043 ; [ — 0,019

/ Iy | e s ] {
2y + (14 54) .| = 0,051 . (—0.011

ischen P
1926, -

69. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter antimetrischer

Belastung.

s h Abb. 641, a: durch
g durch #=4,0c05x (971
latte oder s




69, Dic INreisplatte und di

b el

plattenfundamentes en werden, dessen Steifip-

Bodendruckes

keit die Annahme des Gradlinie
Biegefliche sind in diesem Fall

Beziehungen zwi

echtfera

aten der

gt. Die Ordin

der Platte

nur durch den allg wf S. 647 beschreiben lassen.

Die L& ichung (935) besteht aus e
einem genen Gleichung und i 0= 12 1y
aus vier mit de : o 4

terten Lasungen LBt sich g7 25 {
in der fol len = o |
Sy
\.
)
N
v 1
|
.'r’:
_/
.-"-.
bb. G4
I‘-\.‘)

(974)

l."' '.I f; - 3 o 0 v -
! ']“2|_-EL]J ¥) o= 2(3 J.I‘.'.-]

Freie Auflagerune am Rande o=1:w=0;M =0,

1 4 Ci 4 Ca=10, 4B+ nu) +2(3+uC=0, |
(975)
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672 70. Die rechteckige FPlatte.

Aus diesen drei Bedingungsgleichungen wird mit den Abkiirzungen

BHm+U—pp=rn, 4@+p+0—pE+p)p=r,

42+ p)p — B+ p) B+ )=, | (978)
Gy = "222‘ C; =12, C, Sl \
®y #,

Liefern die #uBeren Krifte an dem Tragwerk ein Moment M in bezug auf den Mittel-
punkt der Griindungsplatte, so ist p, = 4 M[za® (Abb. 642). Das Ergebnis der
Rechnung lautet dann folgendermalen:

M, = 1%-: [(5+u) 2 0% — (3 + ) a0 + 3 (14 p) % 07" — (L —p) % p%cose,

M, = fﬁ?ﬁ (145 ) ;0% — (1 +8 ) 290+ 3 (1+ ) 2, 072+ (1 — ) 30 %} cosae,
M,,=— Ea}%. (1— p) {3ty 0* — 730 4+ 32,071 + #307%) sinw, sl

0, = ___‘_;.'i'f ::9 0% — 2;:.- _3 9—2:] cos o,

0, = — %;.(393 —2 :j@ di 39"1:; sine .

Berechnung der Griindungsplatte eines Schorn-
steins filr antimetrische Belastung.

1. Geometrische Grundlagen. Abmessungen der
Platte nich Abb.643. Der mittlere Teil, auf dem der
Schornstein aufsitzt, wird als starr angenommen.

2. Belastung. Die Belastung besteht aus dem
L g = Moment M infutge. \\':nr_]dru_rl; auf d"m. Schornstein.

s I Der Bodendruck wird geradlinig und antimetrisch an-
gesetzt

Fo=4M/[mad.
| 3. Die Schnittkrafte. Nach (978) ist mit
- p=1Ye: x =232188, = =03048, x,=—18827.

Damit wird nach (979)

=05 Q6T U W W M, = 1-*?”-H_l (16,6306 g* — 20,4655 o + 11,2661 ¢!
Abb. 643, 54,5024 {i e 81 on
-+ 1,5689 p=2) cosa,
T 2

My = 15?52:24 ( 5,9010 g* — 13,9572 g -+ 11,2661 o~* — 1,5689 g-°) cos

/ P a* 7 e L e $ e oo
M, g=— s . 8L 5 o ; -1 __ ]1.882 3) g b

r.G 178.2651 ( 32188 p® + 1.8827p1 9.6564p 1,8827 o~?) sing

Die Momente M, und M, sind in Abb. 843 dargestellt. Das vollstandige Kriftebild infolge
zentrischer Last und Winddruck ergibt sich nach Abb. 642 durch Superposition der Ergebnisse
von S. 665 oder 668.

Fliigge, W.: Kreisplatten mit linear

veranderlichen Belastungen. Bauing. 1920 S. 221.

70. Die rechteckige Platte.

Die Platte mit rechteckiger Begrenzung wird im Bauwesen selten einzeln, son-
dern in der Regel als Teil zusammenhidngender Konstruktionen verwendet, Die
Rinder der einfachen Platte sind entweder kriftefrei, eingespannt oder frei drehbar




Die rechteckige Platte mut frei drehbarer Auflag Kantern. 673

aufgelagert, so daB Zug- und Druckkrifte auf den Unterbau iibertragen werden
(Abb. 644). Die Oberfliche erhilt in der Regel gleichférmige Belastu ber Ver-
wendung der Platten im Behiilterbau auch hydrostatische Belastung

Die Biegungssteifigkeit der Platte ist bei homogenem und isotropem Baustoff
g die gleiche. Die Beziechungen auf S. 646 zwischen der vorgeschrie-

in jL'lEL'l' Richtur
i b

S N —

D, 644.

benen Belastung #(xy) und den Ordinaten w@(xy) der ausgebogenen Mittelebene
! ) £

lassen sich jedoch auch auf Platten mit verschiedener Biegungssteifigkeit in der
Lings- und Querrichtung erweitern. Der Nachweis der Formédnderun g von Eisen-
betonplatten oberhalb der RiBlast im Sinne des Stadiums II der gkeit ist

ausgeschlossen.

Die Untersuchung des Spannungs- und Verschiebungszustandes
besteht bei homogenem und isotropem Baustoff und den An-
nahmen auf S. 644 in der Integration der partiellen Differential-
gleichung (929) fiir vorgeschriebene Randbedingungen an den
Kanten ¥ =0, x =a, y=0, y = b (Abb. 645). Das Ergebnis
kann in der Regel nur als Reihenentwicklung angegeben werden,
deren Brauchbarkeit fiir die Zahlenrechnung nicht allein von der
Konvergenz der Reihe w (%, v) selbst, wmfli'lu auch von der Konver-
genz ihrer Ableitungen abhe m-fl Damit scheiden Niherungslosungen
aus, welche nur die Durchbie oung, aber nicht die Kriimmung der elastischen

.1

Fliche ausreichend beschreiben. Brauchbare Losungen sind won L. Navier,
A.Nadai, H. Hencky und einigen franzisischen Mathematikern angegeben
worden. Sie bestehen entweder aus Gliedern wylx,y), h l,...,00, welche
die Differentialgleichung (929) und die Randbedingungen fiir den Anteil p,(x,y)

der vorgeschriebenen Belastung p = 3 $,, k l,...,00 erfilllen oder aus einer
partikuliren Losung w* der inhomogenen Gleichung, welche die Randbedingungen
nur teilweise befriedigt und in einer Losung w** der homogenen Gleichung A4w**=0,
die mit w* iiberlagert, das gesuchte Ergebnis darstellt.

Der P]clﬂen‘\llt‘lftri unter einer Belastung j'JI[JI Der Plattenstreifen ist in
den Kanten x = 0 und x = a gestiitzt (Abb. 646). Die 1 ler Durchbiegung w
nach y sind Null, so dall aus (929) folgende :{';H_IL'I.H.'LL: entsteht.

ddee | .“:IJJ'1 — f‘l} "l' | N . (Y80)

tung

Die Lésung kann nach Abschn. 20 fiir die frei drehbare Auflagerung
des Streifens unmittelbar angeschrieben werden

N P 4 i 1 1
a) Gleichférmige Belastung
bat [x X at : .
w Al RT3l S PR B (as1) ¥
b 5 r = Al LA I I
U4 N \a a* Ll s s
b) Hydrostatische Belasturiig (Abb. 646)
# i 3 3 %
Pod ([ ¥ T > Stk (9K2)
W= ——— [T — — 10 — 4+ 3—]. (982)
t BON \" a a’ a* ) y Abb. 646,

Die rechteckige Platte mit frei drehbarer Auflagerung der Kanten. Die
Platte ist in den Punkten v 0, x =0 oder x=a und x 5= 0, v =0 oder 3 b gestiitzt
Die Durchbiegung w und ihre Ableitung Aw sind hier nach S, 647 Null. Die Bie-

gungsmomente verschwinden an den Rindern, die Kriimmung ist hier nach zwei
winkelrechten Richtungen Null, Die Tangentialebene fillt also in den Ecken mit

43

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck




674 0. Die rechteckige Platte.

Mittelebene zusammen. Die elastische Fliche

der urspr Vi)
den Ecken ausg: ide Grate, in denen die Krimmung und daher ¢ Bie
FUNZSMOMEe] sind, Die groBten Auflagerkrifte 4., .1, . in hantenmitte
sind ber gleichmiili Belastung seitenverhiltnis a/l der Platte nahezn
unal 042pa bis 05pa, a die kleinere Rechteckseite). Die Randbedin.
gung 0, Au 0 werden nach L. Navier gemeinsam mit der Diffe 1l

gleichung (929) durch die Funktion

1 > 1
SN = (983)

fiir die Belastung

i
(5]

hilxy) Nt SINM T — SN 7
4 . n

m, n T, 1T

I

erfiillt, wie sic
lastung $(xy)

iiber die Kanten der Platte hinaus nach beiden Seiten periodisch
fortgesetzt werden kann (Abb. 647), ohne die Rand-
bedingungen w =0, Adw = 0 zu verletzen, so kann
sie nach Fourier in eine trigonometrische Doppel-
reihe entwickelt werden.

}"-’ (% :‘V_.: _\1_\ lrf:-.-l,

. X 5 ¥ el
p SN — sinnzm . (989)

b

Die Koeffizienten sind nach bekannten mathema-
tischen Regeln

b oa
Fie v
4 P \ i ¥ . \ ] s
dpin = —= plxy)sinma - sinnm - dx dy. (986
ah e Ve o b -
0 o0
- Belastung # der ganzen Platte
16 & o
e I I. (mn=1,3,8,..) (987)

MR e

Die gliedweise Gegeniiberstellung von (984) mit (9 liefert ¢,, , und damit

x = Ay

] v g SN 3N NI —
¥ 3 7 i
o -l B2 2 s i) (988)

Nah =
i /] o M i

: : . 0o . : e
In dieser Rethe wird zuerst 1 und # = 1,3, 5 usw., darauf m = 3 und
n = 1,3, 5 usw. eingesetzt, so dafl die Buchstaben m und # der Reihe nach alle

ungeraden Zahlen durchlaufen. Leider konvergiert die Reihe Yw,, , mit ihren
Ableitungen nur bei gleichférmiger Belastung p der Oberfliche schnell genug, um
darnach numerisch zu rechnen. Sie ist nenerdings von V. Lewe zur Untersuchung
von Pilzdecken verwendet worden, indem die duBeren an der Platte angreifenden
Kriifte aus der Auflast und der iiber die Fliche des Pilzkopfes gleichmiiliig ver
teilten Stutzkraft dhnlich wie nach (988) in eine trigonometrische Doppelreihe ent-
wickelt werden.

Um Lésungen zu erhalten, welche die Differentialgleichung (929) fiir cine vor-
geschriecbene Belastung $(x) streng erfiillen und nur aus einfachen und besser

konvergierenden Reihen bestehen, addiert A. Nadai zur Durchbicgung w* des
Plattenstreifens mit den Ra edingungen der Platte fiir ¥ =0 und x = a dic
Durchbiegung w=** einer Platte mit Randkriften, welche die homogene Glei-
chung A Aw** — 0 erfiillt und gemeinsam mit w* die fiir @ vorgeschricbenen Rand

bedingungen an allen vier Kanten befriedigt.




Die rechieckige Platte mit frei drehbarer Auflagerung der Kanten. 675

Bei gleichformiger Belastung 4 und frei drehbarer Stiitzung in x =0, x = a

ist nach (981)

pat [x A b N dpal 711 . nax J 4
e 1 a0 b e | i L TrE et - | g
i v 24N \a g N ab ...}..l ns sin (=13, d,...)- (989

i

Der Ansatz

=2 Yysin—= mit ¥,=f,y (990)

erfiillt die Randbedingungen #** =0, Aw** =0 in * — 0 und * — @ und die
Ditferentialgleichung AAw** — 0 fiir
- - T Y BITY . niIxy i "y
Y, =a, Boj - + b, — Eim——- + ¢, L —-
i a @ a = a

+ 4, 2ZY gof 222 (991)
a a :

da jedes einzelne Glied eine Lésung der biharmonischen Gleichung
ist. Die Freiwerte a,, b,,¢,,d,(n=1,..., 00) werden so be-
stimmt, dal die Funktion w = w* 4 w** die vier Randbedingungen
fiir y = + b/2 befriedigt (Abb. 648). Bei Symmetrie der Stiitzung
geniigen die in y geraden Funktionen der allgemeinen Losung w**,
Das Ergebnis lautet nach A. Nadai mit

Saderetaee R (992)

_4pat 1 1 h _ 2Cof xq €0jna + on Sina, Eojy, — nn Gin gy, Cof a,

W= — ; _
N nb &=/ né | 14 Gof2«a,

| sing, (993)

(w=1,8,5,...),

Bei hydrostatischer Belastung (Abb. 648b) p = p,x/a ist

W=

Zppat ¥ (=1)2 [1 (24 aaFga,) Cojn. — 1. Sing, ] sisE (994)

N nt & n® 2 Eof x, J

Die Reihen konvergieren schnell, so daB bereits das erste Glied als Niherung geniigt.
Mit w(x,y) sind nach S. 645 auch die Schnittkrifte M,, M,, M,,, Q... 0, . und die
Stiitzkrifte A,,, A, , der Platte bestimmt, so daB Richtung und GréBe der Haupt-
biegungs- und Hauptdrillungsmomente berechnet und darauf die Trajektorien und
dic Linien gleichen Hauptmomentes aufgetragen werden kénnen. Um daran das
Wesen der Plattenbiegung zu studieren, ist die Zahlenrechnung fiir zwei Platten
unter gleichférmiger Belastung mit dem Seitenverhiltnis 1: 1 und 3: 4 ausgefiihrt
worden (s. S. 677). In Abb. 649 sind die Biegungsmomente M,, M, in den Sym-
metrieachsen der rechteckigen Platten mit dem Seitenverhiltnis bfa = 1; 1,5; 2
fiir H 1/4 dargestellt. Die Abhiingigkeit der Momente und der Durchbiegung
von dem Seitenverhiiltnis zeigt nach A. Nadai fiir u = 3/10 Abb. 650.

Der gleichmiBig belastete Halbstreifeh ist ein Sonderfall der rechteckig be-
grenzten Platte mit b 3> a und von A. Nadai in der gleichen Weise untersucht
worden. Das Ergebnis ist hier wiedergegeben, um damit spiiter andere Aufgaben
zu lésen.

a) Die drei Seiten des Halbstreifens liegen frei auf (Abb,651a)

dpat 1T / Nn e |
W= —1 S -l o
- Ll (1+%)¢

| sin E,: -

(H=1;5.5 "), (995)
43*

N _'!.’n did L




676 70. Die rechteckige Platte
Die Lingsseiten des Halbstreifens liegen frei auf, die kurze Seite ist frei

b
wry
(Abb. 651b)
: fpat ! I I.' 1 Ee i;,." g tin _] siné.., (» 1.3.5...). (996)
2 N o — | Jd+p \l—u L A n®

Abb, 848,

mente Mz und My

Vi

iteckige Platten mit
Y ba=41=1,0, 1,56, Z.,0.

= = 1/4.
& Platten

Frei au g
Eingespannte Platten — —

|
|
(
|
pat A=20
|
i/

¥ ot

c) Die Lingsseiten des Halbstreifens liegen frei auf, die kurze Seite 1st en-
gespannt (Abb. 651c)
4pat’ [ ;
Lpa \_T!i — (1 +n)e
sl .

W= ——
N =x°

a9 = \ aa7
. b= 150 el (997}

| — sin &, ,
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Berechnung einer rechteckigen Platte nach A. Nadai.
rirel

r.erJ,-, = Z’QL"]- %, G0 Na + Oin Ein

wird nach (DD3) die
i &
w = (,01307 — 1 — = sin & N = 3.5
LN ' 1+Coj2x, nga t 1,3, 8.

&

L RS
I
4
|
1 )
Die 10-% pad/N fachen Ordinaten w in den Punkten eines Gitters (Abb. 6: 5= 18 sind
= '}
|
safiz 2 Tafra
189 | 141
377 138
341 125
281 8 e] 103
2 142 73
105 74 30
¥y/2*

& w
worin
i)
b = aEnl 3 =10
® abn B o,
a4y = — by = 0,0015856;

a2

P | f | ! | : e :
¥ ¥ 0 alb :':Jlrj ! afz o af6 af: |
., ! | |
[ ' ' | T ST IR
0,0b72 0,0630 00,0501 00,0288 0,0421 00413 | 0,0370 [
X v 15 Y 323
0,0011 | 0,0573 0,0458 0,0204 0,0370 o,0363 | 00332
S5aity 0,0405 ! 0,0382 00313 00,0180 0,0223 00219 | 00,0203
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'|||' -h =
e
v i | Ta [ __.’,'“ | zal3
1 T
/2 o, o0 | 0, i 0,01587 | 00210
= 0,020 [ 3 00343 0,0 300
o, 0140 i | 107 0 )
Iamit « ch nach (921) die Richtung und Grilbe der Hauptbiegungsmomente Wy u. My
el i imomente My .
Ay todlH et My [l’_1"'|"'lf.1 at
i r i | i
0 | et 3 il 23 ) L8] 3 - | 242
| | | | |
T T I |
fi= 030 ol | 258 [ (4] 413 | 370 o]
o LY & 503 544 | I | 343 247 210
J0 5 445 03 | 300 3 155 13 300
[i 1.t 2T jo7 476 | (8] | Lg0 — 270) 479
i My gp=10%p a®
T
¥ | : :
[ alo I d 3 [2 283 | ¥ aft | 13 rllu"_' 2al3
|
|

Me Linien gleicher Hauptmomente sind in Abb. 653 bis 655 dargestellt, ihre Bezifferung
celeutet den Bruchteil des Momentes. Abb. 68568 zcigt die Trajektorien der Haupt-
i nte, Abb. 857 di rajektorien der Hauptbiegungsmomente, die in 658 mul
quadratischen Platte verglichen werden. Der Mittelpunkt der quadratischen

1




Dhe eingespannte Platte bei gleichmiilliger Belastung, 6TY

Flatte .i-:1- mit M, M., ei , ich 4 Trajektorien schnsiden. Die
rechteckige Platte 3 . b
je 3 Trajektorien sc

Abb, 658, Trajel
ur

Die eingespannte Platte bei gleich-
- miliger Belastung. Nachdem die Tangen-
en der Hauptbiegungs- s . . o e

momente. : tialebene an die Biegefliche der frei auf-

liegenden Platte in den Eckpunkten bereits

mit der urspriinglichen Mittelebene zusammenfillt, sind hier die Biegungsmomente

der eingespannten Platte Null und die Tangenten an die Kurven der Randmomente

waagerecht. Lings des Randes sind auch die Drillungsmomente nach S. 648 Null
und daher 4,, =0,

Abb. 857.

Um die Differentialgleichung (929) bei starrer Einspannung oder anderen Rand-
bedingungen zu integrieren, wird die Losung Naviers w, fiir die frei aufliegende
Platte (988) nach M. Levy durch eine allgemeine Lisung w, der homogenen Glei
chung A 4w, = 0 ergiinzt. Sie enthilt so viele Freiwerte, besteht also aus so vielen
Partikularlésungen, daB die vorgeschriebenen Randbedingungen durch die Reihen-
ntwicklung fiir w = w0, + w, gliedweise erfiillt werden kionnen. Die Fliche T
entsteht darnach durch Randkrifte an der frei aufliegenden Platte. Der mechariische
Sinn dieser mathematischen Operation LiBt sich mit der Berechnung der statisch
unbestimmten Schnittkrifte in Abschn. 24 vergleichen.

Die Aufgabe kann auch nach H Hencky und A. Nadai durch Uberlagerung
einer Grundldsung w* fiir die vorgeschriebene Belastung mit einem allgemeinen
[JJI(';gr:a] w** der homogenen Gleichung /| Ju** (0 untersucht werden. Dieses
liBt sich in einfach unendlichen Reihen anschreiben und enthilt ebenso viele
Freiwerte, also ebenso viele Partikularldsungen wi®, als andere Randbedingungen
im Vergleich zur frei aufliegenden Platte vorhanden sind.

IDie Freiwerte werden

auch hier gliedweise so bestimmt, dal die Funktion # w¥* L w** die Differential-
gleichung und die vorgeschriebenen Randbedingungen erfiillt. Der thematische

leil der Lésung bereitet hier jedoch wesentlich griere Schwierigkeiten als bei

der frei aufliegenden Platte, so dall man sich bei diesen Aufgaben in der Regel

mit Niherungslosungen begniigt.

Hencky, H.: Uber den Spannungszustand in rechteckigen ebenen Platten. Miinchen
t?”:;- Leitz, H.: ]%L':'in"s-_nl.:||'u-\;ic-;' frei aufliegenden Platte, Berlin 1914 lai. A.: Die
For nanderungen und die Spannungen von rechteckigen Platten. Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Berlin
1915. Leitz, H.: Berechnung der eingespannten rechteckigen Platte. Z. Math. Physik 1917
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S, 262, T.: Uber die Biegung einer rechteckigen Pla von ungleicher Biegungs-
festipkeit C wes- und Ouerrichtung bei einspan 1gsf s Randes usw.
Bauing, 1924 S 0 Derselbe; Uber die genaue Biegungsgleichung einer thotropen Platte

kreuzweise atten, Bauing. 1925 S. 878 — Si Luan

gleichmal verteilter Bt tung. Diss;
te strenge Lisung r Biegungsaufgabe einer recht-
ller Riander. Bauing. 1926 S. 121. —
latten. ¥. angew. Math. Mech. 1926

+ prthotroper

H.: der Cuerschni emessung krenzweise bewehrter
g. 1926 S. 577. Cramer, H.: Die Biegungsgleichung von Platten stetig ver
», Beton u. Eisen 1928 S, 12, Marcus, H.: Die Drillungsmomente recht

Ritter, M.: Die Anwendung der Theorie elastischer
die II. Int, Tagur Briicken- u. Hochbau, S. 694. Wien
r auf 4 Seiten gestiitzter rechteckiger Platten. Berlin 1930. —

Platten. Bauing. 1929
auf den Eisenbeton

19249, Inada,T.: Die

Berec

Miiller, 1 Die Berechnur , gleichférmig belasteter Platten, die an zw
liegenden Rindern durch Triger unterstiitzt sind. Ing.-Arch. 1931 &. 606. — Crimer, Die
bauliche Aufnahme der Randdrillungsmomente vierseitig gelagerter Platten. Beton u. Eisen

1932 S. 95.

71. Die Lésung von Plattenaufgaben mit Differenzenrechnung.

Differenzengleichung eines Gitters. Die Anwendung der Theorie der Platten-
biegung bei belicbiger Belastung und Stiitzung ist ebenso wie die strenge Unter-
suchung ebener Spannungsprobleme im Bauwesen im wesentlichen durch die mathe-

matischen Schwierigkeiten der Lésung verhindert worden.

Man begniigt sich daher fiir diese Aufgaben in der Regel

mit qualitativ brauchbaren Niherungslésungen, zumal

auch die Annahmen fiber die physikalischen Eigenschaften

des Baustoffs und die Beschaffenheit der Stiitzung keines-

wegs streng erfiillt sind. Es liegt daher nahe, den stetigen

#.¢ Charakter des Ansatzes wie bei anderen Problemen der

Mechanik aufzugeben und die Abhéngigkeit zwischen

Spannungs-, Verschiebungs- und Belastungszustand an

endlichen: Abschnitten der Platte zu beschreiben. Die

stetiggekriimmte Biegefliche erscheint dabei als Vielkant,

dessen Kanten sich im GrundriB je nach der Art der Ko-

ordinaten in Abstinden Ax, Ay rechtwinklig schneiden

Abb. 650, oder als Strahlenbiindel mit einer Schar konzentrischer

Polygone erscheinen. Die Eckpunkte k des Vielkantes

sind Punkte der Biegefliche, die Kanten beschreiben ein elastisches Gitter. Die

geometrische Abwandlung der Fliche zum Vielkant bedeutet mathematisch den

Ubergang vom Lingendifferential zur Differenz zweier Strecken und vom Differen-

tialquotienten zum Differenzenquotienten. Er ist zur numerischen Lésung von
Aufgaben der Plattenbiegung zuerst von H.Marcus vollzogen worden.

Die Mittelebene der rechteckigen Platte wird zur Vorbereitung der Unter-
suchung durch zwei Systeme dquidistanter, sich winkelrecht kreuzender Geraden
geteilt. Die Abstinde Ax, Ay sind in der Regel gleichgroB (dx = Ay = s).

Die Differentialquotienten werden nach ihrer geometrischen Bedeutung durch
Funktionen der Ordinaten w, der Gitterknoten ersetzt (Abschn. 20). Danach ist in
Verhindung mit Abb. 659

V&

Ir’f?:c"-.l . Wra1 — W £y L=
\@x/5 2 A2 ¥/ 2dy ’
l:-' dew W — Wi — W + g
\Bx Oy /i 4 Ax Ay :
Wiy — 2wy 4 Wiy 0% iy — 2wy 4wy
Ax? * \ F};r:J,_. Z Ay? 2




Schnittkrifte.

s <A g — %y By — 21 Dy g — g
-
) a 242 } A a
8% wy, : 21 2w, — 1w,
| :
adyt fy 2 b +
a2 1 el !
i 3
ot o= v x®f o x " dxt/,
1 x2 A (ETL A4®
) 2 (W q k=1 Py i=1 i+1 1 ~1
Ax% Ay
e
Lot
& |
1 o x2 k ! &
2 %3
Eal — 4 1+ By — 4w, Uz
E At
. .
= i 6 u 4w,
| - :
Ayt
Die Differentialeleichungen der Plattenbiegung (929) und (931), (932)

hungen, so daB der Zusammenh zwischen

Differenzeng

sitit den Ordinaten i, der Biegefliche und den Momentensummen
folg r Weise beschrieben wird:
i a0 4 1 A
r b My
Ak & 2 T N

Daraus ents

und mit A y2/4 2 v die Gleichung
; 13 ; : oy :
I. w.|6(a-t = 3 i (1 . 4 1 4+ — ) (w4 w;)
\ o B %/
2 (w;_y + Wy + Wpq + W) + o (e + Wio)
I o A xh
|2 W) =, —— .
ot m K \
I 2(1 4 o) My — & (Myq + M) — (M, + M) = ppo 422,
3 ; M, {
2 o (1050 W) — (1, oo Aa
Bei gleich groBen Abstinden dx = Ay =5 des Gitters ist
I, 20w, — 8 (w0, 4+ ;4 Weay -+ @) + 2 (@ + € g+ Ve + W)
.‘-l
L' _a L T Wit Wy ) .'b.'c v

L k=1
1
t i i M, ¢
bl et ) Pl i RO il L

ht an jedem freien Maschenknoten mit den Differer zenquotienten

‘{II'L‘: ]

werden
der Belastungsinten
M, in

998)

(999)

(1000)
(1001)

(1002)

Schnittkriifte. Die Schnittkrifte der Platte sind nach (919) Funktionen von
Differentialquotienten der Plattenbiegung und daher jetzt Funktionen von Diffe-

renzenquotienten, so dall die Schnittkr
von den Verschiebungen des Gitters abhingen:

ifte am Maschenknoten & in folgender Weise
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N |
M, N 1t [+ 2w —w g+ p(—w 2w —e)],
- Au N
11"} = -:“ i Tt .jl.’f — ¢ 1 _?u e o |II —e.l..'r 2w l'"||'
; : ' (1003)
W v (4 p-t —[— W, — { 2 Wiy — W]
= ] a2 Ay g2 i 1 I 1 :
1% 1), NAL— ) , :
1“1' :\ I_] - ,lf} I._[J}- e W g — Wy — W, T I, :] |
1 My T :
Ques = S22 = oL (M0 — M)
v f |
i [Ws - (@ + W) — (0 F W) — Wepe + 40 — @ y)],
e (1004)
AM, A e
s : (M, — M
NI, !.I, Dot I i/
N . / e 5 "
= 5ol [li‘li'a |_Ilr_li-|-| “-"I:'--l-l == '.?""l =~ Ty 1] — b 4 \&, — IJI|
1 I :
*]_--::,.a = ) o | l‘( 1 1'! y BRI ‘L"r_--._,l_.l " lll!;'.l;,e]
N :
' 53 [Wh—a 1 (6 — 2 ) (@ 52
[ i 1
| } I'f = (1 1 W, ] We.ol,
; A N 2l | (1005)
. 5 [M, M -+ Moy i1 Mgl
N ¢ ’
— 5l + (6 — 2p) (0, — wy)
- (2 — ) (Wopy + 0 — Wiy — W) — W, ]

(i Die Teilung Ax, /v des Gitters ist in beiden Richtungen konstant. Je kleiner
| die Abschnitte gewiihlt werden, um so besser ist die Angleichung des Verschiebungs
(| zustandes des Gitters an die elastische Fliche der Platte, um so groBer aber auch
{11 Wi zh die Anzahl der linearen Gleichungen (1000) und der
| <tk Umfang der Zahlenrechnung. Die Zerlegung des Integra-

tionsbereiches in quadratische Maschen (dx =4y =s)
vereinfacht die Differenzengleichungen der Wurzeln M,
und die Ansitze fiir die Schnittkrifte. Die Poisson-
sche Zahl betrigt bei Eisenbetonplatten p = 1/6, sie

Wy

| &7 - : = = 2
| | > kann aber auch zur einfachen Berechnung der Schnitt-
i i krifte, vor allem bei Ax == Ay im Sinne dieser Nihe-
(i o e rungslésung Null gesetzt werden.

il T

Die Bedingungen am Rande des Gitters und an
den singuliren Stellen der Belastungsfunktion. Um
den Zusammenhang zwischen der Biegefliche w (x, v) der
Platte und der vorgeschriebenen Belastung auch am

Plattenrande in endlichen Abschnitten Ax, I_x-' z1u beschreiben. und die Schmitt-
und Stiitzkrifte nach (1003)ff. abzuleiten, wird die elastische Fliche unabhingig
[ von der Stiitzung erweitert, indem das Gitter und die Belastung bz, ¥ stetip

1 iiber den Plattenrand hinaus fortgesetzt werden. Damit ist die Bedingung
(| I4w = p/N auch auBerhalb des Randes erfiillt (Abb. 660). Unter dieser Voraus-
1 1




am Rande des Gitters und an den singuliaren Stellen der Belast ungsfunktion. G853

setzung gelten die Ansiitze (1004) fiir die Schnittkriifue ¢ Q... M., und die An-
gitze (1005) fir die Auflagerkriifte 4. ., 4
schiebungen w der Nebenknoten aulierh:

vz In diesen lassen sich dann die Ver-

des Randes eliminieren, so dal sich die
Auflagerkrifte lolgendermallen berechnen lassen:
a) Irei aullicgende Platte. Fiir den Randknoten b folet nach (1003) aus M, =0

mndiw, — . =i =10
Wt = — W)y - (1006)
Die Differenzengleichung (1001) Liefert mit M 1 Mo 0
*'”.-':-I = — _1.4',__ | — ."J}a'. g=
und die Differenzengleichung (1002) fiir den Nebenknoten (4 1} ergibt
! 1, B, 51
dawy, g — W g — Wip — Wiy \_ 5° s L g2 :
oder mit (1006)
e I | ."rl..: 4 54
e ™ W Wy g X g= \

Nach (1002) ist fiir den Punkt (& — 1)

M;,_y
_.\". et = -L I-il 7 1 W :: K i I - 19 I
also
W = — Wy (1007)
Damit geht GL. (1005) iiber in
zi,_.;,.-'. SRR 4 "-} M) Wy 2 Wi o 2 i" Wy g - (1008)
Ebenso wird erhalten
N ) : g . Pes? \
A, =348 — e, 2w, 2(2 - i+ Wea) + - | (1009)

b) Starr eingespannte Platte. Iiir den Randknoten % folgt nach (998) aus
:I"u'._ i x 0

Wyg = Wy . (1010)
Dic Differenzengleichung (1000) liefert mit w;, — w, = w, = 0 und (1010)
g 53
Wppe = Do 4+ 16w,y — 4 (Wyy +W,) — Wya, (1011)

F ; e o (1090
A 2;q — 4 W+ i) + 5| (1012)

und ebenso
A 55 16 @ 2w, 4 (W + W) +—5 (1013)

Die Erweiterung der Fliche M, und der eclastischen Fliche =, iiber den Rand
hinaus zeigt Abb. 661 fiir einen Schnitt v = const. aj Frei aufliegende Platte,
b} star cingespannte Platte, ¢} freier Rand. Die Belastungsfunktion p ist dabei
konstant angenommen worden.

Man kaun aber auch zur Formulierung der Randbedingungen auf die Erweiterung
der elastischen Fliclie verzichten und die Differenzengleichungen und Schnittkrifte
allein mit den \ erschicbungen der Hauptknoten des Gitters anschreiben, wenn an
Stelle des einzelnen Plattenelementes eine nach allen Seiten durchlaufende Platte
mit den gleichen Stiitzenbedingungen untersucht wird. Die durchlaufende Platte
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wird auf Schneiden gestiitzt und antimetrisch oder syminetrisch belastet. Die Form-
iinderung benachbarten Felder ist dann antimetrisch oder symmetrisch zur
Forminderung des Hauptfeldes, so dali die Verschiebungen der Nebenknoten anti-
metrisch oder symmetrisch mit den Verschiebungen der Hauptknoten tbereinstim-
men. Die Differenzengleichungen der Randknoten enthalten jedoch
intensitit p die singuliren Stiitzkrifte. Sie kénnen also nur angeschrieben
' Stiitzkriften
rlich, wenn an

dann neben der

Belastung
werden, wenn diese bekannt sind. IMas gilt auch von «
bei Pilzdecken. Daher ist die Lisung mit Differenzen nur dann mo
diesen Punkten die Randwerte der Unbekannten Null oder vorgeschrie
frei aufliegenden Rand ist M, — 0 und wy = 0, die Lésung also nach (1001}, (1002) in
zwel Stufen durchfithrbar. Beim eingespannten Rand ist My == 0, w; = 0, so dal
nur der allgemeine Ansatz (1000) verwendet werden kann. Bei Pilzdecken ist iiber
Ansatz anwendbar t
lige Griole zu berechnen.
Werden die Rand
bedingungen durch Be-

len singi

en sind, Beim

den Stiitzen w, = 0, also ebenfalls nur der allgemeine do

es zweckmilBig,

itzendruck als statisch iibes

den

ingen tiber die Anti-

metrie oder Symmetrie
der Forminderung er-
setzt, so lassen sich
die Stiitzkrifte A, ., 4.
nicht mehr nach (1005)
ermitteln. Sind aber die
Verschiebungen w,. be-
kannt, so konnen die
Differenzengleichungen
fiirdiesinguliren Punkte
nunmehr zur Bestim-
mung der singuliren
Stutzkriite dienen. £. B.
ist fiir die starr einge-
¥ AT e LpER TR L, GRE At me k. spannte Platte am Rand-
knoten &k nach (1000) mit

Momentensumme
Abb. 661, a frei

g w,=uw, =0, Wy = Wiy W, e= W g,
. 54
2w ot 4(w, 4w )— 16w, , = P, N

wobel #, die Belastungsintensitit unter Beriicksichtigung der Stiitzkraft bedeutet.

Nach Abb. 662 1st

B .58 =—32 4

womit wiederum wie in (1012)
N T

Den Verlauf von M, und w, fiir einen Schnitt ¥ = const am Rande bei Ersatz
der Randbedingungen durch Bedingungen iiber die Antimetrie oder Symmetrie der
Formédnderung zeigt Abb. 662. Die Belastungsfunktion ¢ ist dabei konstant an-
genommen worden. Sie hat im Randknoten beim eingespannten Rand eine Singula
1itit, beim frei aufliegenden Rand einen Sprung.

. Freie Auflagerung der Rinder. Die Verschiebungen wm,, bis wmw,; und
die Momentensummen M, bis My, in den Randpunkten sind nach S. 647 Null
{Abb. 660). Daher werden zunichst die Momentensummen M, bis My der Haupt-
knoten nach (1001) und daraus die Verschiebungen wy bis wy; des Gitters nach




Dic Bedingungen am Rande des Gitters und an den singuliiven Stellen der Belast ungsfunktion. G5

(1002) berechnet. Damit sind nach (1003) auch die Bicgungsmomente M , bis M, ,,
M, , bis -"'ru.',‘_r bekannt. Um die Drillungsmomente fiir alle Maschenknoten nach
(1003) zu berechnen, sind auch die Verschiebungen der dem Rande benachbarten
Nebenknotens notwendig. Diese ergeben sich aus der Bedingung (938) fiir die
Momentensummen am Rande.

Wy, = — Wy USW.,

9a = — W USW., an der Ecke w, = w, usw. (1014)
Die Berechnung der Querkrifte (,y bis (,; und der Stiitzkrifte 4,, bis A, nach
(1004), (1005) setzt auberdem noch die Kenntnis iiber die GréBe der Momenten-
summen My, bis M, in denselben Nebenknoten voraus. Sie ergeben sich aus den
Differenzengleichungen (1001) fiir die Randpunkte. ;
M, -+ My = — p,45% usw., My 4+ M= — 4 8* usw.

Eine andere Lisung mit Hilfe der Verschiebungen ist bereits auf S. 683 angegeben
wordern.

2. Starre Einspannung der Rédnder. Die Verschiebungen w4, bis w,; sind
Null, dagegen die Mo-
mentensummen M, bis
M. von Null verschie-
den (Abb. 660). Daher
werden die Verschiebun-
gen w; biswy der Haupt-
knoten mit dem allge-
meinen Ansatz (1000) in
einer Stufe berechnet.
Hierbei gehen die Ver-
schiebungen der am i eingesr
Rande benachbarten
Nebenknoten in die
Gleichungen ein. Diese sind durch die Randbedingungen (942) bestimmt, da mit

Antimetrie
der frei
lastungsiunktion

Abb, 662,

dwldy = 0: Wy, = Wy USW., dwidx =0: Wy = Wy usw. (1015)
Mit den Wurzelwerten w,. sind nach (1003) alle Biegungs- und Drillungsmomente in
den Knoten 1 bis 25 bestimmt. Die Drillungsmomente in den Randpunkten ergeben
sich nach Vorschrift zu Null. Die Berechnung der Auflagerkraft ist bereits auf
S. 683 abgeleitet worden.

3. Zwel anschlieBende Rinder (10 bis 17) der Platte sind kriftefrei,
die beiden anderen (18 bis 25) frei aufgelagert (Abb. 660). Die Ver-
schiebungen und Momentensummen in den Randknoten 17 bis 25 sind Null, so
dall damit auch die Verschiebungen der Nebenknoten 38 bis 48 als antimetrisch
zu den Verschiebungen der symmetrisch liegenden Hauptknoten bekannt sind.
Damit kénnen die Differenzengleichungen fiir die Punkte 1 bis 16 angeschrieben
werden. Als Wurzeln erscheinen nur noch die unbekannten Verschiebungen der
Nebenknoten 26 bis 36 und 51 bis 58. Diese miissen durch die Bedingungen
My gs bis My 10 =0, M, 13 bis M, 15 =0, Ayqobis Ay =0, 4,3 bisd, ;=10
und €,y = 0 eliminiert werden.

Die beliebige Belastung von achsensymmetrischen Platten (freie Auflagerung
oder starre Einspannung aller vier Rinder) wird durch die Umordnung der Be-
lastung nach den beiden Achsen im Sinne von Abschn. 27 in vier unabhingige

Teile zerlegt, so daB in (1001), (1002) nur die Momentensummen MM, . .. @M
und die Verschiebungen M, ... Wy, eines Quadranten als Wurzeln auftreten.
M, ="M, ... WM ="V o0 W, | (1016)

Die Momentensummen und Verschiebungen in Punkten der Symmetrieachsen I T




GS6 71. Die Lésung von Plattenaufgaben mit Differenzenrechnung.

sind bei Antimetrie der Belastung nach I und IT Null. Die Rechnung wird dadurch
vereinfacht. Sind mehrere Belastungsfille, also auch die EinfluBflichen von Ver-
schiebungen oder Schnittkriften zu untersuchen, so wird nach Abschn. 29 die
konjugierte Matrix zu den Differenzengleichungen (1000} oder (1001}, (1002) gebildet.

Flichenlasten, die nicht mit der Teilung des Gitters in Beziehung stehen, werden
maschenweise zu Einzellasten zusammengefalt und nach dem Hebelgesetz auf die
Maschenknoten verteilt.

Der Umfang der Zahlenrechnung nimmt wesentlich zu, wenn die Symmetrie-
eigenschaften der Stiitzung ganz oder teilweise w regfallen. Die Art der Unte rsuchung
nach S. 684 wird jedoch nicht gedindert. Der “:p'mnunp?ust'and an kraftefreien
Ecken k liefert stets 5 Bedingungen. Neben denjenigen des kriftefreien Randes mit

-'\I:,.'.' = { ! '1!1:.&' =0, Au:z,l: =0, ‘;Ih'x,i'.' =0
ist nach den Bemerkungen auf S. 648 auch M, ., =M, =0, also
(PP*w/dxdy), =0

Berechnung der rechteckigen Platte b/a = 4/3 mit frei aufliegenden Riindern fiir
gle:chm.‘ilslge Belastung p-

1. Gitterteilung (Abb. 863)

! a b
5 6= 8"
2. Randwerte nach (038) und (1014).
My bis Mg, =10, wy, bis w,=10.
Wy = — fihg USW,, Wy = — Wy USW
Woy = tWye =10, gy =Ty .
3. Differenzengleichungen (1001), (1002) fiir die 12 Gitterpunkte.
. 10% pat M, s* M, 10 pat
D e e e T R e *Ins AT "
Pes" =35 " To7 N 105 pat 36 105N
a2 pat
1 2 3 4 5 6 7 8 Q 10 11 12 104 105N
T ] | - c
4 —2 | I -2 l ‘ 277,8 i 250,3
i : T TR [T [ ST (1 gt P il
I 4 | —Eill — i 277.8 | 22,7
| | |
e = I : PR b —
I 4 | | | —2 | | | ‘ | | 2778 147.2
T R e e 1 i ) TR e e R e
— 1 [ 4 | =2 — 1 | | 2778 2441
1 i Y 4 —1 25y | | E 24,0 Z210,1
< I — ‘ 4 ! ‘ =1 | ‘ 277.8 140,58
———— Al — e R T
| ' ‘—‘ | | 4 | —2 i3 277.8 | 2047
i | | | ‘ I | 4 ‘ = | 1 | 277.8 184,4
| | ‘ | [fe= I | —1 4 | | = ::::.',F\' 120,0
-— et | i — ——— | — '—I_ i — __E_.
| . | | —1 | 4 2 | 277.8 | 1288
|
i i I 1 pE= ! 1 297.8 117,2
‘ [ | | | : . : | —1 4 z77.8 28,3




hteckigen Platte bfa 4/3 mit frei anfliezenden Rindern. Gs7
4. i ion einer Niherungslosung liefert
| 1 2 3 | 3 ] T 3 7] ile] 11 T2
W 23 | B2 530 3740 | 780 | 5307 | 737 | 664 i3 404 j22 Bz 104 p al
H LELRD 339 U ) 530 317 gty $125 22| 273 3139 1o~a 4 gdf N

a I
" 36N 105 at
Sl e ; y'
X 6N ; 1075 p at
P s N L
1% -1
L 8 _'
. 216N 1073 p at
1s,20 Sl N
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Werten S. 677 uberein, Der
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(Abb. 665).

In Abb. 866 sind die
Einzellast in Plattenmitte
all2
Umg

hmaBig bel

crechnet
1811 TOUT Wer

der Tast vonet

Gitter durchzufithren und 1

ein  fii

a4 (Abb
(1N

My M, My P
| |

1 4 | I

| 4 ? 0

| 2 4 (o]

M, = 0,374 17,
M, = 0,125 P,

M, = (,0624 P.

rdruck ist daher nach

stellt. Sie weilchen nur in
cs, die Berechnung fiir ein grobes Y

s Datter cimzuschalt

(1003) . und (1008), z. B

2.066l — 577 — 1.-|--- 617 2. 6] G17) = (0066 H a*,
¥, :
| e S NS g
-[—,—I 877 2.861 — 577) — 617 -+ 2. 661 617 0,042 o a2,
; }
s a |l.‘\ a i
! [—142 — 142 — 142 — 143] = — 0,043 p a®,
N =
; Loy 2 K R S R

4-(3 ——|330—-2.577T—2 (2 —— | (B17-+31T) | -=¢ 0,475 pa
L (il 3 / 12 ;
in Abb. 664 d A

mit den g n

Auflagerdruck er- '5., ;

t mit der Gitter-

lie Zahlenrechnung

ng

astete Platte
worden. Die I

W2 Das

| & ao

nander

bereich
das

m L

f65a) lauiten di

wnflieger echteckigen
r Belastung .

rohlaegsuns ne

a) Gitterteilung.

Abb, G635,




Differenzenrechnung.

die Gleichungen (1001)

0112 P

aus einer
0,493 P.

Mit M, = 0,125 P und M, M, — }(M,
quadratiscl Interpolation ergibt sich
Die Werte stimmen nach Abb, 666 mit dem Er-
gsebnis fiir das Steilige Gitter gut iiberein

Berechnung der rechteckigen Plattebla=4/3 T & = S
mit eingespannten: Rindern und |
gleichmiBiger Belastung p.

i A ey | | L
E eInngE (| ADD. M3 ). ¥ e
| R lung {Abb. 668) ] l"
Abb. 666. Momenten- a h ' 1 I |
summe M. - - LA ¥ o

2 und (1015) :
-
ity Dis Tilgy Wy EW i
Abb, 685,
Was = g .
3. en (1000) fiir die 12 Gitterpunkte.
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Berechnung der rechteckigen Platte b/a — 4/3 mit frei aufliegenden Randern. &Y

5. Schnittkrafte nach (1003£f.) und (1012), z. B.

36N 10-5pat |
e

= 2 - L 7
— 187 + 2. 227 — 187 4 — (— 207 4 2. 227 — 207) | = 0 032 p at

a? N | 6 ’
36N 108 pasr 1 -
M, oy = +—r-+ - BE+2.0—804+ —-0| = 19 4 o2
My, o P N | ¥ = ) R 0062 pa?,
216N 10-%pat N
.‘I_r,'zu = 3—r : \— 16 - 86
; a
2,187 —4(79--T8)] 4 = 040 ¢a.
Die Schnittkrafte sind in -
gestellt, Da der An
der strengen L6 2
ist, wird [
berichtigt  {au
Fehler nimmt mit der Gitterteilung ;
Berechnung der rechteckigen Platte
bfn=4/3 mit frei aufliegenden
Rindern und einer Einzellast.

l. Gitterteilung {Abb, 670).
a b
S = i

1]

2. Randwerte nach (038) und (1014).
Am ganzen Rand ist

M=0ud ©=0, ig=— 1 usw.
3. Belastungsumo ng. Zur Be- — 0
ung cder Durchl (1002) e e )

sind 33 Differenz: n - auf-
1 Platte mit

Abb. 668, Schnitthrifte de
y'- gleichr

= b |
L] L R el - | =t ,LG' =
7/4 Abb. 671. Linien gleicher Durchbiegung,
Abb. 870. Gitterteilung. Wae= 0,0107 Pa3/N,

ist daher zweckmibBiger, die DBelastung nach Absc dic symmetrischen

trischen Anteile zu den Achsen J, IT umzuordnen (Abb. 672).

zuldisen,
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en mit Differenzenrechnung.

GO0 71.

{(1002) fiir die 12 G

4. Inifferenzer tterpunkte in 1. Cu:

Im Punkt B ist I = L M. 108 z :
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Berechnung der rechteckigen Platte b/a = 4/3 mit frei aufliegenden Rindern. G491
¢) 4 Einzellasten Pf4, symmetrisch zur x-Achse, antimetrisch zur y-Achse (Abb. 672c).
- | Fa®
5 1 (7] 3 1 1z Ply -
10 N
[ |
4 ; I -2 : | o 50,7
| . =
1 ! = | | ) 37.6
| | 37
] i
1 4 : ! | a 82,8
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| I i 1 O 10,8
= R )
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b e 1
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i | L | I | - (5] 36,5
- I | 2 3 " = 6 TR g | 10 11 12
| | | |
T ] T 1 T
Tl ] 0 | 64 Go o | 82 | 67 I o I 1L | 75 I a ce 41 Patliob N
d) 4 antimetrische Einzellasten (Abb. 6724d).
; P Pa
5 6 8 G I1 12, 4 1ob N
4 | I 1 | O 64.0
Esmk e ms ol S R e
|
I { I 0 | 344
S L el R T = i
1 ‘ 4 -1 | —1 1 | 224
[
sy 1 4| 1 ( 73,2
1
1 4 1| o | 64
! S2L 1
| ==
| ‘ == [ = 4] ©| 344
|
R 5 . [ | |
I | =z 3 4 5 [+ = & Q 10 LT iz
I !
ud ¥ o 0 0 | o | 49 l 36 o | agb 6o | o | 40 | 36 Pa*f1o8 NV
Die Superposition der Einzelergebnisse liefert die Ausbiegung infolge P =1 im Punkt 8

mit w, = w{ 4 w{f 4+ wl¥ L w{¥ nach der Zusammenstellung auf S. 692.
Das Ergebnis ist in Abb. 71 dargestelit.

5. Schnittkrifte nach (1003)ff. und (1008), z. B.

B A :
M,q = 5-'—5\— i 800 -+ 21029 — 580 - ! (9194 2.1020 —573) | — 0,248 P,
: a® 10PN | rHk ’
M,y =S0N Pa' 1, o0t 2.1029 — 580) — 919 + 21020 — 573 | = 0,230 P
: a* 1N L6 ° 3
: 'll\' \ } =% -
My, 0=3887) 1) Pa® . a0 339 330 339] ——0,102 P,
4 a* \ 6/10°N - e
216N Pa g ¢ 15 : s 15, 1
lrsg =—— —— (3 — 580 — 2.1020 —2 (2 — (548 + 339) | = 1.36 Pfa,
L 18 %48 1PN l‘-l- | i.';/l 380 1 \ ti;] (O ,I_ i Pla

S i g f3 1) 503 _ 2800 —2(2 -I.-'
2a 105N |\ & / L

| (673 + 365) | = 1,38 Pla.

44%
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692 71. Die Lésung von Plattenaufgaben nung.

fte sind in Abb. 873 dargestellt. Der Auflager
Randes etwa 1.4 F wird. Der Fu

Die Schnittler:
Integral langs des ganz

Iruck ergibt sich etwas zu grof, da
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I [ Silees Diese Werte sind als Naherung durchaus noch brauchbar, wie der ver-
i | i gleich mit der Zahlentafel am Rande der Seite zeigt. Fiir die Schnitt-
g | krifte sind dagegen groBere Abweichungen zu erwarten.
= o | - s - f— .. c = - - r 5
& | So ist z. B. M, s = 0,176 P gegeniiber 0,246 P. Genauere Werte
= ergeben sich, wenn die Biegefliche mit den Naherungswerten aul-
| M o gezeichnet wird und die Ordinaten zur Bestimmung der Momente fur
= L = = eine engere Teilung der Zeichnung entnommen werden. Auf diese Weise
2 > " = wird z. B. M, ¢ = 0,265 P.
;
Berechnung einer Behilterwand mit hydrostatischer Belastung.
Al I¥e rechteckige Seitenwand eines BehidlterS mit quadratischem Grundri ist L
| Rande frei, am unteren elastisch eingespannt und an den Seiten starr eingespannt. Sie kann




Berechnung einer Behilterwand mit hydrestatischer Belastung. 693

daher in erster Annaherung als Platte berechnet werden, die an drei Seiten starr eingespannt
and an einer Secite kriaftefrei ist

Um die Rechnung abzukiirzen, ist =0 angenommen worden.

1. Gitterteilung (Abb. 675).

2. Randwerte nach (038) und (943). An den eingespannten Réindern ist

Wy =0,

g = g USW., Weg == Wy USW.

Am freien Rand ist M, =0, 4 g = 0. Mit (1003) folgt daraus

- 'y, g = 2wy — wy, g =1{).
Diese Beziehungen liefern mit (1005)
wg=wy — 12 a5+ Bwy+ 12 w; — 8wy,

Wy = twWe+ 4dtwg— 12w, — 4 wg+ 12 w,.
3. Die Belastungszahlen. Die hydrostatische Belastung wird nach S. 682 iiber den Platten-
rand hinaus stetig fortgesetzt und nach dem Hebelgesetz auf die Gitterpunkte verteilt (Abb. 675).
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Abb., 675. Abb. 470,

4. Differen

engleichungen (1000) fiir die Gitterpunkte 1 bis 6. Beim Aufstellen der Differenzen

Die Biegefliche ist

in Abb. 876 dargestellt.

gleichungen werden die Randbedingungen unter 2 beriicksichtigt.
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694 72. Die Abschitzung des Spannungszustandes in rechteckigen Platten nach H. Marcus.

6. Schnittkrifte nach (1003){f. und (1012}, z. B.

ON pyat E 1 L1y
ly 17 = — 2,003 — 2,003] = 0,036 5, a*
M, 11 - 1000 | 003 L0037 0,036 p,a*,
QN +Hoab
% e fr—1,442 —1,442] = 0,02 a?
My, 12 & 1000N 1,442] 1026 pyat,
QTN pyat Do
Ay gp="— 10 16.2,003 —2.2,658 —4.2,724] 452~ — 0,38 p,a.
w117 aa% 100N ! & R e o

Die Schnittkrifte sind in Abb. 677 eingetragen.

&
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e

Abb. 677.

Marcus, H.: Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Berec chnung
biegsamer Fl latten Berlin 1924, u. Arm. Beton 1919 S. llIT _ Nielsen, N. 5.: Bestemmelse
af Spoendinger der ved anve 1|\l -1se af Differensligninger. Kopenhagen 1920, — Kirsten, 0.
Beitrag zur Hi\r('tr'_!. ung der rechteckigen Platte mit be mblg'tn Randbedingungen. Diss. Dresden
1924,

72. Die Abschitzung des Spannungszustandes in rechteckigen
Platten nach H. Marcus.

Die Anwendung der Plattenstatik im Batiwesen ist durch die Beschreibung der
statischen und geometrischen Zusammenhinge mit Differenzen und Differenzen-
gleichungen aus (IE n Ordinaten w, der elastischen Fliche wesentlich geférdert wor-
den, da die Aufgaben mit einfachen mathematischen Hilfsmitteln iur die Bediirf-
nisse der Technik hinreichend genau gelést werden. Da es jedoch in vielen Fillen
geniigt, das Spannungsbild zur Beurteilung der Sicherheit {h.‘a Tragwerks in elemen-
tarer Weise summarisch zu erfassen, wird die Plattenbiegung in erster Anniherung
mit der Forminderung zweier sich rechtwinklig kreuzender Trigerschaaren [, ly
verglichen, die sich unabhingig voneinander durchbiegen und die an den Enden
unter denselben Bedingungen gelagert sind, wie der Platte nrand. Die Formanderung
der Tridger /[, entsteht durch eine Belastung $(x), :’11(-.';(}111!’“: der Triger [, aus einer
Belastung #(v). Thre Summe ist an jedem Kreuzungspunkt (x, y) gleich der vor-
gt-'s:c:hrielmmn Belastung ¢ = $(x) + #(v) (Abb. 678). Bilden die rI.LgL'i:ut‘ha_i.dll‘n
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einen Rost (Abschn. 65), dessen Elemente sich an den Kreuzungspunkten nicht
mehr relativ zueinander verschieben, so entstehen fiir P (x) und $(v) Bedingungs-
gleichungen, die sich jedoch nur dann einfach anschreiben lassen, wenn allein zwei
ausgezeichnete Triger I, I, betrachtet werden. Hierfiir werden die Triger mit der
groBten Durchbiegung ausgewiihlt.

Bei freier Auflagerung der Platte (Abb. 678) sind die griBten Durchbiegungen
der Triger in Trigermitte

£ g

0: = 351 EJ,’

5 p.ii P 5 Pull

v=FE],’
wenn p (%), £ (y) in erster Anniherung konstant angenommen werden. Da p=pa+py
und §, = 4d,, soist fur [.= ],

I L
bv=ri?- (1017)

Die Anteile p,, p, von p dndern sich mit der Art der Stiitzung des Plattenrandes.
Ihre GrobBe ist fiir jeden Fall in der Ubersicht S. 698 enthalten.
Die Formidnderung der Platte unterscheidet sich von derjenigen eines Trigers

l., 1, durch die Verdrillung der Plattenstreifen infolge
von Schubspannungen an den Streifenrindern. Sie

bilden an Streifen mit x = const Drillungsmomente | i3 ]
M,,, an Streifen mit ¥ = const Drillungsmomente |
M, ., welche die Durchbiegung der Platte im Vergleich i
zu derjenigen des Trigers verkleinern und daher bei H Fo 0 el
gleicher Ausbiegung die Tragfihigkeit der Platte im * B T
Vergleich zum Triger vergroBern (Abb. 678). Dieses =
Bild wird von H. Marcus zur Beschreibung der ) o
Plattenbiegung verwendet. Y

Die Drillungsmomente stehen nach S. 645 mit der -
Plattenbiegung in folgendem Zusammenhang:

. 0% u
My,=M,_=—N(1—u) %90 Abb. B75.

Sie éndern sich beim Fortschreiten in der x- oder |_
y-Richtung um @M, ,/0x oder dM, /0y, so daB an

einem Plattenstreifen I, oder I, von der Breite b ein Unterschied M., M, der
Drillungsmomente entsteht,

dM, . o w aM., . & w

M, = F;'-'Uy = —N(1—pu)b M, =10 = —N{I—‘u]b{.}’l_._,r.jy,

= 1018
ox rj}"-:' ( )
der sich als Belastung der Streifen /., [, durch ein stetig verteiltes Kriiftepaar
Mz, M, deuten liBt. Dieses erzeugt die Biegungsmomente M}, M}, die mit den
Biegungsmomenten M,, M, aus der Belastung ., ¢, iiberlagert werden. Das Er-
gebnis M7, M} zeigt folgende Form:

1] § | M A
M} =M+ M,= M, (1+ 37 ) = M. (1 — @), l
‘ ' (1019)
A £, M =M, (14 L W ) [
My = M,+ M= M, (1+3) = M, (1 —p,).
4 raMM, . . 0w 2 ; | 2
M. = — J‘fd;-;ﬁx FCi=—N(1—pu)bm — N (1 --Iu}!;?:_ G
: a2 i At % 1 f -
."l'f;_, = — FJ‘J."’:E:\'{{:'U FCo= —N(1—pn)b EP +Co=—N(1—pn)b oF + C,.

Die Integrationskonstanten C,, C, sind bei achsensymmetrischer Belastung und frei
drehbarer Auflagerung der Streifenenden Null. Die Biegungsmomente M, M,
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Y6

werden also von der Verkantung der Streifen [, [, bestimmt. Sie erzeugen allein
die Ausbiegung w,, ', die mit de Ausbiegung w,, @, aus der Belastung $,, ¢,
¥ der Streifen der Plattenbiegung angleicht.

11 i n 1y o oy W
iiberlagert, die Formiinderung w; , w,
o PERULE, 2 g A e
1! g -:l), T w2, [ 4" mh, L

#
i v

Wird der Verlauf der Biegungsmomente M, M in erster Annidherung als dhnlich
=] s x Y i ; &
zu demjenigen von M., M, angenommen, so ist ebenfalls in erster Anndherung

g
’ ’ ST i ]
plf, = wifte,=c¢ und w,=cw,, W, = i,
und mit wy %y ebenso wie auf S. 695
: il ST by ATy e
iy, Wy, also .ﬁ.\c - A I-l..'ﬂ}' :"lJ.'.f T J'h

Die Biegungsmomente M, M, der Streifen [, [, aus den Drillungsmomenten sind
von H. Marcus durch den Vergleich mit den Ergebnissen der strengen Theorie in
Plattenmitte abgeleitet worden.

Die Grenzwerte der Biegungsmomente M, = —g,M,, M, = —q¢, M, zweier
ausgezeichneter Plattenstreifen /., [, mit dem Unterschied M,, M, der Drillungs-
momente an den Intervallgrenzen als Belastung

--_-—__fr. — z
[ kéinnen nach H. Marcus durch
|
! ) i N2 i |ru t \
-7 | e=c (=), au=cl(p) (1020
—ar g d X 'I‘ .
P e A :
; | angegeben werden. Die Beiwerte ¢, ¢, beschreiben
(| 1 . . 7 - - 3
P z 5 dabei im wesentlichen die Randbedingungen der
\ =3 | Platte. Sie werden von H. Marcus aus emem Ver-
[ | gleich mit denselben Biegungsmomenten der Platten-
s e S | theorie abgeschitzt.
y b AL, 3 M n .
N i e i i G 2 {1021
| ! (i |.|'£J__ 1] Moy
e o In diesem Ansatz sind M_.... M, ... die groBten
Abb. 679, Biegungsmomente aus der Belastung #,, $, der

Plattenstreifen /., /, mit den vorgeschriebenen Rand-
bedingungen, M,., M,, die grilten Biegungsmomente zweier frei aufliegender
Plattenstreifen [,, I, fir die volle Belastung $ = p,. + $,. Dic griiten Biegungs-
momente der drillungssteifen Platte M7 MZ . entstehen dahernach H. Marcus

2 - - = _J'('!]"l\-‘-"
in erster Anniitherung aus einer einheitlichen Lasung

‘l'"l_.'-.li:.l'\. '!“r_-'.'_..' | | q-.- ! e '.;']F..'_‘u.l\_ "l‘_ ] J-?.T]“;-__\ ‘.1'f'|'|1lﬂ.:i II F = (J‘..'J..I '.l'i-!.l!'llilx ¢ Ij Iir:_:lf:l

'

deren Ergebnisse sich mit denjenigen der Plattentheorie vergleichen lassen.

An den cingespannten Platt ndern sind nach (942) keine Drillungsmomente
vorhanden. Die Schaulinien der Biegungsmomente am Rande beriihren die Bezugs-
achsen an den licken (5. 679). Als Mittelwerte M., M, geniigen die Einspannungs
momente der ausgezeichneten Plattenstreifen £, {, aus der Belastung #,,
(Abb. 679). :

: b2 . ; $ i i ANTRE (1023)
.Ir 2 ! f, 19 3 24 bei 1( 1)

Der Grenzwert kann nach H. Marcus mit

HolE 5, 512 : :
M. s = M — oy (1024)
RIS 129 g 12, 20

i!.'-l:._"l'”{l'|-|i||'.l'l: ‘-\’.'I':ll 11
Das Bild der Bicgungsmomente in den mittleren Querschnitten ist durch die
trengen Lisungen der i '

-

be in Abb. 649 gegeben. Das Ergebnis ist in der
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Tab. 65 enthalten und wird in den bekannten Bestimmungen des Deutschen Aus-
schusses (§23) verwendet. Die Platten Abb. 685 und 686 sind danach gerechnet worden.

Die Rechenvorschriften fiir die rechteckige Platte lassen sich auch zur Ab-
schiitzung der Biegungsmomente in durchgehenden Platten anwenden, da die Rand-
bedingungen der einzelnen Felder bei gleichférmiger Belastung angenihert mit
denjenigen der einzelnen Platte mit frei auflicgenden oder eingespannten Rindern
iibereinstimmen. Schachbrettartige Belastung wird umgeordnet und besteht dann
aus der gleichfirmigen Belastung ' = $/2 und aus abwechselnder Belastung der
Felder mit '*p = -+ $/2, so dall p = ) + 8p_ Die Randbedingungen der Felder
sind fiir *'$, unendliche Ausdehnung der Platte angenommen, mit freier Auflagerung
identisch.

Drillungsmomente. Die Tragfihigkeit einer Platte beruht, verglichen mit dem
Trigerrost, auf der Mitwirkung der Drillungsmomente. Die grifiten Biegungs-
momente von Platte und Rost stehen nach (1022) im Verhiltnis »,, »,. Im iibrigen
wird die Festigkeit der Platte durch die Hauptbiegungsmomente M., M, be-
stimmt, die sich nach (921) aus M7, M und den Drillungsmomenten zusammen-
setzen. Diese treten nach (919) in folgende Bezie- |

: ; 7 = -5_‘4—:-::—{‘:,—3-'
hung zum Verschiebungszustand w(x, y) der Platte: ;

- d rawy T - =
Mo =M = =— N (1— .’-"}”._‘:_ (5 7 L \‘{f/ - -:}
T A I
1o | A o
' A
Das Drillungsmoment ist daher bei achsensymme- | \ |
trischer Belastung an allen Punkten der Biegefliche ¢ 5.'.""; =
Null, in denen die Tangentialebene an die Biege- | % /j‘\
fliche parallel zur x- oder v-Achse ist, und wechselt X £ —¥
auf diesen ansgezeichneten Parallelen das Vorzeichen. _ [
Es ist im ersten und dritten Quadranten negativ, | e e
im zweiten und vierten Quadranten positiv. Die yY Lo
Funktion M,, erhialt einen Extremalwert, wenn Sl e
oM.y d o fo%ey a M, d [fo%wh o
e = 0= S e und 35 2= 37 \5,8) (1026)

Die Bedingungen sind in einem Punkte S erfiillt, in welchem die Schnitte x = const
und v = const der elastischen Fliche einen gemeinsamen Wendepunkt besitzen
Die Ordinaten M, , beschreiben daher vier Korper, deren Grundrif mit M,, =0
durch die ausgezeichneten Geraden x = s,, v = ¢, bestimmt ist, die sich in dem
Punkte O mit @ = wyax schneiden. Der Inhalt 1V eines Kérpers ist durch Integra-
tion nach Abb. 630

g. L i
o B i

V l [‘.‘uru.;}:i'.l' dy N (1— p) [. ‘ Dlr:” = dxdy - N (I — ) @max, (1027)

om0

also proportional zur gréfiten Ausbiegung der Platte. Da nun die Drillungsmomente
in erster Anniherung als lineare Funktionen angenommen werden kénnen und ber
starrer Einspannung lings des Randes Null sind, approximiert H. Marcus den
Kérper als Pyramide und setzt

1% I s A Ea el SO (B
- — N (1 — ) Wpax = T { J-‘”..- W, IS B¥BYE "I"F.' ¥, R

L~ () — L & ¢ o (1022)
g% 'rr' ‘U‘ ymax — — 55p'p 'I”fr if, max * (1028)

. 2 : : . . 3 : ® o AL*
Die grifite Durchbiegung wmay ist durch die Biegungsmomente M, oder M2 s

und durch die Einspannungsmomente M,,, M,, der beiden ausgezeichneten




nach H. Marey
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Die Auflagerkrifte der Platte. G99

Plattenstreifen [, {, nach Abschn. 20 bestimmt. Sie ist in der Tabelle S. 98 an-
gegeben, so dall damit nach Gl (1028) die Drillungsmomente errechnet werden
kimnen. Aulerdem werden von H. Marcus mit Abb. 681 und u = 0 noch die
Quadraturen (1029) verwendet. Der Ursprung

les Koordinatensystems ist dabei

im Punkte O mit u Whax ANEENOmMmerl.
@z ¥
=3 - pry B
| l}rl. il - ,\ L = .l,‘.| X = _\ o _\\ St ‘l'
T il o oxs ox
(]
i My e N2
e SV Ty o S v
(1029)
. o
ay - N = I
: =
i
i
' - 1T
ax - - N == ‘r”_

Jaher gelten fiir die Flichen aus der -
Dal gelt f lie Fl len Bie
gungs- und Drillungsmomenten iiber zugeord-

neten Abschnitten der Strecken x = const,
v = const folgende Beziehungen:
— :
/ = —=Fey F,=—F,, (1030)
ie dienen zur Nachpriifung :
der grifiten Drillungsmomente '\\ T,
——= M.y \'11!'//
Die Auflagerkréfte der | |
Platte. Die Querkrifte und 4 = w37
Drillangsmomenteanden Riin- J\
dern der Platte werden ent- [<%&/7 N
weder von einem Unterbau e N
oder von Randtrigern aufge- = ;
nommen. Der Anteil aus den < ol
Abb, 651 Querkriften lilit sich bei den Abb. 682,

gleichen Randbedingungen an
allen vier Rindern angenihert aus der Unterteilung der Grundfliche durch die
Winkelhalbierenden in den Ecken angeben. Nach Abb. 682 ist mit I /[, =4>1

(I

[ gudy =0, =298 20—, [ g,dx=0,=1pB. (1031)
Iyl2 lef2

Bei verschiedener Lagerung der Rinder kann nach H. Marcus
: e
Q.= i;f":"l;r!u ’ Qs = 31‘)%'!7%!

gesetzt werden, wobei jedoch fiir die kurzen Rinder dasjenige ¢, oder p, zu withlen
1st, das der quadratischen Platte entspricht.

Die Drillungsmomente an eingespannten Rindern sind Null. Der Verlauf der
Drillungsmomente am Rande des ersten Quadranten einer freiaufliegenden Platte
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ist

in Abb. 683 dargestellt. Sie konnen durch einen Randtriger aufgenommen

werden, der auf diese Weise eine Momentenbelastung mit entgegengesetztem Dreh-
sinn erhiilt und damit nach Abb. 678 am Rande I, Biegungsmomente im Betrage
I

lw!2

von — | M,,dy, am Rande [/, Biegungsmomente im Betrage von J M, .dx
W T

Da

erhilt. Wird der Verlauf der Drillungsmomente )
2 in erster Anniherung linear mit M,,, am Eck- *
= punkt angenommen, so sind die Biegungsmomente

< Mryo> | : z
in der Mitte der Randtriiger

w2
' Mzyoly
% lMx?,dy e
i‘l
1202 | :
M, ots e
Abb, 683, = _-'Lf”_ff,-a; T e : Abb. 684,
(1]

jedoch die Randtriiger aufliegen, tritt zu den Stiitzkriften Q,, @, aus der

Querkraft am Rande noch der Anteil

O=0,=—2M B #

4} Ty, 0 = 3 L Y

(1032)

Wiirde die Platte ohne Versteifungstriger am Rande frei aufgelagert sein, so mull

die

ihnen zugewiesene Kraftwirkung durch 4 Einzelkrifte C =2 M_, , an den

Ecken ersetzt werden, die mit der stetig iber dem Rand verteilten Kraft im Gleich-
gewicht stehen.

sch
sch

Die duleren Krifte am Rande im Bereich der Ecken sind auch fiir die Ab-
itzung der Biegungsmomente wichtig. H. Marcus betrachtet die Ecke zur Ab-

dtzung der Biegungsspannungen als Stab mit veriinderlicher Querschnittsbreite b

und der Winkelhalbierenden als Achse. Er trigt neben der Belastung $ die Rand-
krifte. Die Biegungsmomente M; des Stabes erreichen in der Plattenecke den
GroBtwert im Betrage von — M, , ,mt/m und sind nach Abb. 654 etwa in der
Linie J I Null (Abb. 684). Diese kennzeichnet daher einen Spannungswechsel fiir M.

4 2

Abschiitzung der Schnittkriifte in rechteckigen Platten mit [ fl, = -l-,’.i fiir
gleichmiiffige Belastung p.
1. Frei aufliegende Platte.
A4 3= 1333 A= 1,778, Al = 3,160 .

h Nach Tabelle 65 ist
' _ ., 3,160 e
T
1 [ 0,241
o I | = [}, 24 £
LT T ;
5 1,778
iy [ Do = {1,644 ,
6 4,160
0,759 g
M, max :;]' (0,644 P13 = 0,061 p 13,
0,241 ) ¥ = e
_'Ilf,.-. max = ] 0,644 P I = 0,0194 I3 0,035 p I3,
: 1759 : - Sk
N wpax = — 0,644 p 12 = 0,00678 p 12
l—-'-—.i!‘,:- ———a 12 ¥ |
Abl; 885, Nach (1028) ist
1 i
= M., o 5 ;‘ = —0,006878 p 1%, Myy o= —0061p¢1%.
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2. Eingespannte Platte.
A=4/3=1333,
P, = 0759 ¢, Py =0.241 2,

b 1,778
p=1—— "+ ————=(,881,
: 18~ 4,160
0,759 ~ u
M, max = TR 0881 p 12 =0,028p12, 4
0,241 st 48Pl
M, max = —5— - 0,881 p I = 0,00885 p I3 = 0,016 p 22,
= i 4 s b
1
M, , =— —$ 12 = — 0,003 p 12,
. Iz T i -aossptt "7
p i
-”v. L— .__._’.L'. = —),042 P "I-‘ "
i 43l
0,759 (1,881 e
P ol RN A , Abb, 686
N ®max 102 1+ 08812 £t =000196H11. ). 650,
Nach (1028) ist
l 1 'r: "l\.' . -
3 Meyo5 5 =—000106p1F, M, o =—0018p12.
Klagas: Auswertung der Marcusschen Formeln fiir vierseitig gelagerte Platten,

5.251. — Marcus, H.: Die vereinfachte Berechnung biegsamer Platten, 2. Aufl, Berlin 1929,

73. Die Pilzdecke.

Die Platten mit Zwischenstiitzung in Punkten oder Flichen sind von A. Nadai,
V.Lewe, H. Marcus und N. J. Nielsen untersucht worden. Dabei wurden zu-
nichst gleichférmige Belastung und unbegrenzte Ausdehnung nach beiden Seiten
angenommen, um die Aufgabe durch Symmetriebetrachtungen zu vereinfachen. Die
dulleren Krifte und die Randbedingungen fiir den Spannungs- und Verschiebungs-
zustand eines Feldes sind in diesem Falle bekannt. Die Lisung

g —a
kann daher ebenso wie fir eine rechteckige Platte nach S. 674 T T
angegeben werden. ] u!

A. Nadai betrachtet den Abschnitt Abb. 687 der gleichférmig ! !
belasteten Pilzdecke mit den Randbedingungen dw/dx =0, = | = .,__;
Uz, =0 und P =4abp in den Schnitten x =+ a und den | ; e
Randbedingungen dw/dy =0, Q,. =0 und P =4abp in den '

Schnitten y = +4- b. Die Randkrifte P/4, (.., P/4 am Rande i

x =4 aund die Randkrifte P4, Q,,, P4 am Rande y =40 1 g . 4
konnen durch eine Fouriersche Reihe als stetige Funktion an- = 2z -
gegeben werden. Die Verschiebungen bestehen wiederum aus einer Abb. 637,
Teillssung w* fiir den Plattenstreifen mit dw/dy =0 in v =+

und aus einer zweiten Teillosung w**, welche zusammen mit w* die vorgeschriebenen
Randbedingungen des Abschnitts erfiillt. A. Nadai bemerkt auf Grund des Er-
gebnisses, daB um jeder Stiitze eine geschlossene Linie vorhanden ist, auf der das
Biegungsmoment” M, um die Tangente verschwindet. Sie schneidet die Diagonale
des quadratischen Feldes mit der Seitenlinge 2a in einer Entfernung von 046a,
die Verbindungslinie der Stiitzen in einer Entfernung 0,42a vom Stiitzpunkt und
liBt sich durch einen Kreis mit dem Halbmesser 0,44a ersetzen. Der Spannungs
und Verschiebungszustand kann daher in dem Bereiche der Pilzdecke um den
Stiitzpunkt mit guter Anniherung fiir eine frei drehbar angeschlossene Kreisplatte
angeschrieben werden, die neben der gleichférmigen Belastung # in O eine Einzellast
P= 4 a%p trigt, deren Querkraft an der Begrenzung ¢ (0,44a bekannt und
deren Verschiebung , Null ist.
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Eine dhnliche Niherungslésung ist von V. Lewe formuliert worden. Sie wird auf
eine ringsum beweglich eingespannte Kreisplatte vom Radius R bezogen, deren Quer-
kraft Q, , fiir » = R Null ist (Abb. 688). Daher ist R aus der Bedingung 7w R? = 4 42
mit R = 1,1286 & vorgeschrieben. Die Platte liegt auf einem kreisformigen Pilz mit
R, = aa und J = oo, so daB die Pilzdecke im Bereich der Stiitze mit einer Kreis-
ringplatte verglichen werden kann, deren Forminderung in » = R, durch die Rand-
bedingungen dw/dr =0, Q,, — — H(R*—R})/2R,, in » = R durch die Rand-
bedingungen dw/dr = 0, ()., = 0 bestimmt ist. Beide Lésungen kénnen mit den
Tabellen 63 u. 64 angeschrieben und auch fiir zwischengeschaltete kreisrunde Platten
nach Abb. 689 erweitert werden.

Die von V.Lewe angegebene strenge Losung fiir die beiderseits unbegrenzte

gleichformig belastete und 5
[ (T TTTETTTTTIT nifig unterstiitzte Pilz- [TTTTTITTTI I TR 1
1 1 1 1 1 il 1} . - - L ————nme g i
& ] e beruht, wie bereits auf = !

J S. 674 bemerkt, in der Ent-
= wicklung einer bekannten, aus

der Belastung ¢ und dem LY L

it o

Abb. 688, Flichendruck # bestehenden
periodischen Funktion in eine
doppelte trigonometrische Reihe. Damit kann die Loésung fiir das Feld Abb. 687
ebenso wie bei der rechteckigen Platte (983) nach Navier angeschrieben werden.
Leider konvergieren die Reihen vor allem fiir die Schnittkrifte schlecht, so dall
die Zahlenrechnung mithsam und umfangreich ist. Sie wird durch eine Anzahl von
Tabellen erleichtert, die Lewe seinem mehrfach erwidhnten Buche beigegeben hat.
Diese enthalten auch Angaben fiir zweiseitig und allseitig begrenzte Pilzdecken mit
Streifen- und Schachbrettbelastung. Die Anwendung der Differenzenrechnung auf
die Untersuchung des Spannungs- und Verschiebungszustandes von Pilzdecken ist
von H. Marcus und N. J. Nielsen gezeigt worden.

Abb, 859

Die Berechnung einer nach zwei Seiten unendlich langen Pilzdecke mit einer
Stiitzenreihe und frei aufliegenden Riindern.
Ansatz. Die Aufgabe kann mit Differenzen in einer Stufe nach (1000) oder in zwei Stufen nach
(1001), (1002) gelést werden. Da die Iteration einer Anfangslésung in beiden Fallen infolge der

schlechten Konvergenz versagt, bleibt nur die algebraische Aunflosung der Gleichungen nach
C. F. GauB iibrig, um die Ausbiegung 1
# so penau angeben zu kinnen, daB e 'fft -
die Schnittkrifte trotz der Fehler- ! : :
empfindlichkeit der Rechnung nach ; ] I
(1003} if. brauchbar sind, Die algebra- i i
ety ische Aufldsung in zwei Stufen ist Jaksi| e
- : B  naturgem#B einfacher, obwohl dann fiir w5 o fr lg |
i' i —h;_"— TR i 1" ": die Stiitzpunkte wegen ihrer singuliren ,?__;c_r 'l, a’__'J?‘
== . ] Eigenschaften keine - Differenzenglei- Tasariiad| | | I ¥
f‘i ‘l - | - i—{g* +f chungen angeschrieben werden ktinnen, J—5 —7— &~ :T o
¢+« |+ 1 solange die Stiitzkrafte unbekannt sind. : Sl
m=de—de—dmotdt == Deshalb werden diese als-statisch un- I e A |
J monom o bestimmte Gré8en eines Hauptsystems, E? 4
Abb, 650. des frei aufliegenden Plattenstreifens, Abb, 601,
berechnet.
Bezeichnet w, die senkrechte Verschiebung eines Punktes des Streifens infolge — X; =1,
w, diejenige infolge der Belastung, so ist
W=, — X;w, “033)
an der Stitze ki wy = 0 = wyo— X juy,,
X =wgfwe,. (1034)

Belastung. Die Schnittkrifte werden fiir gleichmiBig wverteilte Last, Schachbrettlast
und Streifenlast angegeben. Bei gleichmiBig verteilter Last ist der Spannungs- und Form-




Diie

anderungszustand durch
VOT

die

diesen

Sym

A ¢

Berechnung einer
-

1

geniigt, einen
Belastungsumordnung ergeben

nach zwei
metricachsen

Se

1 begrenzten

daraus

Al

I

R

Abb. 830 au

1 unendlich langen Pilzdecke.

eichnet,

Abschnitt zu

ur

‘rsuchen

{Abb.

B9

thkrifte

tiir

Schachbret

Streifenlast.

I. Berechnung fiir gleichmiBig verteilte Last p t/m2.
A. B stung des X 1
Zwischenstiitzen. fi
1. Gittertellung. s

Hauptsy durch allen

items n Angriffspur

der

2, len Achsen I, I,
3. (1002) fiir 16 ( 691).
Die .il lcl‘.\‘.[” Stufe sind t A

der Zwisc 5t 1.

e
[ie

M 5% a?
N /
3 4 et 1 TR 9 Tol i1 T2 I3 ag I5. 16 a*fN
4:|—2 2 o
1 4 |—1 -2 | o | My/64
1 4 1 Z | o | My/64
2 4 z | 1 .1f1_ 04
—1 | | & [—=2 1 o | My, /G4
[ = e i
|—1 1 4 1 | o | Mg/64
! | I 1 ! O M. |64
—1 | | 4 (—1 o | Mg/64
| I 4 -2 1 (] ,Hﬁ 64
= I 4 |—1I I (%]
i I -I I I - 1 (&)
| | | | 4
‘ | |—1 | |—2 " —1 | o | My/64
= | | : I o
I - ANl 0 | Myz/64
] | 5 ! i = |
| =1 I 4 = 4]
| | |
| | |
| | | —1 I 4 l=1]0
Lo - - -
| | I : 0
| e 2 4 ]c
4, \:1|]r.]:_,unEr Um den Ansatz fiir die Anwendung des GauBschen Algorithmus zu ver-

L1T‘.1’d(_'.|_u,n wird das System }J|r{|(,h Differenzengleichungen zweiter Ordnung in simultane
""'Ll'IJP(..[l totaler Differenzengleichungen verwandelt. Das Verfahren ist von H Marcus allgemein
gezeigt worden, Die par lle Differenzengle icl 1l1‘£{ _]tllll' der beiden Stufen enthé neben drei
Wurzeln M oder w mit den FuBziffern (k— 1), -1) einer Zeile & noch zwei V hlen
mit den FuBziffern ¢, ! der benachbarten Zeilen. I).l_"_l-l' besteht der Sinn der Transformation
darin, die Wurzeln einer Zeile kB derart durch ebenso viele unabhingige nene Unbekannte zu
ersetzen, daf in den transformierten Gleichungen nur die FuBziffern dreier aufeinanderfolgender

Zeilen erscheinen. Auf diese Weise entstehen hier vier woneinander unabhiingige Gruppen
ge Gleichungen und Un-

von totalen Differenzengleichungen, von denen jede soviel dwlﬁleuT'
bekannte ent hilt, als {,u‘u--pm]ku‘ auf einer Zeile liegen.

Das Gitter .-\tm. 691 zur Berechnung der Pilzdecke besteht aus vier Zeilen und vier Ne
5

en,

I VOorn

die in 16 E;Ltturpuui{tg-n schneiden. Daher lassen sich in der Matrix unter 3 vier Gr uppen




T04 13. Die Pilzdecke.

je 4 Differenzengleichungen unterscheiden, Von diesen wird eine mittlere mit den Gitterpunkten
5=Fk bhis 8 k -+ 3 herausgegriffen, um an einem Beispiel die Transformation zu zeigen. Die
ilen werden mit t =1, & b. ! 9 unterschieden.

dieser Gruppe zugeordneten Gitterze

M; Mus Mus Mg M, My My Mes M, My, M, M,

| 1
[ | ¢ | -—2 [ I | 2
|
1 } I | I Eri
—_— e - —_ = | -—— e .

. [ k t | X Bks2

| 1 [ = 1 | T 1 Eesea
Die Gleichungen werden mit x,, &g, oy, 0ty multiphiziert und darauf addiert. Das Ergebnis lautet;

—oy My — e My — oy My — oy Mg+ (dog — o) My 4 (— 2o + dota — oa) My

Wi+ (—ogtdog) Mg — o My — o M oty Mpa — otq My,

o 11'%"1'}’.3'".21')(.1:'- R4+2:7T A 48
(1035)

- g Eegns

es wiederholt sich nach Eintauschung der zugeordneten FuBziffern bei jeder der vier Gruppen.
gige Wurzeln totaler Differenzengleichungen zu erhalten, werden die Vorzahlen

Um unabhir
derart bestimmt, dal

o — ® o dus —oy - = = (1036)
oty - 2 Mo !
ist. Damit geht Gl (1035) iiber in
(oeg My + o My + otg Myua + o0 Myys) - € (o My o My g+ o0y My + otg Miis)
(1037)

(og My + o Myyy 4 g Mygp - og Myg) = o3 81 + 22 8rsx 1 o2 Srsz + %4

und mit der Substitution

(1038)

oty M
wird daraus
T T (1039)
e Gl (1036) l4i6t sich folgender
e + 4 r & X o Ay
o R g e —d =y
Gy Olg g X X oLy
Daraus entsteht das Gleichungssystem
oy = ()
3 - - ;
A - 2t 0, iy
: RRE s {1040
- 2y 0,
|0 %
Mt o, 1 liefern
3 L .
e =— I, by = fI= — ey gy = -{) (3 — M=) ri”]l ]
und aus der letzten folgt die algebraische Gleichung 4ten Grades filr g
e o\
.N" — apu +4=10 “—”"1‘-_
Wurzeln g4, o =4 1, jiy, 4 = 4+ 2, 5o dall mit (1040) vier Systeme von x Vor-
nmt sind,
T
p| 1 = =2
% 1 1 : ! : (1043)
% I I 2 3
g I I - I R
%y | — 1 I 1




Ne Berechnung e

cke T05

S en nach (1038) zu der f tution verwendet
B = ] M Wiy M s Mea=T 5

(1044)

(1045)

" i 2h L g L 1 2 a a .;. i
I die net L W die et, so folgt aus (1044)
M, =1 27, -L21
MM i 1 i T  Fa :
. : ' (10463
Wia | I [ I H
Mea=1 (27 21 V= T
ution (1044) Matrix S.703 licfert dic

Die Anwendung der S

einander unabhingigen Gleichung
Zur uemeren Super

und jew die

diec Werte T8, T7/6, 1

diert, um symmetr

3 X g | 1
I 5 (4] Ap g0 | — 1 1 8] A 4/0

Vif6  Vylo- Vel6 Fyaf6 a®/N W6 W6 W,i6 Wiyt a/N
3 1| | I/I12 ," I2 I I 1,12 z-“ 12
1 6 I 0 | A 1 ] I {
| |
i | | 5] I [ )_L 4/ I 2 I O (5]
i | -
| - [§] 0 Ay ".'I I 2 L¥] Ayl D

Die i-Zahlen bezi sich auf die zweite Stufe des An

Die Auf ung dieser fl'h_-i;_'lm'.. fiir die erste Stu
| r 4
b | 0,0363060 0,074468 I_z-" _li.[.-’- 0,333332
0,007 500 0,028360 . f6 0,00505 g/t 0, 240000
0,001 581 o,010638 Vol - 0,008 Wy/6 | 0,166666

0,003 546 Viaf D | 0,000 1. "["lil-:('-' : 0,083 333

0,000 310

die Momentensummen

M, | o,1476806 _"I.J'l:1 0,076 729
My, | ©,155314 My | o,070615
'ULI ), L74 857 Mg | 0,086419
6673 My | 0, 191972 My | 0.001202

da » - + - 3 3 a s i -
a1, 64 dividiert, nach 5. 703 die Absolutglieder der zweiten Stufe sind. Aus diesen werden
nach (1045) die Absolutglieder der transformierten Gleichungen gebildet

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudrucx
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0,000 230 1

)'_“-_ 12 0,002 004 156

0,000078 G52
Joooo78G Ay

| @003 900

0O,00001 3

| 0,002 604 167

1

| 9,001 302083

0, 000 HOY
0,000 400

-'.':H:”.‘..;_'

0, D00 000

| ergibt die

g 1 0,0109074

tiyg,1 | 0,019280

Wyy,a | 019749
e 1 | 0,020055
. *ichmi

stung des Haupts
Tung. Die Lasung (981)
1 1 Hall

wy, o = 0,018021 p 2%/N, wy, o = 0,012055 p adfN,

L T ad AT p ENER ad AT
= (,009277 p &3/N, Wiy g = 0,0050566 p a®/N .

g, p

erechten Zeile de

5 Gitters sind gleich.

nibig belasteten Pilzdecke.

~ 0,013021 pa*N
Wy — 0,030392 N a®

= (0,426 436 p a®.

Die Forménderung der Pilz-
l|t'|'iii!'.

Die Superposition nach (1033) ergibt

P a*lN pat/N
wy | 00012639 Wy | 0,001 2572
Wy 0,001 0004 Wy 0,007 1051
wy | 0,000 5453 e |_-,hc1(r;_;_'-’\3
Wy | 0 Tirg 0,0004447

padiN p atiN

fi'y 0,001 1054 0,000 0745

Wiy | ©,0010170 0,000 6305

Abb. 603,

jungsmomente, Wy 0,000 8102 0, 00K
Wy | 0,000 HE50 0,000

Die Durchbiegung ist in Abb. 892 dargestellt.

E. Die Schnittkrafte.

Die Schnittkrifte erpeben sich aus der Durchbiegung nach (1003) ff. Die Biegungsmomente
W, und M, sind in Abb. 603 fiir dic drei Symmetricachsen eingetragen.

II. Berechnung fiir Schachbrettlast (Abb. 694).

imabig verteilte Last 2 und eine abwech-

prdnet in cine gleic - D)
inittkrifte der Pilzdecke fiir die verteilte Last

selnede Belastung 4= p/2. Formanderung und Sc
sind auws I bekannt. Die abwechselnde Belasty bewirkt, daf sich _'il_:\|t‘.!-i gleichartig bel stete
Feld wic eine ringst snde Platte verhiilt, die nach Abschn. 70 oder T1 berechnet
wird. Formi und Schnittkriifte sind in Abb. 695 dargestellt.

frei aufh

lerung




Die Berechnung einer nach einer Seite unendlich langen Pilzdecke. 707

ITI. Berechnung fiir die halbseitige Streifenlast (Abb. 6986).

Die Belastt
Streifen
e ein

wird umgeordnet in eine gl

ichmilig verteilte Last -+ /2 und zwei abwech-

bewirkt, daB sich jeder gle rtig belastete {
verhilt, der nach (981) berechnet
dargestellt

Abb, 604, Abb, 895,

a) Durchbiegung. b) Bi nomente.

Abb, 087,

Abb. 694G, Durehbiegung. gsmomente.

Die Berechnung einer nach einer Seite unendlich langen Pilzdecke mit einer
Stiitzenreihe und frei aufliegenden Riindern.

Die Berechnung wird auf das Endstiick mit der Lange b = 2§ a beschrinkt (Abb. 688). Da die
Randwer und w auf der Geraden II unbekannt sind, werden hier in erster Anndherung die
Forménderungen und Schnittkrifte der nach zwei Seiten unendlich
langen PilZdecken zugrunde gelegt. Der Fehler ist um so kleiner, je
grifer b gewihlt wird. Die Rechnung wird in zwei Stufen durchgefithrt
und der Stiitzendruck als iiberzihlige GriBe berechnet. Das Haupt-
system ist ein Plattenhalbstreifen. Die Belastung sei gleichmaBig verteilt.

A. Belastung des Hauptsystems mit —X; = L.
1. Gi.‘ttl,-'t’ll_'ilung_: (Abb. 699). s = a/8.

=
2. Randwerte. M und w sind an den aufliegenden Randern Null, ll I il
zur Achse I symmetrisch und auf der Geraden I vorgeschricben. i T e et e
| | !
ot ol it il T
.1-.’9_1. 1 0,001 202 o,010625 | T A f
fage .y | OI91GFZ 0,0200355 n ] cpmf g
May 4 0,326973 o,027008 Ir
"‘Lf'z-l. 1 (‘J‘_'-_".‘f,|.$?u i 0,030 392 o Abb. 608,

45*




73. Die Pilzdecke,

Differenzengleichungen (1001), (1002) fur die 20 Gitterpunkte (Abb. 699).

19 =0

(4]

o4l Miya

{
1

— : |
i

4. Auflis

du

k Vorzahlen

oy =—(1—u?), oy=pn(2—p?,

;{5 4 ‘“;a -+ 3 =10,

Hpa==x1. p=0, pys=

ng. Die Auflosung

hgefiihrt. Mit £ —4 lauten die Gleichungen fiip die

(IE‘]-

wird wie

oy == 0,
oy =L,

oy =0,

- o =10,

= 0.

og=1— 3 u?

et A |

i (e S

43/ 604

_11"]3.'“_1_

M 1404

1

M 15“-'[,4 Wy 4

inm."!J]
"I"fio."lh*}

Mg 64 +4-51,1

S. TO4 £f.

T M



Die Berechnung einer

709

e 5 Systeme z-Vorzahlen sind cdahe

et £

=1

fithren zu der Substitution
M,
M,

M,

My - Mas M., S E=5,
Moiq Mo
= ()

M,

aus det

sich rickwirts

ergibt

n=yJ3: M. ¥3 Myy -+ 2Mypo — FE My g LMy, = TVi, e=4d )i |
¥3: Mud V3 Muy+2Mp -+ }3 My My =T £—13 |

(1048)

13 Ve ¥3 17,
T e S 7 ).

Gleichungsgrupper

Tyfr2 Toftz Tyfra Telra

]

To1,0/24

',1-_- — Fi.

Mg a/12
Mgy qf12

Mgy qf12
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Die Pilzdecke.

Das Ergebnis der Auflosung lautet:

0,004 3143 e 1 ' 0,003G742

K111 | ow0R3ol
0,0088332

Q,00DIT7OT

0,00481 5]\.1

| G,0I20033

| 0,017422

O, 0000010

0,023 0,008 8288

0,002 T

0,00430 g

0,00015

0,007 57 g,0

0,008 G0 Wys o 0,003 606

ey 0= 0,01032.
Der Stiitzendruck.
530 0,01032

== .
1= Wy, 0,30302

Abb, T00.

inderung ind Schnittkrifte. — Die Durchbiegung betrigt nach (1033)

Wy = Wy - Ay w

LS

iy | iilg | iy | Wy ws

|
0,001 025 | 0,001 731 | 0,00 971 | 0,001605 |

Schnittkrifte nach (1003)ff. Abb. 700 zeigt Durchbiegung wund Schmttkrifte in der Sym-
metrieachse I.

0,0000509 | 2 :;_\1.'.'_\_'

Abb. 702
a) Durchbiegung 10% w. b} Biegungsmomente,

Die nach zwei Seiten unendlich lange Pilzdecke mit
aufliegenden Rindern (Abb. 701) ist fiir die
WOor Das Ergebnis ist zum
anf 5. 706 in der Abb

wei Stiitzenreihen und frei
ts von H. Marcus berechnet
Vergleich mit den Verschiebungen und mit den Schnittkriften
702 eingetrag

Teilung 3 : 2 berc

Marcus, H.: Die Theorie elastischer Gewebe 2. Aufl. 5. 274.




Biegungsmomente im Bereich der Stiitze. 711

H. Marcus hat in seiner bereits mehrfach erwihnten Arbeit auch das quadratische
Mittelfeld einer nach allen Seiten unendlich ausgedehnten Pilzdecke untersucht. Die
Ergebnisse sind in der Abb. 703 enthalten, um sie mit den Schnittkriiften zu vergleichen, die
im Bereiche der Stiitzen nach den Be-
merkungen auf S.701 weiter unten als
Niherung berechnet worden sind.

Biegungsmomente im Bereich der

Stiitze fiir die nach allen Seiten

unendlich ausgedehnte Pilzdecke
mit quadratischen Feldern.

1. Lésung nach A. Nadai 'L"B?l_”' -.- —-—
Stiitzenabstand 2[!. Radins der
stellvertre lun]u n Kreisplatte a =0,44 L 5 Abb, 708,
=4 r):.j«- Q= (P p,g!—.ld Arc e a) Durchbiegung 105 w, b) Biegungsmomente,
Lisung wird <l111| h Superposition der
Schnittkriifte der frei aufliegenden Kreisplatte bei gleichmaBig verteilter Last $ und bei
einer Einzellast P gefunden. Nach Tabelle 63 ist mit g = 1/6 (Abb. 704 u. 706a)
" drighy. oL I - : arn 2
M, = 16 (3 + w) Py + i (1 4 p) &, = (0,0382 &, 4 0,3761 D,) p 12, TTTITT
$ a2 P 'l‘g i ¢
M, = 6 [2(1 — p) -+ (14 3u)d,] — ia [} — ) — (1 4+ u) D] amgul|
= (—0,2452 + 0,0182 @, 4 0,3716 @) pi2. Abb. T04.

2. Losung nach V. Lewe (S. 702)

Stiitzenabstand 2 /. Radius der stellvertretenden Kreisplatte
a=R=11286!, R, =0. P=4pI2 Maus dw/dr=10am Rand.
Die Losung ergibt sich durch Superposition der Schnittkrifte der
eingespannten Kreisplatte bei gleichmaBig verteilter Last $ und
bei emmer Einzellast P. Nach Tabelle 63 ist (Abb. 705 u. T06b) Abb, T05.

PR R
o B+ W) B — 2]+

M,=

r

[1 4 (14 p) @] = (0,1503 -+ 0,2521 B, + 0,3716 Py) p 12,

p a* P
M= S [(1+ 34 @y — 2] 4

b (1 + @) D] = (0,0268 - 0,1194 B, - 0,3716 D) p 2.

ot}

“‘I-H.L L ?‘FPE&

] -l.rgz— S
Abb. ToGa. Abb. 708 b,

Nadai, A.: Die elastischen Platten 1925. — Frey, K.: Die gleichférmig belastete, in gleichen
Abstinden unterstiitzte Gerade der allseitig unendlichen Platte und deren Anwendung in der
\tl"ET'D"(r'l T'heorie der 11,.ganr].;-“ n Decken. ]_{Lyuugrr 1926 S.2]1.— Marcus, H.: Die Theorie elastischer
Gewebe und ihre ‘\n“pmiur-: anf die Berechnung biegsamer Platten. Berlin 1928, — Lewe, V.:

Pilzdecken und andere trigerlose Eisenbetonplatten. Berlin 1929.
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e Scheibe

B. Die Scheiben.

74. Die Scheiben.

1 renzfille der all

te der Scheibe bilden in jee

formation. st
ebenso wie die Momentensumme M der Pla

unabhiinglg vom ]\'!fl:l]il|;1In'|3\~_\':-1-.,"|?'| und eine skalare Funktion

Komponententras lanach ist die Swu

:h (921) entstehen die Hauptlingsspannm

Tay, die sich zu Isoklinen, Trajektorien w
cherolier Ha spannung und gleichgrofier Hauptschub

sammenfassen lassen. Von diesen besi das Feld der Hauptl:

pannung

sspannungen
|z die bauliche Ausgestaltung der Scheiben besondere
M  Bedeutung. Es besteht ans den Zug- und Druckkraft-
linien und enthilt meist auch noch singulire Punkte,
deren Existenz, deren Lage und deren Eigenschaf-
as Bild des Kraftieldes und damit fiir die
ing der Krifte Bedeutung besitzen.

lire Punkte mit endlicher Kraft-

ler Schelbenbegrenzung

.-J—q,‘:g
o

Man u
wirkung ur
oder als 1

Um d

lie 5 |
statisch bestimmt zn

ullpunkte, si

ngen (910

N Z angenomm
Kriftepaare wirl
wendigen (rer
oeniiber der Lin
nzellasten oder
n

bestin

zustandes ist d:

Ecken,

des Streifens unzureichend.

Der statisch unbestimmte Spannungszustand. 1. Annahmen und
kiirzungen nach S. 643. Der Spannungszustand is
stimmt. o, =17,, =1,; = 0. Die Komponent

eben und durch o,, 0., 7., be-

&4+ VYyzr Yyw der Verzerrung sind




te Spannungszustand., 713

klein im Vergleich zu den iibrigen Komponenten e, ¢ und werden daher

vernachlassigt (e, =3,. = Wi =—10) AR

G 4 kit £ ST O oy oy = b o
s 5Ti 2N | ot [ Ex Ey Eea 5 T 1T Ty, A :r“_; I 2t
s ist gegeniiber el Drehung des Koordinatensystems invariant.

Z bedeutet die auf die Einhe

2. Gleicl

|rt'?.'

rene konstante Massenkraft (Eigengewicht).

ewichtsbedingungen nach S. 643

da 0T, = o, . - f -
=4, e i e o, Ve = Tsw - (1049)
ox iz dz dx Tz 3
). Elastizititsgesetz nach S. 643,
l I T 1
e a = o e
iy &lr = } 1 i 2ér 'z i 1/ EES G | 1050)
(1050)
1 J
T B T o T 2 F: r _I..\ _____ e |
; ; 2 VA n—2)" 2G " m+1
| \LI l<‘..f}é' |\'"ilf_‘-l'r-'_'|:tl.i':'_',_f INEger |"!.1"i_' 5.18

(1051)

Die Verwendung der Beziel

bedingungen:

folgende Gleichgewichis-

i mi < " o & - . -
Gl Au 1 - -1=10, G| dw o R T lﬂJ—)\'
1 2 daxy \ m— 2 dz/} /

Aus der Addition d
mit 7Zf3z = 0 die I

T beiden nach » und 2z differentiierten Gleichungen entsteht

ingung

127, @*a, =
Ae=0 oder As=0, also—~—o= % _9, (1053)
dal ozt ;

Soll diese allgemeine Differential
Verinderliche F beschrieben werder
(1049) erfiillen. Dies geschieht nach

beziehung des Spannungszustandes durch eine
, 50 mul} diese die Gleichgewichtsbedingunegen

(1054 a)

bei fehlenden Massenkriften auch mit

aEE a:F A rF
T = —— s 5 y = E ¥
% dze of dx2? = dxar

(1054 b)

nach (1053) und (1054) durch folgende Be-

= AAF =

=1, (1055)

so wie auf 5. 646 in zwei partielle Differentialgleichungen
i nach (935) in Polarkoordinaten angeschrieben werden.

Die Gleichung kann eber

eiter Ordnung zerlegt

7 Lo o a=F
- - — = §,

mit




714 74. Die Scheiben,

Die Funktion F ist unter dem Namen Airysche Spannungsfunktion bekannt,
929) der Differentialgleichung einer an der Ober{liche kriiftefreien

FF mit den Verschiebungen w einer elastisel

en, durch

riebenen Rand
E 'I |:!' oder

Randk n Biegefliche mit den durch (1061) vorges
bedingungen verglichen werden kénnen, Die Fliche wird Airy
Spannungsfliche genannt, da ihre Kriimmungen nach (1054 b) die Lingss
der Scheibe beschreiben. Diese Erkenntnis ist von K. Wieghardt verwendet
worden, um die Spannungen der Scheibe an der Forminderung eines diinnen
Bleches auszumessen.

Die Randbedingungen. Die analytische Unter-
suchung des Spannungszustandes besteht in der Er
mittlung einer Funktion F(x, z), welche die particlle
Differentialgleichung (1055) und die von

:I:IIIfI'IZI‘!_'_L"J

= " T : 2! i i

= X(x, z) - Z(x, 2) vorgeschriebenen Bedingungen fur g,
und 7, erfiillt. Um diese auch bei einer allgemeinen
Begrenzung der Scheibe in einfacher Form auszu-

sprechen, wird das Gleichgewicht der Krifte an
einem Randabschnitt der Scheibe betrachtet. Nach
Abb. 700 ist

0, cos (1, x) + T,z cos (1, 7) = X,

Abb. 709, g : (1059)
T, C0s (n, x) +o,cos(n,2) =2 )

und mit (1054b) und

dx
cos (1, x) cos (1, 2) —=r
gE dx : d*F dz *F dx -
dxdz dl dxdz dl dx® di
T ) ¥ (1060)
| ! aF et ;
_—= -“;:f.r '!r\,. = — /f’n’.'.'-- -—Jr\...
(j W R d ¥ o X |
(1] L1} J

gsfunktion bei beliebiger
e anschreiben:

Danach lassen sich die Randbedingungen der Spannun
Begrenzung und Belastung der Scheibe in folgender We

dx)=F = [(R,dz —R.dx),

rrOF dF
J dz -~

:_f“ LT
K
Fo= [[X(z,—2) — Z(x, —x)]4dl. (1061 a)
1]
aF oF dx aF dz :
S R T i Bl o . 2\ 1R cos(l, x —R.. (1061Db)
= o ol T P R, cos (I, 2) + R cos (I, %) R,. (1061b)

Die Spannungsfunktion F und ihre Normalableitung @F/d# sind daher in einem
beliebigen Punkte X des Randes bis auf diein (1061 a) und (1061b) nicht ent haltenen
Integrationskonstanten durch das Moment und die Tangentiadlkomponente R, der
Resultierenden der Randbelastung im Punkte & des Scheibenrandes bestimmt. Der
Anfangspunkt der Integration ist beliebig. Durch seine Wahl wiirden nur die
Integrationskonstanten in (1061a) und (1061b) festgelegt werden, welche auf die

1 ungen ohne Einfluf} sind, da diese nur von zweiten und

Jf_f.J 1ET

nach der Tar

entialquotienten abhéingen. Die Ableitung der Spannungsfunktion
ente des Scheibenrandes ist an einspringenden Ecken und an den
Angriffspunkten von Einzellasten unstetig. Die Kriimmung der Spannungstliche
wird daher hier unendlich. Dasselbe gilt von der Lingsspannung.
Die formale Lésung der Aufgabe ist nur in einzelnen Fillen méglich. Zwar
lassen sich ebenso wie bei der Integration der Plattengleichung (929) leicht Funk-

tionen anschreiben, welche die Differentialgleichung (1055) erfiillen, dagegen gelingt




Spannungszustand in einer Halbscheibe. 115
die Befriedigung der Randbedingungen durch eine rechnerisch brauchbare Reihen-
entwicklung nur bei denjenigen Scheiben, die nach drei und vier Seiten unbegrenzt
sind oder parallele Rinder besitzen. Das sind die Ebene und geradlinig, keilf6rmig
oder kreisférmig begrenzte Abschnitte der Ebene. Aus diesem Grunde ist auch die
Umordnung der Belastung bei symmetrisch ausgebildeten Scheiben niitzlich. Die
Randbedingungen werden auf diese Weise symmetrisch oder antimetrisch. Die
Anzahl der in einem Ansatz zu befriedigenden Randbedingungen ist dann kleiner
und der Ansatz selbst kiurzer. Er mull die Differentialgleichung und nach (1060)
oder (1061) differentiiert die vorgeschriebenen Randbedingungen erfiillen.

Spannungszustand in einer Halbscheibe. Randbedingungen fiir
g, =10, 1., = 0 oder vorgeschrieben.
a) Belastung durch die Einzellast P; winkelrecht zur Begrenzung (Abb. 710).

2=1):

P - 2 P. coso
e Ty g =k : e
F=—rasina, Opm et =0, 7,,=0, (1062a)
6, =0,cosn, O,=0,sin*a, T,,=—0,sinacosa. (1062b)
In rechtwinkligen Koordi- f"JJ
naten lauten die Gleichungen :
(1062b) mit & = xfa, L = z/a =
|
|
zr s
)
| 2
2 S

BRSBTS A

- 1
z Zill
[ o A ‘ |
=N A \
i | | 1§ !
bt -2 =7 a 2a o
N, r
Abb. 710, Abb. 711 a. Spannungen oy in den Schnitt a {Kurve I},

z= 2a (Kurve 2), z=— 3a (K
5 : : & po
G. = EPJ ) C$ T = '?"“1 58
E:d B mal (B4R RF T ma (ERL N

Die Abb. 711a enthilt die Spannung e, fiir mehrere Schnitte z = const, die
Abb. 711b, ¢ die Spannungen o,, t., fiir mehrere Schnitte x = const. Die Span-

TN
1228

= und 72z in den Schoitten

2), *=3a/2 (Kurve §), x=2a (Kurw

Abb, 712, Linien gleicher Hauptspannung oy.

.f\‘._:h. 711b, c. Spann
(Kurve J), x=a (Kurv
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T16 74. Ihe Scheiben,

s0 dall ] o, dz einen von

nung ¢, wechselt in diesen Schniften nicht ihr Vorzei

unabliiz 1 endlichen Wert besitzen mull, der zu P,lm gefu 1r1‘1| wird.
Die Linie leicher 1T:li'l]‘a[_-'\E):llI.'II'.II.:_{' o; sind Kreise durch den Koordinaten-
punkt mit der Gleichung

; . 142 [42 P,
s =l g | - : H 7 -
i J [ na

Die Spannung g, ist iberall gleich Null (Abb
Die 1.: |=-'~H|\.1|| ungstr: ||Lk1n'u.| sind Kreise um du- Koordinatenanfangspunkt

oder die von dort ausgehenden Radi (Abb. 713)
z)
I'r |
| |
\ 2
\ e —
_ﬂt.-‘\ /.J"?,-'
kS
A,
Abhb A\bb, 714

b} Belastung Begrenzung (Abb. T14

: i '_’."'... Si1 o ! :
f' YoLcos o, JF_ —_— - -— e O = “, T"r = “_ g]”hﬂ}
J pr 4 ¥ = i & "
stung durch mehrere Einzellasten P, (Abb. 715). Superposition der
1f s 2 1P c0S o SIN= o, 2 1P sin o, cos®et, i
» Lo = ‘;\ - v Txz 7 :;_\ P L F-l-.:
| ! . 2a ol
A e b4
| - L - AN Ba L)
O & X
L S 7 2
: ; d‘z ——ﬂ'.r—. _,:_. _‘rJ:_
I N T =Sy : I e
| i | % "
| Al 716 Abb. 117
d) Stetige Streckenlast d P Hdx (Abb. 716),
re:] e 3
0, == Heostado, O,.- peinfoude, T.. . psingcosxda. (1065)
& 2 ) ’ n )4 - E T !
3 “ g 3
Sonderfall 4 = #, = const {(Abb. 717);
S lr:ﬁ"jrf Tk 1 A0 Pene P w — roe e |
£ e B Al 1]y Tgs - (COSZE 0y — COSEty |,
(10662a)
1
- I Fo-tor. . FSET s [ u , JA
T = jn..f'.f..: — ;) — (sin 2 a5 — sin 2 ay)]. ‘
Hauptspannungen:
01 i . 1 # 1 % LY
oy = — [log — %) + sin (ot — o3)], Op=— |[;o — o) —sin{oy — ;).  (1066D)

frr 4
Die Hauptspannung o, fillt in die l{iq:}]tung der Halbierungslinie des Winkels
1CB (Abb. 717).




Keilférmig begrenzte Scheiben mit einer Einzellast an der Spitze 17
st Spitze. i

Spannungeno, in Schnitten z=const; Abb.718a

A 7 x¥=const: ,, T18b
5, T o x=const: ,, TlB¢
4]

Auch hier ist | ¢, dz von Null verschieden und

gleich —2 $,a/m. Die Linien gleicher Hauptspan-
nungen o; oder o, (Abb. 719a) sind Kreise durch
die Endpunkte der Belastung, da beide Haupt-
spannungen nur von der Differenz der Winkel o
und =, abhingen. Die Lingsspan-
nungstrajektorien sind in Abb, 719b
dargestellt.

Keilformig begrenzte Schei-
ben mit einer Einzellast an der
Spitze (Abb. 720). Die Normal-
spannungen o, und die Schubspan-

. . T
nungen t,, der Halbscheibe in Abb. 7 n,
s ; 1
! Ix aa X 5?,5 = ‘l:::_,
= if 7 F A Y )
5
7
' == 45t -
3
I
&
e 10—
i 15— o
= 20
&5
o [
e T )
-z 4
Abb. 718b, ¢, Spannunger md res i rve 31

Querschnitten durch den Angriffspunkt der Lasten
P, P, sind Null. Der Spannungszustand bleibt da-
her in einem danach abgetrennten Keil unveriindert.

Abb. 710a. I

2P . cosp 2 Fasino .
T ! Cy e T [ > - S T 1y = ”: Tey = 0. [I{—HJII
r(2F+=sm2f) r(2Zp —smZp)
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74. Die Scheiben.

Halbscheibe mit periodischer Belastung des Randes (Abb.721). Die Diffe-
rentialgleichung der Spannungsfunktion wird gliedweise durch eine trigonometrische
Reihe

F'= SF!'=Fl+ 37 cost, oder F"=JNF'= YZ"sink, (1068a)
l

0] 1

mit £, =nmn

erfiillt, deren Beiwerte £, Funktionen von z sind und da-
her nach (1055) die Differentialgleichung
b —Z, =0 mit [, =— (1068h)

" 0

befriedigen miissen. Die Spannungsfunktion FF ist auBlerdem noch durch vier Rand-
bedingungen bestimmt. Fur z = Qisto, = 0*Fjdx*= —p,1,,=— —0*F[dx02 = 0.
Ist die Resultierende der Belastung einer Periode 2! von Null verschieden, so ent-

steht durch Uberlagerung einer konstanten Zugbelastung p; = - Jf}:fli eine Be-

2]
i
lastung $* = p — $, mit der Resultierenden Null. Fiir $* ist also im negativ Un-
i7 endlichene, =0, 7,, = 0. Die

Druckbelastung £, erzengt
eine gleichférmige Beanspru-
chung der Scheibe mit

= O Doy Tee—0, 6:=11
so daB fir ¢ =4*+ 5, Im
negativ Unendlichen folgende
Bedingungen bestehen:
aE IS ArE
g, = 9T = f)” = 37 | P ax - Toe 5 — T =4
i
Sie werden nach A. Nadai durch die Funktionen (1068a) erfiillt, wenn mit £, = nm
il ot P F P e @
Zo=(Co+ D L)e=, By = —pga¥2 l i
o &1 AT (1068¢)
L|]2[i J{J: "y L{ S | -’II"n ';11.: e I
gesetzt wird. Die Vorzahlen C, D) hingen von den Bedingungen am Rande (z = 0)
AL a*F X ’ : M-
ab. Um hier o, = =—pP vorzuschreiben, wird auch die periodische Belastung ¢

in eine trigonometrische Reihe mit geraden (cos) oder ungeraden (sin) Funktionen
zerlegt, je nachdem sie symmetrisch oder antimetrisch ist.

p=A;+ ¥4 cosf. ., pili= 3B sing, (1069)
1 1
Die Vorzahlen 4, und B, ergeben sich nach bekannten Regeln (Tabelle 66).
Die Integrationskonstanten C,,, D, lassen sich nunmehr gliedweise aus den Rand-
bedingungen berechnen.

F Ed e _: A, l12(1 —C,) ercosk, (1070a)
1
oder F"= B, I2(1—¢,) é=sink, (1070D)
1

. i 5
mit /, = — und {,




Halbebene mit periodischer Belastung des Randes, 719

Fabelle 66. Fourierkoeffizienten fiir einfache Belastungen.
=1
M [ I I
il e (LB o pdx
i § i '
A 2
o,
| [ I Y
i o7
I YILIDIVINY
il | =it sin
=1 | ¢ 1y Po=¢ ! 1 2Py — =
| | r-:;s-:a-i-c:-.::':a- | Vu
F
| Sk |
=i ——j £ =
=1 i T = b e —_—— —— e
e e T —;‘-‘
I-::—(:—:-- .
I e ; ‘ Belastung mit der Resultierenden Null
Pre=py(l —2j].
1
]n— i, 0, _-f,r- 2h, = s
¥n
P
' 1, = f
a [ COs5 Yy [£3
=2 Ag=2P;- *osinmon '
i i ¥n £
P
i Ay, =2 — cosy,
a & sinqy, a
- _H"_:P'—r = Bl 30
r n

‘!"J

-By =2 —- siny,

=
=




T20 74, Die Scheiben.

Bei Belastung der Halbeb nach Tabelle 66, a entsteht daher folgender
Spannungszustand:
1 sin . - -z
T, 2, b3 . ] £.) e cosc,,
ok T S50 3, e - y it f -
T 2y moF gmsinE,, (1071)
z e y ey u
1
a2 N7 siny " . [
. = y ) L T | oy k |
O, = EP o ‘-r"Ju- il = (1 Lpl €0 COSgy, . |
!
Die Randbedingungen fiir 2 =0 und z = oo lassen sich leicht nachpriifen. Bei
Belastung der Halbebene nach Abb. 722 erhilt $, das negative Vorzeichen.
- —z21 —s] Fiir die Spannungen am Rande {7 = 0) folgt aus
o . =40 : .-
& | | t i L i I l z | Oy _\- (1 .‘-:I'l s | nCOSE= — .}_ (14 ".'-J:l by 2
i . 1 1
2 | mit &; =0
|
! I a, b b — (£ Pal (1072)

Spannungszustand im Mittelfeld einer hohen Silowand auf mehreren Stiitzen.

und Aubere Krifte, Feldweite 217 = 8,00 m, Stiitzenbreite 2 ¢ = Z200m
chse fillt mit dem unteren Rand, die z- mit der Feldmiti
verteilte Zugbelastung —p" in t/m auf die Wand:

Ormag

#'/b in tjm® Die Untersuchung wird fir £ 1 t/m? du
=4 4, Durch 511]1:1'l:r_|:-;iLir:|: von Belastung und St itzkr
.723b. Die Entwicklung nach Fourier (5. 719) rt
" =& 2 i £
Ap=0 und mitp=p—— A, =2psinnn—
i i
[ 2 ']
n—
: 8 3
Ay = - — sin— n %
[ nw 1
|
| ' 7
1 |
| ' Dpy=p ‘
| | l = = | | LY Ay iel]l . [Ti¥y¥el] il
I . = | = 1 T l'| TR I8
2e a0 ge =g, 00 Zc=eiy ey | e 3 | 11
i = I : r o |
V= =g g — e =B —= i A {
Abb. 723a,
| |
n L 2 3 4 5 o s
Ay | —1,800633 | +1,273240 | —0,600211| O |- 0,360127 | —0.424413| 10, 0

a 3 = s o E ¥ 15 Crarve @
Die ersten fiinf Fourerglieder erg 1 als Annitherung der Belastungsfunktion 7 die Kurve =

rsten acht

- die Kurve 3. Wird die Berechnung der Spannungen atl
nach

die ersten so entsteht die strenge Losung fiir die Belastung
Kurve
Nach (10564 b) und (1070} 15t

i)
; - i
» A COS &, ;\, Wals) " Lgls)
(] . ) -
o . Y
O; 2l — e v d,cos s, X ipalf) 1
1 1
3 ”
4 = & S R
T= p3 L, R R E = )= Fq &)
1




and im' Mittelfeld einer hohen

auf mehreren Stiitzen. 721

ANNUNESZL

Dabei ergeben sich z. B

en werden
:

fiir £ =—0,251

ttionen e

Die Spannu

die folgenden

-:|,::'\'-'|'-:f|‘1' -
= 0,007 88 | —
0,81436 |

- 0,35824 |

Damit lassen annungen fiic diesen S

0,11866 £, (£) -

0. =—0,00788 E,

o, =—0,81436 E, () — 0,68441 E, 0,31810 E, — 0,09708 Eg

+ 0,22332 F, (§) + 0,07737 F; (£)..

324 F, (£) 4

E. F sind fiir thelle enthalten :

I II I

+—o—1—1—4-400
d = e e e
BN
| el Sote e Lo

=200
$9-44
04
o

—
z 40 30

Kurve 2: Abb. 725,

Annihe-

0,875 1

i

| =
—-T1,800063 | 1,063 00 (¥] I,00300 +=1,800603
0 O, D0 O 1,500 073 Q,086900 (&)
o 27334 0, Qo032 | I i
IR =44 75.24 3 I 4
O 32 0 0,000 32 0

0,22968 =0, 000271

554 54 o [

+=0,22500 O, GO0

0,55454| ©

0,254 66| o0,

0,254 00| +0,3"

nde Span-

i Die Auswertung der allgemeinen Ansitze
i nungen in t/m?:

T
& 0,250 o 0,500 Q. 739 0,075 | L
i
Oy I =0 052 -0, TE] 0, TO | 0,021 |
a. | o 0,834 0,680 | < 0,025 1,021
Toa 0,154 | — 0,261 | — 0,483 | ..-J.|,H_‘,|-| — 0,086 | —0,630

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck, 46
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Die Belastung. T9%

Der Spa

Annui 1 hohen Winden (H

an durcl |‘L'.!l:'[|l|-']: ]1;1;-\..,-;]{: nachweisen

sich am einfachsten
auf unendlich vielen, gleichweit
mten Stiitzen ruhen (L = 2/) und als Streifen mit periodischer Belastung der

i isiert werden (Abb.729). Das Eigengewicht des Streifens ist mi g t/m?
iiber die Fliche verteilt. Die Selastung aus Einzelkriften P und

et —_ e L —_—

t f a iz :
e ey AT ,
len 1c-1':=. .\ll d Lull £ i i
die Einheit der Schei- =23 i"_e' I ]
: I X {
bendicke bezogen. b : . s Bl : \
] = |
Die Belastung. 14 '
- . | | |
Zur allgemeinen Beur- | | |
: i |
tetlung des Spannungs- st Epysl i iy

zustandes geniigen die
Belastungsannahmei
nach Abb. 730a

belastet mit un

am oberen oder unteren Rande. Bei
steten Feldern (Abb. 731a) werden

inem Wechsel von
Spannungen aus

einer gleichformigen Belastung $/2 iiber alle Felder (Abb. 73 mit den Span-
nungen aus feldweise wechselnder Belastung - £/2 (Abb. 731c) {berlagert. Ist
der Spannungszustand bei gestiitzter Selastung (Abb. 732b) bekannt, so lift

sich der Spannungszustand fiir die angehiingte Last p (Abb.732a) darauns durch

Uberlagerung mit einer gleichférmigen i_'}ur_.-r]:t':i];n;u'ua]mm_,- g, ¢ (Abb. 732c)
I b ¢
— P | = I TT | | P
(EEENEE RS RN NN ENTEEN, TR I arin) ~F
TIT] rrIr
k |
Ill'! I |§J| ]]l A ||
e T T
i | | L) 1 =
il T ety
I~ /_\ / [
I/ 5 / -
—H =} i
\\\“I_." 5 |
A1k f \ - -
F '\. \ \
A

entwickeln. Die Spannung -
der Scheibe ]l'-"-\l n sic || aus clt.| "1[\.

) Tezp aUs dem Eigengewicht g t/m? (Abb.733a)

INUNEEN 6, 0., T, €iner 'l{*ir'hf:"arl'nig: verteilten
Randbelastung p = 2 g& (Abb. 733b) bestimmen, cl1 die vo rgeschriebene Belastung g
durch Ube 'l.l'n.n-.nf.: til Rai mmml ng mit Kriften der Abb.733¢c hervorgeht. ITJ(‘.
Sen

sind die Spannungen o, = g (h + 2), G, =0, 7,, = 0 zugeordnet.
Die Belastung an einer l’g]lc:r]n 2{ des Streifens steht im (]mrhﬂewu ht.

P = r px)dx= [ glx)dx=0.

46%




T24 75. Der Streifen mit periodischer Belastung der Rinder.

Ist sie auBerdem in jedem Felde 2! zur senkrechten Mittellinie symmetrisch, so
g . J . . + & i

enthilt die Reihenentwicklung der Belastu h und der Stiitzenkriifte g

Fourier allein eine Folge von geraden trigonometrischen Funktionen.

nach

Abb. 731. Wechsel

Die x-Achse ist Symmetrieachse des Streifens. Die duBeren Krifte lass

il 1144 und in einen

daher stets in einen symmet
teil (24 zerlegen, um iibersicl A
halten (Abb. 734). Das Kraftfeld ist dann mit allen [Tl i

Randbedingunge
falls symmetriscl
antimetrisch, In

» Lisungen zu er-

..,
=Y

‘,5’\1’5?4"‘ S a x-Achse (z=10) sind bei — T
Symmeirie der Bela- |

, stung die Schubspan-

- A S 5 o i L

Ty bei Anti- AN Ly

_
AR i trie  der Belastung rd
L Lot < 14 Angsspannungen H Pt e @ -
[_..||.gﬂ.- pannungen £ =
p Ta» O Null. In dem einen =4
h : =
Falle sind die Haupt ' TTER= M
spannungen for : ] -
T 114 i 5 o2 z i
parallel zur =x- und
Sere -Richtung, in dem an-

B deren Falle wird die
;-_\!]:rx",' m |I

| g ¢4m” | ¢ 45" geschnitt
Der Ansatz. Span-

ungsfunktionen F

reifens sind VOon
[L.N.G.Filon,A.T1

F. Bleich, Th. v. Karmin und F. Scew chiedenen mathe

hen Hilfsmitteln bestimmt und in jiingster Z H.Cr

iger und H. Bay zur Berechnung von Tragwinden aus Eisenbeton » erwendet

e

ald mit wver
eit dure

amer, F.Di-

worden.




Der Ansatz. 725

Die Ldsung erscheint in jedem Falle als Reihenent wicklung. Sie ist um so
brauchbarer, je besser die Reihen hnmurglum und je um’ulur sich dabei das
allgemeine Spannungsbild abspalten und in den singuliiren Abschnitten des Strei-
fens zum \(H-ml.l wdigen Ergebnis ergéinzen 140t

Die Belastung des Streifens besteht bei L, }-.' . Filon aus zwei gleichgroBen,
entgegengesetzt gerichteten Einzellasten. Das E Ige I]m~ der Untersuchung ri:uLl auch
zur Beurteilung der Spannungszustinde aus anderen Bel: istungen. Th. v. KArman
und F. Seew .1]{[ behandeln die Biegung des Balkentriigers auf zwei Stiitzen mit
den EinfluBfunktionen der Spannungen und verwenden dabei ebenso wie Filon
ein Fouriersches Integral als H]"s‘.ill]]l]fll'ﬁfl‘T]kij{J]I F. Bleich untersucht den Streifen
fiir periodische Belastungen der Rinder und entwickelt die allgemeine Lésung fiir
(1055) aus Partikul 1luaL1=1a‘:t“ der homogenen biharmonischen Differentialgleic |,|]“1_;
Dabei entsteht ein dhnlicher Ansatz wie auf S. 718 bei der Untersuchur ng der Halb-
ebene, dem Grenzfall des unendlich hohen Streifens. Bei Symmetrie der Belastung
zur z-Achse enthilt der Ansatz ebenso wie (1070a) neben hyperbolischen Funktionen
von z nur gerade trigonometrische Funktionen von .

e
= . : [ = ‘ : N !
=il e S5 nCtosE, mit — =1 und nx = = — .. (1073a)
= n 0 s " l T I n J
n={ 1 ok - e
Z, ist dabei wiederum eine Funktion, die allein die Verdnderliche z enthilt und
die Differentialgleichung, also die Bedingung
LT L e [ . 3
T —ETIE TR = (1073 b)

erfiillt, nur daB die Lésungen Z, in diesem Falle die Randbedingungen fiir z = - &
mit 0, = — P, Tz.=0, fir z=—F% mit g.= —p,, tz: = 0 erfiillen miissen. Sie
sind ru.h('r bel symmetris - und antimetrischer Belastung ebenfalls symmetrisch
oder antimetrisch zur x-Achse, so dal} die allgemeine Lasung ‘M2, , 37, der Diffe-
rentialgleichung aus je zwei partikuliren Integralen mit geraden oder ungeraden
Funktionen von z besteht, Um die Integrationskonstanten derart festzusetzen, dal
Z, die Randbedingungen erfiillt, werden die zur z-Achse symmetrischen oder anti-
metrischen duBeren Krifte (p, (24 (Abb. 734b, c) ebenfalls in Reihen mit geraden

trigonometrischen Funktionen von x und der Periode 2! entwickelt.

Lea) w on
Wh(x) =A;+ M A cosE, =W, L s Bih{e) = 3 A cosé, = 3#h . (1074)
1

o
T 1 1

Die Beiwerte A,, A,, A, konnen fiir jeden Belastungsfall nach bekannten Regeln
berechnet werden. Die Ergebnisse stehen in Tabelle 66.

Lésung bei symmetrischer Belastung 4 nach Abb. 734b mit [, =

=
. 52 3 :
ol " £ e R A S
WP = {151.0 _\‘ \1'1-{,,](:41‘5:,, — -'iu D _’_\ -fr: -'r"{(-,._U,L‘] bn T j'}:u‘.':l: SULE,) COSSy, |
1 < 1
: F 5 B . e IR W e Enc e
e — i \ Mg =—4d, __-E A NC Coil, + D, L, Ginl,)cosE,,
L i I -
0 @ [“HUE.:I
atF - B ' o \E G F YoE i E
o= ST T \. Wa, 0 = _....}- -'Jn[(C,J_—anJ&L‘I;,I-!-”,.l?” Sinl,Jcoss,,
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726 76, Der Streifen mit periodischer Belastung der Riénder.

Die Bedingungen Mg, =13 = A, .cosé, und Wr,. =0 an den Rindem
z +h oder {, =R/l A, Hefern:
i 2 1 4n + A Eof 4,)
1

Sin & 4, [

AT, (10751)
2 A, Cojl, s

b & A+ Cin2i,"T i

Fir z=4-h ist o,=

NI e (10786)
L, + A, Eof 4,.) |
Zin 2, %

fiir z=0 ist o,

Abb. 784c.

Liésung bei antimetrischer Bel

D L. Gofl,)cost, ,

g+ <
By _ > in,+ D
ox® —_— e o
1
R :.‘ : ~e VB Lo o
Oy = e \. (2} 2 .{f:l:l SN S, T ,lr}:l (5 U.L'l] -_”;: 0s E.l'-' "
1
i e, . > Fer s
it (2 ANy LN T TR
a2 dxds il }}?IIQ'I‘\]_‘-:I | j‘;.-‘“.'_' SIS p | SHL Gy . !
1

Die Bedingungen Licos £, und ¢ (0 an den Rindern

[
& _.Jll oder L,_?i =
7 g 2 Eof Aq
l[’i'i '”‘r:_' 5] o 1]
o A =N £ A e
3 22 (1077b
Lo A Cel ki 0%
e I > ’ 5 = .
Al B D, D, 2 j 24 !
(o] o =
Fiir 2 S R Mgy £4n T OIS A ]
; . el 120, — Bin2 i, |
(1078)
- A mA ;
fir z=0 ist 7..= Y . IR ek
s —_ A 4 Ema A, 5

Das Kraftfeld ist darnach durch die Belastung und deren Reihenentwic U mg
iach Fourier (Tab.66) und durch die Abmessungen L =2, H=2}, 2¢ und die
davon abhingigen Verhiltniszahlen £, {,, 4, bestimmt. Es wird durch die Iso-
klinen und die Trajektorien der Hauptli 1gsspannungen und durch die Linien glei-
cher Hauptlings- und gleicher Hauptschubspannung beschrieben. Sie zeigen den
;‘\L|5{{lq-ia:l1 der duBeren Kriifte zwischen den Rindern des Streifens. In der Regel

begniigt man sich jedoch mit den Komponenten o,, o., 7., in einzelnen aus-
gezeichneten Schnitten x const oder 2 const, immsbesondere x 0 I,’E"{-]i.llni‘.if‘_'-
- ; e 1.
x =+ .'_-.;_n n||<|uu-t]'ln t), z= o (waagerechte “w\ll metrieachse) und z L

{Rénder), um auf die Grenzwerte der Spannungen zu schliefen. Daneben krn nen
auch einzelne ausgezeichnete Spannungen als Funktionen von h oder ¢ bestimmt
werden. Leider 1at die Konvergenz der i%gihr-w fiir die Untersuchung in der Nihe
der Riinder ungiinstig. Bei hohen Streifen (4 >-/) geniigen auch die Spannungen
der Halbebene nach (1072), so dal \mgﬁmul;tﬂ

(10772)




i te Belastung am oberen Rande. Ty
{0} L, Laby {u) (e ] fu
Oy _I'Ibu {3 Ty '.Jh i .lb“ Jal |
1 (1079)
FRl.) LG) H an 3| T
gy BLY T a
B 04y ‘ ;
. F
{ 0
Il KT, | -4

SPATTIUTECT

lasteten kleiner als beim G

her ist o, am Rande des Streifens stets grifer : |
iert jedoch gegen die Mitte schnell gegen {111+

L =2 H kann 1 (reradlinien- LJ |_
hnet werden. o 2p e
sbnisse der Zahlenrechnung mis

konverg
Null. Fiir
gesets

Die
Randbedingungen u
gen zwischen den inneren und #dulleren Kriiften er-

fiilllen. In jedem Querschnitt ist daher T T .

nach ds

Cl1¢

eewichtsbedingun-

d die Gleich

h Lk L h

.f‘ gd g =4 'Jnur_ ="M ) Foyda=—R,,
h i i

ittkrs
({

Ihe Scl

ite M und R, der periodischen Be-

lastung sin

Der Verschiebung
steifer
sezeichneten Linier
2=k beim Stredfen, z=90, 2=58; 2=2%. ..
bei der Hall
bungen ist 1/p, = #*w/dx*. Da aullerdem nach (1050)
und (1051)

1 Kalrannt | |
1 bekann gttt L
|

| (1]

szustand wird ebenso
n Stab durch die Kriimmung

biegning

COTS

:I]?l' 2 a,

» heschrieben. Bei kleinen Verschie-

T i Ju 1 )
L7, o 0, — M)
: ] ax € I z e
1st, wird
I L L
) o x ¥ I F
1 da ey 1 g f \
ied el T LR o gl b L S il (10802}
I } i el TR RS \ .

il der
der

Kriimmung. Sie kann mit (1054b) na

1 1 F63F . B
SRS e e L
18 | fe Bl LA y2ae

aus (1075a) oder (1077a) berechnet werden

Gleichformig verteilte Belastung am oberen Rande. Das Kriftebild
Abh.735a laBt sich in drei Teile zerlegen. Der Anteil I besteht aus einer periodischen,

symmetrischen Stre . 733Db) mit Spannungen

Ay =10, Ad.==2siny,., 2 e R (1081)

in ox

Die Schubspannungen sind in den Schnitter
und daher die T

o

sspannungen o, o, dort g

|
Im Grenzfall I L wird der Streifen zi lalb- L 5 . : &
ebene mit a,= -=$ am belasteten Rande. Da i £

[/
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periodischer Belastung der Rander,

728

Schnittkrafte M, N, O bei symmetrischem Lastangriff Null werden, ist in jedem

Querschnitt

P el } i
(o, 0, [ 0,21 0, | #aadF=1,
AR s O 4 s
Der Anteil I1 der Bel: 730¢) ist antimetrisch und erzeugt Spannungen

nach (1077a). Dabei ist

22 - T R T :
A =—4A, *siny, , Po= 4 . Yoo = T ——, (1081}
=) ZA
|

Die Ouerschnitte x = o, a [ sind frei von Schubspannungen .., der
schnitt z o frei von I_;'i]}l'_{gﬁ_u.gj;uu';; gen ¢,, o, Die Ii[ll]]'l[%[lii[]tEllE'I_tf(']l scl

daher die x-Achse unter 45

3 nnungszustand —o, =4
schriebenen Belastung entsteht entweder ch Addi-
ion der drei analytisch annungsanteile oder durch die Addition ihrer Zahlen-
: Bei gleichformiger Belastung # am unteren Rande nach AL 1
dazu noch die einachsige Ouerbeanspruchung 4+, = p. Sie hebt sich geger
Anteil IIT auf h das Ergebnis in diesem Falle allein aus den Spannungs-
anteilen I und II zusammensetzt.

Die Lingsspannung ¢, am unteren (gestutzten| eines hohen Streifens
(H = L) ist nach (1079) angendhert gleich der Randbelastung $ oder ¢, also auch
angenihert gleich der grofiten Lingsspannung ¢, eines OQuerschnittes. Sie ist wesent-
lich gréfier als der Betrag . = M/W = 6 M /k* nach dem Geradliniengesetz. Nach
den von F. Dischinger angegebenen Schaulinien (Abb. 736) nihert sich die Funk-
eines Querschnittes bei abneh-

fert einen einachsigen Sp

e ST

D,

W

S0 E_:lill.'- sich

tion a, )
E _ mendem Verhiltnis A&fl der Navierschen
Geraden in Feldmitte schneller als im
Stiitzenquerschnitt,

Spannungszustand im Mittelfeld einer hohen
Silowand (H/L = 3/4) auf mehreren Stiitzen

(Abb. 737).

nen mit den
in Ver-

tzung und Belastung sti
1 Abb, 723 iiberein
h mit den Ergel
in den symmetrischen (Abb., 735b)

FEET1 ALl

Die Belastuny

Anteil (Abb. 735¢c)

Tt tie
anig

stellung der Formeln nach S. 725f.
A. Sv L.
3 ; x
Mp — b 3 4.cosé Eo=Mm 0 {} ] 5 Dac I




Sp;',ul‘lllEl_gh?.ll:ﬂ.{l n Mittelfeld einer }

1en Silowand (H{L = 3/4) auf mehreren Stitzen. 729

G : A A T An
An el s —
r T =11 Ay
o)A,
: 2 &in i, Tal, - i
D, = - - = r o =5 hg=MN5

2.+ Gin2

Ginl, + D& Bofl, .,

-2y &ind, + DL Boi L.,

()= (C+ D) ECof L, + DL Em i, .

wEn

C. Superposition der Anteile A und B.

-

i F4 R )
¥a i) En is) -

Auswertung der Formeln,

Wie Dbei dem Beispiel in Abschn. 74 wird die Rechnung auf die ersten fiinf Fourierglieder
beschranlkt.

1. Fourierkonstanten 4, = — At . Die Konstanten 4,
den Werte anf S. 720.

d halb so groB wie die entsprechen-

% J I 2 ' 3 | 4 5

Ay — 0,900316 | +0,036620 — 0,300 106 | } | +o, 180064

2. Integrationskonstanten C,, D,, C!, D!,

me 'y

" 1 | 2 | 3 I 5
]
_] — 13,73953 107 155,5161+10-8
| + 1,70284:1072
—— e | _;.r_\jr_'\[,t_ 3 -
= 10,333¢ e
0,692 59 — 13,74007 1077
o,20897 | T Lj 10
— 0,483 61 | 12,03716~ 10" — 180,2188-10-%
0,274 04 | — 10,33424 3072 | - 164,9213 108
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e Lrruppen von Strecke

731

eschricben. Die Spannungen lassen sich damit nach (1075a)

) und (1077a)

unter Beachtung der doppelten Periode L’ berechnen.
Ist d gszustand aus einer Belastung -4 am oberen Rande bekannt,

inun- il

. i
gen beir Eintragung .am un- e e e p— =]
teren Kande am einfachsten \\ {25 / \ |
durchUberlagerung der Span — =

- ; it | ] TR
nungen einer symmetrischen [— ~ -~ —r
e | % W I Y / — =
[-, .-l.!"\i_ll.'.'-'_"..rl. I

Symmetrische Grup- o) P
pen von Streckenlasten \ b
P=2cp (Abb.742). Die
Belast nimetri
und wird nach Tab. 66
Fouri Reihe mit

ung ist sy

(1083

T
ItLKTalte

n jedem Quer-

die
e B 5
schnitt z = 0 wvon Streifen
mit Randabs 21

!.li_'i': ] :

1genihert konstant hofl

s wird durch Zahlenrech-
nung fir die Lingsschnitte
=0 und 2z =h—21,
eines Streifens mit H/L = 3
und [fc = 4 (Abb, 743) n:
gewlesen. :

- ( 25 0,50 !
1
| =1 o I i i
1
0 (4]
5 5 0,254 25 2 4
T f ) Mo
Z1 0 fret von S

inungszustandes

nung £ an

I Ten o, =
1 den Ergel
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noch in Lingsschnitten z,

==}

3. Der Streifen mit periodischer Belastung der Rinder.

2 [ nahezu Null, so dall die Zerlegung des Streifens

in drei parallele Abschnitte mit den Lingsspannungen o, & —pcfl als HduBeren
Kriften keine wesentliche Anderung des Spannungszustandes bedeutet.

P
| l e | [ '
y slylolglylglelyly
| ! T [
| [ [ E
| | I_Y
P | | L
Il = .;. - i
= | -
o
| HEC |
11— T 5
7 Ll _I[
7 2 s Sy e
Abb. T44.

lP

Abb. 745.

| 'T'Z |
he F = 2C fe=- ! S 20 - | ! Zp b
A TRMAATBRRARGN | | T
T 11;-!1!.!-?--““1 L l:llT.Jf.lilll.lilph 1A | | ! . | l\‘ﬂ_l
| O s [ N 1 B
| S et R W
- . : f ?:'3 | ' i
f | i | : 1 H' ; m
: | ) | Alm | | LIt
e e | . Jp | ]
. I : L : - ; -
| ‘ | .' —:\-:-a—b —.-ljl-d:—.!-—:b-:—f-—a-i-:—g—;—l-( -
e I f.f'- — i e " Sl L—
EITAARINIEANAN:
LILILIRALALIAL, ! I
| | l
| il AN OEENTE [ i
5 LIESESLAEIESLNLILIL] -2l
| il | [ | Zyn-de
| i £ |
| | - Zy=0
| | | | s Fo _:f_ =_:?_:
i
il |
- Ll | i | I
' I IR0 |
| : | SEILAEILALILILS 1 JLALILIESES
il ' | ! i L L]
{ 1Y Abb, 741, Abb, 748. H{L =38, lfe=4.
fili i Daher lassen sich hohe Winde (H = L) mit gleichférmiger Belastung des oberen
R Randes angenihert auf Grund einer Zerlegung in die Abschnitte b, = H — L,
{000 AR i 1 hs = L berechnen (Abb. 744). Der Abschnitt H — L unterliegt im wesentlichen nur

dem einachsigen Spannungszustand =P e
Spannungszustand des Abschnitts 4, wird genau genug
als Spannungszustand eines Streifens mit dem Rand-
abstand 2 /4, und einer symmetrischen Gruppe von
Streckenlasten 2 g¢ berechnet.

|
g5 8
|
} — I 1 _l_i
e L e T T B L
k 270 R =
Abb. 746.




76. Die Berechnung der Spannungsfunktion mit Differenzen, 733

Dasselbe Ergebnis 14t sich auch aus einer ‘wp‘mmlng&lLJerhnn ableiten, die von
N. L. G. Filon fiir die Belastung der Riinder eines Streifens mit zwei gleichgroBen
entgegengesetzt gerichteten E inzellasten P nach Abb. 745 als Fouriersches Integral
angegeben worden 1st. Die Zustandslinien o} , 67 , 7, fiir z = const sind gleichzeitig
LH”LIF'IIIJH n fiir eine wandernde Lastengruppe. Die Summe der positiven und
negativen Anteile der Flichen ¢, v, sind in den Lingsschnitten z = const Null,
da bei gleichférmiger Belastung der Rinder nur Spannungen ¢. entstehen.

Nach Abb. 746 erzeugt die einzelne Kriftegruppe P (Abb. 745) auf der Breite
2,7 b der Symmetrieachse Druckspannungen o,. Dariiber hinaus e ntstehen unbedeu-
tende }’tlf"ﬂﬂnt|1'n"1‘1'| die schnell gegen \'ul] konvergieren. Einzellasten werden
daher durch ein elastisches Mittel auf 2,7 4 Breite verteilt. Die Spannung «, erreicht
mit 0,92 P/k in der Wirkungslinie der Einzelkraft das Maximum. Sie ist nahezu
gleich der auf den halben Scheibenquerschnitt ba?l',f:i_] en Spannung. Zwischen
Einzellasten mit einem groBeren Abstand als 2,7 & bestehen keine wesentlichen
Beziehungen.

Filon, L. N. G.: On an ap roximate solution of the bending
section. P Trans. Royal Scc. London 1903 (A.) Bd. 201 S. 63.
Spannungsverteilung in ebenen Systemen. Diss, Gottingen 1905
Stab mit Rechteckquerscl s Problem. B. 1. 1923 S. 255.
3T agen der Balkentl andlg, aus rIc m Aecrodvnamischen
hen. Berlin Die ‘w|!- nnun

Ti

.|'c'|.|l'l Hoch
derungen von
wen Institut d. Techn.

]h I - und Hochl BY |'-|-H,;-:
Fen in wan ] M. 1930
Ba¥, H.: 1 1931 S 4

| i\ : 1931 1 : I S
Halbscheibe und ) lartigen Lens., .-\l'|L,‘L‘.:-:.-E||I‘:.:-'I1 der Int.
cen- und hbau, Zarich 1932 und

1 In durchlaufenden Scheiben bei Vollbelastung simtlicher Felder,

: P
1sen 1933 5. 237

h,l.,rl.l,

1933 5. :_':.L'ﬂ

76. Die Berechnung der Spannungsfunktion mit Differenzen.

Die Erweiterung der Randbedingungen durch die rechteckige oder polygona
Begrenzung der Scheiben bereitet beim Ansatz und bei der numerischen Losung der
Spannungsfunktion F wesentlich grilere Schwierigkeiten. Aus diesem Grunde
begniigt man sich bei derartigen Aufgal
bei ihnlichen Problemen der Plattenbiegung mit einer t { r : feog

JETL E']'Ii,':]_-'\u ‘.‘.'iJ.' iz

&
Niher ungs losung durch die Entwicklung der \.J'-']l;f.i &
(1054) in Differenzen. Da die Differentialgleichung des [ = T = | 4
ebenen Spannungszustandes und die Differenti: | . &
chung der Plattenbiegung unter Randkriften mitein- a2 o
ander ibereinstimmen, kann die iJ‘ifff'-!'(‘EIZL'El'.ﬂr_'il_‘]]LI!'I!.-,’ | e o g‘:
des ebenen Spannungszustandes in rechtwinkligen Ko- ' ' 3
ordinaten mnach (999) oder in Polarkoordinaten un- | - : =t L 1=
mittelbar angeschrieben werden, Die Spannungsfliche [ ° AT |
erscheint dann ebenso wie die elastische Fliche der Platte Abb, T47.

als Gitter, dessen Aufrill aus zwel E}T|1'*]1c'r1 von ﬂquit‘i-

stanten, sich rechtwinklig kreuzenden ger aden Linien besteht (A x =
punkte der Ordinaten F, der Gitterknoten & liegen in der ‘*{\'H'ul'l‘-m
gegenseitigen Beziehungen lassen sich an jedem Gitterknoten durc h eine lineare Glei-
chung ausdriicken. Sie lautet fiir A x = Az nach (1000) ru].r,:[,_u'.vt1]..1[.41.11 (Abb. 747):

20 B, LF) 4+ 2(Fia+F+Fn+Fy
ot s PEY =0, (1084)

Die End-
fliche. Ihre
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ST
T ;i 5. D 1
die entwede
der Randkriifte
L | ) F I 27
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{ = - = |
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; (1085)
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j > i !
|
|
' 7 ar
- 1]
; | !
[ = Ancabs
| | .!.”‘I.
[ | ) belastet
; de
!, . ¥ T red |:... 154 i J CIE ! I
i . : = i : e
LA I | Hiilfte der Mach Abb, 750
{1 Uap daher die Ordinaten &, von 20 Innenknoten
| (1l | zu berechnen (Ax ] 1.
O | ! : S ti r ] 1cdor
| ST e

|
e | e (1061a): Als Anfan
| [ 27 e
| 4 B

Symme der Punkt

. F 3pA- % ~ 1,55 42,

l I Ires 3pA-— A4 p A . - 4,0 p A2
| I 3pA- 2 A4 p2d-A 5.5 42

I —3pA- oA+ p34-5 A= —6,0p 4%




76. Die Berechnung der sSpannungsfunktion mit Differenzen. {F

Elimination der Ordinaten an den Nebenkn
knoten 21 bis 35 wird aF/d»n - R, so daB z. B
die folgenden Beziehungen entstehen:

nach (1061 b): Fiir die Rand

. fir die Knoten 22, 28 und 33

e
o I, F F Fis | 5 |
3 3 1 ) 18
Sl T 2 A o 3 A = A :' .
Fy, Fyy = Iy, Iy ff15. Das vollstindige 22 7 2 U -
Ergebnis fiir alle Rand- und AuBenknoten ist in Abb. 751 |a | s e 1
eingetragen. e S ol I I 1
Aufstellung der 1 Jifferenzengleichungen nach (08 Glei- 0 0 [
chung fiir den Punkt 3: o o jw w s lv |
0F, — 8(Fy+ 0+ Hy1 P42 (Fg+04 04+ F,) P
[F MRl s [ = oy { Uea R i
L 4 I ol 'y = _l".ljl 1. 1 ; 1 |

Gleichung fiir den Punkt I8: v lw i@ Lo

: - |
20F;3—8(F;;4+Fiyy+Fiy—40p4%) £ 2(—1.55 42

Fig+Fis — 5,849 + (04 F,p - P LR Y=—0. '

.5 4545 \XT

L1
T —

)&

A YoV

! s » _¢'_.__ 5 £

i e s 5
{téz_|o

INUNEeEN ge UL

Vom

Das vollstindige Gleichungssystem
ist nach Zusammenfassung der ein-
zelnen Unbekannten F, in der Matrix
auf 5. 736 enthalten, Die
auf 5. 737,

Die Spannungen Oy, 0., T, . Werden
hieraus nach (1085) ermittelt. Sie sind
in den Abb. 752a bis ¢ au
Die Abb. 753a bis ¢ enthalten die
Linien gleicher Hauptlingsspannun-
gen gy, 0, und die Lingsspannungs-
trajektorien, deren Verlauf bei der
groben Maschenteilung der Lésung
allerdings im mittleren Bereich des
unteren Randes nicht angegeben wer-

Lisung steht

rerragen

ot

in den

+ } A

h die

ischen Vergleich mit der Lésung fiir die Halbscheibe auf
und fiir den Streifen auf S. 730f. Dabei verdient vor allem der Einflul der
Riinder auf den Spannungszustand Beachtung,

den kann. Trotzdem elgnen sic
Abb. 753 zu einem krit
I'«-.. J_'J-)
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77.

Anceni e I ol w1y 2 g b =
Angendherte Untersuchung des spannungszustandes in Rahmenecken. 137
Losung der Matnx auf S. 736: (a = 1)
I 2 3 | 4 | 5 6 | 2 | 8 q | 1o
A
Fp | —0.0406| —':'-1?”-1! Q,3005 | 0,34 F_‘_\l ""'-—'l-",'w_,'!| 0,02562 | —I,0040 | —1,1485| —0,4631 i 1,3222
; | . [ 5
h 11 | 13 | I3 14 I5 16 17 | I8 1G | 20
5 .r].-l .l'ne'\i';l__‘|!~\"r—|| T ; | : |
e | —2,0305 | 2,3002 | DI72 2,2300 _'5,.5_{__L_-| —3.7338 I,2242 3.2400 4,0725| —5,1662
T —doon

__’Ej’ff_’ﬁ_‘_._——-—-.__h
o ﬂzﬂﬂ
#0500
. 4@.::'

SN

e
—]

8y

Abb, 753a.

Linien gleicher Hauptspannung a; .

Der Spannungszustand der Schei-
ben mit H <£ L, der aus den Schnitt-

kriften nach Abschn. 10 statisch be-
stimmt angegeben werden kann,
unterscheidet sich von dem Span-

nungszustand gedrungener Scheiben
vor allem durch das Verhiltnis von
o, #zu o;. In dem einen Falle ist
0. <Z 0,, in dem anderen Falle sind
beide Spannungen von der gleichen
GroBenordnung. Das Vorzeichen der
Lingsspannung o, wechselt beim
Triger in der Achse, dagegen bei ge-
drungenen Scheiben mit H ~ L i
den Wendepunkten der Querschnitte
x = const der Spannungsfliche F, also
in der Nithe des abgestiitzten Scheibenrandes. Die Spannungen in Lings- oder Quer-
schnitten lassen sich aber auch hier stets zu Schnittkriften zusammenfassen, welche
m11 den iulleren Kriiften am Rande die Gleichgew !rhiwhcdm"mw n crhtl]vn

Abb. 763 c. Lingsspannungstrajektorien.

Bay, H.: Uber den Spannungszustand in
betonwinden, Stuttgart 1931,

hohen Tragern und die E-: .\:_-||r||||'.; von Eisen-

T7. Angenidherte Untersuchung des Spannungszustandes
in Rahmenecken.

Wiihrend die statisch bestimmte Berechnung der Spannungen aus den Schnitt-
kriften zur Beurteilung der Festigkeit der Rahmenstibe ausreicht, lilit sich das

Kraftfeld im Bereich der "\".11]LI_'II>L1[|]\I{ der Stabachsen nur mit einem ebenen

H[J¢l11lllll‘e{{a/tlhidm’] vergleichen. Dieser ist durch polarisationsoptische Untersuchun-

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 47
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> Untersuchung des Spannungsz

198 7. 4

gen an rechtwinkligen, auf Biegung beanspruchten Stabecken gemessen worden,
Darnach ist der ausspringende Bereich der Ecke fast spannungsfrei. Aus diesem
'gr}“nh: Kraftfeld durch einen Kreis-

Grunde liegt es nahe, das vorgeschriebene poly
ringsektor mit konzentrischen Réndern zu begrenzen und die Spannungsaufgabe
mit Polarkoordinaten zu lésen, wenn dabel sich voraussichtlich auch der Ver-
schiebungszustand dndern wird.

Um die Randbedingungen und damit auch die Zahlenrechnung zu vereinfachen,
wird iiber die Eintragung elnt Schnittkrifte an den Querschnitten der Scheibe nichts
ausgesagt. Hier gelten \.;]111.].1 nur die Gleichgewichtsbedingungen zwischen den
bekannten Schnittkriften N, M, (0 des Rahmenstabes und den errechneten Span
nungen o, T;,, die ebenso wie die "wp nnungsfunktion mit
Riicksicht auf die Randbedingungen in Polarkoordinaten an-
geschrieben werden.

Ubertragung zweier Biegungsmomente V] (Abb. 754).
Die Spannungen sind unabhingig vom Winkel o, so dal die
partielle Differentialgleichung (1057) ebenso wie die Platten-
gleichung (947) in bezug auf die Veréinderliche » total wird.

! ! g2 1 &% fdiF 1 dF 1 dF d2F
I — - < e -fe - - () - o, = - ey (3 P — ey T, § = l:}
L rs Yi-ax) \are ¥oar) r oar < ayr=

lhre allgemeine Lésung steht bereits auf S. 6560 und lautet mit 7,/r = p und rpfr; = gy

J5ey ik
| F=to+t;Inpg -+ ca—= -+ ¢4- ln 0. (1086)
| a gl
A- 1;:' f6dm
1 M -
%

n
7+l +87 +20 +0 @ Fc'? 20 30 w0 -&0 it

Abb. 755a. Abb, 755b

Die Integrationskonstanten lassen sich aus den Bedingungen

Uyt —2¢y+4 €3 —2¢c3lnp) =0
r 2 3 gin g
an den Rindern » = », und » = r, und M = rdf rdr bestimmen. Man erhilt mit
1
f i 2 5 ] o _\B
| "1=fI[(91—1?—401[!“91“:
e (1087 a)
i3 i M . o M . . (1087a)
: L 6= — ,:_1rv 4lnp;, ca: 7 r2(1—pf —2Ingy), e3= T]rg-'.?{l—-,gl-} |
i ] :
| e
| UL und daraus
| | L '
| 1 4 M s : % \ 4M 7 . ] 5 o Y f A
i i 11| g,= T = B ]ﬂ'?l ---:_Ji']]l{l {1-511-]91):] T, _I_rgf 1—In F1_ f_JI]n ?._.L,n]“[)1 1h L“-'h'h}
| 1 g 1 /
I

o, und g, sind Hauptspannungen, die Querschnitte bleiben eben. :
Fiir einen Sektor mit 7, = 0,24 m, r, = 0,64 m (Abb. 7565a) wird g, = 2,6667 und
T, = 0,57492. Die Auswertung der Ergebnisse "]H"w b) liefert mit M = 1 mt/m die fiir




Ausgleich einer Querkraft, 139

5

alle Radialschnitte gleiche Spannungsverteilung
zeigt den linearen Verlauf von o, nach Navier.

der Abb. 755b. Die Gerade A4 B

Ausgleich einer Querkraft. Die Querkraft (, (Abb. 756) steht mit den
Schnittkriften Ny, M,, 0, im Gleichgewicht Qs Ny My, 0,) = 0). Die Spannungs-
funktion

I'= @ (r)-sine (1088)
nit den Spannungskomponenten fe—
i N . : |
o — — )sina, o;=9" . sing, |
L ¥ ey )
. A (1080}
[ oy o, | (108 4
Trg=—|— — 5 |Co50t = ——"_ l
A2 L it | g

liefert am Rande o« — 0 nur E:u:lmEa.a']_‘.auuungxcn T
Aus

- a2 1 1 d a2 o 1 dgry
L — - m—— i = - — - — «5 s
AAF dre ¥re roar/ \dr® g5 ¥l dw )] 2ol
folgt fiir & () die totale Differentialgleichung
{ d® B [ y
(ol — | P =0, (10902)
s F= r arj b '

Ihre Losung ist
1 In g 1
(1 S N s ST . i
i g ta—+c ; +¢0, (1090 b)
wobei wieder 7,/r = p gesetzt wurde.
Die Integrationskonstanten ¢, c,, ¢, lassen sich aus den Bedingungen
1 o\ 5N o
) s

+ L7 .

- a0 — 2¢ =—r1, o= (

=7 2 L e retB O )
2

an den Rindern » = y; und » = », und aus der Bedingung | ., dr — (), am Rande

T

—— T
vh
M = 24 Ko ke
. r” - - . 4 S
\\__ I >} 1 a A B
1N
Abb; 757. AlLb. 758,

% = 0 ermitteln. Die Integrationskonstante ¢, ist ohne EinfluB auf die Spannungen
und daher beliebig. Mit der Abkiirzung

Iy =r; [(p7 + 1) Ing, — (o7 — 1)] |
ergibt <ich ; . (1091 a)
o 0 (o8 I 0, ; i 1 O,
¢ y o &1 T S5 T
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und damit

0, = =° i (63 + 1) o + ¢®|sina, Trv= — 1,
% e : 2 = (1091b)
Qs | g @1 P L) 5| oo
Op= 7|3 — lof + Jo— 0% |sina.

Die Spannungsresultierenden im Schnitt b (e = o) stehen mit @, im Gleichgewicht:

Abl. 758b, Linien gleicher Hauptspannung os.

rs
[adr =N, = —Q,sina,,

1

ra

f 7,81 = 0, = 0, cos g,

T1

Jo(r —r)dr = M, = Q,rysina,.

Ty
Fiir den Sektor mit den Abmessungen
nach Abb. 7565a, belastet nach Abb. 757, ist
0, = 2,6667, T, — 1,1805. Mit

Q. p® |

“d =22 p2 L 1YL 3| =K
Tsl o I'{Jl i I’I Q ; 9 el hl 5
T A |

Q.. ot
Biifn P2 e = o
T, L,*’. = Wi+ 1)o—p "5 - K,

Abb. TE0c. Liangsspannungstrajcktorien.

wird g, — K;sina, o, = K,sine.

Die Funktionen K, und K. sind in Abb. 758 dargestellt. Die Abb. 759a, b ent-
1 2 E

halten die Linien gleicher Hauptspannungen oy, o,, die Abb. 759¢ die Lings-

spannungstrajektorien fiir die Belastung nach Abb. 757.

e [




78. Der Spannungszustand in Rahmenknoten. 741

Eine Belastung des Ringsektors nach Abb, 760a 1aBt sich durch Aufspaltung in
die drei Anteile Abb. 760b, ¢, d auf die beiden Grundfille zuriickfiihren,

Preull, E.: Versuche iiber die Spannungsverminderung durch die Ausrundung scharfer
Ecken. Forsch.- -Wes, Heft 126, Berlin 1912 Griining, A.: Die Spannungen im

g 5. Eisenbau 1914 S. 162, Wy, Th.: Die Kraftfelder in
1

928, — Cardinal v. Widdern. H.: Palarisati

Ixnotenpy
festen «

nsoptisch

Spannungsmess ] abecken, Mitteilungen aus dem Mechan.-Techn Laby rinm der
I H. Miinchen. 3. Folge Heft 34. Minchen 1930. — Kurzhalz, H.: P darisationsoptische Unter
suchungen an rechtwinkligen, auf Biegung beanspruchten Stah . Alitterlungen aus dem
Mechan.-Techn. Laboratorium der T. H. Miincl 35, Miinchen 1931

78. Der Spannungszustand in Rahmenknoten,

Die Losung der Aufgabe ist angendhert fiir eine durch die Querschnitte a, b,
begrenzte rechteckige Knotenscheibe (Abb. 761) mit Hilfe einer Spannungsfunktion
versucht worden, die zwar die Differentialgleichung (1053) und die Gleichgewichts
bedingungen in a, b, ¢ befriedigt, dagegen nicht den Randbedingungen gerecht wird.
Fir das Kriftebild Abb. 761 ohne Querkraft in ¢ ist nach M. Griining
p_ 30 P SR8 1 e (x2] 4. 98 _q.8p 4 A ol (1% — Ve 2 3y a] 10924}
B igatp A\ e e Xy (S — ) = Pi A |, (1092a)

fir das Kriftebild Abb. 762 mit einer Querkraft in ¢ (Stockwerkrahmen)

F=@mgaPo+0—0+Mzs+ 8L -3 x(y-+f2+2297.  (1002D)
Die Spannungen lassen sich daraus mit (1054b) leicht |&
ableiten. Die L&sung gibt jedoch ohne die aus- [

reichende Beriicksichtigung der Randbedingungen
kein zutreffendes Bild des Kraftfeldes, da nicht der |
p AT Spannungszustand in den ein- :
i T springenden Ecken erfalit und
sein Einflull auf den Kern des

Kraftfeldes bewertet wird.,
Das Problem ist neuer-
dingsdurchSpannungsmessun-
gen und vor allem durch op-
tische Beobachtungen geklirt
und von Th. Wy B an Kraft-
i feldern studiert worden, die
v sich an Hand des Versuchs- |

Abb. 761, materials mit Hilfe der analy- Absb, 752,
tischen Beziehungen tuber Tra-
jektorien aufzeichnen lassen. Dabei wird der Rahmenknoten in denjenigen Quer-
schnitten abgegrenzt, in denen die einfachen Gesetze der Navierschen Balken-
biegung als zutreffend angenommen werden, so dafl die I\".l]!t“u'li.J]llL',l][]gﬁ-[[ des
Kraftfeldes durch Schnittkrifte bekannt sind.

Das Kriftebild zerfillt bei symmetrischen Knotenscheiben, die hier voraus-
Eesetzt werden sollen, in den symmetrischen und in den antimetrischen Anteil mit

grundsitzlich verschiedenen, ausgezeichneten Kraftfeldern.

a) Symmetrie der Belastung. Die Biegungsmomente, Quer- und Lings-
krifte der Querschnitte @, b sind einander gleich, am Querschnitt ¢ ist nur die
Langskraft N, = 20, von Null verschieden (Abb. 763a). Die Schubspannungen sind
in der Symmetrielinie Null, die Hauptspannungen oy, 6, parallel zur x- und y-Achse.
Das Kraftfeld stimmt mit demjenigen eines im Bereich ¢ verstirkten Balken-
abschnittsiiberein, derhier eine gleichformig verteilte Belastung aufnimmt (Abb.763 b).
Die Kraftlinien o beschreiben im wesentlichen den Kraftfluf und die Beziehungen




749 78. Der Spannungszustand in Rahmenknoten.

zwischen den beiden Riegeln, die Kraftlinien 8 denjenigen zwischen Riegel und
Pfosten, wiithrend die Kraftlinien ¥ und 4 die Trigerwirkung der Knotenscheibe
wiedergeben. Die Biegungsmomente an den Riegelquerschnitten werden also im
wesentlichen unmittelbar iibertragen.

b) Antimetrie der Belastung. Die Biegl
kriifte der beiden Querschnitte a, b sind entgege

QOuer- und Lings-
(Abb. 764a); am

SImome

H—étﬂ*;leﬁ%‘l:'_
I| ~ J’ i
\ I ! S
e ——
L" =t
LEEERI R ke
o e 5
Abb. T8 a. Alb. 783 b
Querschnitt cist N, =0, @, = N, + Np. M, 2 M,. Die Lingsspannungen oy, 7,

sind in der Symmetriecachse Null und daher die Hauptschubspannungen hier nach
% und y gerichtet. Die Symmetricachse ist also Trajektorie der Hauptschub
spannungen. Sie wird von den Hauptlingsspannungen unter 45% geschnitten. Der
singulire Punkt N ‘des Kraftfeldes Abb. 764b ist daher ein Spannungsnullpunkt,
so dall sich keine Lingsspannungen zwischen den beiden Riegeln ausgleichen. Der
singulire Punkt K wird von 2 Scharen von Kraftlinien umfaBt, welche durch zwei
ausgezeichnete Linien NL und N R begrenzt sind und den mittelbaren Kraftflub
zwischen Riegel und Pfosten beschreiben. AuBlerhalb der beiden Grenzlinien ist eine
unmittelbare Wechselwirkung zwischen Riegel und Pfosten vorhanden. Die Form

e
‘]

f

a b,

W
R

IBM%%

e

Abb, T6da. Abb. 704 b,

1.[}';:'.% Kraftfeldes bietet unter Umstinden die Méghichkeit, die Spannungen durch
Uberlagerung der Ergebnisse der Untersuchung zweier Rahmenecken abzuschiitzen.

Die beiden Scharen der Kraftlinien o«. # schneiden sich rechtwinkliz. An un-
belasteten Rindern ist zur Befriedigung der Randbedingungen die eine Kraft-
linie () parallel, die andere () winkelrecht zum Rande. Die ihr zugeordnete Haupt-
spannung oy ist hier Null. Parallele Kraftlinien sind ein Zeichen fiir konstante
Hauptspannungen. Die Hauptspannungen o wachsen um so mehr, je grofer die
Kriimmung der rechtwinklig zugeordneten Kraftlinien g ist. Je mehr daher ihr
Abstand abnimmt, um so grober wird die Hauptspannung und damit die Be-
anspruchung des Baustoffs.

Wy, Th.: Die Kraftfelder in festen elastischen Kérpern. Berlin 1926. Hieraus sind die
Abb. T63b und 764b entnommen.
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C. Die Schalen.

79. Die Grundlagen der Berechnung.

Die
Dicke
klein

|'|r.','l' \"'r"l durch eine Sy

schalen sind einfach oder doppelt gekriimmte Flichentragwerke, deren
i ebenso wie bei den Platten im Vergleich zu den anderen Abmessungen
Die 11 bierungspunkte der Schalenwand bilden die Mittelfliche. die in

nmetrieachse ausgezeichnet 1st. Win cht dazu lie i
Ebenen erzeugen meist geometrisch dhnliche Schnittlinien m :
halbmesser r, () -

Die DBreitenschnitte der rotationssymmetrischen Flichen sind Kreise mit
r¢(B) = 7. Ihre Lage und GréBe ist durch den Winkel o zwischen der Symmetrie
achse und der Flichennormalen und durch den Abschnitt R, der Flichennormalen
zwischen der Mittelfliche und der Symmetrieachse bestimmt. R ist der Kriimmungs-
halbmesser eines der beiden Hauptschnitte der Rotationsfliche (r, = R, sin )
{Abb. 766).

Die Ebenen mit der Symmetrieachse erzeugen die Meridianschnitte. Sie werden
auf einen Nullmeridian bezogen (Winkel f) und sind bei rotationssymmetrischen
Flichen einander kongruent. lhr Kriitmmungshalbmesser R, Rs(z) bestimmt die
zweite Hauptkriimmung der Fliche. Mit R; = const entsteht die Kreisringschale,
mit Ry= R, = const = a die P
Kugelschale (Abb. 765a). Der a b of M e
Meridianschnitt des Kegel- | :

.

stumpfes ist eine Gerade mit
By =100, o=rconst und
R,=1y ctg o (Abb.765b). Durch
o= 900 wird die ht'gl Ischale
Z}]].ld rschale mit senk-
TCC.I:'-.t‘.r Achse und R, = r,= const = a (Abb. 765¢). Besondere Bedeutung besitzen
die Tonnenschalen des Briicken- und Hochbaues. Die Breitenschnitte sind Teile
ausgezeichneter Kurven, also nicht rotationssymmetrisch (Abschn. 82).

Die Schalen dienen als Diicher zum AbschluB von Riumen oder als Behilter zur
Stapelung von Fiillgut, so daB die elastischen Krifte des Tragwerks aus dem Eigen-
gewicht und seiner Ausriistung, aus der Belastung durch Schnee, aus dem Stréomungs-
widerstand der Schale bei Wind und aus den Seitenkriften der Fiillung entstehen
kénnen. Die Belastung erscheint stets als stetige Funktion der Winkel « und g.
Dasselbe gilt von dm Stiitzkriften, so daB der Forminderungs- und Spannungs-
zustand ebenso wie bei der Platte und Scheibe zuniichst an einem different m]pu
Abschnitt betrachtet werden kann. Dabei wird die vorgeschriebene Belastung P
nach drei ausgezeichneten Richtungen, der Schalennormale z, der Meridian-
tangente y, riv T“anmm an den Breitenkreis x zerlegt (dy = Ryda, dx = v df,
P=tp.F 1, T 1),

Die d“gt‘l]]{.‘lnt.n Beziehungen der Elastizititstheorie lassen sich :111r§1_11ic1' ZUur
Berechnung des Spannungs- und Verschiebungszustandes vereinfachen. Die Wand-
dicke h = hi(x) ist im Vergleich zum Krimmungshalbmesser R, K, der Haupt-
schnitte stets klein, so dal} die 1\_(}1'[1]2[[!—'\]J;l]'tl?ll'[]g{!]‘l o, verglichen mit den Normal-
spannungen g, g, stets kleine Griifen zweiter Ordnung sind und daler _:\*he-ns-‘n
wie in der Plattenstatik (S. 644) vernachlissigt werden. Aus demselben Grunde

werden die Punkte einer Normalen zur Mittelfliche auch nach der Formiinderung
auf einer Normalen zur verzerrten Mittelfliche liegen, so dali die Dehnungen
r,z{z), Egl:z}_m 3'“' eines durch I[zulptﬁ{'}llliL[C begrenzten Schalenteils annihernd

Abb. 765.
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f1onen voi 2 sind,

lineare Funk ie die Dehnung &;,,

anderung dy,/dy, dyy/dx der Mittelfliche als Konstante eingehen.

ggg und die Kriimmungs-

ebenso wie beim Stabe

Daher lassen sich auch die Spannungen oy, einem
ler Breite ,, 1" zur Langskraft N, in t/m und zum Biegungs-
einem Schnitte § = const von der Breite ,, 1" zur Lings-

Schnitte « const vol
moment M, in mt/m, an

I Nzin t/m und zum Biegungsmoment A . in mt/m zusammenfassen. Die Schub-
spannungen 7, . bilden die ':_."IJ-:".'.E\I'.'":.*"lt' (e o die 5-{_’|}:_||I_‘-\'|:'.lIIJ'_|]:I_L'_'f_',! Tafs Tg
im allgemeinen Schubkrifte _\'._,P., Nz, und Drillungsmomente -”.,-,-.-- ”.--.:- Schnitt-
kriifte und Belastung des differentialen Flichenteils sind durch die Gleichgewichts-

Dehnung, Krimmung
s Verschiebungszustandes

bedingu

, die Komponenten des Verzerrungszustand

g sind mit den Komponenten u, v.

1 dur geometrische Bedingungen verkniipft, wihrend das Hookesche
Gesetz Deziehungen zwischen den Schnittkriften und den Komponenten des Ver-

les® herstellt. Dabei entstehen ebenso wviele Gleichungen als un-

Zerrungszust

bekannte Griélen eingehen.

tigt man sich allerdings in der Regel mit Niherungslésungen,
um ohne allzu grollen Aufwand an Rechnung zu Zahlenergebnizssen zu gelangen,
welche den Spannungs- und Verschiebungszustand qualitativ richtig wiedergeben.

Im Bauwesen begi

Man beniitzt daher den Umstand, dall die Kriimmungsinderung der Mittelfliche
(dyafdy, dyg/dx, dwgg/dy, dyg, /dx) und damit Biegungs- und Drillungsn

nur in denjenigen Abschnitten der Mittelfliche Bedeutung besitzen, in welchen
Ouerschnitt und Form der Schale oder die dubleren Krifte in « und § unstetig
sind. Fiir den iibrigen Bereich geniigt die Beschreibung des Spannungszustandes
durch die Langskriafte N, N, und N, ,, die aus den drei Gleichgewichtsbedingungen
der Krifte an einem differentialen Schalenabschnitt 1 berechnet werden kénnen.
Die Untersuchung gilt streng fiir die unendlich diinne Schale ohne Biegungswider-
stand, so dal die Berechnung der Schnittkrifte N, N;, N, allein aus den Gleich-
gewichtsbedingungen auch als Membrantheorie der Schale bezeichnet wird. Die
Ergebnisse sind in allen den Fallen brauchbar, bei welchen die vorgeschriebenen
Randbedingungen an der Schalenbegrenzung durch die Lingskrifte erfiillt werden.
Die Biegungsspannungen sind in diesem Falle Nebenspannungen.

Um diesen Spannungszustand in einfacher Weise durch zwei sich rechtwinklig
schneidende Komponenten zu beschreiben, werden an Stelle der geometrisch aus-
gezeichneten Schnitte o const, § = const nach (40) in jedem Punkte die Rich-
tungen 1, 2 der Hauptlingskrifte N,, N, bestimmt, fiir welche N;, = 0 ist. Sie
bilden die Trajektorien des Spannungszustandes.

Alle Festigkeitsuntersuchungen gelten-unter der Voraussetzung der Stabilitit
des Verschiebungszustandes. Diese Bemerkung hat gerade fir die Schalentheorie
mit Riicksicht auf die auBergewdhnlich kleine Wandstirke besondere Bedeutung.

von Ringflic
Elastizitdt und Festigheit «

Meillner, E.: Das stizititsproblem Schalen
kegelform. Physik, £, 1913 5. 343. — De 11
Vischr. Naturforsch. Ges. Ziirich 1915. — Gec r, J. W.: Elastostatik. Handt
Bd. VI: Mechanik der elastischen Karper 5. 2; Berlin 1828, — Fappl, A,
Zwang. Bd. II, 2, Aufl. Fliigge, W.: Dic Stabilitit der.Kreiszylinderschale.
1932 S. 463. :

80. Membrantheorie fiir Rotationsschalen mit stetiger
Belastung p(«, 3).
Der differentiale Abschnitt Abb. 766 ist geometrisch durch die Winkel &, f und
durch die Krimmung 1/R., 1/R; der Hauptschnitte der Mittelfliche bestimmt.
AF = dsy-dsg=r,df - Rpdu, ¥u— R, Sin . (1093)




Rotationssymmetrische Belastung. 745

Die Belastung p(a, ) = p. =+ p, + p. steht mit den Schnittkriften
" v % - 3 Fi A ¥
i \ f \ T Ny <
(N v N e (N £ N fa)s '-\.: - IJ;-—n'IJ‘__ ,.\_”_ 15
,‘\'. T Ijl _\ g T "J:l-.rr-';

im Gleichgewicht. Aus der virtuellen Drehung des Abschnitts um die z:Achse folet,
abgesehen von kleinen GroBen zweiter Ord i
nung, Nyg Ngy. Die virtuelle Verschiebung &

des Abschnitts nach einer der drei AusLe zeich-

neten Richtungen x, v,z liefert die Gleich-

gewichtshedingungen:

9838 Rydo + N

x B

"d At 4 . :
e (Nop-tedpida—+ p-rydf- Ryda =1,
(4 ¥y . 3
b) ‘zn_\&-ﬁ'x:.f..';_; doo—Ng-Epda-dfi-cosa
bl 0 < 5 = O O e 1y = O P
Jp n'ljfx'll’..-.f'}. Py tedfisNgda=10
)Ny -rydf-do + Ng-Redoe-d - sin o
pootedfi- Rgdo =0
sli L

Sie lassen sich folgendermaflen vereinfachen

5 JdN o ¢ 4 o ¥ b
a) : SRy N, R:cosm -+ = (Neghe) Dt Ry=10, |
i e oo i
X e e - Ny g |
b) 3 (N,7) — Ny Rpcoso + ---r-f' Rt r.Reg=0, (1094
ee ! d| f 3, / [
. DAt Rt |
c) 7, T R B 0

H,,p. und die Funk-
sind vom Brexten
I| [;]e'i:]'.5_:1‘\\'in_‘|li--

Rotationssymmetrische Belastung. Die Belastung f,
tionen der unbekannten Stiitz- und Schnittkrifte N,, N;, N,
winkel § unabhingig, ihre Ableitungen nach § also Null,
bedingungen (1094) totale Differentialgleichungen werden.

< P
0 e

d - g .
7% (N, g ¥e) N, g ‘F‘ﬁ coso + para Kag=1
7 . : PR i -,J- T
7 (Na?y) —NyRgcosa + Pyt lp=0, | (1099 ,,'f:. - .
b
'\-.'3 : | —

=]
|
:'?'
|
-
B
\

"I'Ilu . Jrl";{ 1
; = 2 5 : 5 o
Fiir p, = 0 ist die Schubkraft N,z Null und die Schnitt- \ iz
kraft . nach Elimination der Schnittkraft N; mit der Abb. 767

x
vorgeschriebenen Belastung in
Schnittkriafte des Stabes (3. 27)
[hre Losung liBt sich aber auch ebenso wie dort aus dem Gleichgewicht der Krift
an einem Abschnitt des Flichentragwerks ableiten. Hierzu dient entweder der
Schalenteil iiber einem Breitenkreis o (Belastung (J,) oder der Ring zwischen zwei

4hnlicher Weise wie die
durch eine Differentialgleichung verkniipft

benachbarten Breitenschnitten (Abb. 767).
i\ < > : v Ua Uy

{?'x 1 2-7}’::-\1";“1:“' N D ¥ SIN o :

. ‘ 5 (1096)

.'\'r,; H,ri dot—d (v, _\:zf_‘i}!-!-:i'_} J'.f'Jlﬂ i f\’l,.:-cn!'-?. =0 N B= v %
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Der zweite Summand der rechten Seite ist bei senkrechter Belastung (Eigengewicht,

Schneebelastung) Null, so daff mit », N, coso = (0, ctg /2

(1097)

Die Meridianspannungen sind also negativ, wihrend die Ring gspannungen mit
d (), ctg o)/ Rpde 0 das Vorzeichen wechseln. Die spannungen aus Eigengewicht
sind bei konstanter Schalendicke von dieser unabhingig.

Periodische Belastung in 3. Die Belastung kann durch Wind hervorgerufen
oder durch lx'.'l.z'.-.'.l1:--§i|'1u11!!:=-.-'.' Vi hrieben werden. Sie lilt sich stets als tr
Vielfachen wvon f fortschreitende Reihe entwickeln
deren Koeffizienten X, Y, , Z, a kn t'HI'uI(-'i-‘un_-‘.; von ¢ sind.

p.=2X,sinnf, p,=3Y cosnf, p,=3Z,cosnfl, n=0,1...00, (1098)

gonometrische, nach ga

Die partiellen Differentialgleichungen (1094) fiir das Gleichgewicht der Krifte wer-
den dann durch einen A

INuncosnfi, Ng=3Ng,cosnf, Nop=3Nyp,sinnf (1099)

i o g afin

venn die von ¢ allein abhingigen Funktionen N, Nz Nygn glied
ie folgenden Differentialgleichungen erfiillen:

“:;: '::"l..': '\-n:.‘ fn = " 'Ir\r.'; .“.;'-' 7 i 'N,"-' '\'-J fn COs &« 1 ‘Y'r: F'.e Jf\’.—,’ T U ¥
i - - = By foy v
= (e Ngy) + 8RN, p, XNy, cosa+ Y, 7, R;=0, (1100)

Wird N, eliminiert, so entstehen zwei simultane totale Differentialgleichungen fiir

P‘--_, = g B
f.l‘x (e N 1 Bnl f\rj\vgﬁ,, coso -+ 2 JT\ a;- = — ,Yﬂ Pt "f‘.."i' n /:.fﬂ 1"1.)“ 1\13, l
: (1101)
a ¥ 4 " ' ~ . -~
7o ValNan) +ReNgy, cosa+ nRyNyp,=—Y, 1, Rg— Z, Ry Rgcoso. l

#n = 0 und # = 1 liefern die Grundschwingungen einer zum Meridian § = 0 sym-

metrischen oder antimetrischen Belastung.

D cosfi B cos 3 B cos 5
Abb. 768. Periodische Belastung £ cosn fi.

Sonderfall p, =0, p, =0, p, = “72{41 cos nf (Windbelastung). Die Krifte
besitzen die Periode 'J-: n und bilden bei einer geraden Zahl # eine symmetrische,
bei ginem ungeraden # eine antimetrische Kriftegruppe. Ihr Moment in bezug
auf die Dmhal hse ist Null. Die Gleichgewichtsbedingungen (1100) werden durch die
Schnittkrafte N, = 3'N,, cosnf, Ny;= 3 N, cos ::p’ erfiillt, die in den Meridian-
schnitten § = 0 und ganzzahligen Vielfachen von mfn, also B = Am[n Grenzwerte
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Ngn: Ngn annehmen, dagegen in Meridianschnitten f = z/2# + An/n Null sind.
Hier werden die Schubkriifte Nyp=23 Nyg.sinnf zu Grenzwerten N,z.. Die
Grenzwerte Nyn, Ngy, Ngg, sind durch die Gleichgewichtsbedingungen der fiuBeren
Krifte bestimmt, die an dem durch einen Breitenschnitt nnd zwei Nullmeridianen
begrenzten Schalensektor angreifen.

Der Verschiebungszustand. Die Forminderung der Membranschalen ist durch
die Verschiebung der Punkte der Mittelfliiche bestimmt. Diese wird nach drei aus-
gezeichneten Achsen x, y, z in die Komponenten #, », w zerlegt. Sie lassen sich aus
den bezogenen Lingen- und Winkelinderungen e, = &3, &, = &x, Y2y = Vog €ines
differentialen Flichenabschnitts berechnen. Die Dehnung e, ist auf Grund der
Annahmen Null (Abb. 769).

1 i adv . 1 i 1t
Ex Hﬁ T . § fl\l” [y 1?'1 T 7 . i It 8 f‘?: lf A tf v 8 7 oo H.‘:‘ H_.:- » I ;
: i ; ] (1102)
( D eI A denas) df -l oW a2 : /] Cilg 2 el
&= il (ry—wsing-+vcose)d .al.-';"f-"" JU_LI‘[}_E R,

Bei rotationssymmetrischer Belastung ist du/df = 0 und
nach Elimination von w»

1 a." COS & o I.' - | 'j' Jr] c
S e A e 2. ga) .
sin o do sin® o de \sin o)/ :'-111-1" £ Ea a E4)
o T rilgey — Ky Eg S
z-':-::~:m;r_-J £k Tfda -+ Cy |, | ;
SALLES 1 (1103)

w=vctge — R, gp. ‘

Die Winkelinderung des Flichenabschnitts ist nach (911)
o d u

bl
> Lowg
A : : & {
y = . — COS ot , |
af Rodo - F'c,:e.flf? Yor | ___1-”' &
i N

so daB mit v und y,, auch die Verschiebung % berechnet
werden kann. Die Komponenten g, &g, y.g der Flichen-
verzerrung sind mit den Schnittkriften nach (913) durch
das Hookesche Gesetz verkniipit.

1 1

&€ = fLRJ I-r?\'u =t .J:‘\';'J’J ' Eg = TN I:"-\-.'.’ = u \'zl y Yas =

- hE . BE y % hE . [ ¥
'Nﬂ = l:ﬂ.i {Ea = E,'f} '} ’\',n".’ = = .H'E La‘ff i i a”f:::} ] i af = 2(1 + p) Yep-

Die Kriimmungsinderung in den Hauptschnitten wird mit

Oy

1 s det | g1 sim e

Il."e i :’faﬁ- "My i T L
) 71 "I do + 8 (da) — do O (d o) d{de)  di

y., == f I —— —— = = e T 7 ]

o \ R/ d5a ds dsg Jrl-;ft" L

iy L AT ¢ Fiig =t (1105)
ks f1\ _sin (x4 dn) —sinae h::._- ctg o e i} ctg o I

o e i Ve o it o

In der Regel begniigt man sich mit der Beschreibung des rotationssymmetrischen
Verschiebungszustandes durch die VergréBerung A7, des Breitenkreises und durch
die Verdrehung # der Tangente an die elastische Linie des Meridians.

Are = ety = 35 Wy — N0, \
; 3 (1106)
¥ e R S d (R £g) I
?_} —_ - — —_— -{ng Ey — l.r{,l FJE‘) (f_fj o = e [-

ff.; : ffﬁl'j'l ‘Hﬁ
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Die Randbedingungen. Dic Berechnung der Schalen nach der Membrantheorie
verlangt neben der stetigen Eintragung der Belastung die stetige Anderung der
Wandstirke und die stetige Kritmmung der Mittelfliche. Um die Verbiegung dieser
Schalen anszuschlieBen und den Spannungszustand abgesehen von Nebenspannungen
allein durch die Lingskrifte N, N, und durch die Schubkrifte Ngg, also statisch
bestimmt beschreiben zu kinnen, miissen zunichst die statischen Randbedingungen
durch die Eintragung der dulleren Kriifte am Schalenrande erfiillt werden. Hierzu
dienen Ringtriger, um Einzelkrifte am Schalenrande gleichférmig zu verteilen und
die stetige Randbelastung der Mittelfliiche in Richiung der Meridiantangente zu-
zufithren. Daher besitzen in der Regel die geschlossenen Schalen einen IFubring,
die offenen Schalen Kopf- und Fuliring, die je nach ihrer Lage zum Flichentrae-
werk auf Zug oder Druck beansprucht werden (Abb. 770). Dabei bleibt der Membran-
spannungszustand der Schale nur erhalten, wenn die Dehnung der Ringtriger mit
der Dehnung der Schalenrinder tibereinstimmt. Die Begrenzung der Schale durch
Ringtriger ist bei stetiger Abstiitzung nur dann unnitig, wenn die Hauptschnitte
der Riinder mit der Drehachse rechte Winkel einschliefien (2, = 909, o, = 909),
also die Endtangenten der Meridianschnitte senkrecht sind. Um die Dehnung der
Schalenriinder in allen anderen Fillen mit der Lingeninderung der Ringtriiger in
Einklang zu bringen und Biegungsspannungen in der Nihe des Schalenrandes zu
vermelden, kann nach einem von F. Dischinger ausgesprochenen und der Dycker-
hoff & Widmann A.-G. patentierten Gedanken die Kriimmung
der Meridiankurve durch einen Ubergangsbogen zum Ringtriger
derart verdindert werden, daBl die Randbedingungen zwischen
Schalenrand und Ringtriger ganz oder teilweise erfiillt sind (Ab-
———® schn, 80d).

Neben den statischen Randbedingungen miissen auch die
Abbl TR geometrischen Randbedingungen des statisch bestimmten Span-
nungszustandes befriedigt werden. Das Flichentragwerk muf
daher so gelagert, der Uberbau derart auf dem Kopfring der Schale abgestiitat
sein, daB sich die Verschiebungen Ar;, Ar, der Endpunkte und die Verdrehungen
%, ¥y der Endtangenten der Meridiankurve zwanglos einstellen kénnen. Nur auf
diese Weise lassen sich Biegungsspannungen in der Nachbarschaft der Schalenrinder
vermeiden. Die duBeren Krifte kénnen auch aus diesem Grunde an den Schalen-
randern nur in Richtung der Tangenten an die Hauptschnitte der Mittelfliche
eingetragen werden.

Die Belastung der Rotationsschalen. Bisher sind unter den allgemeinen
Belastungsfillen nur die rotationssymmetrische Belastung und die von f periodisch
abhingige Belastung hervorgehoben worden, fiir welche sich die Gleichgewichts
bedingungen (1094) integrieren lassen. In physikalischer Beziehung wird das Eigen-

gewicht der Schale p, =0, py=gsina, p, = gcose, die Schneelast pr= 10,
Py = pssinacosa, p, = p,cos® & und der Seitendruck von Fliissigkeiten . = 0,

Py =0, p.=yf unterschieden. AuBlerdem kann noch der Seitendruck und die
Reibungskraft des Fiillgutes nach den Ansitzen in Abschn. 6 zur Wirkung kom-
men. Durch die Verwendung der Schalen zur Uberdachung von Riumen gewinnt
auch der Stromungswiderstand % des Windes an gekriimmten Oberflichen als
dullere Ursache innerer Krifte Bedeutung (1). Er wird in Ubereinstimmung mit
den baupolizeilichen Bestimmungen fiir die statische Untersuchung von ebenen
Dachflichen in der Regel nach der Newtonschen Widerstandstheorie festgesetzt,
ohne auf die Form der Schale, auf die Rauhigkeit ihrer Oberfliche oder auf die
Turbulenz der Strémung Riicksicht zu nehmen und entweder nach

p:=0, p,=0, p =p,sinxcos?f (1107)
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ader in Anlehnung an Versuche von M. v. L6081 nach

P.=0, Py =0, p. = pysinzcosf, (1108)
allein auf den angestrom- P 43m ! Q985
ten Teil der Oberflaiche — [ T ; i T = :
verteilt. Wenn auch nach
der gv;{vmx'ii['tigr-[l physi-
kalischen Erkenntnis an
der Oberfliche der Schale
ein vollstindig anders-
seartetes Kraftfeld ent-
steht, so begniigt man sich
doch mit diesen einfachen
Ansitzen, solange ' die
Spannungen aus Wind nur
einen geringen Bruchteil
der zulissigen Beanspruchung &
des Baustoffes ausmachen.
Dies gilt zuniichst erfahrungs-
gemill allein fiir die ebenen
und raumlichen Stabwerke
des Briicken- und Hochbaues,
withrend die Spannungen in
Schalen wesentlich wvon der
Druckintensitit #, und von
der Verteilung p_{a, ) des
Strimungswiderstandes  ab-

+

Foan einem G
rit, Lezogen au

lell bei ¢ =35 m/sec Wind-
aundruck Pe = 1 fm?2,

hingen. Diese mull, falls ein-
fache Ansitze vorgeschrieben
werden sollen, nach S, 748 1m
Bereiche der Schalenoberfliche
stetig sein, auf Grund ven
Beobachtungen antimetri-
schen Charakter erhalten und
mit dem Staudruck p,, der An-
sitze (1107) oder (1108) an-
genommen werden. e Inte-
eration liefert ebenfalls einen
Stromungswiderstand des Bau-
kirpers, der aber nicht mit
den Versuchsergebnissen an
mlichen Korpern im Wind-
ianal oder mit dem Strimungs-

widerstand nach (1107) oder

(1108) verglichen werden kann.

Die Bedingungen fiir . (e, )
werden am einfachsten durch
die Gleichungen (1108) mit
0= f = 3609 erfllt. Um eine
in f quadratische Druckver-
teilung im Sinne der bau-
polizeilichen Vorschriften als
stetige antimetrische Funktion zu verwenden, wird der Ansatz (1107) fiir 0 = i = 90°
mit + cos 28, fiir 909 < § < 180° mit — cos *f als Fouriersche Reihe entwickelt.

ft flic eine Zylic

n Gatt
etz (1 108),
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[
I:J
- 0,008 cos T — 0,0037Tcos 98+ ---). (110%9)

o (08493 cos f§ - 0,1698 cos 3 0,0243 cos 5 8

*bnis wird von F. Dischinger anf andere Weise erzielt. Es h

und lautet

sin*a« (0,85 cos f + 0,15 cos 3

Der Ansatz
f quadratis

lten, die also die Sp N AUs emem in

1 mit Ricksicht anf dis

CLl

hlechte Konvergensz

der zur Spannungsberechnung 1 en abgeleiteten Funktionen besser wieder-
geben wiirde, wenn der Ansatz che Bedeutung hitte.

Die Voraussetzungen zur Berechnung der Spannungen in kreisrunden Zvlindern
sind im Gegensatz zu diesen unzuverlissipen Annahmen durch die Versuche der
Aerodynamischen Versuchsanstalt Gottingen beim Anstromen von Gasometer-
modellen wesentlich verbessert worden, Die Abb. 771 zeigt das Ergebnis der Druck
he eines mittl Br mittes. Die Schaulini
durch harmonische Analyse in
mit Riicksicht auf die

:

nung mit 6 Gliedern angeschrieben wird.

messung 1 €S

¢ ist periodisch

nd i e Ay y o
und trigonometrische Reihe

17 der

entwi hte Konver

Spannungsberech-

Py = P (— 0,665 + 0,280cos § 4 1,115¢cos2 §
+ 0,400 cos3 5 — 0,113 cos 4 g — 0,027 cos 5 5)
und mit o =0,150t/m?, (1111)

fa

i
— 0,017 cos4f — 0,004 cos b /5.

Die Zahlenrec ung laBt sich durch die gemessene Druckverteilung (Abb. 771)
nachpriifen. Ein Vergleich der einzelnen Windgesetze fiir den Kreiszylinder (Abb. 772)
zeigt nicht allein in der Druckverteilung, sondern auch im Spannungszustand
grundsitzliche Unterschiede, die auf die Brauchbarkeit der Ansitze (1107) und
(1108) fiir doppelt gekrimmte Schalen schlieBen lassen.

:f'-': = — (),098 - “,U-IL’ cos I,‘f “1le cos
0,060 cos :

y!

Dischinger, F.: Schalen- I Rippenkuppeln. Handbuch fir Eisenbetonbau. Bd. VI,

capitel. Berlin 1930,

a) Die Kugelschale. Die Kugelschale wird als geschlossenes oder als offenes
Tragwerk wverwendet und dabel durch einen oder zwei
Breitenschnitte oy, ota begrenzt (Abb. 7 An den Rindern
sind in der Regel Ringtriiger vorhanden, da hier nach S. 748
nur tangential gerichtete Krifte ohne Stérung des Membran-
zustandes in die wale eingetragen werden,

Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (1094) lauten
fiir die Kugelschale mit R, = R;= a, r, = a sin « folgender-
malien:

Py @SN o L, r
0

,-?3_"_ = —

= ¢
——= L N_.cose + —=
) %~ L )
e 3 » .f'l'_\'-
s 'Z."-'I SHg) — N 5 COS o = =

(Nygsina) + p, asine = ()

(1112)

Ng+ ap. =

. —:-té‘.f'l‘.' 6 ‘

(1113)

—+ ap, 0,

38 Py
I

ap. =1,
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e hugelschale, io]

Hni- rotationssymmetrischer Belastung sind die Ableitungen nach B Null. Das
Gleichgewicht der inneren -und #duBeren Krifte wird dann durch drei simultane

totale Differentialgleichungen beschrieben. Aus diesen folet, dal

ind I\ “ ¥y =

Nog= — = j pesinfada 4 C,, Na g e ‘

N, = — .}rﬁy - P.ctga)sinfado 4 C,. ‘

5In® o
Bedingung fiir C, bei geschlossener Kugelschale:

e=0; Ne=Ny,, (1115)
Jedingung fiir €, bei offener Kugelschale:

o= oy! Ne=D (11186)
oder einem vorgeschricbenen Betrage.

Ist p, =0, so wird N, = 0.

Die Gleichung (b) in (1094) kann bei rotationssymmetrischer Belastung durch
die Bedingung fiir das Gleichgewicht aller senkrechten Kriifte oberhalb eines Breitern-
kreises o ersetzt werden (S. 745) Sie liefert N, . Damit ist auch N, bestimmt.

Zur Beschreibung des Verschiebungszustandes geniigt bei rotationssymmetrischer
Belastung nach S. 747 die VergriBerung Ar, des Breitenkreises v, und die Ver-
drehung ¢ der Meridiantangente.

Arg= —-

‘ ' (1117)
. . . r o ¢ R ; !
9 WNa—Ng) | = g5 [80— (L + p) 2]
Die offene Kugelschale mit rotationssymmetrischer Belastung.
Fir ¢ = o, ist N, Null oder ein vorgeschriebener Betrag N, ,.
Schnittkriifte fiir Eigengewicht g der Schale (Abb. 774).

= —_,] ~ “;’V“ — Ng) (14 p)ctge

Eh

x COS oy — COS & ' - COS:a, EOs \
a g sin® & ? # o | sin® g e
; ;. .
atp COS oty — COS o | | : '
1y, — == sin : (14 p) — cosa e
S = 5 sin® g “) i :
: € ro | o
A = (2 4+ p)sinog .
= I

& :
-iﬁ".’ wlcosecy

Abb, 774. Schaulinien fiir Eigengewicht.

Schnittkrifte fiir Schneebelastung #,, Ny, = 0 (Abb. 775).

R ap, ( sin o peas Gl B oy 0% ot |
asi=s K | M= \be oy — 2 &)
as b si rs/ sin® g\ i 5.
PRl D ! e et (14 m) — 2cos? e, (1119)
et F 23 ot R 1 sin® ot / ; d
g AP (3 + u)sinxcose.
Eh
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Schnittkrifte aus der Belastung G, = 2ma P sing; durch die Laterne und den

Laternenring. N, , = — P/sin o, (Abb. 776).
= ; 5in o FPa .y Bine : ;
Ny==Np=—FPog. o Ar=cs 0 t8mo, =0 S0

AuBere Kraft H zur tangentialen Eintragung der Laternenlast P: H = Pctga,,
Lingskraft im Laternenring N, = — Pa cos ay. g

Die geschlossene Kugelschale mit rotationssymmetrischer Be-
lastung. Fiir & =0 ist N, = N,.

=
1 # L T dn
2 / ek Sy
PL.I__ R [ ¢ (e e g
-Bsiner, : ~4y T (1+45)
1 -;?‘-(fa‘;dsmﬁ, ?’;‘?ﬁ 1)
Abo. 776. Schaulinien fir Laternenlast. Abb, 777. Schaulinien filr Eigengewicht.

Schnittkriifte fiir Eigengewicht p, = 0, p, = gsina, p, = gcoso (Abb. 777),

&g ag

."\'-" == = T j\rﬂz

(1— cosa — cos?u), Nag=0. (1121)

J

1 cos o
Die Lingskraft N, in Richtung des Meridians erzeugt fiir alle
Winkel o zwischen 0° und 90" Druckspannungen. Das Vor-
zeichen der Lingskraft N, wechselt bei o= a* N, erzeugt
fiir alle Winkel o > «* Zugspannungen. Der Breitenkreis o*
mit dem Spannungswechsel N, =0 ist durch die Bedingung
M (1 — cosa* —cos*a*) =0 bestimmt, so daB «* = 519 50",

g

|

a 8in s

=N

@

Um den senkrechten Auflagerdruck der Schale tangential zu-

¥ :
= ﬁ_:‘ﬂ.!_ zufiihren, ist eine waagerechte Kraft H = N, cos a, notwendig.
e Sie erzeugt den Ringzug (Abb. 778)
- : i cos O::L
S= Hasinga,. Mit H=gp
5 2z =14 cosa, (1122)
Abb. 778, sst ¢ _ sin 2 o, I L)
i g2 1+ cosay *

Verschiebungszustand fiir Eigengewicht nach Abschn. 80:

ag 14+ u(l— cose — cos?a) ag l—cose —costa + P
LA / Sl P 1123
a Eh 1+ cosa & 8= Eh 14 cose = /

2 — cosa — cos?a __atg(l4 m)
Rpe,— Rpep= —A T, ; A=y :
[ (g ex — Ry £g) =7 Iy . §A 1 ' .
.J sim. o do. = A |ln(l+ cosa) — [ +cosa +Ci
und daher nach (1103)
v ; 1 e
o= sing /T'(ln (14 cosz) c— )—-—(,] - l
\ 1 i— COS o (1124)

w=_4cosa in(l—i—cosm)--i-[ T A4 Ccose . I

Die senkrechten und waagerechten Komponenten #, A ry der Verschiebung sind mit
Abb. 779 nach S. 753
t=wcos o+ vsin o, drg=—wsin® -} vcos o . (1125)
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Fiir oo = op wird o = 0, so dal} C; berechnet werden kann.

Ci=—4|In(1+ cosuy) — = "
L 1 +cos
so dal
0= 1xmx|]t1 0 :
1+ cos s . 1-+-cn.‘=c£q 1—-— cos
l :
w= Acosa|ln '-Ej_q_ﬂf.__._ t,_._+_ S -
l4cosey 14 u 1—*—[0'-0.,1 i (1126)
Ar, = u2'%m iaz | |
T, T\I—-u.na-x_‘_['{mlj'
#=—28 4 y)sina
oy S AL

Die sénkrechte Verschiebung w, des Scheitels (x == 0) ist

e ke 2 1 [ - g
By == [’“ T G 1‘:;;] : (11272) 4y
Sonderfall C‘z Boo
wy = W = = (1, n;r3134~nﬁfmrm) Ark --A:“'g.g1.+.ﬁji[uz:b) &~ %
Eine gle 1thfnrmi§,e Erwdrmung der Kugelschale um /° erzeugt ;l
Ar,= aytasine, #=10. (1128) e U
Schnittkrifte bei Schneebelastung. $,=0, p,=p,sinacosa, p,= b, cos o
(Abb. 780). ap ad
N,=-—=20, Np=—"Ltcos2a. (1129)
Bei & > 450 entstehen daher Zugspannungen a,.
Die waagerechte Verschiebung betrigt
a*p, (14 a
Ay, = ;{: '-_»1|1oc' 3 £ cosux} (1130)
und die Verdrehung der }Ieridiantangente e
$ = — 2P (3 + u)sinaxcose. (1131) :

Eh

Abb. 780. Schaulinien fiir Schneelast. Abb. 781, Sehaulinien flir Wasserauflast beim
) Stitzboden.

Wasserauflast bei Verwendung der Kugelschale als Stiitzboden eines Behilters
(Abb. 781).

(2 e i e S L
pa=10, P, =0, p.=p.=7ra ey CcOS %),
5 wa r ¢ F o 1
] Ny—= o= J"r L _ cosa)sinacosada + C,
sin? x | I\:i‘ 7 ]
rad T3f . $ e
= — L' 2/ sin® o + 2cos*a + 6C, | .
Bsintal a ]
Da N, fiir o = 0 endlich ist, wird die Klammer Null und daher 6 C;= — 2.

-

¥

-

=
-

’

-

1

o




754 80. Membrantheorie fiir Rotationsschalen mit stetiger Belastung (=, fi).
kb vad . f 1 cos® oy >, ."i-{: ."_ ."I ; A 1 - o
P o I T . , Ng=—1—(3——6cosu+2 Ik
. = sinfeg [/ ! 6 \ a Ok =/ -
_ 3 (1132)
| e 2 (] f * ) (1 .1 — cos® g
o= — - sing|3(1 — u Beosa + 2(1 4+ ) =
fe 6Lk PESL A L AT y S it g
=1  sino
45

Wird die Kugelschale nach Abb. 782 als Hingeboden eines.Wasserbehilters ver-
wendet, so erhiilt die bezogene Kraft g unter Beibehaltung des Koordinatensystems
in den Ergebnissen (1121) bis (1127) das negative Vorzeichen.

Schnittkrafte durch Wasserauflast bei Verwendung der Kugelschale als Hange-
boden eines Behilters (Abb. 782).

i

:pr —'0 : jh = () : ,'l.l}t‘ — va I.\ = -+~ CO8 ‘jl »
= yatl o, g1 —cosa) R R W sl S I- a‘-u.-:"'ot'.l }
N, = = 3 iy £ ,-'! = = } = 6 cosa e e U
3 I: . i = L‘:""'\': o 1 : =
A1y = sino | 3 (1 — pu) Geose — 2(1 4 ) —— | (1133)
500 SII™ oL =
ya*
I'J 4 E
¢ En" ko
: }2 Aus der Ableitung an einem Spiegelbild der

Abb. 782 folgt, daB # im Gegensatz zu (1132)
bei Rechtsdrehung der Meridiantangente
positiv ist.

Die Kugelschale mit einer vom Meri-
dianwinkel § periodisch abhiingigen Be-
lastung. Die allgemeinen Differentialgleichungen
(1101) fir das Gleichgewicht der Krifte an
einer Rotationsschale lassen sich fiir R,= R, =a

folzendermalien vereinfachen:

H ! ey
- 2N ppnctg ot o N =—alX,+=-£,),
i afiin Cigx Sin o xn \TE sing M/

(1134)
n - - 1 - 4
2Nyn ctgo+ o— Nogn= —a(Y,+Z ctgo).

- 4

Sie enthalten die Unbekannten in symmetrischer Form, so dall daraus neue Un-
bekannte U; = Nyp + Nugns Us = Nay — Nag, gebildet werden, die sich nach
H. ReiBner auf Grund bekannter Regeln unabhingig berechnen lassen.

n

au Sy ) w o sl e e B e DOV S Y
— 24U, (2ctpa +- | =—alX, + Y.+ Zn)

d o 1 > SIT g ) s o / (1135)
d Uy — "o s - n—COS® - ) I : y
=il T {2 by — —IEfE e )

d o U sl = CLg sin o/ % 5\ a L T sin o R.—'l 4

Bei Windbelastung ist , = 0, p, = 0, p, =3 Z,, () cos #f. Der auf jeden Schalen-
sektor von der Winkelbreite m/n entfallende Anteil bildet eine Resultierende. Je
zwei sind einander symmetrisch oder antimetrisch zugeordnet, je nachdem 7 eine
gerade oder eine ungerade Zahl ist. Sie geben geometrisch addiert eine senkrechte
(W,) oder eine waagerechte Kraft (WW,), deren Wirkungslinie die Drehachse im
Schalenmittelpunkt schneidet (Abb. 783). )
Sonderfall Z,(x) = p sino, n = 1. Die Spannungsverteilung ist durch einen

Nullmeridian ausgezeichnet.




Die Kugelschale,

a) Losung der Differentialgleichungen (1135)

al .
do U St
Die Substitution ¢ = ¢'/p fihrt auf
eU +Ug' =yp, U

Durch Integration folgt

J‘r’ru’:‘t : :Jﬂ i‘:f de=Ing,

und damit die Ldsung

Y.

T I

515"

. Die Gleichungen haben die Form

— Iy.'? do + C.

o Pz
—

g

= —[wdar (d
U=eg " 1[_[1,"1—’Jrﬂxh!r:ﬂ Fie

Die Integrationskonstanten ergeben sich aus der Bedingung, daB fiir & — 0 die

Schnittkrifte und damit auch U, und U, endlick

1 sind. Die Integration bietet keine

Schwierigkeiten; die Lésung lautet (Abb. 785)

cos 3.

Abb. 785. Schaulinien filr Windbelastung

P =psinaxcos i

(1136)

- (2cose — 3sin?a — 2costax)cos f.

Abb: 783, Abb, 784. Windlast pz =p sin
y pa coso | P { r
Ny=—"——(2—3cose+ cos®x) cos f,
3 sin?u
E pa 1 .
— e . I g L Aaed -
e e (2 —3cosa + cos®a)sin B,
= e R |
£ 3 sintg
b) Unmittelbare Anwendung der Gleichgewic

o 12

Wy = 4p(¢3jsi113 o d o

T
Gleichgewicht aller duBeren Krifte gegen Drehe
Ebene des Breitenkreises:

1]

/2
W,acosu + 4N, a?sinfa _f{:t')sg pdpg=0;
(1]

Gleichgewichtsbedingung (1113):

Ng= Ng,cos f = — (pasina + N,,)cosf;

cos’fdf - -p'ffl

htsbedingungen (Abb. 783 u. 784).

o

3 (2 —3cosa + cosBa).

n um eine Achse §* = z/2 in der

daraus N, nach (1136) .

daraus Nz nach (1136) .
48%




100 8. Membrantheorie fiir Rotationsschalen mit stetiger Belastung p (%, 7).

Verschieben durch W
in Ri

» und durch die Komponenten der

tung W,:

w2 ...:_

11, —4N,, asinzcosz | cos?Bdf + 4Nz asing | sin?fdp =0
0 (£

daraus N, ; nach (1136).

-Bre

— Pasternak, P,: Die praktische i refester
Mech. 1926 5. 1

ReibBner, H.

b) Die Kegelschale. Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen fir die
duBeren Kriifte am unteren differentialen Abschnitt der Fliche erhalten mit R, = oo,
Rede=dy, re—=>r.,=ycosa, Nug—+N,, Nypy—= N,
foleende Form (Abb. 786):

N

y Il':l_ — 0 - ‘

(1137)

yh, =0, |

Nyt ypctgo=0. |

Rotationssymmetrische Belastung: Die Ablei-
Abb, 7RO, tungen nach f sind Null, so dafi die Schnittkréifte un-
abhingig voneinander berechnet werden kénnen.

L= — yp, —vp.ctga, Np= —

D= 0: N, a=10.

v i

p.ctea.  (1138)

Ableitung von N, aus dem Gleichgewicht der dulleren Kriifte an einem d
Ableitung von N, aus dem Gleichgewicht der duBeren Krifte an einem

Breitenkreis r. begrenzten Schalenabschnitt. Das obere Vorzeichen der

kriifte gilt fiir die gestiitzte Kepgelschale, das untere Vorzeichen fiir die
|:‘;I'_'._’l.'l:-'~’- | i

Der Tragring der gestiitzten Kegelschale wird gezogen, derjenige der

||f]|'|§;t'r||ll,‘l| I{l':',,_r‘l'l_"hl ||;||4' ;_;L‘(I:: CRL.

Verschiebungszustand bei rotationssymmetri-

scher Belastung

< r—p - Adr, ‘
; o {1140
5 == at i
- ctg o — (¥2p,) — uyp, +N, | (1141)
Lty e ) BV Py T4 £ , d
Eigengewicht ciner geschlossenen Kegelschale mit gleichbleibender Wanddicke /i

(Abb. 787).
p. = gcosy, P, = gsine, G=mnr.yg,

251N o : =

P S N, = Tezctedy, l;‘m:!

i — (2 4+ u) cost 2] J

|

¢
| B I
n), v

T




Die Kegelschale, 757

Zur {%[31'15;‘.]‘111111@ der Schnittkrifte aus Schneelast wird g = p, cosa eingesetzt.
Waagerecht abgeglichene Auflast (Abb. 788 u. 780):

G=yar:(f -

»\ AT l___:;;:ctgfx. [0 ¥ = i . COS o
Z). :\u——- e i (Sf:-;}.h:l, .\ﬁz-F}J:L.f—_hz} T

sinfex.'

] )

-3 .3
Y& COS° ot

Ar,=F £ s [(f_—;- z)- : (3f £ 2:}] : (1143)

B o SR E0S B g
C=d i ine (-Qf* 5”)'

Eigengewicht (g) einer offenen Kegelschale (Abb. 790)

(1144)
Abb. 788. Schaulinien fiir Auflast bei der auf- Abb. 789. Schaulinien fiir Auflast bei der wuigehingten
gestitzten Hegelschale. Kegelschale.
Offene Kegelschale mit Kopfring und Ringlast G, (Abb. 791)
Gy
N, =— — Ng=
Ny 2xzcosm’ Np=9;
G c 1 (1145)
i
Ay s B Dt B sk T

2 2xEhsina’

Abb, 790. Schaulinien fiir Eigengewicht. Abb. 791. Schaulinien flir Ringlast,
L
Periodische Belastung. Entwicklung als trigonometrische, nach ganzen Viel-
fachen von B fortschreitende Reihe. Die Koeffizienten sind Funktionen von z.

=3 X,sinnp, py=2Y,cosnp, pe=3Z,cosnp, n=0,1...00.
Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (1113) werden durch den Ansatz
Ne=3N. cosng, Ng=3Ng,cosnfi, Nyg=23 N, z,sinnp

¥
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758 80. Membrantheorie fiir Rotationsschalen mit stetiger Belastung g (a, g).

erfiillt, wenn die allein von z abhéngigen Funktionen N, ,, N,,, N, ,, den folgenden
beiden simultanen totalen Differentialgleichungen geniigen.

“;jﬂ“ p 2 Noput X+ =2, =0, _
: B (1146)
av ':T‘Nruﬂj + Cos o N‘t‘ﬂﬂ A= Y— 'l' }'Zn Clga = 0.
AuBerdem ist
Npn=—9yZ ctga.

Darnach kann N yin unabhingig von den beiden anderen Schnittkriften aus (1146)
berechnet werden. Die allgemeine Losung dieser linearen T)1fft‘nntnl;,]mchlmz{ ist
bekannt (Hiitte 26. Aufl. Bd. 1 S. 101), so daB N, mit N,,, durch eine einfache
Quadratur gefunden wird. Die beiden Integrationskonstanten sind durch die Rand-
bedingungen bestimmt. Die Losung liefert die Schnittkrifte aus der Windbelastung
eines Kegeldaches mit ., =0, p, =0, p, =137, cos nf.

Losung fiir Z,, = Z,, (y) = const,

Siypwy 2 5y i

Ll
dy y ¥8n T ging

:U:

sine 3

¥

2
e fam iy et s
1 sin o e

L

d{yNya) n (G 1 nZ, ¥

—|— yZ ctga =

cosa \y*  sino -] /
5 - 73 — Jcos?a n €y Gi
Abb. 702. T e P Tt LR
¥n nY Gsino cosa | vE cos o ¥

Damit fiir y = 0 die Schnittkrifte endlich bleiben, ist C; =0, C, = 0.

Zuzn®— Jcosle

N, = S B P T R np,

T L cte o 2

Nz = Jﬂzﬁjnmms%ﬁ, (1147)
. 2

NG — 3_’”1"2- sinn g.

Der Ansatz (1147) fiir die Schnittkrifte zeigt, daB die Langskrifte N, N in n aus-
gezeichneten Meridianebenen Null und die Schubkrifte gleichzeitiz Grenzwerte
sind. Der Spannungszustand ist durch drei Funk-
tionen N, ﬁ\'ﬂn, "'.Lf . bestimmt, die’auch aus
den drei Bedmgunrfen fiir das Gleichgewicht der
duberen Krifte berechnet werden kénnen, die an
einem Schalensektor n/n angreifen, der durch
einen Breitenschnitt z begrenzt ist. Die aus der
Belastung herrithrenden Krifte schneiden sich
auf der Drehachse. Sie sind bei einer geraden
Zahl # symmetrisch, ihre Resultierende senkrecht,
dagegen bei einer ungeraden Zahl » antimetrisch,
so dal eine waagerecht gerichtete resultierende

Abb, 703, Schaulinien h'.‘-\-" dbelastun,
e ¥  Kraft entsteht. Die Lnterauchung kann in beiden

Fillen auf den halben Sektor beschrinkt werden

Lésung fir ¢, =0, p, =0, b, = psinx cos § (Abb. 793).
Waagerechte Resultierende der duBeren Krifte (Abb. 792).
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Die Zylinderschale, 759

_"( .-r

1ffp sinwcos idyr,df = 4‘#>\1|1“ycca-3mf f')Loa fdyvdf = 'Iﬁ:—zx_‘r-.f--;

:1
2 w
= # 5 A O ar
- (z—e =4I‘ sincosf— r.dvdf =ad - sinocos P e
(z—e) | 2, ﬁsma Ayadf =n 3 sinacos o, (z—e) T
0o O

e . . e : T
Gleichgewicht aller auBeren Krifte gegen Drehen um eine Achse g* = > in der
Ebene des Breitenkreises.
T
2
1 — 3cos®a

We-=4INV1cosﬁsins.-rz::os,{f-r:ciﬂ_ R s -cos 3.
U

- 6 sinocoso
Gleichgewichtsbedingung (1137)
Ny= —pzctgucosf.

Gleichgewicht gegen Verschieben in der Richtung W

Ei

@

4f¢3wrﬂcosxcosﬁ-rgdﬁ+ 4.{”.:;5‘155“2,3"’;5?13 —W =0,
(1] 0

pr .
j\?pﬁ = — gblFJ't 51”!3‘

c¢) Die Zylinderschale. Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (1137) der
Kegelschale vereinfachen sich mit 7 = @ = const und « = 90°. Sie lauten

[’}N'." | f\y.f (}.‘\'!‘.j 1‘.].'\,"‘ i - T —
ap T +ap,=0, ¥ P ap,=0, Ng+ap, =0, (1148)
so daB die Schnittkrifte N4, Nyg, N, in Verbindung mit zwei Integrationskon-

stanten der Reihe nach be l'LChI'l{,‘t werden kinnen. Diese sind durch die Rand-
bedingungen bestimmt.

Ny=—p,a, A"v,e:=fl_/% p:)dy + C1(B), l

o 1 rr;]!;; I dCy(f)7 : ‘
= = J_ e h D T o 8 -
o j‘h}bv (B ‘J‘n\ {g;;_ rjllfj mr a‘,—‘i dJ I Cz(ﬁ}
Die Forminderung der Zylinderschale ist den Vertriglichkeitsbedingungen zwischen
den Komponenten #, v, w des Verschiebungszustandes und den Komponenten
&, €5, Yy der Verzerrung eines differentialen Abschnitts unterworfen.

(1149)

dv du w =i du
SR T 208 = J8
so daB (1150)
du o
UZIE”d}'—F_CS(ﬁ}J ”::J‘r?vﬁ' ﬂ'u‘ﬁ) Ci(B). w"—'éj'ﬁ—ﬂsﬁ.

Die Dehnungen &, ez und die Winkeldnderung y, ; sind durch das E lastizitdtsgesetz
bestimmt (1104). Darnach ist

I - L a7 ’ _ 21+ p) -
guwf_TE (;\v", — JILA-'IE}, Eﬂﬁ' ET.‘ (-'\';g_.u -'\"yjn yi".l'"' Eh \?ﬁf' {ll"jl}




T60 80. Membrantheorie fiir Rotationsschalen mit stetiger Belastung p (=, f).

Rotationssymmetrische Belastung. Die Ableitung der Funktionen der Schnitt-
krafte nach f sind Null, so daBnach (1148) folgender Ansatz verwendet werden kann.

iNys | - 5 , 53 :
r‘,-.'.'f 4 .= 0, —t 4 $, =0, N,+ap,=0,
a (1152)
—= W= ] &5 = .J{ {"\'.f, — K '.\:u] s P =d udti' 74

Schnittkrifte aus dem Eigengewicht g einer Zylinderschale mit Aufbau (Ge-
wicht G,, Abb. 794)

; Gy : el - S T =
N,=—gy— e N = 0, Ehw=—u |__‘J:.=, ye+ 5.’ Ehtt=—pag. (1153)

v ¥

Bei den folgenden Belastungsarten ist die Meridianschnittkraft N, Null.
1. Wasserfiilllung mit p. = —ypy!

] N,=yya, Ehw=—yya, Ehd=—ypa. (1154
3 2. Silodruck nach S. 14 mit p, = p, max (1 — V%), p. = —p,:
1 ¥ Ny=ap,, Ehw=—ap,, Ehd=—p, nu TE g v, (1155)
S e | 3. Erddruck nach 5.9 mit e=1y, tg%(45 — ¢/2), ;J ely+q/v):
> Fay el ) N,=—aely +q/v), Ehw=ately+qfy), Ehd=atc, (1156)
PG 4. Temperatur und Schwinden: -

w=—ug,la, §=0. (1157)

Periodische Belastung. Entwicklung als trigonometrische, nach ganzen Viel-
fachen von B fortschreitende Reihe. Die Koeffizienten X, Y,,, Z, sind Funktionen
VO 4.

p,=3X,sinnf, p,=2¥ cosnf, p,=3Z coswf. (1158)
Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (1148) werden durch den Ansatz
= 3Ny cosnff, N,=23Ngy,cosnf, Nyy=23Nygasinnf (1159)

N ] R~ BT ad

erfiillt, wenn die allein von y abhingigen Funktionen N, ,, Ng,, N,;, den folgenden
beiden simultanen totalen Differentialgleichungen geniigen.

e S e ANgyn LMo il i o
-+ .-ltri iy {{n -0. t?_l_ 1 a N ;,ll,l"n—i_ }N_U' l “”1“}
Ny,+aZ,=0. I

Berechnung einer Zylinderschale (Abb. 795).
(Kithlturm im Kraftwerk Golpa-Zschornewitz.)

Geometrische Abmessungen.
a=16,Tm, I=320m.
Belastung. Windgesetz (1111) der Gottinger Versuchsanstalt mit £, = 0,200 t/m? .

p.=0, p,=0, p,=3Z,cosnfi=—0,1314 0,056cosf + 0,223 cos 2 - 0,080 cos 3 3.

Lésung der Differentialgleichungen (1160).

Xn=0, Yo=0, Z, = const.
Nygn=—nZnly + G4},
£ w2 Zq Y2 ; \
Ny = — [Z= = Ciy=- Co )y
a , 2 J




Der Schalenrand, 761

Fur at=0 ist Ny 5 =10; _\'yﬂ__L =0, daher C; =0, Ca =0,
Ny = _Te 2 n1Z cosn B,

AT ~ a ¥ 7 o
Nyg=—a3Z,cosnf,

v 3 a2, sinn .

rannungen sind in Abb. 795 u. 706 dargestellt.

fi=a
Abb.706.T

d) Der Schalenrand. Ein Lingsspannungszustand
kann sich auch bei stetiger Kriimmung der Mittelfliche,
bei stetiger Anderung der Wanddicke und bei stetiger
Belastung der Schale nur dann ausbilden, wenn die
duBeren Krifte am Rande in Richtung der Meridian-
tangente ecingetragen werden, ohne dall die TForm-
inderung des Lingsspannungszustandes infolge Be-
lastung und Temperaturdnderung durch die Stiitzung
oder den biegungssteifen Anschlufl anderer Bauteile
gestort wird. Diese Bedingungen lassen sich nur bei
Schalen mit senkrechter Endtangente erfiillen. Der
Meridian wird dabei zum Halbkreis, zur Ellipse, Zy-
kloide, Parabel oder zu einem Korbbogen mit annihernd
stetiger Anderung der Kriimmung (Abb. 799).

Um Schalen ohne senkrechte Endtangente abzu-
stiitzen oder senkrechte Lasten in den oberen R:
offener Schalen einzufithren und Schalen in ein
Breitenkreis mit unstetiger Kriimmung zu verbinden,
sind Ringtriger notwendig, deren Lingskraft an den
Unstetigkeitsstellen das Gleichgewicht der inneren
Kriifte herstellt. Sie lassen sich auch zur Eintragung
von Einzellasten verwenden, die als stetige Funktionen
des Winkels # vorgegeben sind. Lingskrifte in Ringtrigern bel rotationssymme-
trischer Belastung [Abb. 770).

Druckring : Zugring:
Ely R ' A
Dr = — 55 ct8 o, Z= 5, Ct8 s, (1161)

Zwischenring % zwischen zwei Meridianabschnitten mit den Tangenten-
winkeln o', o' (Abb. 787).
0,

S, = — == (ctgo® — ctg ) . (1162)
; D

Stérungen des Lingsspannungszustandes werden jedoch hier nur vermieden, wenn




',-'[j'g 80. Membrantheorie fiir Rotationsschalen mit stetiger Delastung #(x, ().
die Ringdehnung &, der Schale mit der Dehnung g, des Ringtrigers tibereinstimmt,

also fir «— o, (Abb. 798).

. e S5 > e N sn COS s
Eepo=—(Ngs — ulN,2) = Eegs — (=2 = .
b M ot 4 s 3 5 o
N o R i " y -
2 i ¥ COS oe —— M- SN oa (1163)
Neg Pais =R Ty =

nn daher nur unterhalb der Bruchfuge der Schale
N o= ), so dab flache Kugel- oder Kegelschalen

Ein Zugringtriger k

dlnged rdnet werden

nach F. Dischinger einen Ubergangshogen zum Ringtriger erhalten
miissen, in welchem ein Teil des Bogenschubes durch Ringkrifte
Abb, T08 aufgenommen wird. Diese sind nach (1097) um so grofier, je kleiner

der Kurve und damat

der Kriimmungshalbmesser R, anch die Lange
des Ubergangsbogens wird. In der Regel nimmt die Kriitmmung mit dem Winkel o
stetig zu, um auch die Wanddicke & der Randzone gegen den Randtrager allmahlich
vergrollern zu konnen. Die Bedingung (1163) kann dann durch Verinderung von
ki, Fy oder o, erfiillt werden (s. S. 765).

Der Ubergangsbogen leistet auch bei offenen Schalen gute Dienste, wenn an dem
oberen Rande das Eigengewicht einer Laterne aufgenommen werden soll. Die Dehnunge,
der Schale ist nahezu Null, wihrend die Dehnung ¢, des Ringtrigers sehr groll w irel.

e) Rotationssymmetrische Schalen mit beliebiger Meridiankurve. Neben
der Kugel-, Kegel- und Zylinderschale werden zur Losung von Bauaufgaben noch

i
T ; @ sin o
Toe = b — &= ;2 =
e
z = r
1 . :
= a: - R PEos ? -"l’)*’ {
Vg == ctg o
-l ” b 50 =
o Yot
4
Foy T 200
¥ = = [ — sin @), r= = (1 oS g) - 1500,
mf f : - s
H ¥ # L3 ] n. [y \ €] . ~
L 5 Jm-—Ti;.:t sin 2 x) , hf.-— 2fcosex,
o 2
Rl f »
: } b / F2¢¢
~
; P
SIM o = - COs o =
y 2 2 Fpe -+ 22
¥ ; fa ¢ PR
R = A b= 2 I T
x . Y] & = 5 )
/ :
L e Bnielee o
| ' - L ¥ X
é { g
Eoj |
a
1 f & f X
i Ry =7 Gig Re= alof*|
= \ a e

Abb, 7004




Rotationssy strische Sc e ; T
| ssymmetrische Schalen mit beliebiger Meridiankurve. 763

rotationssymmetrische Schalen mit einer Ellipse, Zykloide, Parabel oder Ketten-
linie .'1_.‘.‘-\} Meridiankurve verwendet (Abb. 799). Die analytische Berechnung 'i}m‘:
Lingskrifte bereitet nach S.745 keine Schwierigkeiten. '-[_J:vam;n. sind zur Unter-
sua:l:u_::,rz_ von Schalen mit beliebiger Meridiankurve noch f.:in?r_:c vaerkl;ngr-s; not-
wc-:_ul_tg, die sich auch zur angeniherten Berechnung von Schalen mit mathematisch
definierter Meridianlinie und verinderlicher Wanddicke eignen

a) Rotationssymmetrische Belastdng,

g 4 Die Schnittkrifte werden aus dem
Gleichgewicht der aul

eren Krifte an einem geeigneten Abschnitt des Flichentrag-
werks [‘m'f.:-r]_nwt. An dem Schalenteil iiber einem Breitenschnitt mit dem Halb
messer 7, wirken neben der stetigen Belastung P = p. T p, die Lingskrifte N,.
Die Schubkrifte Ngg sind Null, da N,, Nga und diese bei rnmi1'1_:11551,.-"””;_
trischer Belastung wegfallen. Mit @, als senkrechter Komponente der resuitieren-
den Belastung und p,sina — p, cosa = p, als waagerechter Komponente der
stetigen Belastung $ lauten die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Krifte an den
Abschnitten Abb. 767 nach S. 745

a
]
) 1 Q
,"\' e R B
TalVe sing 2m’ L 1
: , Rea i S
Ng= — N, iy . R, (1164) —
s n W
» ; : b
:r},‘s{?““!\-',_ztlﬂs:l‘,:l — Pata- - S|
Bei senkrechter Belastung ist also 5|
- 1 4(Qxcte a) e
:“l'}g _— E?;I —_ c;i's — fll{jﬂ‘: Abb. 80O,

Die Schnittkrifte lassen sich daher rechnerisch oder zeichnerisch bei jeder Form
des Meridianschnittes angeben, wenn dieser mit der Punktfolge O ...k ...#% in
n gleichgroBe Intervalle s geteilt und der Differentialquotient (1165) durch den
Differenzenquotienten (1166) ersetzt wird.

Die Buchstaben w«, bezeichnen die Winkel der Tangenten in den Intervall-
grenzen, die Buchstaben r, den Halbmesser der Breitenschnitte %. Ihnen sind die
Krifte 0, und der Bogenschub H = 0,./27 ctg«, zugeordnet.

1 Qus

siney 27

N e
r:,i"\:.k‘_ i

(1166)

Nia= it = Hfy _ Pre T Paie-n Te T T

ok Sk R 2
Die numerische Anwendung der Rechenvorschrift ist in
dem Zahlenbeispiel auf S.764 enthalten. Die zeichne-
rische Losung besteht aus einem Krifteplan mit

Qo/27 ... 027 ... Q. /27, aus dem zunidchst (ry ; Ny ).

also auch N, ; und (7, Ny x cosa) = Hy erhalten werden % ‘ : >
(Abb. 800). Die Ringkrifte N, , wechseln bei senkrechter N -
Belastung (p, = 0) mit AHy = Fy — Hg_, =0 das Vor- H-f*’
zeichen . Abb. 801,

b) Windbelastung. Die Belastung p,, = #. kann nach :
S. 746 stets als trigonometrische, nach ganzen Vielfachen » von p fortschreitende
Reihe entwickelt und damit in Teile zerlegt werden, die zu einer ausgezeichneten
Meridianebene (8 = 909 symmetrisch oder antimetrisch sind, je nachdem » eine
gerade oder ungerade Zahl ist (p, =3 Pua)- Die Spannungen werden fir jeden
Anteil $.. einzeln berechnet und darauf iiberlagert. Die Spannungen aus dem

Fen

Anteil p,, eines Breitenschnittes sind nach S.746 durch 3 Parameter bestimmt.
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Sie ergeben sich aus den drei Gleichgewichtsbedingungen der duBeren Krifte des
doppelten Schalensektors vom Offnungswinkel z/n (Abb. 801). Er wird durch Ring-
zonen unterteilt, in denen der Meridian sich angenihert durch gerade Strecken
ersetzen ldBt und besteht dann aus einzelnen .11:;:(-5[1'_1135\{;._'>1| Kreiskegeln.

Sonderfall n =1, p, = p, sina cosf.
Der Normaldruck auf das ] lichenteilchen dF betrigt
: $.dF, seine Komponente in der Windrichtung mit
aF = v, dfdz/sin «
dw = p, r,sinacos® fdfdz. (1167)
Fiir einen vollen [Cim_: mit der Héhe 4z ist daher
q ) fr = = ; %
A<8] . AW =4 | dw=axnp,r,sinadz,
,EJ S1 > N7 e
L=y —u " ras . . #
2 ; und fur einen endlichen Abschmtt Az

AW, = np, rising. Az, . (1168)
Die Kraft wirkt im Abstand a, vom Breitenkreis »
(Abb. 802), so daB siche folgende Gleichgewichts-
bedingungen fiir die #uBeren Krifte oberhalb des
Breitenschnittes » aufstellen lassen.

(1169)

Ya, AW, + 4N, ¥sina _J cos’ fdf =0, l

i Nog= — L ; Ny=N, 0058,
S Gleichgewichtsbedingung (1094)c
Ny = — u\-?"u- sing ;T) Ry, Ny=N;, cosf, (1170)
und
AW, ﬂnm,fm BB+ 4N, V{I;Euh‘jci;‘i —h
Nepi=— 2| SAW, + %82 50,AW,],  Nyy=Npsing. (171)

Berechnung einer Kugelschale mit Uber-
gangsbogen fiir Eigengewicht.

]

- o 22
r=1012t'm

a = 23,756 m,
> nach (1121). Bei o = 30° ist

~Tee,1 Bruchfige 1 Ngo=—1526t/m, Ngo=—094 tfm ,

—Ng g-asin?g=+409,06t.

.!?m.::."f.l'l'.r‘ggafer Der Ubergangsbogen beginnt bei o — 30" und 1st

Kugelschale ; P
geometrisch durch Abb. B03 gegeben. Er W ird in
\ Intervalle mit Ao = 5% oder 10° L'.ng- teilt. Die
; \ | Radien der Breitenkreise Yoi, k fiir die Intervall-
RN | grenze, g, fiir die Intervallmitte werden der
55N, Zeichnung entnommen. Schnittkrafte nach (1166).

& \\{ 1 fﬁag___ 3
J\"V Qm,tz‘gu,a‘f‘zﬁga.kn

Abb. 803, AQy y=Esx 2T 1y v

ss3s2
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Schalen mit Massenausgleich. 765
5, ¥ e A 2 {) L ¥ T T
| o,k (A /2R Qo 25 | rg g ; > Ny O sotpe! Ay . ctEa N g
klef| = b ’ h © lsimoy |rgesineg] O | ctpa, % B A(Qaictgen) | Nga
m Ml t £ Im g t/m s 2 2% t/m
! | ey
9,06 | 11,88 |o,5 5,04 1,53 | — 15,70 (— 0.94)
| — 11,78 | 13.48 | 0,574 7.73 | —1,52 | 8 | — 16,81 T 0,62
z — 14,10 | 14,55 | 0,043 Q,36 1,51 | 1,192 | — 16,82 — 0,01 0,01
3 — 15,04 | 15,19 | 0,707 10,72 — 1,40 | 1,000 |— 15,064 — I,I0 I.309
1 -16,88 | 15,01 | 0,819 12,76 - 1,32 | 0,700 |— 11,81 5,72
5 — 17,54 | I5,81 | 0,906 14,32 — 1,23 | 0,460 8,19 — 3,62 10,34

Die giinstigste Lage und der Querschnitt des Zugringes folgt aus (1163)
Mb < 1. ]

nit & = 0,006 m und

. § f Nai }
Frpo=(0,05%; gcoso) s —225 L ) = =
" = e I ¥ N
: N | =2
k COS oy 3 | ‘ e N %
| —XN .k | | cm?

5 | Do | - :
3 Y, : 0,557 - 0,005 | o, 16 34 S8oo
3 7 | ©:53% 0,05 | 1,12 4 800
4 0,448 4:34 4,51 995
3 BT T R R ] L 391

Der Zugring wird angeordnet 1
den Querschnitt 100/5

d erhalt *,_
igt die nene Lage 2% |

) cm. Abb. 803

der Bruchfuge im Gegensatz zur Kugelschale. o
3 = = il |
f) Schalen mit Massenausgleich. Sind die
Schalen mit konstanter Wanddicke i zur Losung 4
' . . . . |
einer Bauaufgabe ungeeignet, so liegt es bei der bau- &
lichen Ausbildung eines Querschnitts mit verinder- 1

licher Wanddicke nahe, auf diejenigen elastischen Ge- S hod
bilde (Koordinaten R,, R, & oder 7, s, #) zuriick-
zugreifen, die mit einer ausgezeichneten Schale von konstanter Wanddicke (Ko-
ordinaten K,, Ry, « odery, s, {) geometrisch verwandt sind, und deren Spannungen
wiederum im wesentlichen durch Lingskrifte hervorgerufen werden.

Die Ldsung ist bei rotationssymmetrischen Schalen mit einer Ellipse als Meridian-
schnitt am einfachsten (7, ¢, s, /&) . Sie wird auf eine Halbkugelschale (r, s, £, & = const)
bezogen, die mit ihr in folgender Weise geometrisch verwandt ist (Abb. 804):

yF=1r, §=l8 P = #i.
dx=dx, dy=dvycostat xtsin?e, dF=dzx-dy=dF Jcos® a4 #*sin®a. (1172)

Wird dann fiir die Belastung g, g der beiden geometrisch verwandten Schalen nach-

gewiesen, daB gdF = g dF, soist auch Ngdy = Nydy und Npdx sing = N dxsina,
also

- 4 1 . . dt dy . Jeosta - xfsinta P
Ny=N, —, N,=NS22Z_pn =2t (1173)
Jeos? x + %% sin® o &y dt #
und fiir die Spannungen gilt
b Yoos® o I w2 sin i 1
h Voos®o 4 x=sin® g L On
- - To—0Oa = = |l] i'1
e F! # ; . B Jeos® & - x® sin®a \ /

Die Lésung gilt fiir Eigengewicht bei verinderlicher Wanddicke /i der geometrisch
verwandten Schale, wenn

= - h £ 7 et

yhdF =y hdF, also h=— (1175)

Jeos? e + 2% sin® =




he Schalen.

TGH B1. Bieg teife rotationssymmetr

Die Wanddicke & stimmt also im Scheitel (¢ = 0) mit der Wanddicke i tiberein

und erreicht am Kim 11'0' : = 907 ihren U['I“lﬂ‘-"'l‘L h* = hifx. Die Wanddicke
nimmt also bei abgeplatteten Rotationsschalen (% < 1) gegen den Kampfer zu und
bei iiberhihten l\lhfl[itJ]‘.h‘-fElill['l'l {x = 1) ab. In tul len Fdllen wird das Eigen-

gewicht allein durch Langsspannungen abgetragen.

=, cosodF

Dasselbe gilt auch bei Schneebelastung, da die Bedingung p, cosadF
mit dy/dy = dF/dF erfillt ist.
Ahnliche Betrachtungen lassen sich auch fiir abgeplattete oder {iberhéhte Schalen

mit ellipsenférmigem Grundrifl wiederholen. Thre geometrische Verwandtschaft zur

Halbkugelschale kann z. B. mit 7fr = 4, §fs = 1, #/{ = x beschrieben werden.

81. Blt.gungsstmfe rotationssymmetrische Schalen.

Die Spannungen a, (2), o, (z) usw. sind nach den Bemerkungen anf 5. 744 lineare
Funktionen der De J_]Julh_é_!l'll i s €94 —= €5 der Mittelfliche und der Kriimmungs-
anderung d (1/Rg) = =,, :f(l;"Rm) #g 1h rer Ha wiptschnitte. Sie lassen sich daher
zu Schnittkriften zusammenfassen, von denen jedoch die Querkrifte s
Schnittkrifte N, und die Drillungsmomente M, , bei rotationssvmmetrischer
lastung Null si "Der Spannungszustand ist daher in diesem F

lle durch die §
den Schnittkrifte bestimmt:

oy | f 3 - . I il
Schnitt = = const: e =
Schnitt 8 = const: Ny, Mg, Oy, =0,
Sie werden fir ¢, = 0 und h < R, nach dem Hookeschen Gesetz chenso wie auf
747 und S. 645 aus der Verzerru II~I der Mittelfliiche berechnet.
- - -|II fl|I
N,=D (g, + te), N,=D (e, L pe), D=——, l
4 i ) ] — p PRy
728 (1176)
M, — B (x, + #5) » ,U__.. — B (%5 1+ W), B=— et ‘

£ J I‘Mc Verzerrung (e, Egy 7 , des differen-
1 Abschnitts der Mittelfliche steht mit
lxc-uq:-n;‘.enu-r- v, w des Verschiebungs-

ot zustandes (Abb. 769) nach S.747 in folgenden
.,_/_.v@ Beziehungen :
{"%‘*- Al o ote e
& — £ i
J"‘-I-hl Jrll ‘J":\'.
il
4 . :
- s fr (1177)
y Fa B i oty o
S Ssf # -
;9 oot .'llll.l- 'J'l‘.t
i x
e )
= i s

Auf dieseWeise sind 12 unbekannte Komponenten des Spannungs- und Forménderungs-
zustandes durch 9 Bedingungen miteinander verkniipft, IThre eindeutige Berechnung
gelingt in Verbindung mit den Gleichgewichtsbedingungen fiir die duBeren Krifte
an einem differentialen Schalenteil, die nach Abb. 805 folgendermalien lauten:
(Ny Rysina) — Ny R cosoe — Qg Rysing + p, Ry Rysine = 0, \
e = T . A = 5 : g
(Qu Rysine) + Ny R, sina + Ny Rysina+ p, R, Rgsinee = 0, [ (1178)
(M, R, sin 7..3’ .\f;. H.’- COS o — fj,x Ry Hfﬁ sing =10,

38 ot



Die Kugelschale mit gleichbleibender Wandstirke. 767
Um diese 12 linearen Gleichungen in mathematischer Beziehung ubersichtlich zu
losen, ‘-_’“'1“] die Querkrait (), bei der Untersuchung von Schalen mit konstanter
Wanddicke & und veriinderlichem Halbmesser R, (x) durch die Unbekannte ¥V,
=R m}(l bei Schalen mit stetig verinderlicher Wanddicke % () durch die Un-
bekannte U, = @, R, /A® ersetzt. Die Wurzeln des Ansatzes lassen sich dann durch
geeignete Verkniipfung der Gleichungen allmihlich ausschlieBen. so dal zwei simul-
tane Differentialgleichungen zwischen den Unbekannten V oder U und der Ver
drehung & der Meridiantangente entstehen, die sich durch gleicharticen Aufbau
auszeichnen. Sie lauten in Symbolen

L) +0-Fy(0) =—4 U, BU)+ U -Fyle) = A9 + D (), (1179)

Die Buchstaben 2 ( ) bezeichnen Differentialoperationen, die Buchstaben Filed),
F, (o) bekannte, mit der Schalenform vorgeschriebene Funktionen. Die Buchstaben
41, 45 sind konstante GrélBen, die von den elastischen Eigenschaften des Baustoffs
abhidngen, wahrend die Funktion @ (x) mit der Belastung py, P der Oberfliche
verschwindet. =

Die vollstandige Losung J enthilt neben der allgemeinen Losung | der homo-
genen Gleichungen (1179) mit @ (x)=0 ein partikulires Integral J, des inhomogenen
Ansatzes (@ (2) == 0). Dieses stimmt mit groBer Genauigkeit mit der Lisung fiir
den Lingsspannungszustand der statisch bestimmt abgestiitzten Schale (Abschn. 80)
iiberein. Daher wird die vollstindige Lésung fiir die biegungssteife Schale durch die
Uberlagerung der Schnittkriifte Naios Npoo Mao .1!;.,.'“ =0, 5=0 ans dem

Lingsspannungszustand mit den Schnittkriften N,, Ny My, M, O, aus der Rand-
storung erhalten.

Die allgemeine Losung des homogenen Ansatzes enthilt vier Integrationskon-
stanten, so daB neben den statischen oder geometrischen Bedingungen des Lings-
spannungszustandes noch zwei Bedingungen an jedem Schalenrande vorgeschrieben
werden kdnnen.

a) Freier Rand U =0, M, = 0.
b) Frei drehbare Lagerung des Schalenrandes Ar, = 0, M, = 0.
c) Eingespannter Schalenrand Ar, = 0, # = 0.

d) Bei einer Verbindung des Schalenrandes mit anderen Bauteilen sind die
gegenseitige Verschiebung 4, und die gegenseitige Verdrehung &, der Anschlufi-
flichen Null,

Geckeler, J. W.: Uber die Festigkeit achsensymmetrischer Schalen. Forsch.-Arb. Ing.-Wes
Heft 276. Berlin 1926.

a) Die Kugelschale mit gleichbleibender Wandstiirke. Die Kriimmung der
Mittelfliche ist konstant (R, = R, = a), Dasselbe gilt von der Schalendicke & und
daher auch von der Dehnungssteifigkeit D und der Biegungssteifigkeit B (k = const,
D = const, B = const). Unter diesen Umstéinden lassen sich durch Verkniipfung
von (1177) die allgemeinen Beziehungen zwischen den Komponenten des Ver-
schiebungszustandes der Mittelfliche und der Verzerrung des Schalendifferentials
folgendermaBen erginzen:

B = (e, —gy)ctga —e al Ydx= (Y. (1180)

s
Die Schnittkriifte unterliegen den Gleichgewichtsbedingungen (1178). Sie lauten
fiir R,=R;,=a
(Nysina)' — Nycosa — Qg sine + pyasine =0,
(Qesinax) + Nysino + Nysinax + p,asina =0, (1181)
Mi— (Mz— My)ctgae — Q,a =0.
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Die letzte Bedingung liefert mit (1176), also mit

Bl B ¥
M, = — - (& + udctga), My=—— (Petga + ud),
L(®) —ud =90+ ctga — dctgla —ud=— f;;_ 0,- (1182)
Aus den anderen beiden Gleichgewichtsbedingungen folgt
= - aF e aF P
Harwe—llactem = sinfo’ ‘\ﬁ ~ sinfa Yo — fat

mit
dF|da = p,sinecosa + p,sinax
und daher in Verbindung mit (1176) und (1180)
L(Q,) + 11 Qa = Q@ + QLctga — Quctgla+ uQy=Ehd —alp — (1 + p)p,]. (1189)

Auf diese Weise ist ein System von zwei simultanen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung entstanden, aus dem jede der beiden Unbekannten durch Wiederholung
der Differentialoperation L ( ) mit einer Differentialgleichung vierter Ordnung
berechnet werden kann. Die Partikularlosung #,, Oy, der vollstindigen Gleichung
148t sich nach E. MeiBner fiir die wesentlichen Belastungsfille angeben. Z. B, wird
bei Eigengewicht mit ¢, = gsina, p, = gcos« in (1183)
—a[pi— (1 + ) p,) = ag(2 + ) sina.
Die simultanen Differentialgleichungen (1182) und (1183) fiir &, Qo werden durch
den Ansatz @, = A, sina, Qgo = A, sin o erfiillt, wenn
Z4+uale . a3A,
A—p)1+12@/RTB (Q+mB"

A=

Damit sind @, Q4o und in Verbindung mit (1176) auch M,,, M, bestimmt.

Mg = Mpg=— = 4, (1 + p) cosa.

Diese Schnittkrifte sind im Vergleich zu dem Anteil aus den Randstérungen nach
S. 770 klein von hoherer Ordnung und werden daher vernachldssigt. Mit

Ouo=0; My=0, Myu=0

stimmt der Spannungszustand der biegungssteifen Schale bei statisch bestimmter
Stiitzung mit dem Lingsspannungszustand auf S. 751 iiberein. Dasselbe gilt damit
auch fiir den Verschiebungszustand. Das Ergebnis wiederholt sich bei den Partikular-
lsungen fiir die anderen rotationssymmetrischen Belastungsfille.

Die Schnittkrifte und Verschiebungen der biegungssteifen Kugelschale lassen
sich daher, wie bereits auf S. 767 bemerkt, mit groBer Genauigkeit aus zwei von-
einander unabhingigen Anteilen zusammensetzen. Der eine besteht aus den Schnitt-
kriiften und Verschiebungen des Lingsspannungszustandes durch die vorgeschriebene
stetige Belastung, der andere aus den Schnittkriften und Verschiebungen der bie-
gungssteifen Schale infolge der Randkrifte M, ,, 0y, usw., die zur Befriedigung der
vorgeschriebenen Stiitzung notwendig sind.

Die Schnittkrifte und Verschiebungen des Lingsspannungszustandes sind fiir die
regelmiiBigen Belastungsfille auf S. 751 ff. angeschrieben. Die Schnittkréfte und Ver-
schiebungen der biegungssteifen Kugelschale aus vorgeschriebenen Randkriften wer-
den aus den homogenen Differentialgleichungen (1182), (1183) fiir ¢ und @, berechnet.

Das Integral der homogenen GI. (1182), (1183) kann als Reihenentwicklung ange-
schrieben werden. Die Lésungen fiir ¢, 0, und fiir alle daraus abgeleiteten Schnitt-
krifte und Verschiebungen klingen vom Rande 4us schnell ab. Da jede Ableitung im
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Vergleich zu der nichst héheren Ableitung dann klein von zweiter Ordnung ist,
kénnen nach emnem Vorschlage von J. W. Geckeler die Funktionen 9 und ¢ ge-
geniiber ¢ in (1182) und die Funktionen Q. und @, gegeniiber QY in (1183) ver-
nachlissigt werden, um schnell zu einer iibersichtlichen fiir technische Aufgaben
brauciibaren Niherungslésung zu kommen,

Die Niherungslosung fiir & (z) und Q () entsteht also aus den Gleichungen

§ = — :—J B Q;=Ehd. (1184) L
Die Elimination von (), liefert mit >
: at ., 12(1 — p¥at fa ————— SE A k\<ﬂ \'\”ff-'._ :
4=2 Ep= 2080 “"ZV'JI V3(1— u%) , (1185) /\ e X'y
B 4G =0. (1186) = “;:i?““ wLz
Durch Elimination von # entsteht ' ”1
QI +- 440, =0. (1187) i

Die Gleichungen werden mit dem aus Abschn. 22 bekannten Exponentialansatz
gelost. Da hiernach beide Funktionen #, (), ebenso wie alle daraus abgeleiteten
Schnittkrifte und Verschiebungen schnell vom Rande aus abklingen, werden sie
je nach der Betrachtung der oberen oder unteren Randzone auf den Winkel oy
= (& —oy), dwy =da oder w; = (ay —a), dw, = — da als unabhiingiger Ver-

dnderlicher bezogen (Abb. 806). Daher ist in beiden Fillen

?=¢ ¥4, coskw + Apsink w) 4 ek®(Agcoskew + Agsinkw), 1

K ) (1188a)
Qo =e""*(d;coskw + Aysinkw) + ¥ (A;cosk w + A, sinkw), |
oder nach S. 141 auch
{)J = Cye~*@cos(kw + ) 4 Cye*?cos(kw + y,) . (1188 Db)

Die Integrationskonstanten A5, 4, und A,, 4, oder C,, y, einer Losung fiir die ge-
schlossene Kugelschale mit w, = ay — o als unabhiingiger Veriinderlicher sind Null,
da die Bedingungen ¢# = 0, (), = 0 im Scheitel nur auf diese Weise erfiillt werden
kénnen. Die Funktion 9 (e) und (Q, (w) verlaufen daher ebenso wie alle abgeleiteten
Funktionen der iibrigen Schnittkrifte und Verschiebungen nach gedimpften Schwin-
gungen mit dem Winkel 2x/k als Schwingungslinge und z als logarithmischem
Dekrement. Sie klingen mit wachsendem w um so schneller ab, je groBer k& ist. Der
EinfluB der von den RandstSrungen des Lingsspannungszustandes herriihrenden
Randkrifte M,,, Q., ist daher auf eine schmale Randzone beschrinkt. Das Er-
gebnis 1aBt sich auch leicht auf Grund des St. Venantschen Prinzips einsehen, da
die Randkrifte im Gleichgewicht stehen. Es bestitigt die Richtigkeit der Annahmen
fiir die Naherungslosung, da die zweiten Ableitungen #”, 0 den Betrag k? als
Faktor enthalten, und daher als Glieder des linearen Ansatzes (1182) oder (1183)
wesentlich groBere Bedeutung besitzen als &, & oder O}, 0,.

Die Losung # und (, offener Schalen nach (1187) enthlt streng genommen vier
Integrationskonstante, die aus vier Bedingungen fiir die Verschiebungen oder fiir
die Schnittkrifte an den beiden Schalenréindern berechnet werden kéannen. Ist die
Schalenzone (@, — ;) jedoch breit, so klingen die von jeder Randbelastung her-
rithrenden Komponenten des Spannungs- und Verschiebungszustandes so weit ab,
dal je zwei Integrationskonstante 4,, 4, und d,, 4, oder C,, v, und C,, y, unab-
hingig voneinander aus
(;51=.:' ko (4, coskm + Adgsinkw) und Q,=e¢ *”(A;-coskw + A sinkw) (1189)

C
Beyer, Baustatik, 2. Aufl, 2. Neudruck 49
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angegeben werden konnen, je nachdem der Breitenunterschied w, = 23 — o oder
@, = & — &, vom unteren oder oberen Rande gerechnet wird.
Rechenvorschrift. Im Bereiche des oberen Randes der offenen Kugelschale ist

Qx= Ce*“1cos (kew; + ) (1190)
im Bereiche des unteren Randes

Q= Ce *cos(kwy+ ). (1191)
Die Gleichungen bilden die Grundlage fiir die Berechnung aller Komponenten des
Spannungs- und Forminderungszustandes aus den Gleichgewichtsbedingungen (1181)
und den Vertriglichkeitsbedingungen (1177). Das obere Vorzeichen gilt in der obe
ren, das untere in der unteren Randzone der Schale.

Ny=—Q,ctga=—Ce*°cos (ko + y)ctga,

_ - 3 ] - ; =l L TR
N,=—0.=4Cky2e¢**sin|{kw | y i ) s

£ I'j” 2 k=

T T —ke gin (£ |y

v hE : ¢ WE © e 11':' g

B, = e o ey L e oy (1192)

My=——(t '+ pdrctga) & — = ¢ =TC = 253 V2e %% cos ..J'E O+ Y+ )
— Betp o 7
M, =uM, — =

@

l A Fa Irn: \ ] B3 Yo .'_Ja e ~te ) o r"":'?;‘
S =yt aiptsp okl eSS (U — #0xclga) & — "

Die Néherungsldsungen fiir M, und g, lassen sich ebenso begriinden wie die Ver-
nachlissigung von (J, neben Q; in (1183).

Die Integrationskonstanten C, y sind bei starrem Unterbau durch die Stitzung
der Schale, am oberen Rande durch vorgeschriebene dullere Krifte bestimmt.

1. Der untere Rand ist unverschieblich, aber frei drehbar gestiitzt

w=0, a =0y EzaotEsr =& =0, 1 (1193)

Mot Myy= Mya=0=M,,,]
wenn die Dehnungen des Lingsspannungszustandes wieder mit g;, bezeichnet
werden. Die Biegungsmomente M, , sind Null.

g : f Ty - 7
[ a=C——2k1Y2cos(p+>)=0, dh yp=
Mis= Gz 2 ) 2co g oh e Al = | 0
- ¢ (1194
8pg=Epgq— C sin [.’1," = B e =2 52 |
2. Der untere Rand ist starr eingespannt. w =0, x = o5.
9 B SRR
=14+ C ’,‘Ilr__.hllll,'-'={),
) Y o i 3 SN f TN l'}-
£gs = €p2,0 — ¢ GE Sinly -i-fl =10, (1195)

2 ¢ . y 89,0 1
fir #3020 ist =0 und C= - hE .

3. Der obere Rand ist durch einen starren Druckring abgeschlossen. o =0,

=0y,
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ERpE

le LBelastung durch Eigengewicht, 771
e BN
fffﬂ r'-'lh-l,n =G 5 5 s1n .,f.. i (18 ‘
=90 +C25 sin y =0, (1196)
fir d),~0 ist p=0 und C=—"12}E

Damit sind in Verbindung mit (1192) auch alle Komponenten des Spannungs- und
Verschiebungszustandes aus einer Randstérung der statisch bestimmt gestiitzten
Schale bekannt (S. 766). Sie werden mit den zugeordneten Komponenten des Lings-
spannungszustandes iiberlagert,

{2 |

Biegungsspannungen am Rand einer Kugelschale bei Belastung durch Eigengewicht.
(Vgl. Abb. 777, oy = 609
1. Der nntere Rand ist unverschieblich, aber frei drehbar gestiitzt. Nach (1129) ist fiir den
Langsspannungszustand

; y ag 14 un CK cos? o . 5 1
Ea 0= = -\_,.,,u - -l! .':' — i und mit y = 8 g == Oty
; — 0,8 — 0,25 6578
32 " = {25
ik 1 + 0,5
Fiir a/h 200 ist nach (1185)
B=1200)3.0,9722 = 18,49,
s0 dalB nach (1194)
= 0,278 b
L=ag = 001064 a g, Y = J
% ] 2 % 4

Die Schnittkrifte nach (1192) infolge der Randstér
den non

Ng = —0,01064 a ge " cog :f.# @ -+ ._i ctp o,

Np=—0278ag: ko eog (R w) .
Wy = —0,0815 a ghe borgin (k w),
5 l.tl"': % # = 0,00311 a g h ctg we=*" sin ilf.-‘-.- W= E :
{f \ L
'.”.'J' = U .Tfﬂ - B L:; & . Abb. 207

Die Lungskrifte N, sind-gegeniiber Ng o aus dem Lingssp:

mungszustand zu vernach-
> Ng = '\I.a'a'.u - .\'f. sind in Abb. 807a fiir die Randzone

rt die Biegungsmomente der Randzone.

ldssigen. Die L

darg

S0 % I

estellt. Abb, BOTh =z

F

2, Der untere Rar t starr eingespannt,
I"iiv den Lingsspannungszustand ist nach (1123) und (1126)
pro G : o R
Eqa g = LJ_.‘L-.H == By o= (2 + p)sin e = — 1,878 =
Die Randbedingungen (1195) lauten dann mit ¢ C,ag
— 1,878 + C, - (683 sin p = 0,
; i 3
0,278 — G, 26,12 sin | y | =0,
h s
oder \
in |y - ) + 190,1 sinyp = 0,
\ 4/
tg = - =10223 , w = 120 30' = 0,2182,
180,1 2 — 49
878 ; S
3 LBTS 00127, € =00127ag.

683 sin

-'_T'I'n' f’-:.u &= ) ist =

, € = 00151 a

49*
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Die Schnittkrifte nach (1192) infolge der Randstdrung werden nun

-4%5 i) a -{‘J:t. =—0.012Tage *®cos (kw4 y) ctg o,
{ \
-q12 ;\'f =—0,332agetosin (ko yp -+ 'i \.
L7 1/
=4 o
oo ‘ ,
g = M //’: My=000T3agh e=koons | ko -+ 1 s
L + Aw-5° i 1)
| | ! Betgx — S : Ny
qﬁ| 4 # = 000372 ag kctg o e-*@sin (k w + y)
- o
L <4 g TR
49 Pl 7] W= W Betga g
E?.fl > i) | -3 =
r
wr’ Die Schnittkrifte sind fiir die Randzone 50% < » < 60" in Abb. 808
-gaz M, dargestellt.
B : :
: # Schnittkriifte in elnem Stlitzboden bel Wasserauflast f=2a,
L 20 = (Vgl. Abb. 781, =, — 40%)
40 Der Rand der Schale ist starr eingespannt,
| Nach (1132) ist mit f = 2a, g =1, og=40°
fik
%l £ Lo ga _3 f ) = 8 cosc 2 (1 4 ) 1 — cosBayd
B =" FE R —p) — 6Geosog + 2(1 + p) ——
2 et Ek 6 L a’ it . ) gint g
at
: —0.585 7
i
fil
4 e ..
406 agh Abb. 808, By o = EF sin oy = 0,643 T

Aus (1185) folgt mit a/h = 25
k= }25)3.0,0722 = 6.53.
Die Randbedingungen (1195) lauten nunmehr mit € = C;ya?
0,643 + Cy853siny =0,
— 0,585 — C; 9,22 sin [
oder ;

. R AN 2 ;
—5,03sin(w 4+ — ) +499siny =10,
\ & J,'

; & 5,93

o . 4 ¥ tg p = ! = (0,0017,
F=i5 i.f 2a MY 2 —593

p = 5%14" = (.0915 ,

C;=—00826, C=—00826ypa’.

Abb. B09. Schnitthkrfte im

(Fiar ft3 9 = 0 ist y =0, € =—10,0896 y a® )
Die Schmittkrifte infolge der Randst6rung sind nach (1192)

Ny = 0,0826 yate-kocos (kw -+ y) ctg a,

== Y
Ng=10,762 y ate-*sin (k w4yt 1] .
4 4
. = 3 = Ry
My=—0223 yathe-tvcos f/.re w4+ /| :
\ _1_
Beotgoa - + T
- #=—0,0242 yat hctgo e~ *¥sin (k w + ) ,
Beotgoa —
Myt M= =B %
o
Die Schnittkrafte sind in Abb. 809 dargestellt.

Verbindung einer Kugelschale mit verwandten Tragwerken. Der
Spannungszustand eines elastischen Gebildes aus einer Kugelschale mit verwandten
Tragwe rken erfihrt keine Ande tung, wenn die Verbindung am Anschlufl der Kugel-




Schnittkrifte in einem Stiitzboden bei Wasserauflast, 773

schale durch einen Breitenschnitt gelést wird und die inneren Kriifte an beiden
Ufern als fuBere Krifte zur Belastung hinzutreten. Diese sind rotationssymmetrisch,
die Lingskrait N, nach S. 745 aus den Gleichgewichtsbedingungen bekannt, die
Querkraft (), oder ihre waagerechte Komponente H = X, und das AnschluBmoment
M, = X, statisch unbestimmt. Sie lassen sich aus der Bedingung berechnen, dall
die gegenseitige Verschiebung §, (positiv im Sinne von X,) und die gegenseitige Ver-
drehung 4, (positiv im Sinne von X,) der beiden Ufer des Breitenschnittes Null sein
mussen, wenn die Forménderung des vorgegebenen Flichentragwerks mit der Form-
dnderung des Hauptsystems durch die Belastung und die iiberzihligen Schnitt-
krifte X,, X, iibereinstimmt. Diese wird ebenso wie
in Abschn. 24 als virtuelle Arbeit berechnet. Nach
Abb. 810 ist

1, ES'1 £ lr.'r.'j’m = Xlé'n T XEal‘Z:I =0,

Ay
]2(52 — Iz{l'jm - );I 621 + };2622} = U . ,.]':;, ‘_.;
Jede Kompanente é,y, 8,y usw. des Verschiebungs- i .ai-b.:_an

zustandes besteht aus zwei Teilen (8, = 639, + 649 5,

Oy = Oy1,1 + dyy,2 UusW.), von denen &y 4, d4; 1 usw. durch die Forminderung der
Kugelschale, 0,5, 6y;,0 usw. durch die Forminderung des angeschlossenen Trag-
werks, also durch die Forminderung torsionssteifer Ringe, Platten, Kegel- oder
Zylinderschalen hervorgerufen werden.

Die Vorzahlen 6y ,, 8,5, werden aus (1192) fiir die Randbedingungen der
Abb. 810 berechnet.

1. Belastungszustand X; = 1 (Abb. 810).

Randbedingungen:
Myp1=0, Qaz,1 = —Sinay; y'!=—;£, C=—Y2sinug.
da = %sinz o, dga=—— %—F% sin oty (1197)
Schnittkrafte nach (1192).
Nyy= V2sinage* cos {k o+ -}:] ctge,
N;,=2ksingze*~cos(kw),
Ve =— EE;.E e—k® gingysin :ii'e w+ %) )
My, = % e~*% sin gy sin(k w) , )
Qe1=— V2 e—*e sin oy cos (kw + T:':l :
Ary = Tq;; sin oy e cos (kw)sina .
2, Belastungszustand X, = 1 (Abb. 810).
Randbedingungen:
Mygs=—1, Qus=0; v=3, =22,
Bus 1 =75 6,&1:—2;—:3 5in12=—-1i%sin::2. (1199)
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Schnittkrifte nach (1192).

ahE i
Nyg= spg ¢ TUsin(kw)ctga,
hE o
Ngg=— - e~kwcos (ko + k8
' J2k2 B \ 4/
ﬂ — 3 — ko . k )
%2 = 55¢ cos (kw),
i et = (1200)
M, ;=—7V2e**sin (kw + —-) :
" \ 4
AR BN e
Qs g == =S a et sin (k ),
2 = L B
A¥y g =— ———e~*® gin o cos (ko - 1)
: J2 k% B \ 4

Die Belastungszahlen 8, 4, 64, ; gelten fiir die nach Abb. 810 b abgestiitzte Kugel-
schale. Thr Spannungszustand ist statisch unbestimmt, da die Stiitzkrifte nicht
tangential zur Mittelfliche eingetragen werden. Hierzu ist noch eine Schubkraft
H=—Ngycos o notwendig (vgl. S. 752). Die Belastungszahlen werden daher in die
Anteile dyp 4, 5 ; fiir die statisch bestimmt gestiitzte Kugelschale und die Anteile
030,15 09,1 fiir die Kugelschale mit den Randkriften X, = H, X, =0 zerlegt.
Die Anteile 8, ;, dyy ; sind nahezu die gleichen wie beim Membranzustand und da-
her nach 8. 7511f. bekannt. Die Anteile 8}, ;, 63 ; sind mit (1197)
5’10,1 =Hdy,, 0,1 = Hazl_a' (1201)
Damit lauten die vollstindigen Belastungszahlen

é‘m,rl — 5-10,1 i éiu. 1 aw,L —_ azﬂ, 1 _'+' 'j;.f.l.l'

Bolle, E.: Festigkeitsberéchnung von Kugelschalen. Ziirich 1916. — Lichtenstern, E.:
Die biegungsfeste Kugelschale mit linear verinderlicher Wandstirke. Z. angew. Math, Mech,
1032 S. 347.

b) Die biegungssteife Kegelschale mit gleichbleibender
Wandstirke. Der Kriimmungshalbmesser R, ist unendlich, der
Winkel & konstant und daher nicht mehr als ortsbestimmende
Koordinate geeignet. Er wird durch den Abschnitt y der Mantel-
linie ersetzt, so daBl ds = Rgdo. = dy, Ry = yctge, Damit
lassen sich die allgemeinen Beziehungen (1176), (1177) zwischen
den Komponenten des Spannungs- und Verschiebungszustandes
mit ( )’ fiir d( )/dy folgendermaBen anschreiben:

Ey = E'u = ':_-’I E,f:’ — 1-'—”".'5@_:‘._‘: A — :':y: 19”, l .
i : (1202)
Abb. B11., H}? = _:F_ g e IE-"', J
-Ny s=r :#:’ gl = T * a:' ; A:ﬁ = I::F _-:'Eg_1 + U '.'f\:l , D= 1 ﬁ—El;fﬂ':
\ 3 : : = >
M *ﬂ—B(ﬁ'_; uf‘ Mo Bl LA B-—....E;‘L’ | (1203)
e i 7 s (A gy T

Belastung und Schnittkrifte eines differentialen Schalenabschnitts unterliegen den
Gleichgewichtsbedingungen (1178). Sie lauten fiir die Lingskrifte

{-Vw ',V:]’ = *'\",5' T ?&?.r = 0 und fgu .?J\', = 'N-ﬂ tg o+ ?: Y= 0 (1204:
oder in einer Gleichung zusammengefaBt und integriert
(Nytga+ Q) v+ [ (Bytga + p)ydy +c=0. (1205)
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Dazu tritt

(M, ) — _Uf,. —Q,v =0 oder y M, 4 M, — .uﬁ —Q,y=0. (1206}
Aus dieser wird mit (1203)
. - ﬁ' {Jl-r f
vy 4 ¥ — — = ---ﬁl ; (1207)

Durch die Verkniipfung der Beziehungen (1202) entsteht
(¥ .rﬁ']‘ =g, — B tga, (1208)
Die ])l’.‘l'l]‘ll]l‘lgt"n gg und £, Werden aus (1104) berechnet. Hierin ist nach (1204)
Ny=—(0,9) ctgo. — p. v ctgo,
Ny=—0Q, ctgo — f ctge mit F(y) = f (Pytge+ £ )udy +c.
Damit N, fiir y = 0 endlich bleibt, ist die Integrationskonstante ¢ fiir die geschlos-

sene Kegelschale Null. Auf diese Weise kann aus (1208) die folgende zu (1207) simul-
tane Differentialgleichung entwickelt werden:

. ] O ¥) T
¥ (@, )" + (0, 9) — {._” S tgto -9 - @ (y)
; {1209)
mit (f)[jl_‘] =

Fy) : .
U 4wy, tga— by |
Die Losung #, O, besteht aus dem allgemeinen Integral der beiden homogenen
Gleichungen (1207) und (1209) und aus einem partikuliren Integral der inhomogenen
Gleichungen, das sich fiir Eigengewicht #, = g sina, $. = ¢ cos « folgendermalen
entwickeln 140t:

TR e R e AR T St £ R 3 T
. FIL} T d} [)J} = [1 T ').'“ sin*og — 4 cos .-'.] E_C“‘; E1% .\.l_ll.'.'
Wird @y = 0 und #; = 4,y angenommen, so ergeben
£y ctgio - g, ctgta
> e o ok Poi= o SEE 2
=0 I E ' Vo T E ¥ |:1 1 1]|

eine partikulire Lésung von (1207), (1209). Aus dieser folgt mit (1203)

g; ctg® h? - 5
Quo=0, M,y=Ms=-42———- — = const. (1212)

Die Biegungsspannungen einer statisch bestimmt gestitzten Kegelschale (Abb. 786)
sind also im Vergleich zu dem Anteil aus den Randstérungen nach S. 776 klein von
héherer Ordnung. Der Spannungs- und Verschiebungszustand kann daher durch
die Angaben auf S. 756 {f. fiir den Lingsspannungszustand beschrieben werden. Das
gleiche gilt von allen rotationssymmetrischen Belastungsfillen.

Die Integration der homogenen simultanen Differentialgleichungen

: i gt ot ) E A} Oy ¥ e A ('} e T i':_l‘,__:l — b E 1
v o' 4 @ e s y (O, 9)" + (@, ) T hE tghe-d ot
oder V20, +3yQ, =hE tgta- 9 [

kann nach den Bemerkungen auf S. 769 vereinfacht werden, da die Funktionen
4, 9 und 0, (, im Vergleich zu den Ableitungen 9" @/ klein von zweiter Ordnung
sind. Der elastische Zusammenhang liBt sich daher mit‘groBer Genauigkeit durch
die Gleichungen

& =—0,/B, 320! =hE tgta 0 (1214)
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heschreiben, so dall entweder § oder @, eliminiert und aus ciner der folgenden

(ileichungen berechnet werden kann:

7 o I — [.’.rLJ“ == 0,=0 |
i (1213)
T A lstosa - 5
oder (y V)" + ———— 1 0 mit yvQ, =1, |
e erste Gleichung stimmt bis auf den Beiwert hAE tg® o/ B y? 4 ke 44 mit

{1186) tiberein. Dieser ist im Vergleich zu (1185) nicht mehr konstant, sondern q_'iiH-
mit y verinderliche, vorgeschriebene Funkition. Da die Integration aus diesem Grunde
in der Regel Schwierigkeiten bereitet, zerlegt man den Bereich I — & nach
J. W. Geckeler durch Breitenschnitte in Zonen mit annihernd konstantem L
und begniigt sich mit dieser Niherungslésung. Dabei kann die Vorzahl 4/L.4 in den

beiden Randzonen mit v = a oder v = [ gebildet werden. Die ortsbestimmende
Koordinate des Winkels & wird auf den oberen Rand
x = 5 x . G e
; (sp=¥—a, ds;=dy) oder auf den unteren Rand
N (sg=1—=2, dsy -d ) bezogen, je nachdem die Unter-

w

suchung den Spannungen am oberen oder unteren Rande

gilt (Abb. 812). Die Gleichungen (1215) lauten also
a1 i hE teto FLE hE

s B at 7T YR

oder mit

£ | 3 (1 ) : 3 (1 o p ok
= 5 ,u” tg?» und = f te? o (1216)
Abb. 812 2
allzemein
1By e e :
.Y H — : — — ¥ auc 449 = 217
e i s ¢ und mit I n auch oyt L 44 0. (1217)

Die allgemeine Lisung dieser Gleichung ist auf S. 769 erértert worden. Sie enthilt
vier Integrationskonstante, von denen bei geschlossener Kegelschale C,, y, wieder-
um Null sind, da die Verdrehung # und die Querkraft 0, aus Symmetriegriinden
an der Spitze Null sein miissen. Die Losung der Differentialgleichung lautet dann

¢ =e"1(Aycosn + dysing) oder d=e"C cos(p+ ), n=s,/Ls. (1218)

Die Integrationskonstanten A,, 4, oder C,, v, sind durch die Randbedingungen
bestimmt,
a) Frei drehbare, unverschiebliche Stiitzung des Randes:

g =1ts0+8=0, V=0 +&=0. (1216)

b) Starre Einspannung des Randes:

Ep=tpt+28,=0, O =0,+8=0. (1220)

i j
Mit # sind auch die Schnittkrifte aus der statisch unbestimmten Stiitzung der

Kegelschale bekannt (1203).

¥

M,=—B¥,M,=--B(ud+4d/y), Q,=—B# ,N,= —Q,ctgx, Ny=(N,y). (1221)
Sie klingen um so schneller vom Rande aus ab, je groBer 4 ist, und bilden zu-
sammen mit den Schnittkriften des Lingsspannungszustandes aus der Belastung

(S. 756 ff.) das endgiiltige Ergebnis,

M,=M, N,=N,+N

v v Vo

usw, (1222)

T
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Die Gleichung (1218) dient auch zur Berechnung des Spannungs- und Verschie-
bungszustandes der Kegelschale fiir eine vorgeschriebene Belastung durch Rand-
krifte X; =1, X, =1 (Abb. 813 u. 814). Das Ergebnis wird bei der Berechnung
von zusammengesetzten elastischen Tragwerken (Abb. 825 u. 828) verwendet.
oy a) Unterer Rand (Abb. 813).

~] Belastung X, 1.

L2
On o M, i
l"l COs .rl._:'i,
F 2 v2costx " l | lli“
o= —— g eOS Ty, ;
: L. E] el
M, = L, sinasinija, |
2ol (1, = g "=sin g (sIn 17, — COS 4. | Abb. 814,
Belastung X 1 .
" 2 da
Bia= — —=sin g, by =5 |
2 y%cost . |
9 LR T e e (e L 165
# = — et cos 1y, B — I3E hsina 2 (sin 7j, — cos JI.._.].i (1224)
e = 2 ; '
M, = —c ™ (sin i+ cosn), Qy=—jesiny;,
b) Oberer Rand (Abb. 814).
Belastung X, = 1. 9 42 12
= " = -i e 1
di; L ERCOS % 0y = 5 sin« .

LOSIE ' |

= ra Sl peta i
: AT oA, e AL e T ' (1225)
i 53¢ s %(sin 1, + cos ), %= LEh 1 cos 1, I { /
M, = Ly sinasini,, (, = —e Msine (sin n; — cos ).
Belastung X, = 1. re :
; 2 R ot
0o = 5H SITL &, r‘Jﬂz oiie]
L 2o : ;
m Y e e TL BT [ 3 S
# = Fe UL oS 1y, Ay, = — TR % (sin ¥, cos 1), (1226)
- 2 ‘
M, = ¢ (s, +- cos 1)), (y= — e s ij.
po

Werden die Randkriifte X, X,, mit einem anderen Richtungssinn als in Abb, 813
und 814 festgelegt, verwendet, so sind die Vorzeichen in (1223) bis (1226) {nt-
sprechend abzuandern. Fiir die Belastungszahlen gelten die
Bemerkungen auf S. 774, (Vgl. auch dic Beispiele auf 5. 7861f.)

Um die Niherungslésung (1218) mit konstantem.L nach
S. 776 zu verbessern, wird die Gleichung (1217) schrittweise filr
schmale, etwa 0,5 m breite Zonen & — 1, & und Mittelwerte 1/L;,
usw. aus den Abmessungen der Zonen angeschrieben. Zur Be-
rechnung der Integrationskonstanten der Gleichung fiir die
Randzone 1 dienen die Stiitzenbedingungen. Die Gleichung (1218)
liefert die Randbedingungen fiir die Lisung der zweiten Zone.
Die einzelnen Schritte der Rechenvorschrift sind also vo
einander unabhiingig, so dall keine mathematischen Schwierig-
keiten entstehen. . ) ABb, B15.

Die allgemeine Losung (1188b) der Differentialgleichung fur
die offene Kegelschale mit den Breitenkreisen rq, r, enthilt
konstante C,, y; und C,, y,, die aus den vier Bedingungsgleichungen fiir den Ver

vier Integrations-
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O

schiebungs- und Spannungszustand an den beiden Réndern bestimmt werden
miissen, Da jedoch die Wirkung aus den Randstérungen schnell abklingt geniigt bei
offenen Kegelschalen mit #s eine Niherungslosung, bei welcher die Integra-
tionskonstanten C,, y, zunichst ebenso wie bei der geschlossen
Ca=0,

Kegelschale fiir

s = 0 bestimmt werden, um sie bei der Berechnung der Integrations-
konstanten C,, w, aus der voll gen Losung mit den Bedingungen am Rande
Y = a zu verwenden.

Um die elastischen Eigenschaft chale mit denjenigen der Zyli
schale zu vergleichen, konnen die alleemeinen Differentialgleichungen fiir die S
nungen und Verschiebungen auf S.774 nach F. Kann auch dadurch vereinfacht
werden, dall die Biegungssteifigkeit der Schale im Breitenschnitt, die Querzusammen-
ziehung des Baustoffs und die Verschiebung v des Breitenschnittes in Richtung der

'||:'J"_
n-

1

(M, =0, =101 0). In diesem Falle folgt aus

T, e
n aut 5,774

hlissigt werden

und mit Ny,=—D— tga

(1227)

Blyw’)'+ wl®% 5 y—0. T
3 Pa!

Diese Differentialgleichung der Biegelinie des Meridians zerfillt nach H. ReilBner
in zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die mit Zylinderfunktionen
riert werden konnen.
m die mathematischen Schwierigkeiten bei der Integration der Differential-
r Funktionen

jl‘.-h_';‘
|
gleichungen (1207) und (1209) zu umgehen, konnen die Ableitungen d

#, 0y, v205 in den Differentialgleichungen (1213) und in den Differentialbezie-
(1

221) der Schnittkrifte nach S. 130 durch Differenzenquotienten ersetzt
Diese werden fiir

hungen )
werden, so dall funfel
die Intervallgrenzen einer Aufteilung des Integrationsbereichs /
angeschrieben und bilden zusammen mit den Randbedingungen in den Breiten
hnitten y a und y = [ einen vollstindigen Ansatz zur eindeutizen Berechnung
Unbekannten. Die Rechenvorschrift dient auf S. 789 zur Untersuchung des
opannungszustandes einer Zylinderschale mit verinderlicher Wanddicke.

rige Differenzengleichungen ent

- g 1n Strecken A v

Zirich 1917, — T
1icher VW oe
ilotrichter.

Ka und S

Heft 20. Berli

¢) Die Zylinderschale. Grundlagen der Ldsung. Die allgemeinen Be-
| ziechungen (1177) zwischen Verzerrung und Verschiebung de:

Mittelfliche werden durch schen Eigenschaften

die geomet

T 'l ” y . £
[ der Zylinderschale R, 0, Rode=dy, o =90% ctge =0,
T a const vereinfacht. Mit der Abkiirzung ( ) fiir
o dy ist nach (1177}
.|l a
g — £ E y /I,--ﬂ,} ]
¥ - | 12
i ¥ \.I' ]
."l i et = '
lr-. I
so dall die Schnittkrifte nach dem Hookeschen Gesetz (1176)
Abb. 810, folgendermalen angeschrieben werden kénnen:
_\.'? — Dy o=l N D == 4 ' M= —B#¥ , M.=—uB i’“-\
\ ' i Iy \ i £ i fi ‘

(1229)
i | e )

Lot . ]..;_;_I_J.—_rluﬁ"
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Sie unterliegen den Gleichgewichtsbedingungen (1178)
I i 1 ‘.\‘l i L
N,+9,=0, Q + _u.-“T +p =0, M,—0Q,=0. (1230)

Lésung fiir unverinderliche Wandstéirke k. Die Steifigkeit D der Schale
gegen Dehnung und ihre Steifigkeit B gegen Biegung sind konstant. In diesem
Falle liefert die dritte Gleichgewichtsbedingung (1230) und die Zusammenfassung
der ersten beiden Gleichgewichtsbedingungen in Verbindung mit (1228) und (1229)
zwel simultane totale Differentialgleichungen. ' .

Z o v D(1— pt) i
TP L85 QU = - 9 — Hi ':':Pv (1231)

Durch die Elimination der einen Unbekannten entsteht die Differentialgleichung
fiir die andere.

. 4 2 s A o 4 r "
1 B e T, ) I¥ 1 e e
¢ YT 3 B '-‘_}bz a ow.l 4 Qu’ LI T | {’]y y i ._.:?I;z a pu’.' ’ (1939
1 3(1 —puy (1232)
Th hE.at

Die Verkniipfung von M} = (), mit den iibrigen Gleichgewichts- und Vertriglich-
keitsbedingungen liefert die Differentialgleichung der Biegelinie des Meridians
-+ 1 N,

sl F T 5 ] N = - | 0

Wiy W (}5; = M r:y N,= ‘f?ﬁndﬁ +C. (1233)
Die vollstindige Losung der Differentialgleichungen fiir Q, oder w besteht aus einem
von der Belastung $,, p, abhiingigen partikuliren Integral Q,,, w, der inhomogenen
Gleichung und aus der allgemeinen Losung Q,, @ der homogenen Gleichung mit
vier Integrationskonstanten.

; 0,=0,+0, W=, + . (1234)
Fliissigkeitsfiillung ;
¢ L4 at e
Pe=0, Ng=0, p=~py 10 =10, W= —poyys—syy. (1235
Fiillgut im Sinne von S. 14:
3 i Ps, mazx ¥y e
?ﬁk =0 ’ ‘mli.r e n' ?5:: =E= ]ﬁs. r.n.u{l pr WWJ ’ QJ.fa = i .." .'.“-,I-i i ’ I
L d|=t)
i )
: 1236
TP} — £ ﬂ; 1 JI;" =¥t ( }
= = Puomes 55~ B T, () ] ‘
L A
Die homogenen Differentialgleichungen
a’"(? ; AT o e
rﬂl".;}‘ 5 e 4: Q'y = '0 Gdef ||"[_1,.L].l | 4_ w - (} {133‘}

sind auf S. 769 gelost worden. Das Ergebnis (J,, @ unterscheidet sich allein durch
die Bedeutung der Integrationskonstanten. Sind diese aus den Randbedingungen
bestimmt worden, so lassen sich alle Komponenten des Spannungs- und Ver-
schiebungszustandes anschreiben. Aus ,(y) wird

N,=—[p,dy+C, Ehw=a*(Q,+p,)+paN,, (1238)
Ny=—a(@,+ 1), Ehd =a* Q)+ ;) —pap,.

Aus w(y) folgt
Ny=—[p,dy+C, Ny=—Eh+pN,, ©o=u, } (1239)

M,=—Bu" My=—uBw’, Q,=—Bu",

]
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Die Untersuchung wird daher auf die Ableitung des Spannungszustandes aus den
Verschiebungen w beschrinkt. Nach Abb. 816 ist mit (1237)
LA A i it

,".;' -J[—”,:,.:_* = dw =0 Odﬂl' T,r ’?]‘T i 4 1w = 0, Az 1’_ 3 n= e “240)

&|

Der Buchstabe L bezeichnet eine fiir jede Zylinderschale charakteristische Linge,
welche ven den Abmessungen des Breitenschnittes und von den elastischen Eigen-
schaften des Baustoffs abhingt. Sie betrigt bei Verwendung von Eisenbeton mit
= 16

L=a: |/ V30—p) =a:13l = (1241)
{/L =4 ist eine Schalenkonstante, y/l = 5 die unbenannte, ortsbestimmende Ko-
ordinate. Nach S. 769 ist
w=C,e*Mcosdn+ Cyetsindn + Cye*cosdAn+ Cye*sindy (1242)
und mit = A ens At C, = — 4, siny; usw.
auch w= Ay e cos(An+y) + Ay e cos (An+p.) .

Der abklingende Anteil der Funktion allein ist eine periodisch gedimpite Schwin
gung. Die halbe Wellenlange ist I, = =l{A = w L, das logarithmische Dekrement m,

%f‘r* I ny

lang nach einer Richtung. Bei cllesen sind die Integra-

a b so dall die Amplituden der Funktion @ und aller ihrer Ab-
aberar fard | leitungen mit jeder halben Welle auf 1/23,14 des vorher-
P | ‘y | gehenden Ausschlags zuriickgehen. Sie klingen also um
| g, | schneller ab, je groBer A oder je kleiner L ist. Aus
) & # | diesem Grunde gelten Schalen mit ! > 7L als unendlich
F’r ! tionskonstanten Cy, C, oder 4,, 4, Null, damit die Wirkung

ty zw | der Randkrifte in % = 0 fiir y = oo verschwindet.
threr Ford Die allgemeine Rechenvorschrift zerfillt daher bei
Abb. 817, hohen Zylinderschalen mit / > 7L in zwei Teillésungen

fiir den unendlich langen Zylinder, bei welchen 5 sowohl
fir w, wie fiir w entweder vom oberen oder unteren Rande gerechnet wird
(Abb. 817). In beiden Fillen ist nach (1242)

w = ¢ (C,cosAn+Cysiniy) und mit dw/d(An)=1w" usw.
w = —¢*[C, (sindn+cosdn) + C; (sindn—cosdn)],
1[ ) ‘f 1A% e )+ Ca i 0] (1243)
W= "(Cysindn —Cycosdn), |
w'=—2¢"[C,(sindn—cosdy) — C,(sindn+cosdn)],
r Eh - T ! 4 w
W= a3 (wo + w) + u N,, W=+ _i :
3 _ (1244)
M,=—Buw'= (g 75') o Ay B o=l (w:“" i £ 29

Das Ergebnis (1244) gilt selbstverstindlich auch fiir die vollstindige Lésung @
(1242) der homogenen Differentialgleichung. Es bedeute t mechanisch die Uberlagerung
der Verschiebungen w, und der Schnittkrifte N,,, N, der statisch bestimmt ge-
stiitzten Schale aus der vorgeschriebenen Belastung p,, . mit den Anteilen
w, JI;, M, aus den Biegungsmomenten und Querkriften (X, bis X,), welche durch
‘Randstérungen, also durch statisch unbestimmten AnschluB der Schale, un-
verschiebliche Lagerung und Einspannung des Schalenrandes hervorgerufen wer-
den. Sind die Randkrifte bekannt, so 148t sich der Verschiebungs- und Spannungs-
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zustand der Schale nach der folgenden Rechenvorschrift anschreiben:

w=w,+ X, w, Ny=Ngyo+ 3 X;Ny,, (t=1,...,4). (1245)

Die Komponenten wy, N, aus der Belastung der statisch bestimmt gestiitzten
h]igllllt\-\‘tt‘]]tt n Schale stimmen ebenso wie bei der K ugel- und Kegelschale nahezn
mit den Schnittkriften und Verschiebungen des I..mg,m?pd[||1u1]§,_,.¢11;-,1_.|_m1|_-h iiberein
und sind in einzelnen Belastungsfillen mit diesen identisch. Daher konnen die Kom-
ponenten wy, x;-’u nach den Angaben in Abschn. 80 eingesetzt werden. Die Schnitt-
krifte N,;, M,,; und die Verschiebungen w, der l.)j(_'gL]I'J.g:'w:ilL"i[L'I] Schale werden fiir
X, =1 aus den homogenen Gleichungen (1237) berechnet. Dabei sind die iibrigen
Randkrifte Null. Die Integrationskonstanten werden dabei allerdings in der Regel
fiir die Randbedingungen eines nach einer l{ithtvlw unendlich langen Zylinders

angegeben, zumal diese Losung bereits aus Abschn, 2
Losung fiir X; =1 (Abb. 818a):

D gt 9 42

2 bekannt ist.

W= i€ lcosidy, O = — 355 ¢ " (sindn 4 cosdy),

v 2a = - al a!
Noyp=—- I e*cosdn, M,,=-—Le*sindy, (1246)

Qoi=¢*" (sindny—cosdn).

Losung fir X, = 1 (Abb. 818b):

i BT g R 4 at : [ 1

Wy =—ygp ¢ (cosAy—sindy), Oy = ;555 ¢ cosdy,

T 2a in ‘ - a R A A
Ngg= —z—¢""[cosdy—sinky), My=c¢ I(sinin+cosdy),; (1247)

g, Ll
Qya=——F— ¢ "sindy.

Die AnschluBkrifte X,(i = 1. .. 4) sind durch die geometrischen oder statischen
Bedingungen aus der vorgeschriebenen Abstiitzung

3 (1 .4) der beiden Schalenrinder a, & oder
durch ihre Verbindung mit benachbarten Bauteilen
(Platte, Kegelschale, Kugelschale) bestimmt. Die
Buchstaben bedeuten dann die gegenseitige Ver- __L
schiebung der Rinder oder die gegenseitige Ver- % |
drehung der Endtangenten der benachbarten rota- 5
tionssymmetrischen I lichen (§; =0, + 0;q0, vl
S.773). Auch hierbei wird in der RL”L‘i mit dem

einseitig unendlich langen Zylinder gerechnet, um die Aufgabe zu vereinfachen.
Nach 1[31-6] und (1247) ist

512,-9_-: (521,‘:‘.;' 3

E -:l'l Ii ﬁ"’:

F).m o — 1._]—;_:—1" .

===, o (1248)

1. Starre Einspannung des Randes a(y = 0) eines unendlich langen Zylinders.

r&, = .Y ()”_ """ Ynoio __' &m
=X 65+ X003 émru,
Mit (1248) und 8, = w,q, Oy = @5y Wird
A f E k .
Xo=M,= - }J-j (Wqo + L) s I

oy (1249)
*'}“_1 S (.J:.- = ‘_- rul (2,9 + Lig,). J
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2. Gelenkige Lagerung des Randes a(n = 0) eines unendlich langen Zylinders.
E g W } 4 y

M,=X,=0
und 0= X, 0, + 0;,=0,
; ¥ LE
also mit (1248) = —0Q,= [I; Wy (1250)

Damit sind nach (1244) auch die Formidnderungen und Schnittkrifte bekannt.
Zylinderschale mit /& = const als Behilter (Abb. 819). Der untere Rand
des Mantels ist im Behilterboden starr einge spannt, der obere Rand kann frei,
gelenkig gelagert oder ebenfalls eingespannt sein. Um die strenge Losung der Auf-
{:;il"r'c zu begriinden, sollen die Abmessungen des Behiilters eine relativ groBe cha-
rakteristische Linge L bestimmen und daher die Integrationskonstanten der
Lésung (1242) von den Bedingungen an beiden Randern abhiingen. Nach S. 760 ist

po=—yy=—yLiy, W= —yz=An. (1251)
Die vollstindige Losung @ = w, + @ der inhomogenen Differentialgleichung lautet
daher nach (260) transformiert
W= —7y ';L At + Uycos A5Cofdn + Upcos Ay €indn + Uysin A nCojiy
Uysindn©indy. (1252)

Werden die Ableitungen der Funktion w nach der Verinderlichen (An) mit w’, @
usw. bezeichnet, so sind nach (1244)
1 B B il

ot My=—zz9", My=—przw", 0,=— W (1253)
Die Funktionen " usw. sind auf S. 141 angeschrieben. Die Vorzahlen sind
1 1 1/, 4 _ B Ej 1
=— /3= (1— u?, et (1264
L a hE L2 da F3(1— pd)? \ )

so daB die lll[tf.!'l’d'[ltil'lwiﬂll]‘s[d]][[['I U; ... U, leicht aus den Randbedingungen fiir
A7 =0 oder 45 =2 berechnet werden kénnen.

1. Oberer Rand frei, Ay =0 mit @™ =0 und w'~ = 0, unterer Rand ein-
gespannt Ay =4, mit w =0, w = 0.

: I%? cos A Gin A + sin AEof A — "Hfl-«f Eof A :
U= 1 e 4 j =0,
E [ A {cos® A Lu]- e
R T st (1255)
U ,faf cos/ SEind— sin A4 Gof A — 1/2 - cos A o 4 8 ‘
2 YER cos? 2 4 Egf2 22

. Oberer Rand E:L‘]L‘I]]ﬂg gelage rt Ay =0 mit w = 0 und w "~ = 0, unterer Rand
r_muup.mnf An =4 mit w 0, w=0.

la® 1 ‘,wm_JLEuU —sin Gin A — cos 4 Gof . l

e YER Eoj 4 Ein A — cosAsin A
= (1256)
U.=0 U p oo bat Ifd-cosd @in AL sind g,,IElJ‘—Cl:a,JLn},J [
- AR B B Eof A Bin 4 — cos 4 sin

3. Oberer Rand uingo«pannt A7 =0 mit w = 0 und w’ = 0, unterer Rand ein
gespannt An =4 mit w = 0 und @’ = 0.

a

lat (Gind 4 sind)sini — 4 (sin A@p{ A L cos d Sin )

5 =0, Usg= — J
d TEn A(Sin®2 4 — sin? 4) :
Uy— —p @ Asin2GofA+cosd@ind) — Gindsind+Gind) | oz
Eh Z(Bin*i — sin? A)

{a® (Gojld — cos .'Jl[-::m A+sind) — 21 m) BSin A
4 Eh A(Bin2 A — sin® 4) 3

1’_:'1'_'_. -

"
)
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Damit sind auch alle Komponenten (1253) des Spannungs- und Verschiebungs-
zustandes bekannt. Ihre Berechnung.wird durch die bekannten Tabellen der hyper-
bolischen Funktionen von K. Hayashi erleichtert. Sind diese nicht zur Hand, so
kann in der Regel (h < a)

e e 1

Bind = @ofd= 5 &
gesetzt und ¢* als num In ¢ = num A nach Taschenbiichern bestimmt werden. Das
Einspannungsmoment ist dann fiir y =1 und g = 0 in allen 3 Fillen

as A%,

My~ ySer(h—1). (1258)

Berechnung eines Wasserbehiilters.

a) Vollstdndige Lésung nach (1252) fiir starre Einspannung des unteren Schalenrandes.

a=90m; I=9,0m; } = 0,30 m; alh = 30. 7 | +
e I
9,0 : |
Nach (1241) ist L =——1— =1,258, e al-z -
1,31 30 / | | s
{ e [ o i
A=717, y=1t/m*, E=2100000 t/m?, { ! =
:GE : '\_‘_\_-\_‘ 1
v g5 = 116610, L i vl
; R Y ; : - 00 m— =
1. Oberer Rand frei. Nach (1255) ist I/, = 0 und Abb. 818,

< o 409,64 1 504,60 — 14,34 - 409,64
a2 EB . - X = bbbt 0y . -7
Uy=—1,156-10 N BT = 18,89 - 10-7,

409,64 — 504,60 — - Ii" - 408,64
1.17

{'rE-'_: '['-:'I.z =adbn s e e 4230‘!"‘: = =165+ lt'_?n
il

! }l 1 Oberer Rand frei

2 s »  Belenkig gelagert
—! 3 " »  ingespannt
& o Irel, B 0, 8.5. 700,

[ 1 | l
10
Vo ] B |
— — 4 4 .
= '
I |
v i ! | |
-~ A} ! e e
| ] O | B [
. = I s e =
-2 -7 g 7 2 d i 5 & 7

Biegungsmament My in mé,
a4 g2 g T T R R S (R
Ausbiegung v in mm

Abb, 820.

damit nach (1252) und (1253) mit (1251)
w=—0,161-10-27 5+ 10-7[18,89 cos 4 1 Eof A n 4+ 4,15 (cos A Sin 4 5 + sin 4 5 Eoj'i 1],
M,=0,614-10-°[1f 39sindySiniy 4 4,15(sininCofin — cosdy Sinin)].

Am unteren Rand is M, = 6,08 mt/m, |
2. Oberer Rand elenkig gelagert. Nach (1256) ist

U= U, =0, U,=23.05-10"7, Uy =4,15-10-7,




s

B1. li;n_-:".l.'::!;:ﬁr,n_‘i‘;c: ]'('I'L.’lli:}lh’ﬂ-i_\':Z‘.'.!'!I'_".]'E:-C-.,‘iu" Schalen.

=]
v )
e

3. Oberer Rand starr eingespannt. Nach (1257) ist

Up=0, U,=2306-107, U,=1588.10-%, U,=—1,385-10-1.

sind in Abb. 820 dargestellt. Die Ringkraft N,
f

ung i und die Biegungsmomente
1 der Ausbieg

Die Au L
ist nach (1244) proportiona
b} Niherungsweise ist fiir alle 3 Randbedingungen nach (1258)

9,02.0,30 _

o

M, = 10— 7.17 - 6,17 = 5,97 mt/m.
.90 !
¢} Die Teilldsung (1243) fiir den unendlich langen Zylinder ergibt nach (1249)
Edqe
M, = _)y (A — 1) = 6,12 mt/m.

Der Verlauf der Funktionen w und M, stimmt mit den Kurven I und 2 Abb. 820 so gut {iber-
ein, dal der Unterschied in der Zeichnung nicht hervortritt.

Untersuchung eines Wasserbehiilters nach (1234) bei verschiedenen Randbedingungen.
a) Starre Einspannung des unteren Schalenrandes.
a=230m, I=90m, k=03m, allk =10.
Nach (1241} bt L= =0 e (558,
1,31} 10
A=1245, »= 10 t/m?, Eh=0,63-108,

Fiir den Lingsspannungszustand 1st nach (1154)
L5 -4 ‘\ £l

a?

e = [ i wrel )

ity = -—II.L_TLt—_l], Wy =
Abb. 821, Damit wird nach (1249) das Einspannungsmoment
LEE A ¢ a® | a? L3 o 3

M,=X.=————|—=y=—=—F+Ly=—]|=——(A—1) = 2,166 mt/m

# aat N TED Ek/ 2 /

und =
r i s ;
Xy=—-7r(@E4i—1) =625tm,

so daB nach (1243) und (1244) Forminderung und Schnittkrdfte bestimmt sind (Abb. 824a).

2] i, TR LS.
W = _-l-/i_‘_ [1 - 7] — g—*1 |I COS 4 1) - l ] — 7 }gili] A I]]
N L) 4 &

NI Eh _
=)~
k ® Y. " f F T A\

=2 e T . - ) A
¢ ¢ M,= 121 a""-'{SIn?. n— |1 —|cos A7 ].

,t;-i-

Abb, 822, 2 \ \ T
b) Elastische Einspannung in eine Kreisplatte (Abb. 824Db).
1. ForménderungsgréBen nach S. 773 fiir die Kreisplatte mit Tabelle 63.
E hx8
h* =040 m, N= —k,, = 11520 mt.
12(1 — p®)

Ky = By =0 y— 0] wk=10, M. =0,

Xe=1! 8o 4= bl 293,2.107%, w¥—=— —ﬂ-z———c.rs,.——.—:a:}:s-lrj-“-f!fl: M, ,=—1.
Bt At T A 2N(14+p) s
N = lad SO =
P ;:_'.?I t}lﬂ.l;o' 1520_1__' -.Jm = — 2265 . 10-8.
Iat ' " s o 2
it gy el B, — (1 + p) D, = 5365 - 10-5 (P, — 0,184 By),
M, o=y 2 (3 4 4) By = 16,07 Dy

] 16 \

2. FormanderungsgriBen fiir die Zylinderschale nach (1248)
dyp.0 = 39,5.10-%, dyo s =—547-107%, 85,2 = 1512 10"
Sqp,s =ity = —128,6. 10-%, Ogp s =wh, =143 - 10-%
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3. Berechnung der Anschlulkrifte nach S. 773 mit Oer = Beaiy + Oy .

Xy = 14,518 tfm ,

Xy= 8,133 mt/m .

4. Forminderung und Schnittkrifte der Schale Abb. 824b. Nach (1243) und (1244) ist

Y 5 (=) -+ 14,518 w, -+ 8,133
=—128,6: 10-5[(1 — ) — e *"(cos ] b B Ak st Al
M,= 14,518 M, + 8,133 M,
- — 2,358 ¢=*¥ (sin 7 —344cosdy).
5. Forménderung und Schnittkrifte der Platte. Abb. 824 b.
w¥ = 5365+ 10-% (P, — 0,184 P,) — 8,133-335-10-5 P,
= 1{) in_-\"_r[i.{.{l- t,,b[ — 087 u‘n:‘-

M, = 16,07 ®; — 8,133.

c) Elastische Einspanuung in eine Kugelschale. Abb. 824c.

1. Formiénderungsgrofien fiir die Kugelschale nach (1197)
und (1199) mit
a* =4 .67 m, B*=020m, a¥*(i* =23 35,

Nach (1185) ist

k= 72335305722 = 6,32, J; = 695 - 10-%,

und mit o, = 40, sin o, = 06428, E ¥ =042. 108,

fsJ[Ij'—-:IH_]‘l”_G. Ia‘.”ll = 122,565+ 10 ."'. "1_\-*3'1;5]3']‘_‘"".

Abb. 823,

Mit ¢ 9 - 4,67 -cos gy = 12,68 m und ffa* = 2,69 wird nach (1132)

10,1 =Arzs=—138.10-% und Js, 4= gz =33,3-10-5.

Die Horizentalkraft H betriigt nach S. 752 mit (1132)

5, e e
H = —Ng,co5m= + % _t;‘ :._:; I::‘ — 2 1 :_":.:I‘::I;;-x"' | cos gty = -+18,1 t/m
und damit nach (1201)
054 =15,1 .88, 1. 10~% =818 107%, 0%o. 1 =—15,1+122,5+107% = —18b0-10-%,
s0 dalB
§,5.4 = (—136 4 B78) - 10-% = 742 - 10-%, Ja0,1 = (33,3 — 1850) 10~* = —1816,7 - 10-®
2. FormanderungsgroBen der Zylinderschale wie unter b).
1+ 5. 773 mit dpa =845 + Orrs.

3. Berechnung der AnschluBkriite na

2] X5

97,6 [ 1772 | — 613.4 Xy =—2,634 tfm,

- 179,2 i 64,2 1802,4 Xy= 2,011 mt/m.

4. Forminderungen und Schnittkrifte der Zylinderschale nach (1243) und (1244)
w=—10-%.128,6 [(1 — ) + 1.6T e *" (cos A5 — 0,613 sin 4 5}],
M, =3917*"(sin 4 5 -+ 0,513 cos A7) .

ale nach (1192)

3. Schnittkrifte in der Kugelsc

5.04 sin (kw) — 2,84 sin | A @ + ,—| .
4/ ]
50

M, = (X, + H)M; + XoMy=2—""

deyer, Bat ik, 2. Aufl, Neudruck
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d) Berechnung fiir Temperatur und Schwinden bei eingespanntem unterem
Rand.

Die Forminderungsgrofen aus X, 1, Xy 1 werden wie auf S. 784
4y = 39,6 10-%, Oq9 = — D4,7 - 1078, Oga = 161,2 - 10-5.

o |
!
[ | :
v
| s
[
! / =5
Gsgmmy_
Ne=sco

Abb, B24.

10+ 10~8

‘emperaturwirkung ist nach (1157) mit o,

=ty =—cst-a=—350.1.10-8, Gog =0 .

Damit lauten die Gleichungen auf S. 7

Formanderung und Schnittkrifte betragen

X,

X

39.5 i

= 547

54,7 |30+¢

I5L,2

W =

M = —0,551 ¢~ *" (sin 1 1

nach (1243)

- cos A7)

Xy=1,522+¢ tim,
Xq=0,561+¢ mt/m.

' {1:-::-1-4] Abb. §244d

30.¢.10-5[1 — &~V (cos A 4 sin A n)],

o

Berechnung eines Silos.

l. Geometrische Grundlagen.

Pa=239(1 —¢%), pp=

P maz,

Zylinderschale: a = 3,(
Eh=0,42.108%,

!

Kegelschale: o= 45¢,

E h* = 0,525 - 108,

= 1525, n=!
*=4924m, p*=0,25m,

L*

afh =15,

L =0,T88 m,

=

¥ = 0,7 tfm?,

k= 0,248,

u=0,44,
2,09

Po,max= {008

= 13,75,

0,7 3
= _ — 9 O
e, MAx U,-j--f- :' ‘—_—‘ﬂ!‘ ]
" 1,5
&p =

9.62(1 —e

0,44 + 0,248

! l—9 99—y
i K:.-- -

PR Gk T N

Jm, i=98,0m, & =0,20m,

L=00891 m,

= 10%/355,

2. Belastung. Fiillgut: Roggen. Nach S. 14 ist (Abb. 825)

FlU = 3/2,

= 9,62,




Berechnung eines Silos. 187

Zylinderschale: $, = —239 (1 — &%),
f [ TN
Kegelschale: pF = —p,sin*a — p,costa = — §,01 l'\l —e B
irucr 4
P B L sy o R0 =3
19,43
3. Formanderung der Zylinderschale,
a) Membranzustand. Nach (1155) ist
3.0°
wymm == e s JOT0. 230 (]l — e *) = —513.10-%(1 — %),
0 0,42 39 (1 ) 31,3« 108 (1 )
51,3108
By= ]—.—,_;,— 8t =TS s IO =
13,75
so daB mit y = 0:
Sip.a=—24,8-10-%, Oy 5=1,94.10-2. |
b) Fiir die Belastung aus X, = 1, X, = 1 (Abb, 826) ist nach (1248)
G112 = 72,6108, dyg, g = — 122,6 - 108, 83a,5 = 415,0. 107, |
4. Formanderung der Kegelschale.
a) Membranzustand. Aus den Gleichgewichtsbedingungen (1138) folgt ¥ |
Npo=—y*p, = 6,01 y* (1 — e=**) 4 ‘
und A i
(Nyoy*)' = 6,01 y*(1 — &™), E’
woraus
. % 19,432 i
0 B e | s = 0,878y |
Nyo= 6,01 L'Z’- - 19,43 ¢ N ¥ (¢ g ‘I'_.' Abb, 824,
Damit wird nach (1140)
% f 19,437 19.43% o0l
Ar,0=81-10-8 (1 — ) — | L — 19437 (1 - 55) — =5 osazl
ik i L2 \ ¥* ) yr i)
und nach (1141) .
3 { 19,432 ; yEs 19.43* |
Bl 46 - —a Vi, SR T — 10. Loy, e ooh =078 |
@3 11,46 - 10 [2 3 ¢ * 19,43 + 2 ™ IMSJ o |

Die Formanderungen am Rande im Sinne der Definition nach Abb. 826 betragen daher
10,1 = [A7y, oly=1e = 63,3 10-%,
Ba0.1=— (%) smi= = 20.3. 10-%.

b) Fiir die Belastung aus X,; = 1, X, =1 ist nach (1223) und (1224) unte: Beachtung des
Wirkungssinnes von X, nach Abb. 826

d1y,1 =43.4-107%, dip.1=17.9-10-%, g0 1=279.5 10-5.
¢} Belastung H. Nach Abb. 767 1st
H=—(Nyglysmpp+cos e =—4,67t
und nach (1201) y
Bl =—407.43.4-107°* =—2026. 1072,
8y, =—467-77.9. 1075 =—363,5. 10-%.

5. Berechnung der Uberzihligen.

81 = (72,5 + 43,4) « 10-° = 115,9 - 102,

dis = (—122.6 4 77,9) - 10-% =—44.7. 1078,

fiss = (415,0 -+ 279,5) 10-% = 694.5- 10-%,

$1o = (— 24,6 + 63,3 — 202,5) 10~ =—163.8- 10-%,
deo = (1,94 -+ 29,3 — 363,5) 10-° =— 332.26 - 10-5.

X; X
115,0 — 44,7 | 163.8 X, =1639tm,
— 44,7 ‘ 694,5 | 332,20 Xy = 0,584 mt/m .

50*




T.‘\-“' B1. Ilfx:-'_'_:lJll;_:»-:-l'.iﬂc- I.'L!-'..Hi-"‘.w.w_\'ih:'.!: trische Schalen.

6. Formidnderung und Schnittkrifte der Zylinderschale na

1 (1248) und (1244)
w = 1wy 4+ 1,639 w; 4+ 0,584 w,

——— =—51,3-10-% [(1 — &%) — 0,928 e~*" (cos A y + 1,516 sin 4 )] .

M, = 1,639 M, + 0,584 M, = 0,384 ¢ il [1,516cosdn —sindy].

und Schnittkrifte der Kegelschale

2,0 T (1,639 — 4,87) Ar, ; + 0,684 Ar, 5

dAr, g auf 5. 787, Nach (1223) und (1224) ist

,'fj'__l 1 =241+ 10-9 y*2 s~ s cos Nz s

Ary o =433-10-5 y*2 ¢ " (cos 5y — sin 15

My =—3,031 M; + 0,584 My = 0,584¢"2 [cos 17, — 1,89 sin ] .

)

Forminderung und Schnittkrifte sind in Abb, B27 dargestellt,

Berechnung eines Kiihlturmes.

1. Geometrische Grundlagen (Abb. 828)

Zylinderschale: a = 5,0m, I =15,0m, 4 = 0,07 m
Ek=0,147.10%, afh ="T78,6, L=0474 m, A=31"T, 0=y,
Kegelschale: ¢ =65% *=170m, a* = 13,0 m, i* =0,10 m
E h*=10,210.10¢, LY =0,506 m, B* = 10%/5560 , =5l

2. Belastung. Eigengewicht.

Zyhnderschale g = (0,168 t/' m?; Kegelschale g* 0,24 t/m?2.
3. Forminderung der Zylinderschale.
a) Membranzustand. Nach (1153) ist

—agi{l—n) =—107%.1573 (1 — 1),

10~% . i = —10-%.1,05, —

so daB mit =0 dyy,=—1573.10"%, |
Jaga=1056+107%,

b) Fiir die Belastung aus X; =1, X, = 1
(ADbb. 829) ist nach (1248)

b1, ="868.10"%, &y, .= — 1836 10-¢,

4.

ist mit

—_ coste clp
Ei* ;

T 1{|-ﬂ<;t.l,2&i4 v+ 0,5

Mit 4* = g* wird _"\'il'-lrl = — 3,96

Sop o = TT00+ 1078 .

Ogg o= 7700 « 1( X% L
Forminderung der Kegelschale, E |
Membranzustand. Nach (1142) und (1145) |

z 4" sin & und

g Abb, 820,
Gy=¢g+1-2an =87t

;'i 7 r , r’ a*\271] | Gy

| Deooste | \3*/ 1] " 9xEki*sine

]_ a*\ 2 x
FRerE: - el L e
13 214 nu) cos?e [ =1 SRR — —
# ; i 2 \»t) Eh:2my*sinq

¢ 13127 30). &
g 13} [y ii l
T Rt = |

1078, Ba0,1=—4,40. 10~% .




Berechnung eines Kithlturmes, 789

b} Die Belastung X, I, X; = 1 liefert nach (1225) und (1226)
Oy, = 482. 1078, djs.1=806.10-8, Oap. 1 = 3320 10-¢ .

q:;\ Belastung M, Nach (1145) ist

{r
~H = - ctg o =+1,175 t/m

2ma
und daher nach (1201) 850 1=—1,175.482: 107% = — 566 108,
dhg, 1= — 1,175 896 - 10-% — — 1053 - 10-5.
5. Berechnung der Uberzahligen. (§,, = Sep + Bixns Bip = f\ﬂ.r\ 1+ Bo,1 + Gp.0)
X X
1350 —040 581 Ay = 0,632 t/m
— 040 11070 1056 Xo=014] mt/m.

6. Formanderung und Schnittkrafte der Zylinderschale nach (1243) und (1244)
w = wy~+ 0,632 w; + 0,141 w,
—15,73 1079 [(1 — ) — 12,85 ¢~ (cos )z + 1,281 sin 19)],
M, = 0,532 M; + 0,141 My = — 0,110 ¢-*% (sin A — 1,281 cos 4 %) .
7. Formidnderung und Schnittkriafte der Kegelschale nach (1202) und (1221}

Ar.=Adr, o+ (0,632 — 1,175) A, ;4 0,141 47, .

1
[ i =A%, o — 0,643 dr, -+ 0141 A7, 5.
| Ary o auf 5. 788. Nach (1225) und (1226) ist
| A%, 1 =28505-10"%y*2e—"hcosny,,
Ary s =—05,28-107% y*2 2~ % (sin 11 — COS 1) .
| Forméanderung wund Schnittkrifte sind in
n Abb, 830 dargestellt.
M b_ Die Zylinderschale mit ver-
+GTit mitm, --;??'ﬁ‘ﬁ'n.;n. dinderlicher Wanddicke. Niherungs-
dr losungen der allgemeinen Aufgabe ent-
L — | stehen nach S. 778 durch die Unterteilung
Abb. B30, des Integrationsbereichs ! in » gleich-

grolle Abschnitte Ay = 5 omt der Punkt-
folge 0,1...%...#n und durch die Umwandlung der Differentialquotienten der
D‘]fft’lt‘iltla]”lt ‘ichung des Problems in Differenzenquotienten.
Die I}iffvr[_nthf[z:i(u]n_mg der Biegelinie w des Meridianschnittes mit beliebig
verdnderlicher Wanddicke / lautet nach (1229) fiir
v

- - N
N,=0, My;+=f+$,=0, M=—(Bu"":

I E3 \ “ T | e
; - 5y "E".h ,,Ju(II _ﬂ]:!i&[] .,f“].fx.
A Hiy a* hd E i

(1259)

Aus dieser werden nach (211) mit A, /h, = £, die folgenden Differenzengleichungen

abgeleitet:

Z 4 £t 12 (1 — u®) &4

Fa O AR, B A%, L F2 PR o ey Bk :
Lk A2 w oy e LR A Wy == ‘ik.l-l A Wy T 4::,;_. f..':iw'r" EN Pﬁ.k'

Sie lassen sich nach S. 130 umformen
ol 2w et W R SO0 S S 2 I
k-1 WE—-2 T 21"";;_1 (af—._.; =1 h:) i Wy 'rnf 17T 4 |:~’:E ok ”:] = k41 l
'~ ~ 0

12 (1 — u®) st

— 2wy (R + i) + S Whie = <7 bews B=1...(n—=1).

Y]
E &}

(1260)




790 81. Biegungssteife rotationssymmetrische Schalen.

Die Rechenvorschrift besteht neben diesen (1 —1) linearen Gleichungen aus vier
Randbedingungen fiir w, @', M oder J am Rande v =0 und y = . Sie enthilt
ebenso viele Wurzeln (k% —1...n + 1), die daher eindeutig bestimmt sind.
23- oder Spannungs-
zustand, Dieser Lt sich nach (1229) ebenfalls durch Differenzen ausdriicken.

= AR T2 2 59
Sind keine Randbedingungen vorgeschrieben, sondern nur durch die Verbindung
des Breitenschnittes mit anderen elastischen Bauteilen bestimmt, so miissen hier
ebenso wie auf 5. 781 zunichst die Anschlulkrifte berechnet werden. Die Kompo-
nenten dy,, 0y des Verschiebungszustandes ergeben sich in der Regel aus der
partikuldren Losung ven (1259), die Vorzahlen &y, 642, 00 des Ansatzes lassen sich
genigend genau aus den Differenzengleichungen eines unendlich langen Zylinders
mit vorgeschriebenen Randkriften nach S5.789 fir X, =0, =1, My =0 oder
X, =My=1, @, =0 berechnen. Da die Funktionen w(y) in diesem Falle schnell
abklingen, werden die Verschiebungen w,. ¢ auflerhalb einer geschitzten Rand-
zone Null gesetzt, ohne die Bedingungen am entgegengesetzten Rande zu beriick-
sichtigen.

Berechnung des Wasserbehiilters Abb. 819 fiir linear veriinderliche Wandstiirke
(h" = 0).

1. Geometrische Abmessungen (Abb. 832). I'=90m, a =9,0m.
r " . "I:u ;
L g =040 m, fyp=0,20m, = (5 — ),
i Jis Vi
— % = 18,0, fr=sr=1—r.
hig — Ityp Fig 18.0

Der Integrationsbereich ! wird in 10 gleiche Teile geteilt. s = 0.9 m.

2. Belastung. Wasserdruck, #, 1,0 (! -

3. Randbedingungen, Der untere Rand % 0 ist starr e nnt, w 0 w'=0
also w_; = w,. Der obere Rand ist kraftefrei, 0, = 0, M, = 0, ¢ it (1261)
gy = 2wy — wy, Wyg 2 1wy + twg) + 3wy — 2 wy.
G611
-
4. Vorzahlen der Differenzengleichungen (1260)
12(1 — u?) st | 54 0,057 . 54 01
St b AT P e (9.0 LT — = (L1475,
E i3 Pz, By s 1600 ¥e) 3 ki
n =0
T T
[ wg |
- | o4 T 1 sj-1 54
k | 3 ] gy L 4 L | 00—, - S
; e e 2l i B 7 B (P R A S Bt b =
| 1
| | =l |
] |
I 0,0 I,05 I 2,158 ) =
) o 1 | Bz7 ) 0,513
I 0,9 [ | ) 586 3 81 — 0,401
2 . | | © 343 | © 2 0,411
| | .
| : | |




82. Membrantheorie von Rohr und Tonne: 791
5. Die Bedingungsgleichungen unter Beriicksichtipung der Randbedingungen.
5 : 54
iy Wy ti'y Wy Wy g twy g tilg 'y 108 ——put
0,719 2 1TE ), 720 | I ED g
22 i | [ 0,461
_——l — e el T | T 'I__ it Baes -’
.17 4,021 2, DEC :
3,172 | 0 386 0,614 : — 0,411
= e e E— - — — — Sl
o |
729 | — 2,686 109 | — 2,252 1,512
V7 | ) | 4,109 25 ] — 0,359
| o614 | l i _i\ PR e L BES i o
y 614 | - g
| : 1 1530 I,380 0,42 | . 0,308
| o512 1,868 [ | — 0,256
—l _ — —t = —~
| | [
| | 0,422 i) | 0,275 0,205
- i —— | — -| e — —
| | |
| | 4 0,082 L | — 0,154
- — —_— | S — | ——— | — ————— — S —-.— I——— -4
| 0,275 0,082 I,0Gr | O, 704 | O, 10K 0,103
Eats ik ) Lk ] s J== | | i
| | | 3 T ey oy
| | 0,216 ), 764 | 1,204 |—o,332 — 0,051
i =
| | | I 0,166 | 3,33 0,313 o
6. Auflésung. Die Iteration einer Naherungslsung liefert
Fr | : I B S i o (1T 6 | 7 8 |

. | | | | |
10% 1, LI 90,2390 [—0,5144 | —0,6016 |—0,6777 | —0,6131 —0,5I40 | —0,4047 |—0,2860 |—o0, [54;|—-o,012.} mim

7. Schnittkrifte nach (1261). Die Ausbiegung w, und das Biegungsmoment M, sind in
Abb. 820 S. 783 durch die Linie £ dargestellt.

Podschl, T., u. K. v. Terzaghi: Berechnung von Behiltern nach neueren analytischen und

graphischen Methoden. Berlin 1913 und 1926. — Meifiner, E eanspruchung und Form-
anderung zylindrischer GefdBle mit linear verinderlicher Wandstarke. Vischr. Naturforsch. Ges,

Ziitich 1917 8. 1563. — Pasternak, P.: Formeln zur raschen Berechnung der Biegebeanspruchurg
in kreisrunden Behdltern. Schweiz. Bauztg. Bd. 86 (1925) S, 120. — Derselbe: Vereinfachte

Berechnung der Biegebeanspruchung in diinnwandigen kreisrunden Behiltern. Verh. 2. Int.
Kongr. f, techn. Mechanik. Ziirich 1827. — Derselbe: Die praktische Berechnung der Biege-

beanspruchung in kreisrunden Behaltern mit gewtilbten Béden und Decken und linear verinder-
lichen Wandstarken. Schweiz, Bauztg. Bd. 90 (1927). — Susok, K.: Formeln zur praktischen
Berechnung der Biegungsbeanspruchung in kreisrunden Behiltern mit linear verinderlichen
Wandstirken. Beton u. Eisen 1927 S. 450. — Steuermann, E.: Beitrag zur Berechnung des
zylindrischen Behilters mit verinderlicher Wandstirke. Beton u. Eisen 1928 S. 288, Miesel,
K.: Uber die Festigkeit von Kreiszylinderschalen mit nichtachsensymmetrischer Belastung,
Ing.-Arch. 1930 S. 22, — Fliigge, W.: Die Stabilitit der Kreiszylinderschale, Ing.-Arch. 1831
S. 463. — Stange, K.: Der Spannungszustand einer Kreisringschale. Ing.-Arch. 1831 S. 47. —
Abdank, R.: Berechnung ganz oder teilweise gefiillter, freitragender, diinnwandiger Rohr-
leitungen mit beliebig geneigter Achse. Bautechn, 1031 S. 410. — v. Sanden, K., u. F, Télke:
Uber Stabilitidtsprobleme dinner kreiszylindrischer Schalen. Ing.-Arch. 1931 S. 24.

82. Membrantheorie von Rohr und Tonne.

Tonne und Rohr werden bei zahlreichen Anwendungen im Bauwesen lings der
Rinder oder lings ausgezeichneter Mantellinien o = const stetig unterstiitzt und
bei der statischen Untersuchung unendlich lang angenommen (Abb. 833). Eine von
# unabhingige Belastung $ = $(«) erzeugt dann mit 4 = 0 einen ebenen Spannungs-
zustand, dessen Komponenten ebenso wie beim biegungssteifen gekriimmten Stabe
berechnet werden (S. 131 und 136). Durch die Abstiitzung einzelner Querschnitte
des Flichentragwerks mit biegungssteifen Rahmen, Bindern oder Querwinden




792 82, Membrantheorie von Rohr und Tonne.

entstehen freitragende Rohre und Tonnen, deren differentiale Streifen sich nicht
mehr gleichartig verhalten, so dall die Spannungen nach der Schalentheorie be-
rechnet werden miissen. Gelten dabei mit s < » dieselben Annahmen wie auf
; S. 743, so lassen sich die inneren Krifte auch
hier durch Schnittkriifte, also durch Lings- und
Querkrifte, Biegungs- und Drillungsmomente
ausdriicken. Die rdumliche Tragwirkung der
o Tonne ist zuerst von A. F6ppl an Fachwerken
Abb, 833, {1894), von D. Thoma und E. Schwerin an
Rohren (1920) und von F. Bauersfeld und

U. Finsterwalder an freitragenden Gewdlpen (1928) untersucht worden.

Um die Rechnung zu vereinfachen, kinnen die Biegungsspannungen gegeniiber
den Dehnungsspannungen eines Abschhitts zundchst ebenso wie bei den rotations-
symmetrischen Schalen vernachldssigt werden, wenn die Randbedingungen voll-
stindig erfillt sind oder wenn die Randstérungen keinen wesentlichen Einflull auf
den Spannungs- und Forminderungszustand besitzen. Das Kraftfeld der Schaie
wird dann allein durch Lingskrifte und Schubkrafte beschrieben, wihrend die
Biegung nur geringe Nebenspannungen erzeugt.

Zur Berechnung der Lingskrifte N, N, und der Schubkrifte N,, geniigen die
drei Gleichgewichtsbedingungen. Die Aufgabe ist also ebenso wie bei den rotations-
symmetrischen Schalen statisch bestimmt. Die Gleichgewichtsbedingungen werden
fiir die #ubBeren Kriifte eines differentialen Schalenteils d x-rde angeschrieben und
dabei auf das Achsensystem der Abb. 838 bezogen. Der Ursprung der x-Achse
fillt in den mittleren Breitenschnitt zwischen zwei Querstiitzen (Abstand 21[). Diese
bedeuten Rinder des stetigen Zusammenhangs und damit Randbedingungen fiir die
mathematische Beschreibung des Spannungs- und Verschiebungszustandes. Das-
selbe gilt von der Begrenzung der Tonnen-
schalen lings der Erzeugenden. Randstérungen
des Membranzust: m{IL.s sind also nur dann
ausgeschlossen, wenn die an den Réndern
der Schale vorhandenen Kriifte den stiitzenden
Randgliedern ohne Zwang zugefiihrt werden
konnen.

Die Wanddicke % ist konstant, die Be-
.\ lastung p eine stetige Funktion von x und a.

=\ Thre Komponenten werden mit p,, f,, £
bezeichnet. Die Verschicbungen der Punkte
Abb, 834, der Mittelfliche im Sinne der drei in Abb. 834

eingetragenen Achsen sind #, v, w.

Bedingungen fiir das Gleichgewicht der Krifte an dem differentialen Abschnitt
Abb. 834 an, '

-dxrdo - ONes gods 4 Fpedxrda =0,

dz .f!jr
. \a 2 IN, .,
x4 —{v;— dxrda -+ pydxrde =0,
Nydxdo+ p.darda =10,
ON. o 1 J Ng aN JON -
L el LLs = e N L -= (1262
S e R py=0, Ax |\ rda | Pz=0, Ny+p,r=0. (1262)
Die Schnittkrifte konnen daher unabhiingig voneinander berechnet werden.
7 ¥ ToA P bl
No=—rp,, Nya=— ¥ By _Ilﬁy‘z"" = (—-iLIJ-l (1263)

___._J’_ ﬂ“d —J'p:dx-;'— Calal. [




spannungszustand einer freitragenden Druckrohrieitung. 793

Die Integrationskonstanten C;, C, sind unabhiingig von x, aber Funktionen von o,
und daher nur durch Randbedingungen fiilr » = const bestimmt. Bei freier Aui-
lagerung der Schale auf zwei Querstiitzen sind die Liangskriifte N, an den freien
Rindern in x = -1 Null; bei freier Auskragung der Schale sind Lingskraft N,
und Schubkraft N, am freien Rand Null. Randstorungen des Membranzustandes
sind dabei aber nur dann ausgeschlossen, wenn die Dehnung von Schalenrand und
Querstiitze stetig ineinander tibergehen. In allen anderen Fillen entstehen ebenso
wie bei der Verbindung von Rotationsschale und Ringtriiger Biegungsspannungen,
die sich allerdings ebenso wie dort nur auf eine schmale Randzone beschriinken
und daher keine groe Bedeutung besitzen.

Der Verschiebungszustand der Mittelfliche (u, v, w) laBt sich mit den als be-
kannt anzusehenden Schnittkriften aus den folgenden Beziechungen berechnen:

du 1 = & duv w 1 o a3
E,=—— = — —ulN), g = — — = (N — y N ,l
z r}. ¥ Eh (N ¢ uNe) fa = Lo ¥ Eh Wa—pN,) (1264)
_ % v 204, |
Yea = s T 87 =  E} Nae .

Spannungszustand einer freitragenden Druckrohrleitung.

1. Lisung fiir Eigengewicht p, = 0, p, = gsina, P = pgcosa.
Nach (1263) ist

Ng=—agcosa,
1 : 4 : ;
Negz=— 7 iﬂ!gstnach - g:jmuy_;ir F Oy =—2¢g xsina<-C,. e <
a 3
[
i |
T 7 '
: =S l S
i Nz
5 1-"-£’ [}
= = ¥
P
.n:l-' '\\.
Abb. 835, Schnittkrlifte infolge Eigengewicht. Abb. 836,
Aus Symmetriegriinden ist Ny, = 0 fiir » = 0, also €, = (),
1 : . g . :
Nz =-} - [“_‘_!; ¥cosodx + Co=—"—cosua (x4 C;).
@ o a
Fur » = list N, = 0, also €, == — [ Die Schnittkrifte lauten nunmehr
: : SRS ST

Ny=—pgacosw, Noge =—2gxsino, N,=—ra - '.\I = S fees:

Sie sind in Abb. 835 dargestellt.

Ly
w3 |
| |

Wrsserviillung ohne Uberaruck WasserfUilung mit lberaruck 5
JS=a JS—wgam 21

L
Az
-+
: 1
g5 I Lm
~r
2
bl — 2l-550m —
Abb, 837, Schaittkrifte und Spannungstrajektorien in
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2. Lbsun

Integration nach

riitberdruck ., =0, $, =0, #; — 2 {f — acosa) (Abb, 836). Die
} liefert

| cos e

~cosxl, Ny =—9axsine, Ne=—w»-——-[1—

Uberdruck, also

Die Schnittkrifte und Spannungstrajektorien sind bei \ 1
fiir f = & 110 m aunf der linken Seite, beir Wasserfiill mit f 40,0 m auf der rechten
te der Abb. 837 eingetragen. Di¢ Hauptspannungen werden also bei wachsendem Uberdruck
immer mehr zu Ringspannungen. Dabei wird die Durchbiegung des Rohres er.

Die Tonnenschale mit Querstiitzung. Die Mittelfliche der Tonmenschale
ist ein zum Meridianschnitt « = 0 symmetrischer Abschnitt einer Zylinderfliche
mit parallelen Rindern o = «* = const, Die Kriimmung des Breitenschnittes 1/r

ist eine Funktion von g, die Wanddicke % in der Regel konstant. Das Flichen-

L& S tragwerk ruht entweder auf allen vier
f | : Riandern oder trigt sich zwischen den
| Ouerwiinden frei. Daneben sind auch noch
ok andere Stiitzungsmaéglichkeiten vorhanden.

e i Die Belastung p wirkt stetig, wird aber
i s im Hinblick auf die Anwendung im Bau-
wesen derart angenommen, dall 4, = 0 und
p,, P, allein stetige Funktionen von ¢, also unabhingig von x sind. Die all-
gemeinen ( ]<1t‘||"f“1‘|11-~!1|.'¢1 ngungen (1263) lauten dann folgendermalen:

Abb. 838,

/i 1 dNaY -
T AT | AV ~ \
N e }‘J; ¥, N KT :._.'"?u ST I,: %+ C 1 ir.‘-‘f_-'r l ’
! R - (1265)
B f ANy x= x 9C; ()
S B L R AL 8 B0
-\‘,r. v Y oo '-.\‘lﬁ"' 30 ¥ do f 2 ¥ o (J:\?'\'I'

Tragwerk und Belastung sind zum Quersch 4 = 0 symmetrisch, so daff zur
Berechnung der Integrationskonstanten C(ax), Ce(a) bei freier Auflagerung cer
1 2 \%t) . .

Rinder x = -1 folg rende Bedingungen gelten:
ri=10z Nix=0 also C;(x) =0,
e - : T e 7 (1266)
=t Ny=10 - also: (Colt) = — 5= "..,Jh”"' > a2
Die Schnittkrifte sind daher
. - i , Ze b S 1 ONg) {12 — aty SEEre
No=—p7, No=—(pu+7 %, Ny=—2-2(p, 4+ 202) (222), (1267)

Ist x = 0 der freie Rand einer einseitig eingespannten Tonne mit N, = 0, N, =0,
so ist Ci(e) = 0 und Cgla) = 0.

An den lmu.,w.ilnlcrn a* — const werden in der Regel Lingskriifte NS und
Schubkrifte N, an Randglieder abgegeben. Der Lingsspannungszustand der Schale
bleibt dabei aber nur erhalten, wenn Dehnung und Spannung in der Grenzschicht
zwischen den benachbarten Bauteilen stetig ineinander iibergehen, ohne dal
Biegungsspannungen entstehen,

Sind die Endtangenten des Breitenschnittes senkrecht (a* = 909), so sind bei
lotrechter Belastung che. L .11];-;\]-_mfte NZ# Null und daher am Rande nur noch Schub-
krifte N, vorhanden, die einem Ix.lIlLthf:rl zugefithrt werden miissen. Sie sind
nach (1267) zum Breitenschnitt x = 0 symmetrisch und erzeugen im Querschnitt ¥
des Randgliedes eine Lingskraft

T
5 dN /
e :""ﬁ"_}_ 1’ c}':!l l-.'lzu’.t’ el i T

I
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Die Lingskréfte S der beiden Randglieder bilden mit den Lingskriften N, eines
Querschnitts der Tonne eine Gleichgewichtsgruppe
&*
5 ?' IJ“'\’IT{EK =
i
und erhalten damit die Bedeutung der Biegungslingskraft eines Balkentrigers.
Die Form des Breitenschnittes steht mit dem Spannungszustand in einer Be-
ziehung, die sich bei der Belastung der Tonne durch Eigengewicht g = const leicht
verfolgen lilt, wenn der Parameter n in der Gleichung des Breitenschnittes
1/r = 1/a-cos® e durch verschiedene ganze Zahlen ersetzt wird, # = 3 liefert eine
Parabel, n = 2 eine Kettenlinie, » = 0 einen Kreis und # = —1 eine Zykloide.
Mit p, =0, p, =gsine, p, = gcosz ist dann

N,=— g afcost e, die B(Jgt‘llkl‘uf[ H — N,cosa = gajcost2a

(2 —n) I r t“- (1269)

No=—gx(2—n)sing, N,y=—pg— ——cosilo (1

a) Der Breitenschnitt ist eine Kettenlinie: n = 2.
H = ga = const, W= Nz=i S=10, (1270)

Die Tonne iibertrigt das Eigengewicht abgesehen von Randstérungen biegungsfrei
nach den Bauteilen am Rande «* = const.

b) Der Breitenschnitt ist der Kettenlinie einbeschrieben: n > 2.

Der Bogenschub nimmt mit wachsendem o zu, die Schubkriifte N, = N, , und
die Lingskrifte N sind positiv und daher S negativ.

¢) Der Breitenschnitt ist gegen die Kettcnlmn iberhoht: n < 2.

Der Bogenschub nimmt mit wachsendem & ab, die Schubkriifte N, = N, und
die Lingskrifte N, sind negativ, die Lingskraft S der Randglieder positiv. Bei
Tonnen mit senkrechter Endtangente (N7 = 0) wird das Eigengewicht vollstindig
nach den Querstiitzen abgetragen. Die Tonne wird zum Triger. Fiir freitragende
Schalendédcher mit Querstiittzung durch Wiinde oder Binder sind nur die iiberhéhten
Breitenschnitte geeignet.

Nach diesen Untersuchungen kann das Gleichgewicht zwischen der stetigen
Belastung einer Tonnenschale und den inneren Kriften eines Lingsspannungs-
zustandes nur in Verbindung mit einem Randglied hergestellt werden, dessen Lings-
kraft S die Schubkrifte N,, am Rande der Schale ¢* aufnimmt und ausgleicht.
Da jedoch der Sinn der Lingskraft S des Randgliedes dem Sinne der Lingskraft N,
des Schalenrandes stets entgegengesetzt ist, so kann sich in der Randzone kein
Langsspannungszustand ausbilden. Die Unstetigkeit der Forménderung zwischen
Schalenrand und Randglied bedeutet vielmehr stets Kriimmungsinderungen durch
Biegung. Sie sind um so groBer, je mehr die mit der Angliederung besonderer Bau-
teile verbundene unstetige Gewichtsvermehrung die Annahmen iiber die duleren
Krifte in den Gleichgewichtsbedingungen fiir den Lingsspannungszustand ver-
dndert. Dabei ist zunichst noch immer ein Breitenschnitt mit senkrechter End-
tangente angenommen worden. Die Verbindung von flachen Kreiszylinderschalen
mit hohen Randtrigern zwingt jedoch von vornherein ebenso wie die unstetige
Belastung oder die unstetige Knammung der Tonnenschalen dazu, die Biegungs-
spannungen des Flichentragwerks in den Vordergrund zu stellen. Dabei werden die
AnschluBkrifte zwischen Tragcr und Schale in #hnlicher Weise wie bei den rotations-
symmetrischen Schalen als die iiberzihligen GréBen eines Hauptsystems betrachtet,
das durch die Trennung der Randtriger von der Schale entsteht. Die iiberzihligen
GriBen, also die Biegungsmomente, Lings- und Schubkrifte sind jetzt allerdings
nicht mehr konstant, sondern Funktionen von #, die als periodische Funktionen
in trigonometrischen Reihen entwickelt angenommen werden. Das Ergebnis entsteht
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aber ebenso wie bei den biegungssteifen rotationssymmetrischen Schalen durch
die Uberlagerung des Lingsspannungszustandes aus der vorgeschriebenen Belastung
mit den Biegung -~[«ahmnmtn aus den iiberzihligen Groflen, fiir deren Berechnung
die geometrischen Bedingungen iiber die gegenseitige Verschiebung und V erdrehung
der Ufer der Anschlubiquerschnitte von Schalen und Randtriger verwendet w t‘rdul
Die Losung des Problems ist von U. Finsterwalder gezeigt worden. Mit Riick-
sicht auf Platzmangel mulb auf die angegebene Literatur verwiesen werden.

1. Der Breitenschnitt ist eine Ellipse.

as b
¥ —
o + b2cos® o)z
Schnittkrafte aus Eigengewicht 1y 2 sino: e g COS i
]
» e COS &
N, Fath® ——————
(a%sin®o + b2cos?py
(a* — b¥) cose
Nyn=—g¥——a———a—a— sing,
: atsin®o 4 bicos?e ¢
bh. 830 L gt 2 Bath®—Hat (a®—b%) sin®aq— (a%sinx|- b cos r_:)
Ne=—="-11— COg o ————ros S s ol
2 e a®b® (a¥ sin - b® cos fa) 14
Schnittkrafte aus Schneelast. p, = p,sinmcosx, p, = #, cosla.
2
; cos®? g
Nog = — p, a®b? ’
Ps (a®sin® I b cos? :t) J'
Sin & cos o
Ngyx =—8#gbp— =
? a®sin? o - bRcosta
N 3 5 13(1 A'*) a? sin® o —b% cos®a
o= == = P
g pe 2/ (a®sino + bPcosta) ]
2. Der Breitenschnitt ist eine Zykloide.
¥=acosua.
: Schnittkrifte aus Eigengewicht
- 2R=110m—= fy = gEin'g, P, = geosun,
Ketlenlinie Zykiolae x
—| E Neg=—pgacoste, Nyg=—3¢ga sin e,
i == ol a
= 3 i PN
o el el
" i | = s as '\ e
£ = S \
E HE==i § Die Schnittkrafte und Trajektorien sind in \
) — L f # Abb. 840 mit denjenigen fiir eine Kettenlinie als
I = ,_;aj Breitenschnitt verglichen worden.
q‘ﬁs = % Schnittkrifte aus Schneelast
Y o Py = Pysingcos o, P, =9, cos k.
= Ng=—p,acos?e, N,g=—4p,rsinncosm,
! : | N2 I* ] #2\ 1 — 2costu
—— =20 Tl Ne=2pa—|1—=]
Pa a® 3/ COS ot
Abb. 840, —_— - ——
Glelchtng . der Schwerin, E.: Uber die H]nrvumg_{n n
Kettenlinie Zykloide symmetrisch  und  unsymmetrisch belasteten
. e k| 2 : Kugelschalen. Berlin 19018 und Arm. Beton 1919
y=528—4,1800i =0 | *=glp—sing) S.25. — Thoma, D.: Die Beanspruchung frei-
a=478 4 tragender mit Wasser gefillter Itohre. Z. pges.
g | Turbinenwes.. 1920 §.17. — Schwerin, E.: !
/ Uber die Spanpungen in freitragenden gefiillten
Rohren. Z. angew. Math. Mech. 1922 5. 340. —
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Miesel, K.: Uber die Festigkeit von Kreiszylinderschalen mit nichtachsensymmetrischer Be-

lastung. Ing.-Arch. 1929 S, 22. — Geckeler, J.: Zur Theorie der Elastizitat flacher rotations-
symmetrischer Schalen. Ing.-Arch. 1930 S. 2556. — Riisch, H.: Theoric der querversteiften

Zylinderschalen fir schmale, unsymmetrische Kreissegmente. Diss, Miinchen 1031, — Finster-

walder, U.: Die querversteiften zylindrischen Schalengewblbe mit kreisse

; gmentiérmigem
Cuerschnitt., Ing.-Arch. Bd. 4 (1033) S. 43.

83. Vieleckkuppeln.

Die Breitenschnitte der zyklisch symmetrischen Tragwerke sind in der Regel
Vielecke mit gerader Seitenzahl (2#). Sie bilden # Tonnenschalen, die untereinander
kongruent sind und sich gegeneinander in # Gratlinien abstiitzen. Die Kriimmung
des Querschnitts 1/R, kann sich beliebig andern. Sie ist jedoch in der Regel mathe-
matisch bestimmt, der Querschnitt also z. B. ein Kreis-
bogen, eine Ellipse oder eine Zykloide.

Der Schalensektor ist durch einen Rand o — Oy
und durch zwei Gratlinien begrenzt, welche den Winkel
2@ = mtfn einschlieBen (Abb. 841). Sind die Randbedin-
gungen fiir o. = &, nach S. 794 erfiillt und Randstérungen
ohne Bedeutung, so erzeugt jede stetige Belastung allein
Schnittkrifte Ny, N,,, N,. Die allgemeinen Angaben
dariiber auf S. 794 enthalten zwei Funktionen f, (z), fala)
als Integrationskonstante, iiber die im Sinne des Lings-
spannungszustandes in den Graten so verfiigt werden
kann, dal} die Hauptschnittkriifte mit der Tangente an
die Gratlinien zusammenfallen und daher die Kompo-
nenten in Richtung der Haupt- und Binormalen Null
sind. Die Anzahl 2# der unbekannten Funktionen f(x)
stimmt mit der Anzahl 25 der verfigharen Bedingungs-
gleichungen der Schale fiir den Lingsspannungszustand
des Tragwerks in den Graten iiberein. Die Grate erhalten
daher bei jeder stetigen Belastung der Tonnen im wesentlichen nur Lingskrifte.

Die Integration der Gleichgewichtsbedingungen (1262) fiir eine Belastung aus
Pe=0, b, =p,(x), P, = p.(ex) liefert mit Rey=vr

Abb. 841.

- - P .'\."u._ % . ¥ =
Na=—20Ry Neo=—(gg tb)s+h)=—2is+h),|
P ORE o Bhl Lt

BT IRe0a " | Rydg fale) .
Die Belastung ist entweder symmetrisch (Eigengewicht, Schneelast) oder anti-
metrisch (Windbelastung).

Die Unstetigkeit der Mittelfliche in den Gratlinien zwingt zur Zerlegung des
Spannungsbildes. Der eine Anteil beschreibt die Tragwirkung der Tonne zur Uber-
tragung der Belastung nach den Gratlinien, der andere die Tragwirkung der Kuppel

zur Ubertragung der Randkrifte in den Gratlinien nach . <
den Stﬁtzpunk[en und Randgliedern. gj &
Losung bei zyklisch symmetrischer Belastung.

Anteil I. Die Schubkrifte N,, sind in allen Symmetrie- g, asa
ebenen, also auch in den Querschnitten x =0 (Abb. 841)
Null, so daB nach (1271) f,(«) = 0. Durch die Ausniitzung
der Symmetrie ist in den Gratschnitten nur noch die Be- Abb. 842,
dingung verfiigbar, daB die Komponente B, der Haupt-
schnittkraft in x =/, in Richtung der Binormalen Null ist. Darnach gilt fiir den
GrundriB eines differentialen Schalenteils (Abb. 842)

By=(N,;—2N,, cosatgp+ f'.';l jcostatg? o) Rydacosp =0,




798 83. Vieleckkuppeln.

und mit (1271)

# dpi
- i e N — P el L
N, Py b g e TR fa(%)
also B oapE
hie)=—< % .I.:; — 2pylcosatgp + p. Rycostatg? . (1272)
2 Ry

Die Trigerwirkung des Schalensektors besteht daher aus den Schnittkriiften

#

2 : 12— 22 gp¥ 1
N,=—bK., Noy.—=—pFx, NI=_— = — Fo(ee), S

o Faha a0 Py 2 2 Rgdo /3 | (1273)
falo) = +2pylcosatg -+ NycosPutgo. |

! Sie sind jedoch nur durch die Lingskraft Z' eines
Zuggliedes am Rande o = o, im Gleichgewicht

28 - £
A L i o
ZM = 4=kt [f () Ryda. (1274)

Anteil II. Der Spannungszustand durch die Kuppel-
wirkung des Tragwerks bestehit aus Lingskriften NE)
die von der nach den Graten abgetragenen Belastung
hervorgerufen werden. Sie lassen sich nach (1096) am
cinfachsten als Zuwachs der Resultierenden Z&' aller
Léangskrifte oberhalb eines Breitenschnittes & berechnen.

Durch diesen werden neben der Resultierenden (),
der Belastung die Schnittkrifte N,, Zif! und die Lings-
kraft 5, in Richtung der Grattangenten zu Auleren
Kriften, die miteinander im Gleichgewicht sind. Die
summe aller senkrechten Komponenten liefert §
(Abb. 843),

o

0

ot 4niNysina+2nS;siny=0, alsomit siny=1/}1+ ctg2a/cos?ep, |

4 (0 : i : . ( (1275)
Se=—\|5. — 2P, Ryrysinatgep) J1 + ctgiajcostp. |

Zum Gleichgewicht der waagerechten Komponenten der Schnittkrifte S,, N, mit
der Schubkraft Z{T' an den Eckpunkten eines freien Breitenschnittes o ist die
Lingskraft Zif' eines Zugringes notwendig (Abb. 843).

Sy COS 9 o
) | / ; d e i s Mo g TN
Fats s ¥, N, cosa -+ .'.’ falex) hll,l.ﬂfg«_ =10 ‘
und (1276)
e a.zum d  [Szcosy \
-\r““ ) e St Ban o | et ey ahri B ¥ T e |- f ()
r Hpdo Rgde\ 2sing ~ % Nat0s it ).

Durch die Uberlagerung der Anteile I und II des Spannungszustandes entsteht die

gesuchte Schnittkraft
N = ATl gy L9 [fSacosy
=] - NY

+ txNycos o) |

: i : Rgdu \ 2sing
mit (1277)
.i!.q cosy | _ R 8 COS 9 [
2 sin ¢ = ¥a N g COSE = — ':-r s j“;} ¥a Emsé'r;_ 3 Q.' ol il
Eigengewicht: p, =0, p, = gsin«, p, = g cosa.
o
Oy =dntge | gRrpda=4dntg = 0 (1278)
ly = GRIEC | ghgl,do = 857 Qg 27

0
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Schneelast ; !F'-‘_:. =0, !J'ly, — ' 511 o COS o, iﬁ__ - .f? cos® a

ey A 2} a fe. 4
Ox =dntgg 55 _': e =4ntgo—Qy,. (1279)
a) Der Meridian ist ein Kreisbogen (Abb. 844):
i -
Quy = gala(l —cosa) —ca], Qup=(asina —c)2. (1280)

b) Der Meridian ist eine Zykloide (Abb. 845) :

@ sinee-c

i Qur=2g/ asine + cos & i
| p L]
s ‘? P 1 ~rod = a1 | ?
4 —gcosta— ), (1281) i

\\ 1 2 é‘r—I

i 4 o P ra . L] =% e

N s = ] 2 (22 + sin 2a)° r & \.1

Abb. 844, Abb. 54

Ist die Meridiankurve anderweit festgelegt,
so werden die Integrationen in Verbindung mit Rydo. = ds — As als Summe
und die Differentialquotienten ebenso wie auf S. 763 angenihert als Differenzen-
quotienten berechnet.

Berechnung einer Vieleckkuppel.

e |\|JJ=,)E‘||-| hat einen at_"lulrcl-cii_;rn Grundril nach Abb. 841 mit 2n = 8, v /8 und ein
Kreisquerschmitt mit dem Radius a 20,5 m. Die Belastung besteht

aus Eigengewicht
= 0,20 ¢/m?. Nach (1273) ist

Ny=—gacisag=—4lcosa,
Ngzs=—2gxsina =—04 2sinc,
oder fiir

¥ = =asinete q;
Ngo(#=1)=—330sina.

Fiir den Kreisquerschnitt ist nach (1278) und (1280)

O l6ga® (1 — cosx) tg @ und die Langskraft in den
Graten nach (12 =\ e b
- B - ’ ctg o L N T S = i i
Sa=2ga*tg g1+ sintajcosa — |/ 1+ 20, A iy -85t
o ;s : R, ety Abb, 846,
Die Ringkraft ist nach (1277) fiir # = 0 7

N R
Nxjxw=() = =—3 2
$10°x COs%p

I:l —cos e [1 4 sinfx (B -—Siﬂzf.r}]J '

Die Schnittkriifte sind in Abb. 846 dargestellt,

IJi:cL|_-J|i1“:|-_|I I,: Die Theorie der Vieleckkuppeln. Diss. Dresden und Beton u. Eisen 1920
S, 1040,
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