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642 66 . Die Beziehungen zur Elastizitätstheorie .

Belastung P — 1 t in 3' " . Das Ergebnis ist :
P 3i0 = 0,844 t , P 3 , » = 0,250 t , P 3 , e = - 0,031t , P 3>t = _ 0,063 t .

Das Biegungsmoment im Randträger wird

Mj ' 3— = 3,916 mt .
Bei der Annahme Jji = oo wird nach (909 )

-P3l „ = 0,70 t , P 3 , > = 0,40 t , P 3 , c = 0,10 t , P 3, a — — 0,261 ,
JV4/,s' " = 3,68 mt .

Einflußflächen . Entwicklung nach S . 639 (Abb . 620 ) .

Einflußfläche Mj s >, Einflußfläche Mj
Abb . 620 .
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VI . Die Flächentragwerke.
66. Die Beziehungen zur Elastizitätstheorie .

Die einfache Beherrschung des Spannungs - und Verschiebungszustandes der
biegungssteifen Stäbe und Träger hat wesentlich dazu beigetragen , die Überbauten
der Brücken und die Gerüste der Hochbauten als Stab - oder Fachwerke auszubilden .
Während jedoch im Stahlbau die Formänderung des Haupttragwerks von den
sekundären , zur unmittelbaren Lastaufnahme bestimmten Bauteilen nahezu unab¬
hängig , ist , sind diese im Eisenbetonbau in der Regel mit dem Haupttragwerk
homogen verbunden , so daß zusammenhängende elastische Gebilde entstehen , deren
Verschiebungszustand sich wesentlich von demjenigen des freien Haupttragwerks
unterscheidet . Auf diese Weise sind in der jüngsten Vergangenheit , begünstigt
durch den Fortschritt der theoretischen und physikalischen Erkenntnis , auch
Flächentragwerke entwickelt worden . Die Trägerroste wurden zu Platten und
Pilzdecken , die ebenen Stab - und Fachwerke zu Scheiben , die Rippenkuppeln
und Flechtwerke zu Schalen .

Der Festigkeitsnachweis dieser elastischen Gebilde ist seit Jahrzehnten durch
wissenschaftliche Arbeiten über Elastizitätstheorie vorbereitet worden , so daß sich
die Baustatik auf zahlreiche bekannte Ergebnisse zu stützen vermag . Trotzdem
bereitet der Festigkeitsnachweis für die Idächentragwerke des Bauwesens oft noch
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erhebliche Schwierigkeiten , da in der Regel nicht die idealisierten elastischen Ge¬bilde der Theorie , sondern zweckbestimmte Bauformen untersucht werden müssen ,deren Randbedingungen nicht immer eindeutig vorgeschrieben sind . Sie lassen sichin der Regel auch nicht vereinfachen , ohne das Spannungsbild wesentlich abzu¬ändern . Die Lösung ist daher nur selten allein durch die Überwindung der mathe¬matischen Schwierigkeiten abgeschlossen , sondern erfüllt ihren Zweck erst in Ver¬bindung mit umfangreichen Zahlenrechnungen , die allein ein Urteil über die Festig¬keit und Stabilität gestatten . Auch dann ist das Bild infolge von Eigenspannungenaus der Herstellung der Baukörper und infolge der unregelmäßigen und wandel¬baren physikalischen Eigenschaften des Baustoffs nicht immer so klar , daß dieÜberschreitung eines durch ausreichende Sicherheit begrenzten Belastungsbereichsgerechtfertigt ist .

Die Elastizitätstheorie rechnet mit der vollkommenen Elastizität und mit derhomogenen und isotropen Beschaffenheit des Baustoffs . Die Verschiebungen werdenstets nur verschwindend klein und ihre Beziehungen zu den elastischen Kräftendes Baustoffs als linear angenommen .
Die Komponenten des Spannungstensors und des Verschiebungsvektors sind bei

homogener Beschaffenheit des Baukörpers stetige Funktionen der Koordinaten x , y , z.Daher kann das Gleichgewicht der inneren Kräfte auf einen differentialen Abschnittdes Körpers bezogen werden . Sind X , Y , Z die Komponenten der auf die Volumen¬einheit bezogenen Massenkraft , so gelten die folgenden 6 Bedingungen :
da x
dx + dr vx

dy
dr is
dz

dx

+ v = 0 ,
:x_z | d Tvz

öy

z

dr * » ,
dx dy

dx t .
dz + Y = 0 ,

dff,
dz + 2 — 0 , ( 910 )

Durch die Annahme stetiger Veränderlichkeit der Verschiebungen sind die bezo¬
genen Längenänderungen ex usw . und die Winkeländerungen yxv usw . , die sichbei der Verzerrung des Prismas mit d x d x ( 1 + ex) , (d x , dy ) = nj '2 + yxyeinstellen , in der folgenden Weise mit dem Verschiebungszustand verknüpft :

ex —

Yxj

0u dv dw
dx 7 Ey =

Ty ' e* = ~
Ö7 ’

du dv dv dw dw du
dy Q x ’ Yyz dz dy ' yzx ~

dx d
~
z

~
(911 )

Die geometrischen Komponenten des Verzerrungstensors sind nach Annahmelinear von den mechanischen Größen , den Komponenten des Spannungstensorsabhängig und bei isotropem Baustoff nur durch zwei Konstante E und mit diesen
verknüpft .

E l= - U K + orJ , Gy xv = r xy usw . , G = Y (i + mT ’ y =
m ’ (912)

Die Spannungssumme s — ox + + o z und die kubische Dehnung e = ex + e y + E zsind invariante Größen des Ansatzes , mit denen sich die Beziehungen zwischen den
Spanmings - und Verzerrungskomponenten auch folgendermaßen anschreiben lassen :

E Ex = ox ( 1 + /•<) — j« s ,
E sy = av ( 1 + [x ) — fis ,
£ £! = ff, ( l + / () - /IS ,

ax ( 1 + fi ) = E [ex + fiel {1 - 2 ^ ) ] ,
a v ( 1 4- fi ) = E [ey + fi e / ( I - 2 ^ ) ] ,

( 1 + fi ) = E \ßz + E e / ( I ~ 2 fi ) ] .

(913)

I . ovi ' , A . E . H . : Lehrbuch der Elastizität . Leipzig I9u7 . — I' öppl , A . u . I . . : Drang undZwang . München u . Berlin 1920 . — Trefftz , E . : Mathematische Elastizitätstheorie , Kap . 2 .Handb . d . Physik Bd . VI : Mechanik der elastischen Körper . Berlin 1928 .
41 *
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A . Die Platten .
67. Annahmen und Grundlagen für die Berechnung .

Die Platten sind ebene Baukörper , die durch zwei zu einer Mittelebene parallele
Ebenen und eine dazu senkrechte Zylinderfläche von beliebiger Leitkurve begrenzt
sind . Die Belastung wirkt stets im Sinne der Flächennormalen z . Der Plattenrand
ist frei drehbar gelagert , eingespannt oder auch in einzelnen Punkten gestützt .
Die untere Laibungsebene ist kräftefrei oder durch Träger und Pfosten in einzelnen
geraden Linien , Punkten oder Flächen gestützt . Auf diese Weise entstehen die durch¬
laufenden Platten , die Rippen - und Pilzdecken . Die Untersuchung kann für die
Bedürfnisse des Bauwesens auf Platten beschränkt werden , deren Baustoff durch
die Art der Herstellung und konstruktiven Ausbildung als homogen , isotrop und
innerhalb der Gebrauchsbelastung als vollkommen elastisch gilt und deren Dicke
gegenüber den anderen Abmessungen zurücktritt . Die Änderung der Plattendicke
ist von höherer Ordnung klein im Vergleich zu der senkrechten Verschiebung w (x,y , z)
eines beliebigen Punktes , so daß

Z

J d iv ix 'V- dz ^ - w ( x,y ) — w ( 914)
o

^ (U)

u

1
e

(v)
Abb. 621 .

und damit der senkrechte Formänderungszustand der Platte durch die senkrechten
Verschiebungen w der Mittelfläche beschrieben ist . Da sich die Platte unter der

Belastung p im Vergleich zur Dicke h nur um kleine Wege
|— - TT “ ausbiegen soll, sind die waagerechten Verschiebungen der Punkte
I

—
f der Mittelfläche Null und die waagerechten Verschiebungen der

Punkte im Abstand z von der Mittelebene , abgesehen von
kleinen Beträgen höherer Ordnung , lineare Funktionen von z ,
so daß die Punkte einer Flächennormalen ' auch nach der
Formänderung auf einer Normalen zur elastisch verbogenen
Mittelfläche liegen . Daher ist bei Verwendung von karte¬
sischen Koordinaten x , y nach Abb . 621

dw dw . . . . .. .u = — z — , v = — z -z— . ( 91 o)ö x o y
Die Spannung o z ist an der unteren kräftefreien Plattenlaibung Null , an der

oberen gleich der Belastungsintensität p , also abgesehen von Punktlasten , deren
Untersuchung hier ausgeschlossen sein soll , stets sehr klein im Vergleich zu ax , a„ .
Sie kann , daher in den allgemeinen Gleichgewichts - und Verträglichkeitsbedin¬
gungen mit a z = 0 vernachlässigt werden . Diese Annahmen begründen die fol-
genden Beziehungen der Plattenstatik .

1 . Verträglichkeitsbedingungen nach (26)
du d^ w d v d2 w

Z *Ex ~
dx Z dx 2 ’ £y d y dy 2 ’

2 . IJlastizitätsgesetz nach (27 ) für

du , dv _ d 2 w

Oa
E

= 0 = <
1 — 2 fi ’ 1 - fi (sx

dy dx

f*

d x dy ( 916 )

c ’ 1 - 2 u
e =

1 - n i &x *

E
2 ^ ( i _ ^ ) .

2 — ß 2 (GjT/M Sy ) , Oy J — fl2 ^ ’ Le « Gy xy -
J fl2 “ d x d y

und in Verbindung mit den Verträglichkeitsbedingungen (916)

( 917 )

= — E . d 2 i d2 w \
i - /p \dx* + ti dy- ) '

_ E z d2 w n ^r xy - ~
Y

~ i dxdy S l ~ N

E z / d 2 w d2 W
1 — fi 2 V dx 2 ‘ dy -

( 918 )
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Diese mit z linear veränderlichen Spannungen in der Flächennormalen lassen sichzu Schnittkräften in Querschnitten von der Breite 1 zusammenfassen . Sie betragen

:dl/2 -- Ä/2 - h '2
N « =

. / dF ^ 0 > = Jo v dF = 0 . Qxy = j r ,; y dF = 0 ,

\ L

Mx = $ox zdF ,
E K - / 0 2 w

~h -l
' V — $ a y z dF 9

d 2 w

—hj 'l

M„

12 ( 1 - fl 1) \ dx 2

M„ ,

Ov 2
E h 3 d '1 w

E h 3

- j
'r x ,jZ dF ,
<)<l w

12 ( 1 - ft 1) V Ox 2
d * w \
JV2 ) ’

12 ( 1 — fl2) OxO y7 ( 1 - / 0 -

( 910 )

Mx , M y sind Biegungsmomente , M xy , M yj. Drillungsmomente . E /; 3/12 ( l — ,«2) Nist eine für Plattenquerschnitt und Plattenwerkstoff charakteristische Größe undheißt Plattenkonstante .
3 . Transformation der Schnittkräfte eines differentialen Prismas dx -dv auf

einen Schrägschnitt ds im Winkel xh = y> mit ds = dxjsXn y>= dyj cos y> (Abb . 622) .Die Gleichgewichtsbedingungen liefern

Qn ds = Qu ~Jy +
Mn ds — ( Mx dy - )- Myx dx ) cos y> — ( My dx + Mxy dy ) sin y > = 0 ,
M ns ds — (M x dy + Myx dx ) sin y> + ( My dx + Mxv dy ) cos yi = 0 ;

Mn = Mx cos2 f + M v sin2 y> + Mxy sin 2 y> ,
M s = Mx sin2 f + M y cos 2 y) — Mxv sin 2 y> ,

Mns = - ( My ~ Mx ) - Mxy cos 2 f .
( 920 )

Daher bilden die Schrägschnitte I , II mit M l : n = MIIi r = 0
und den Hauptbiegungsmomenten M T , Mn den Winkel
y> = yj0 .

3* dx

Abb , 022 ;

Mj = \ { MX + My ) ± I i {Mx - Myf + 4 Mly .
II

( 921 )

In derselben Weise lassen sich in jedem Punkte der Platte auch die Richtungen II '
mit V'o = Vo i 45° der beiden Hauptdrillungsmomente M rjr angeben , in denen
die Biegungsmomente Null sind .

Mrjv = ± iWh - Myf + 4 Mly . , (922)

Richtung und Größe der Hauptbiegungs - und Hauptdrillungsmomente können für
jeden Punkt der Mittelebene auch naeli den bekannten graphischen Methoden
Mohrs festgestellt werden . Die Richtungen I , II bestimmen die Lage der Stahl¬
bewehrung . Bei orthogonaler Bewehrung fx , fy sind die vergrößerten Beträge
{Mx ± My X) und (My + Mxy) maßgebend.

Die Summe der Biegungsmomente (M n + M„) ist von der Richtung y> unab¬
hängig . Sie ist wie bei jeder Tensortransformation invariant .

Mx + My = Mn + Ms = Mj + Mn .
Dasselbe gilt daher auch für

M M x_ + My
1 + 1*

- N
’d 2 w 0 '1 w

ßx 1 dy 2 .
— N Aw (923)
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M wird als Momentensumme bezeichnet und ist eine skalare Funktion in x und y .
Die Bezeichnung A ist eine in der Mathematik gebräuchliche Abkürzung der Diffe¬
rentialoperation

d2 d2
dx 2 +

dy 2 ' (924 )

4 . Die Gleichgewichtsbedingungen , a ) Gleichgewicht der äußeren Kräfte des
differentialen Prismas (Abb . 623) bei einer Drehung um die beiden Kanten dx , dy :

dM v dM xv
dy ' dx

und mit (919) daher

Q„ =

b ) Gleichgewicht der äußeren Kräfte des diffe¬
rentialen Prismas bei einer Verschiebung in der
z- Richtung .

- Qvz = 0 ;
dM x
dx '

dM vx
dy

- e, . = o , ( 925 )

N A w ,dy
~ N ~

dx
Aw . (926 )

v — t vx ist , wird nach (919) auch Mxy = M vx .

dx + SQ„
dy

0 . (927 )

Die Bedingung liefert in Verbindung mit (925)
die folgende Differentialbeziehung zwischen der
Belastung und den Spannungsmomenten

d *M x
dx 2 + 2 d 2 M xy

dx dy
d 2 M v
iPy2 0 (928)

und bei Verwendung von (926) und (924) die
Differentialbeziehung zwischen der Belastung p

und der Verschiebung w , der Ordinate der elastischen Fläche der Platte
ö4a'

+ 2
d xi

di w d4 w
' dx 2 dy 2 + t

N (929 )

Sie läßt sich in Verbindung mit (924) auch folgendermaßen anschreiben :
S 2 , d 2 \ / d 2 , d 2 \ , ,, p

N ‘
/ d2

, d 2 \ ( d 2
, d 2 \ . .

VÄ** + W *) \ dx
~
2 d y 2) W ~ ^ ^ W ' (930 )

Diese Differentialgleichung 4 . Ordnung kann nach H . Marcus mit (923) auch in
zwei Differentialgleichungen 2 . Ordnung zerlegt werden , die sich in der Reihenfolge

d 2 M , d 2 M . d2 w . d2 w M
dx 2 dy 2 ~ P , ( 931 )

d2 w . d2 w
dx 2 dy 2 N

• tu ( 932)

lösen lassen , wenn die Bedingungen für die Momentensumme M am Rande der
Platte bekannt sind . Beide Gleichungen bilden den analytischen Ausdruck für
eine mit der Kfaft 1 gespannte Membran , deren Ordinaten bei der Belastung p
durch M und bei der Belastung tu mit w bezeichnet werden . Die Zerlegung der Diffe¬
rentialgleichung führt daher , wie H . Marcus zuerst bemerkt hat , zu einer Er¬
weiterung der bekannten Ansätze für die Momentenlinie (90) und die Biege¬
linie (195) des biegungssteifen Stabes . Da nun später nächgewiesen wird , daß w
und M am Rande der frei drehbar aufgelagerten Platte mit polygonaler Begren¬
zung Null sind , besitzen hier die beiden Flächen als Membran über der Rand¬
kurve mit der vorgeschriebenen Spannung 1 und dem Druck p oder tu konkrete
Bedeutung .

Dieselben Betrachtungen gelten auch für Polarkoordinaten . Das Ergebnis
kann entweder durch Koordinatentransformation gewonnen oder unmittelbar an
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einem differentialen Abschnitt (Abb . 624 ) abgeleitet werden . Das Biegungsnmmentin einem Schnitt r = const ist M r , das Biegungsmoment in einem Schnitt y. — oonst
heißt Ma . Die Drillungsmomente führen die Bezeichnung M ra , Mar .

Ma — — N \ /j, -Q -ri +d 2 w 1 dw 1 d ’‘
r d r r 2 ä a2

Mra — Mar = - N {1 • fj,)
1 d 2w
r dr da

1 d
r2 da

= — A'
( 1 - . d ( 1 dw \

,w dr \ r da ) ’

am )

Die Summe der Biegungsmomente (M r + Ma ) ist wiederum von der Lage der
Bezugsachse unabhängig . Dasselbe gilt daher auch von der Momentensumme M .

M r + M̂ _ ^ T
f d 2 w

1 + fl \ Ö >2M :

Qr *

1 dw 1 d 2 zv
r d v r2 d a- ■A' Aw ,

NAw ,dr
d

( 934 )

d 2 l
dr 2 r dr

d2 M J „ 1 dM d* M
d r2 1 Y dr r2 da 2

d2 w
+

l dw , 1 d2 w
dr 2 Y

~
d7 ^ D dä 2 =

0, , = — N Aw .r a z r da

Die Differentialbeziehung zwischen Belastung ft und Ausbiegung w lautet jetzt
d d 2 \ / d 2 1 d : l d \ ai p .

H— ( "ä” 2
~b — i '

2
—

2 ) zv ~ A A w = . (93o)r ~ da 2/ \ dr 2 r dr r1 da 2/ „\ v

Sie kann auch hier wieder mit (934) in zwei Gleichungen 2 . Ordnung zerlegt werden .
— p , (9361 ke<*

M
— .

Die Berechnung des Spannungs - und Formände¬
rungszustandes einer Platte für eine vorgeschriebene
Belastung ft [x,y ) oder ft {r , a ) besteht also darin ,
diejenige Funktion w in x , y oder r , oc zu finden , welche
die Differentialgleichung (930) oder (935) , außerdem
aber noch am Rande die von der Stützung der Abb. 024 .Platte vorgeschriebenen statischen und geometrischen
Bedingungen erfüllt . Diese Lösung ist nach Abschn . 8 eindeutig . Dagegen sind un¬
endlich viele Lösungen w vorhanden , welche die Differentialgleichung (930) oder
(935 ) allein befriedigen . Der Plattenrand gilt entweder als frei drehbar auf¬
gelagert , starr -eingespannt oder als kräftefrei .

Die statischen und geometrischen Bedingungen der Stützung , a ) Frei
drehbare , starre Auflagerung der Platte in einer Geraden * = const .
Geometrische Bedingungen :

w - - 0 ,
statische Bedingungen :

0 ib"
dy 0 ,

d 2 u
dy 2.V = 0 ,

daher auch
d 2 u

Mr d - iv d- 10
- TT- = , .. ' + U = 0 ,dx - • dy -

a —
2
- = 0 ,dx1 My = 0 , I w d2l d '1 w .

dx 2 dy 2 0 und M = 0 .

(938)

Da also am Rande der frei drehbar aufgelagerten Platte w 0 und .1/ - = 0 sein
muß , kann die Lösung M aus (931 ) unabhängig von w angegeben und darauf zur
Berechnung von w in (932) verwendet werden . Die Stützung wird daher in Überein -
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Stimmung mit der Untersuchung für den biegungssteifen Stab als statisch bestimmt
bezeichnet , obwohl die Schnittkräfte selbst erst durch die Funktion w bekannt sind .

Dje an dem freien Rande vorhandenen Drillungsmomente M xy werden nach
dem Vorschlag von Thompson und Tait im Sinne der Abb . 625 durch eine stetige
Verteilung von Kräftepaaren ersetzt . Der Spannungszustand wird auf diese Weise
nach dem St . Venantschen Prinzip nur in einem eng begrenzten Bereich geändert .
Die Kräftepaare ergänzen die Querkräfte am Rande und stehen gemeinsam mit
diesen und dem Stützendruck A x oder A v im Gleichgewicht . Die Bedingung läßt
sich am einfachsten ableiten , wenn die Platte an einem Randträger abgestützt
angenommen wird (Abb . 626 ) .

y + d y
lr ] 0MXV , \ 1 M „ n , , . ,- * — , ; i dy -f A r dydy d :y dy ( 039)

-“U — ~ ( CG +

■K — ~ ( Qvz +

dy
0M V,

dx

■N ( 2
Vd -v5 v r o x d y ~j

*
\ dy *

' ‘r ( Lj “ ^ öVTTy ) ■
(940 )

Abb . 02 ;

Die Substitution der Rand¬
drillungsmomente liefert an den
Ecken einer frei aufliegenden recht¬
eckigen Platte aufwärtsgerichtete
Einzelkräfte , deren Betrag gleich
dem doppelten Drillungsmoment '/ / ' y/////, -
an der Ecke ist .

- C = 2 2 M (941 )

Abb . 026 .Daher ist die Verankerung der
Ecken frei aufliegender Platten

notwendig . Die Querkräfte Qxz und Qyz sind an den Ecken Null .
b ) Starre Einspannung der Platte in einer Geraden x = const . Geo¬

metrische Bedingungen :
w = 0 , dwjd x — 0 .

Außerdem sind
da -

__ l 3 ( dlu \ ^ 2 <v

Oy
" = ° ’ Oy* ~ ° Unt

dy \ 0x ) ~ Ox dy
0 ,

(942)

daß am Rande starr eingespannter Platten keine Driliungsmomcnte auftreten .
c ) Kräftefreie Begrenzung der Platte in einer Geraden x —- const .

Statische Bedingungen :
M x d - w | 0 - m A , d* \v
■V 0x - ‘ (/ /

dy - ’ -V 0x * / l pF ic
dx dy ' = 0 . (943 )

d ) Kräftefreie Ecke der Platte : Außer den statischen Bedingungen für
den Rand % = const mit M y 0 und A x = 0 und für den Rand y = const mit
M, ,

-- 0 und A y - 0 muß die Kraft C = 0 , also
0* !C

d x dy
0 ■

(944 )

sem .
Die Beschreibung des Verschiebungszustandes einer Platte für eine vorgeschrie¬

bene Belastung und vorgeschriebene Randbedingungen ist nach Ableitung der
1 ) ifferentialbeziehungen zwischen der Ausbiegung w und der Belastung j> nur noch
eine mathematische Aufgabe , deren unmittelbare Lösung allerdings nur in einzelnen
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Fällen gelingt . Mit der Funktion w (x , y ) sind auch ihre Ableitungen und damit
die Schnittkräfte in jedem Punkte der Platte bekannt .

Lfcvy , M . : C . R . Acad . Sei . , Paris Bd . 129 ( 1899) S . 535 . — Estanave , E . : Contribution
a l ' etude de 1’equilibre elastique d ’une plaque etc . Paris 1900 . — Nadai , A . : Die elastischen
Platten . Berlin 1925 . — Geckeier , J . W . : Elastostatik . Handb . d . Physik Bd . VI : Mechanik
der elastischen Körper , Kap . 3 . Berlin 1928 . — Bergsträßer , M . : Forsch .-Arbeiten Ing .- Wes .
Heft 302 . Berlin 1928 .

68 . Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter
zentralsymmetrischer Belastung .

Platten mit gleichbleibender Dicke . Die Punkte der Mittelebene werden mit
Rücksicht auf die Begrenzung der Platte auf Polarkoordinaten r , a mit dem Mittel¬
punkt 0 als Ursprung bezogen . Die Schnittkräfte der Platte und die Ausbiegung w
ihrer Mittelfläche sind daher nach (935) aus der Belastung p bestimmt . Die
Beziehungen sind jedoch bei Zentralsymmetrie der Plattenform , der Stützung
und Belastung unabhängig vom Winkel oc , so daß die Ableitungen der Funk¬
tion w (r , a ) - > w (r ) nach « Null sind und die partielle Differentialgleichung in eine
totale Dilierentiaigleichung übergeht . Die Drillungsmoniente M ra - - Mar sind daher
nach (933 ) ebenfalls Null . Im übrigen wird nach S . 047

Momentensumme

1 dw
• N

d2 w

_ Mr + Mot _ _ y_
1 + /*

_ d2 w~
dr 2

,/ G
, i
r r

dw '
d Y ,

dw
dr

■NAi
( 945 )

Die Gleichgewichtsbedingungen für die äußeren Kräfte an dem Plattenabschnitt
Abb . 627 liefern die Beziehungen

Qr z
dM r M , - -Mg
dr ' r

= ~ N -Jp ( Aw) ’
d (r Q r , )

d r
— p r (946)

. I A w - --

und mit (945) die Differentialgleichung
(J — + L +

1 —
, dr '1 r dr J \ dr " r dr

Das Ergebnis kann daher in der Form
dz w 1 1 dw p
dr z v '1 dr 2 ‘ r3 dr X

angeschrieben und nach (946) aus dem Ansatz

l . o 1
dr 4 ^ 1

r

d
77

d ( d 'l w
r . .

dr \ dv + ■
i dw

dr
p r__

<IMr +dMr

abgeleitet werden . Es läßt sich daher mit 99
— dwjdr auch folgendermaßen ausdrücken :

r
d2 <p d <p
dr 2 ' dr

l d rl d
7 <p — r dV Lv dr (r cp)

1

.v (/ ft r dr + C ) . (950)

Die vollständige Lösung der Differentialgleichung 4 . Ordnung besteht aus einem
partikulären Integral w0 der inhomogenen Gleichung (947) und aus vier mit den
Integrationskonstanten C4 bis C4 erweiterten Lösungen w1 bis tc , der homogenen
Gleichung . Das partikuläre Integral w0 kann in diesem Falle aus (936) , (937 ) durch
eine zweimalige Wiederholung einer doppelten Quadratur bestimmt werden , denn

d* AI ,
' dM

Y - _L . - _
d F2

~
dr

d
d y kT ) 1! i

*0
* M = - r -,~ .J p r dr

r A j _ _£ f*> —
dr 2 ' dr

d
d r K ? ) M r~

iV
“ ’ “ '0 = ~ JrF- ,r .

* ' " ( 951 )
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Als Lösungen der homogenen Gleichung eignen sich , wie sich leicht durch Ein¬
setzen in (947) prüfen läßt , die folgenden Ansätze :

wx = \ , Wo =
r \ 2

ln w4 = ln - (952)
a ist der Radius des Plattenrandes (Abb . 628c ) . Daher lautet die vollständige
Lösung von (947) mit rja = q

w = w0 + C1
jt . C2 q2 + C3 0 2 lng -f C4 lnß ,

i r dWf.dw
dr

~

M r =

a \_ d q

N ( d 2w

1 1 ”l~ + 2 C2 q + C3 q ( 1 + 2 ln q ) + C4 —J ,

- + f 4? + ( > + /■) [2 c * + c. (IS + 2 H
n ^ tx 1 11

« 2 \ fl + J ~dt ' + ( 1 + '“ ) [2 C« + C3 (l5¥ + 2 lnß)lr _ N ( cPwq ! 1 dw0■*' n . . 11

I p ^ f1 ^
~r ^ 4 i i - 2i + ß e

M x f d2w<> i L dJ^± j d r
fl 2 L rfg2

"r
Q

'
dg T

. 2 4 C3 ( 1 -fing ) ] .

Qrz ~ "
N f d z ij 4 ^ + 4 Cgi

g 3
g o 2

Der Stützendruck A bei einer zentralsymmetrischen Belastung iß wird
A = iß/2 na .

(953)

(954)
Da jedoch die Durchbiegung w und die Biegungsmomente M r , Ma im Mittel¬
punkt 0 der Kreisplatte (o = 0 , ln q = oo ) für C3 4 = 0 , C4 =4= 0 unendlich groß

werden , sind diese Integrationskonstanten des logarith -
mischen Anteils der Lösung für die Kreisplatte Null . Die
Integrationskonstanten C4 , C2 werden aus den Bedingungen
für die Stützung am Plattenrande r = a , q = 1 bestimmt .
Bei freier Auflagerung des Plattenrandes ist für q == 1 :
w = 0 und M r = 0 , bei starrer Einspannung des Platten¬
randes für g = 1 : w — 0 , dwjdr = 0 . Bei elastischer Ein¬
spannung der Kreisplatte in einem Zylinder besteht die
Formänderung aus der Ausbiegung w* der frei aufgelagerten
Platte mit der vorgeschriebenen Belastung p und aus der
Ausbiegung Mze.'* * derselben Platte mit einem am Rande
angreifenden Einspannungsmoment M (Abb . 628a , b ) .

s%’ = w* -f- M w*

Abb . 628 .

Bei starrer Einspannung mit M
dw dw *

dr dr

■■M 0 ist für r ■

. . dw * *
M 0 - = 0u dr

( 955)
: a mit q = 1

'
(956 )

und damit das Einspannungsmoment noch auf andere Weise bestimmt
Die Kreisringplatten werden entweder an beiden Rändern gestützt (Abb . 629a)

oder als Kragplatten verwendet . Der freie Rand wird dann - mit r — b , bja = ß ,
der gestützte Rand mit r — a , o = 1 bezeichnet (Abb . 629b , c ) . Die Platte kann
hier wieder frei aufgelagert oder eingespannt sein . Die Formänderung der Kreis-
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->
j
a , h^ -aH

e - o ß r
1 M

z- T '
ß

H- i — H a h -4
Abb . 629.

ringplatte wird durch die vollständige Differentialgleichung mit vier Integrations¬
konstanten beschrieben . Zu ihrer Berechnung stehen an jedem Rande zwei Be¬
dingungen zur Verfügung . Am freien Rand q = ß ist M r = 0 , Qr = 0 .

Die Kreisplatte vom Durchmesser 2 b kann außerdem in einem konzentrischen
Kreis mit dem Durchmesser 2 a gestützt sein und daher mit einer Ringplatte von
der Breite b—a auskragen . Die äußeren an der Platte angreifenden Kräfte sind
dann in r — a unstetig . Die Berechnung zerfällt in die Lösung I für die Form¬
änderung w der Kreisplatte mit den beiden Integrationskonstanten C, , C 2 und in
die Lösung II nach (953) für die Formänderung der Ringplatte von der Breite (b—a)
mit vier Integrationskonstanten . Die sechs Integrationskonstanten werden aus den
Randbedingungen an der äußeren Begrenzung (r = b ) mit Mb<II = 0 , QhZi , , = 0
und aus den Bedingungen an dem abgestützten Kreis r = a berechnet . An dieser
Stelle ist waiI = 0 , wa II = 0 , dwaiI jdr = dwaII jdr und „ ;
Mtttl = Ma>II Als Kontrolle gilt - Qa II + fß/2jia = 0
(Abb . 630) mit iß als Plattenbelastung . Dasselbe gilt von
der Berechnung einer Ringplatte von der Breite (b—c) ,
nur daß in diesem Falle in die Rechnung acht Integrations¬
konstanten eingehen , die sich aus acht linearen Gleichungen
ergeben (Abb . 631 ) . Die Lösung läßt sich bei zentraler
Symmetrie naturgemäß leicht auch für die statisch un¬
bestimmte Stützung der Kreis - und Kreisringplatte erweitern .

Die Belastung p = p 0 oder p = p (r ) erstreckt sich über
die ganze Breite , über einen Ringstreifen oder als Linien¬
belastung P über einen ausgezeichneten Breitenkreis der
Platte . Die Einzellast P 0 im Ursprung O ist ein Sonderfall . Formänderung und
Schnittkräfte der Platte lassen sich in diesem Falle nach den Ansätzen auf
S . 650 in dem Bereich um den Plattenmittelpunkt nicht angeben . Unstetigkeiten
im Verlauf der zentralsymmetrischen Belastung p führen zu einer Unterteilung
des Integrationsbereiches . Dasselbe gilt bei einem Wechsel der Plattenstärke . Die

Untersuchung beginnt in jedem Falle j<-£c
mit der Berechnung der Integrations¬
konstanten aus ebenso vielen linearen
Gleichungen . Damit ist die Ausbie¬
gung w eindeutig bestimmt . Dasselbe
güt dann auch von den Schnittkräften ,

die sich nach (953) aus Ableitungen der Funktion w zusammensetzen . Die Lösung ist
richtig , wenn sie die Differentialgleichung und die vorgeschriebenen Randbedin¬
gungen befriedigt .

Da Kreis - und Kreisringplatten für die konstruktive Ausgestaltung zahlreicher
Bauaufgaben verwendet werden , ist das Ergebnis der notwendigen Untersuchungen
in den Tabellen 63 u . 64 zusammengefaßt worden . Ihre Anwendung wird wesentlich
vereinfacht , wenn die reziproke Poissonsche Zahl u , die bei Stahl mit 0,25 , bei
Eisenbeton zwischen 0,16 und 0,10 gemessen ist , vernachlässigt wird . Dies ist in
der Regel zulässig .

Die Differentialgleichung vierter Ordnung läßt sich mit (945) ebenso wie in
Abschn . 67 in zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung zerlegen

Abb . 630 .

Us- 2ol- ^
« - Zb -

h

Abb . 631 .

d* M
dr2 + dM

dr
= - p .

d2w
dr 2

dw
dr

M

Da nach (945) und (946)

dM
dr

= Qr rdr , also auch
dJL _ o
dr Vrz . rn

1 fM- jw rir

(957)
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ist , entstehen nach H . Marcus die beiden simultanen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

d 2 U _~
dTr 2 ~

)■

\t> ~ ^ijp f' dr ] (958 )

die wiederum eine Analogie zu den Differentialgleichungen der Seilkurve und der
Biegelinie des biegungssteifen Stabes bilden und sich zur Berechnung des Span¬
nrings- und Formänderungszustandes der Kreisplatte ebenfalls eignen .

Tabelle 63 . Formänderungen und Schnittkräfte symmetrisch belasteter Kreis -
und Kreisringplatten .

ß = Eh 3

0 O = 1 - Q
l , 0 ,

a ■ 12 ( 1 - ft 2)
’

■■1 — q2, 0 „ — q2 ln q , 0 3 = ln o ,

dw
W =

Ir '

0 , =

Die Funktionen 0 O bis 3>4 sind in 'Tabelle 64 enthalten .
p n 4

i ß . 6 4 A’
( i — fi )

[2 ( 3 -f ft ) 0 X - ( 1 + ft ) <Z>0]

p a 2 p a 2

16 [ 2 ( 1 - ft ) + ( 1 -f 3 fi ) 0 i ] , Q r = - o ,

O = 0 :

0 = i :

nrmrrrrm̂

. ß ai -! t
64 N I 4 -

"
fl

p a 3

p n 2
M r = 11/ , = ( 3 + p ) '

21 - Zfia,

W'
8 JVTi

"
-f

"
/« j

; ( l Qr ~ ~

« 1 = 1( 5 + fi ) — ( 7 + 3 fi ) ß 2] ( 1 — ß 2) — 4 ( 1 + fi ) ß l ln ß ,
-2a ^M v-i — [ ( 3 + fl ) — ( 1 — / i ) /J2] ( 1 — ß 2) + 4 ( 1 - j- fi ) ß 2 ln ß .

p a

9 ~ ß -

9 ^ ß -

p « 4
-

64 AfpT+ J )
^ - 2 ** + 2 *2 * J ' M ' =

* rA
( 2 [ ( 3 + p ) ( l - 2 ß 2) + ( I - / 2 ) |8

4] 0 1

Or — o .

6 4 ^ ( 1 + /«)
■ ( 1 + jw) 0 » - 4 ( 1 + /*) ß * 0 3 - 8 ( 1 4- ft ) ß 2 0 2} ,

Afr = ^ [( 3 + / ( ) 0 i ~ ( r - /*) ß i + 4 ( 1 + /*) ß 2 0 3\ , 0 r = - ^ ( e -
|

M | = '
Vl K 1 + 3 V ) 01 + ( 1 - /<) ß l 04 + 4 ( 1 + fi ) ß 2 0 S + 2 ( 1 - ft ) ( 1 - ß 2)2] .

p a 4

64 iV ( i + ft )

0 = 1 : w ' — —

W* il»lliP| P

p a 3

SN ( i + fl )
( i - ßr - , M t p a 2

( l - ft ) ( l - ß 2)2 £ a
( i ~ £2> -

lb=2ßa
~2a-

* 1 — 4 — ( 1 — fi ) ß 2 , « 2 = [« 1 — 4 ( 1 + fi ) ln ß ] ß 2 ,
«3 = 4 ( 3 + ‘fi ) - ( 7 + 3 fl ) ß 2 + 4 ( I + fl ) ß2 ln ß .

9 - ß : w ==
tSl 1 + U ~ 5ßi + 4 {2 + ßl ) lnß ] ß '1 + 2

7T ^
01 ~ ,Pt>} ’ Qr = - ^ e -

M ' = — (3 + fi ) + (3 + fl ) 0 J , M t = [k 2 — ( 1 -f 3 ft ) + ( I + 3 fl ) 0 il >
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(3 + p ) — ( 1 — p ) ß '

G 5 li

+ P
■0 L + 4 0 2 4~ - ß 2 1h

p a2
M r = — - [ ( 1 - p ) ß * 04 - 4 ( I + /«) ß - a>s] . o r = - t ! L

~ 2 0

M , j — ( 1 - p ) ß i 0 4 - 4 ( I 4 - p ) ß 2 0 3 + 2 ( 1 - /O /52 (2 — ß 2)] .

p — o :

Q = ß -

Q = 1 :

£ fl 2 &2

64 .V ( 1 + p )
«3 . M r = jvj , = ^ i * 2 .10
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- />*> ■ ß ' = -

pb

p b

, U V
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. f «1 7 + 3/1
e = ° :

64 71 N I -f - fl

e = 1 :
Pa

8 n N ( 1 + fi )
' M ‘ = ( * - **> ■

ö 71

£ a4
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p a 2 b? t ^ = TÄ " [ ( I + 2 v ) <p i + 4v ® . + 2fl »J .

M r = ~ [ ( ‘ ~ 2 V>) ~ ( r - P ) V> ®4 + ( r + A ®»] - Q, = ~ P ^ ‘

Q — ß -

M t = -
Pb
2

P «! i
8 M

Pb 2

2 N x

[p {i - 2 v<) + ( 1 - fl V ®4 + ( 1 + A ®s] ■

[ ( 1 + 2 y>) ( 1 - ß 2) + 2 (ß 2 + 2yi ) lnß ] ,

P h r _ / /2
( 1 — ß 2 + 2ln ß ) , M , = - ■ -— - ^ ( i - ß 2 + 2lnß ) ,

Q = 1 : M t = fi M r = ■ P b
- p ( i - 2 y ) ,

X = ( I - fl + ( I + fl fl

M6 2

"
e

-2b- 2ßa -
-2a -**1,

2 N x Ifl + 2 <S 3] ; ßr = ° .

O Afr = — [2 + ( 1 — fi) <5 4] ; Ar , = ^ -
2

[2 p - ( 1 - fl <P4l ■

Q = ß :

e = 1 :

w = M
, ?- ( 1 — ß 2 -f- 2 ln ß ) ;

2 N x

Mt - — [ ( I — A ) — ( I + A*) 0 ' ] -
x

2 M ß2
M t = fi M r = /* .

Beyer , Baustatik , 2 . Auft , 2 . Neudruck . 42
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■
|

!

Q ^ i :

- 2b=sßa

8 = o :

8 = i :

g = ß :

= 2 ( i — /*) + ( i + 3 ft ) ß 2 - 4 ( 4 + ft ) ß 2 ln ß >
« 2 = 2 ( i — /*) — (3 + A4) ß 2 — 4 ( i -r A4) ß '2 ln /3 .

fi a *
{ 2Kj -. «Pr - 00 .

64 A' \ i -f- /t

-Mf = [* 1 — (3 + A4) + (3 + A4) ^ l ] >

M , = [« ! — ( I + 3 /4) + ( I + 3 A4) ®l ] , 6r = p a- o .

iß * 0 a - sß * 0 t y . ö, = ^ -
(

-
f

- o ) .
p a * f 2 x 2 ^ -

tü = —- ( - - — 0 n -
64WVI + A4 1 0

11 r = •— - [« 1 - (3 + A4) + (3 + ft) 01 - 2 ( I - ft ) ß 2 0i + 4 ( I -r ft ) ß 2 ®3] ,

^ [« ! — ( 1 + 3 A4) + ( 1 + 3 ft ) 0i + 2 ( 1 - fl ) ß %&i - 4 ( 1 + fl ) ß 2 ®3] ■

p 0.1 f 2
Ö4iV \ I + ft

Mr = p a '2
TtT :

M r =

A>ß4

p ßE
16 A
A>ß2
16

- - - !16Al \ i -j- fl

D*i — (3 + A4) ] >

pa pa
Qri = ~ ~ , Q Ta = V- {ß 2 - l ) ,

p a 2
K — ( 1 + 3 a4) ] •

6 4 a ( 1 + fi )

p a 2 b
8 -V ( , : , , )

{ [ (3 - 5 /*) - ( 7 + 3 /*) ^ 2] (ß 2 - 1 ) + 16 ( 1 + jw) /S
2 ln fi ,

p ß2
(2 — ß 2) , M t ■■ 8 ( 1 - fi ) (2 - iS2) .

u

= -
ß2

[ ( 4 - fl ) + 4 ft ß 2 - ( I + 3 fl ) ß i + 4 ( 1 + ft ) ß i ln ßi »
— Sa -

Sb =Sßa

eS 1 :

e S 1 :

“ ^ « 2 = -
ßi

[ ( 1 - fl ) ( I — 2 ß 2) + (3 + A4) ß * + 4 ( 1 + ft ) ß i ln ß) ■

■p " 4
- x1 0 1 , M r = n/ ( = -

32jV ( I + fl ) 16
p ß 4

64 jV ( i + fi )
[ 2 «2 0 X + ( I + fi ) 0 O + 4 ( l + fl ) (2 ß 2 — l ) 0 3 + 8 ( 1 + ft ) ß 1 0 -i\

p a -

e = o :

8 = 1 :

8 = ß -

M r = - ” K - (3 + / ( ) + ( I - / 0 (2 /32 - I ) <P 4 - 4 ( I -f fl ) ß 2 0 3] ,

[« 1 - ( I + 3 A4) # 1 - ( I — fl ) (2 ß 2 - I ) 01 — 4 ( I + fl ) ß 2 0 s ] ■

p a '2
« 1 » M r = M t = — — y. l .p rt4

32 iV ( i + /<)
^ fl 3

162V ( I + /<)
fl 4

04 Alfi + /{)

3/ r = 711, = p a 2 pa ^1 y. lt Q rl = p . Q ra = ^ (ß - - I ) .
1 (1

•
j [ 2 ( ! - /«) - (3 - 5 /«) /32 + (7 + 3 A«) - 4 ( I + fl ) ( 4 ß 1 - 1 ) ln P |

_ P_
«3

__ (ß 2 ~ 1 )
'-

8 A: ( i + /-<) ß
M ,

p ä
~ ( i — fi )

05 2 - i ) 2
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i he- 2a-
- 2b - 2ßa.~

-J i
- » J

1 — u ,x •- ™ b 2 ( * + p ) ■

eS i : : * *
. L _

64 N \ 1 + n
p a

ß 2

®r - 0 „ ) , M r = ^ [« - (3 + /*) + (3 + A ) ,

M , = — [x — ( 1 + 3 fl ) + ( 1 + 3 /t) Ö>i ] , ß r = - pa

g ig 1 : , _ m 4 r 1 — 1
32W 5 ' - ” -

> (-r - + '4
p a l f x
64 -W \ 1 + /»

AIr = M t = ?~ « .l6
p a * ( x \"riN [ ~ I ) * ^
_ _ p a 2 ß2 4 - 1

( =
16 ^ _ ^

ßi ’

p « 2
, r . ß * — 1

16 ^
/ja

' ’

0r = £

- / >a 4 f 1 — /1 ß 2 — 1
K P SaA' Li + zi /?2 + p a3

82V ( i +
.if, = p a % 1 — /<~

T
—

ß *
~ ‘

4
- 2b -=2ßa- ( ! ~ ß ) ( ß - -

jj
+ 2 ( 1 + tA ß 114ß ■

e ^ i :

e ä I :

Pa 3 x Pa-
JnT +

-
^ » Mr . = M , = ~ — * , ß , = 0 .

l - r. + 2 3̂ 0 X - lß0 3 - 2 ß0A ,

S = 0 : w ■

, Pa 2

4 Ar ( i + M>
'

Pa 3 ( ,e = ß : *° - 8lV (T + /oF

, P O1
Wf — - (ßz .

2lV ( l + /I)
'-P

V

_ Pa 3
W

8 M } Li + /i

= - — [« + ( I - Al) /? # 4 — 2 ( I + P) ß # 3] . Qr = + P
4

M t = - ~ [x - ( I — ß ) ß @ i - 2 ( I + ft ) ß 0 3] .4
Pa 3

■äivir +Tö x '

M r = M t = - — x .
4

P a~
ß

{

- 2a - sh 1— 2b ~ 2ßa - » 1 x = 2 ( 1 + fi ) ß- .

g g 1 : = .£ * JOjz £ + A
8xN LV * + ij

® i -t1 + # 2] -

M . = . P
8 jiß

‘ [ ( i - p ) (ß 3 - x ) + * # „] .

M « = -
8^ ß2 [ " ( l “ 'U) ^ 2 + I ) + ’i ®3] ; Ör = ~

2 71 CI Q
42 *
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x :

£? — o :

e = i :

Pa 2 / 1 — u .
W = - — - C 0 _ 0

8 n N V x 1 3 <P«L

Ml = - ^ jA l ~ ril ~ (ß* + l ) - ß* 0 4] ; ßr

. . . _ -P « 2 / I — fl
! n N \ x + ' •

u' = _ 2L ?- LlzUL + l \ m = _ £
8 n N V x / ’ ' & n j

M ‘ = 8
- / •) (/>* + » ■

e = ^ : » = - ^ [V - ^ - i ) + ln 4

i ( i - j») (? 2 - i ) ;

Pa
4 » IV (i + ft) ß

’

4 n ß 1 ( * — / *) ■

IAp~\
Ct ~

7 ~
He-

t )
- Zb- Sßa -

Q = o \

e = ß :

2N ( l + fl )
’

_ M a 2
_

2N ( i + 7ö

2 N ( i + fl )

, e = i :

<p ,

(,ß2

Af r = Af ( = M ;

M a

0 r = o .

w ( i + /*)

_ M6 _’
N ( I + J» )

'

.

- Bb - Sßa . -
-aa ^ -1

i :

es ! ••

e = o :

—*4 ß 2 ’

4IV I + /*

M «*

<*>1 .

* = ( I + M) + V .

MM r = M t = 'P - x ,
2

Ör = O .

M ,
M

(( _ Ma s x
4 iV i + fi

Qr = ° ,

M > = ~ [ l - /*) [ (£ + l ) + * t\ .

= i : Vüf = M a i
2 N \

\ + v V
l 1 + /l )

M ri = M— x ;2
M ra = - M ,- — (2 - X ) ,

M tt = M—■x ;2
M ta = “ V’ {ß* + i )

= ß - W —
M o2
4 N ■0 + 2 ln/T | .

Ma '

AT (i + fi ) ß
’ M , = |y| f .



Beispiel für die Anwendung der Tabelle 63 . 661

Tabelle 64 . Funktionen <P0 bis <Pl .

Q 0 ,

0,0 + 1,0000 + 1,00 O — OO + 00

I + 0 .9999 + o,99 — 0,0230 — 2,3026 -)- 99,0000
2 + 0,9984 + 0,96 — 0,0644 — 1,6094 4 - 24,0000
3 + 0,9919 + 0,91 — 0,1084 — 1,2040 + io . nii
4 + 0,9744 + 0,84 - 0,1556 - 0,9163 + 5 .2500

5 + 0,9375 + 0,75 - 0 . 1733 - 0,6931 -}- 3,0000
6 4 - 0,8704 + 0,64 - 0,1839 — 0,5108 + 1 . 7778
7 + 0,7599 + 0,51 - 0,1748 - 0,3567 + 1,0408
8 + 0,5904 + 0,36 — 0,1428 — 0,2231 + 0,5625
9 + 0,3439 + 0,19 - 0,0853 - 0,1053 + 0,2346

1,0 O O O O 0

I — 0,4641 — 0,21 + 0,1153 + 0,0953 — 0,1736
2 — 1,0736 - 0,44 + 0,2625 + 0,1823 — 0,3056
3 - 1,8561 — 0,69 + 0 .4434 -f- 0,2624 - 0,4083
4 — 2,8416 — 0,96 + 0,6595 + 0,3365 — 0,4898

5 — 4,0625 - 1 .25 + 0,9123 + 0,4055 - 0,5556

6 - 5 .5536 - 1,56 + 1,2032 0,4700 — 0,6094
7 - 7,3521 — 1,89 + 1 .5335 + 0,5306 — 0,6540
8 - 9 . 4970 — 2,24 + 1 .9044 + 0,5878 — 0,6914
9 — 12,0321 — 2,61 + 2,3171 + 0,6419 — 0,7230

2,0 — 15,0000 — 3 .00 + 2,7726 + 0,6931 — 0,7500
1 — 18,4481 - 3 .41 + 3 .2719 + 0,7419 - 0,7732
2 — 22,4256 - 3 .84 + 3,8161 + 0,7885 - 0,7934
3 — 26,9841 - 4 .29 + 4,4061 + 0,8329 — o,8no
4 — 32,1776 - 4 . 76 + 5 .0427 + 0,8755 — 0,8264

5 — 38,0625 - 5,25 + 5,7268 + 0,9163 — 0,8400

Beispiel für die Anwendung der Tabelle 63 .
Der Verlauf der Biegungsmomente wird für eine Kreisringplatte mit

verschiedener Stützung aus der Tabelle 63 entwickelt (fj = »/ •) •
\~̂ 2a.- 5,00^

-Sb- 11,00
1 . Innen eingespannte Kreisringplatte ( Abb . 632a ) .

Mit ß = bja = 6 ,5/2 .5 = 2,20 ist nach S . 657
x 1 = 5 .20 , = 6,48 , v»i = 17,808 , y> = 17,185 .

Damit wird
M r = - 6,6445 + 1,2370 - 5,5942 <P4 + 8,8230 <P3 ,
M , = _ 1,1074 + 0,5859 0 1 + 5,5942 <P4 + 8,8230 0 3 (Abb . 633a )

2 . Innen frei gelagerte Kreisringplatte ( Abb . 632 b) .
Mit ß = 2,20 ist nach S . 655

= — 1,4710 , - 5<2 = 7,8043 , und damit

M r = 1,2370 + 2,7811 0 t + 8,8230 0>3 ,
= 0,5859 tf>! - 2,7811 0 t + 8,8230 0 3 - 11,2132 (Abb . 633 b)

3 . Außen eingespannte Kreisringplatte (Abb . 632c ) .

Mit ß = —
a

= 0,4545 ist nach S . 657

Abb . 632 a.

p - 1t/m

i"GtBcl—5,00-
— 2b - 11,00

Abb . 632 b.

p - 1t/m

U2b =5fl0^ .
2a .- 11,00—

Abb . 632c .

mm
- 2CL—11JJ0-
Abb . 632 d.



C62 68 . Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter zentralsymmetrischer Belastung .

Kl = 1,33884 , x 2 = 1,07438 , y>i = - 0,760222 , V = 0,111273 ;
M r = - 2,6395 + 5,9870 0 1 - 0,1753 0 t + 1,8229 0 3 ,
M t = - 0,4399 + 2,8359 <5 X + 0,1753 0 i + 1,8229 <P3 ( Abb . 633c ) .

Abb . 633b .

4 . Außen frei gelagerte Kreisringplatte ( Abb . 632d ) .
Mit ß — 0,4545 ist nach $ 655

4,1249 ;

5,9870 0 X - 0,8627 <P4 + 1,8229 0 3 ,

2,8359 0

2,2085 ,

3,5743 (Abb . 633 d ) . .

Abb . 633 c . Abb . 633 d .

Statische Untersuchung für die Decke eines kreisrunden Behälters mit
Zwischenstützen .

Der Abstand der Stützen auf dem Parallelkreis r = a ist so klein , daß die Punkt - oder
Flächenkräfte durch eine rotationssymmetrische Linienstützung ersetzt werden können .

1 . Geometrische Grundlagen . Die Abmessungen des Tragwerks sind in Abb . 634a ent¬
halten . Die Querdehnung wird mit ij, = v « eingesetzt .

2 . Hauptsystem und Überzählige . Zur Berechnung dient das Hauptsystem Abb . 634b .
Überzählige Größen sind die Linienstützkraft X x über den ganzen äußeren Rand und die Stütz¬
kraft X 2 der Mittelstütze .

3 . Formänderung und Schnittkräfte des Hauptsystems . Die Verschiebungen
werden im Nfachen Betrag angegeben und von den Schnittkräften nur die Biegungsmömente
M r berechnet .

Zustand X 1 = — 1 (Abb . 634c , Tabelle 63 S . 659 ).
• ß = 2,0 , ln ß = 0,693147 , *: = 4,48469 ,

<5„ = 0,30216 — , ö = - 0,12013 — ,
7h 7t



Statische Untersuchung für die Decke eines kreisrunden Behälters mit Zwischenstützen . 663
a 2 <x -

w, = - —- 0,12013 0 1 , £C0 = - - ( - 0,24513 0 X - 0,125 0 3 - 0,125 <Z>2) ,

M, i = ~ ~ - 0,28029 ,
' M, a = - -■?- (0,28029 + 0,10417 <P4 - 0,29167 &3) .

Zustand A 2 - 1 (Abb . 634d , Tabelle 63 S . 659 ) .

y. = 9,33333 ,

— (0,13616 Ox + 0,125 <Z>2) ,7t

<S22 = 0,13616 <5, , = - 0,12013

(0,01116 0 X - 0,125 <7>3) ,

Mri . (0,07812 + 0,29167 0 3) ,

(0,07812 + 0,10417 &t ) .

Belastung durchs t/m (Abb . 634e , Tabelle 63 S . 658 ) .
x x = — 5,27208 , z, = - 23,9387 ,

öio — 0,42516 p al , <520 = — 0,15686 p al ,
Wi = - pa * (0,14123 <Z>! + 0,01562 0 O) ,
Wa = - pa * (0,64122 <Z>i + 0,01562 0 O+ 0,5 0 3 + 0,5 0 2) ,
Mri = pa 2 ( - 0,52742 + 0,19792 0 X) ,
Mra = pa 2 ( - 0,52742 + 0,19792 0 X - 0,41667 <ß4

+ 1,16667 0 3) .
4 . Elastizitätsgleichungen nach Erweiterung

Timit

Xx X«

+ 0,30216 — 0,12013

— 0,12013 + 0,13616

+ 0,42516 p a 2 jt

— 0,15686 p a 2 71

Lösung : A\ = 1,4618 pa 2 rr , X 2 — 0,1377 pa 27t .
5 . Superposition .

17) —— — A 4 Wx — A "
2 U)2 ,

^ * -= -1

X, — 1

[
i MUD Belastung

Abb. 634.

: pa * {- 0,14123 0 X - 0,01562 <7>0) - 1,4618 p a 2 7t - — ( - 0,12013 0 X)71

— 0,1377 pa 2 7t ■— (0,13616 0 X+ 0,125 3>2) ,

= pa * ( - 0,01562 0 O+ 0,01561 0 X- 0,01721 <Z>2) ,
wa = p al ( — 0,01562 0 O - 0,28444 0 X- 0,31728 0 3 - 0,30006 <P3) ,

M ri = p a 2 ( - 0,10693 + 0,19792 0 X+ 0,04016 <Z>3) ,
Mra = P a 2 ( - 0,10693 + 0,19792 O x + 0,74031 0 3 - 0,25005 0 „ ) .

Die Biegelinie und die Biegungsmomente Mr , ferner M t und Qr sind in Abb . 635 dargestellt .
Platten mit veränderlicher Dicke . Werden die Ausdrücke (945) der Biegungs¬momente M r , Ma in die allgemeingültigen Gleichgewichtsbedingungen (947) ein¬

gesetzt , so entsteht die Differentialgleichung

NAAw +
d N / dz w
d y \ d r3 +

- ß d %iv '

dr 2
1 duA d2 N fd2 w [x dw
r2 dr ) dr 2 { dr * ‘ r dr (959)



664 68 . Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter zentralsymmetrischer Belastung .

Sie läßt sich durch Differentiation aus

± \rN ± (^ + L *m\
dr L dr \ dr 2 ' r dr )

dN (d2W , = A, y
dr {. dr * ' r dr ) j F ( 960 )

gewinnen und daher mit dwjdr = tg <p fa q> und <p = <pEhl/12 {l — fß ) = (pN^
auch als Differentialgleichung 2ter Ordnung anschreiben :

N d2 <p / N dN \ dtp f N 1
~
dr * ^ \ Tn

~
0

+ W0 dr )
~
dr

~~
\

~
N

~
0

~
r *

/p dN '

r N 0 dr .
pr dr + C (961)

iimmiiiiiiiiiiii

ls +

Abb . 635 .

ist der innere Radius der Ringplatte (Abb . 636) . Die Funktionen N/N () — h3lhl = v1 ,
dNJN 0 dr = v 2 sind gegeben ; die rechte Seite ist das Integral zur Gleichgewichts¬
bedingung (946) .

r r

rQ rz = — fprdr -j- C und daher C = r Qrl -f- J pr dr . (962)
n n

cr777//A

Abb . 636 .

Freier Außenrand (rs = rt , Abb . 636) , Qrz >a = 0 , C = iß .
Freier Innenrand (rs = ra , Abb . 636) , Qrs>i = 0 , C = 0.
Freier Innen - und Außenrand < r s O a ) , Qrzi = 0 , C= 0 .
In diesem Falle ist die Querkraft in r = r s unstetig , die
Lösung der Gl . (961 ) daher für zwei Bereiche anzuschreiben .
Nach Division mit v1 lautet die Gl . (961 )

d * <p i / JL , M d <p
dr * ' \ r ' v -i ) dr

1
r‘ Vl vA

r Vi
(p =

1
r i>x jprdr + C

Ti

( 963)

Sie läßt sich leicht angenähert berechnen , wenn die Differentialquotienten durch
Differenzenquotienten ersetzt werden . Hierbei ist die Unstetigkeit der Querkraft
bei einer Stützung nach Abb . 636 ohne Bedeutung für die Lösung . Die bekannten
Vorzahlen der Gleichung werden durch einzelne Buchstaben abgekürzt . Es ist

j .
r f* r ii -x

b , ~ ( Jprdr + C) = K .
1 Ti

( 964)

Der Integrationsbereich (ra — r( ) zerfällt in n Stufen *von konstanter Breite s mit
den Intervallgrenzen 0 , . . . , ra , . . . , n . Die Bedingung für die Formänderung der



Berechnung der Gründungsplatte für einen Schornstein . 665

Platte am Punkte m kann also in Verbindung mit den Bemerkungen auf S . 129
folgendermaßen angeschrieben werden:

+ A2 ?m + sam A 9m ~ s2 b m y m = Km s2 ,
— <Pm- 1 ( l -

2
^) + 9 m (2 + s2 t>m) — <pm+ 1 ( l + = — Km s'i , (965 )

m = 0 . . . n .
Per Ansatz enthält (n + 3 ) unbekannte Wurzeln cpm in (n + 1 ) linearen Gleichungen,
die daher noch durch die Randbedingungen für r = r( und r = ra ergänzt werden
müssen . Bei freien oder frei aufliegenden Rändern ist Mi — 0 , Ma = 0 , bei ein¬
gespannten Rändern <p( = 0 , <pa = 0 , bei der Kreisplatte außerdem <p( = 0 . Der
Kern der Matrix enthält in jeder Zeile 3 unbekannte Wurzeln, die daher nach
Abschn. 29 oder durch Iteration nach Abschn. 30 berechnet werden.

Die Schnittkräfte sind

M r =

—

N ( d <p i ü —
N 0 \ dr ' r ^

N
_

/ djp_ 1
N 0 y dr ‘ r

- <P

Vl,m / _ 2 S fl — - \

2 s [<P^ '
rm

" f>m 9m- ij »
/_ , 2s - _ \

2s yPm + l + „ r 9m 9m —l ) ’

n JV / a, ~<p i — , 1 d (p \ , dN fdtp , fl —
xr tt l TZi W 9 ' T TZ J

”r" WT7 1TZ ' r 9N„
vi, < 1

r dr

S V2,

(966 )

2 rn
c2

9m+1

zu

2 n, .

(2 + S + ^ K
T ^ i ) «’- ■J

Die Verformung der Platte folgt aus dwjdr= <plN0

+ 1 s
27:

^ m + 0,5 0,5 pj
$ • (967 )

Berechnung der Gründungsplatte für einen
Schornstein .

1 . Geometrische Grundlagen . Abmessungen der
Platte nach Abb . 637 .

K = K = 2,2 m , Ä10 = 1,5 m .

Intervallbreite s = r „/10 = 0,9 m . Im schrägen Teil der
Platte ist

he — ( A, k10)
m — 6

N n

= 2,2 - 0,175 ( « - 6 ) ,

10 ,

1918000 tm 2/ m .

- 6

« = 10 , m — 6 -r 10 ,
2100000 - 2,23

12 - ( 1 - 0,028 )

angenommen .
3 . Vorzahlen der Differenzengleichungen

(965 ) nach (964 )

n = v2 = — — (h3) = — — — (h) , (Abb . 637b )
Ajj

2 h3
0 dr { 1 ha

0 s dm x ’ ’ v

0,6- T ?

Funktion Fs

Abb . 637 .
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6 :

6 | »i ^ 10 :

n , m — 1 , m

n .
h a

~
10,65 ’

s am
IT = J _ + o,45z m

Vt
•»l

’

1 0,15 v2
m 2 ni i>i

= 0 ,

vi,m — — 0,0548 hfu .

Für freien Innenrand (y t = 0 ) ist nach S . 664 C = 0 und daher nach (964 )

K s2 = —— pr dr .‘>,i r J
0

— fit — 1 ( fl 2\0 < m < ,̂ 5 : K m s2 ~ — pr s —- — , 10 : K m s2 = — pr a - . — ( m - ) .2 v1 n -> 2 v1 n J \ m )
An den Unstetigkeitsstellen m = 5 und 6 werden die Funktionswerte v1 : v2 , K m nach Abb . 637 c
festgesetzt .

m h I v2o,45 — s a m 1 ° »I 5 ^2 c2 h m n
K s2

2 m n m Vx 2 i>i n 2 Vi m

1 2,200 I O 0,500 O 0,500 1 0 1 0,050 — — 0,050 ‘pr ^/n2
2 2,200 I O 0,250 O 0,250 0,250 0 0,250 0,100 — — 0,100 , ,

9 1 .675 0,441 - 0,154 0,056 - 0,157 — 0,213 0,012 — 0,006 0,018 1,022 1,261 — 0,239 „10 1 . 500 0 . 317 — 0,124 0,050 - 0,175 — 0,225 0,010 — 0,006 0,016 1,579 1,579 0

4 . Randbedingungen . In Plattenmitte ist cp0 = 0 , daher wird die erste Differenzen¬
gleichung für den Punkt 1 aufgestellt . Bei m = 10 ist M 10 = 0 , so daß nach (966 )

2 S IJ,
Vn + — t- <pio - P» = 911 + 0,0333 p 10 — ^ 9 = 0r io

ist und 11 Gleichungen für die 11 Unbekannten ~
<p m , m = 1 . . . 11 zur Verfügung stehen .

5 . Matrix der Differenzengleichungen (965 ) nach Elimination von cpllL .

9 i 9 t Vs 9 i 9 s 9 s 9 i 9 s 9 s Vio

3,000 — 1,500

- 0,750 2,250 - 1,250

- 0,833 2 , III l H ON

- 0,875 2,063 - 1,125

— 0,900 2,040 — 1,100

- 1,134 2,031 - 0,866

— 1,201 2,027 - 0,799

— 1,204 2,022 — 0,796

— 1,213 2,018 — 0,787

— 2,000 2,042

pji
n 2

0,050

0,100

0,150

0,200

— 0,187

— 0 )561

— 0,466

— 0,367

- 0,239

6



Kreisplatte mit gleichbleibender Dicke auf elastischer Bettung . 667

Die Auflösung nach Absclin . 29 liefert

<P 1 <p2 <P 3 <Pi <Fs V’s Vi

- 0,54941 — 1,13216 — 1,78824 - 2,55517 - 3,472 .54 - 4A9757 — 4,64943

6 . Die Verformung der Platte .
Nach (967 ) ist für die Zwischenpunkte 9 s <fo 9}io Vll
“Wo.5 = “'*.- 0,5 + verlor-
mung wird mit wn s — 0 auf den Platten ' P ra
mittelpunkt bezogen , so daß mit - 4,90251 - 4 >95976 - 4,35775 — 4 .79800

712

__ _ — p j.4 v~y
<P = 9 * P w m+o,s — <P * ■ Abb . C37 d .

7t 1\ q '

»0,5 W2,5 W3,5 W4,3 ^ 5,5 ^ 6,5 w -,,s » 8,5 ^ 9,5 ^ 10,5

O - 0,5494 - 1,6816 - 3,4698 - 6,0250 - 9,4975 - 13,6951 - 18,3445 - 23,2470 - 2 8,2068 - 33,0645
P ra

1000 N 0

7 . Die Schnittkräfte . Mit r „Js = m und rjs = n wird aus (966 )
vi,f » / , 1

“ = - iTT ( ? ’
*

♦* + sk * * -
j p ' ■* '

M“ - » = - 1177 (? *
' * * + 'S - ^ “ t** - 1) * •

In Plattenmitte ist = 0 , I cp, , ® _ i = -
0

Z . B . ist

Afri0 = - - t ( - 0,54941 - ~ 0,54941 - 0,54941
20 \ o

M r,i = — ^ ( - 1,13216 -
y 0,54941 + o) pr %

M r , 2 = - ~ 1,78824 - ~ 1,13216 + 0,54941

<Pi ■

p r '~ = 0,0641 pr \ mt ,

= 0,0658 p r% mt ,
»

p r% = 0,0714 ^ f - mt .

Die Momente sind in Abb . 637 e dargestellt . Positive
Momente erzeugen auf der Plattenunterseite Zugspannun¬
gen . Im Lastbereich wird die Momentenlinie parabelförmig
ergänzt .

Um ein Urteil über die Genauigkeit der Differenzen -
methode zu bekommen , sind die Momente M r der Grün -
dungsplatte mit gleichbleibender Dicke h = 2,2 m
für eine Intervallteilung n = 6 und n — 10 berechnet und
in Abb . 638 mit den Werten der exakten Berechnung
(n = oo ) nach Tabelle 63 verglichen worden .

n —6

Abb . 638 .

Kreisplatte mit gleichbleibender Dicke auf elastischer Bettung . Die
äußeren Kräfte bestehen aus der Auflast p (r ) und dem Bodendruck p (r ) , der
nach den Angaben auf S . 17 proportional zur Einsenkung w
der Platte gesetzt werden soll (p = cw) . Daher besteht
zwischen dem Verschiebungszusta 'nd w und den äußeren [-

’
Kräften nach (948) folgende Differentialbeziehung :

d^ w
dt 4

Pk .

T77Z/

1 d3 w
r dr 3

1 d2 w 1 dw
Y% y3 tfy

■w - ^
Pk=crvlc

Abb . 639.
Sie besitzt auch Bedeutung für p = 0 , um den Verschiebungszustand w für vor¬
geschriebene Randkräfte M r= r , ^ anzugeben .
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Um den geometrischen Zusammenhang in einfacher Weise zu klären , werden
die Differentialquotienten hier ebenfalls durch Differenzenquotienten ersetzt .
Dabei zerfällt der Integrationsbereich wiederum in n Stufen mit der konstanten
Breite s . Für den Punkt k mit r — r k , s/r k = Xk und fi — fik entsteht folgende
Gleichung k (k = 0 , , n ) ,

'

( 1 — Xk ) wk_ 2 — \ % (2 — Xk ) + (2 + A,C) J wk _k + |^6 + 2A£ + wk

— [ 2 (2 + 4 ) + (2 — 4 ) j wk+ 1 + ( 1 + 4 ) wk+ 2
— . (969 )

Die Wurzeln wk des Ansatzes werden entweder mit dem Gaußschen Algorithmus
nach S . 216 ff . oder durch Iteration einer Anfangslösung nach Abschn . 30 berechnet .
Die fehlenden Gleichungen liefern die Randbedingungen . Die Schnittkräfte sind
dann aus den Verschiebungen wk folgendermaßen bestimmt :

M. 1, = ■ N
( A 2 wk + ^ - Awk) = ~ ^ [«Wi ( l + £ 3 - 2 ^ + .̂ ( 1 - ^ )] ,

Qr . fi = - ( ^ 3W k + ^ A * W k - ^ A OFj)
IV

273 l> * + 2 - “ '/,+ ! ( 2 - 2 4 + A| ) - 4 4 + wk _ x (2 + 24 + , “ 'jt - al •

(970)

Berechnung der Gründungsplatte für einen Schornstein unter Berücksichtigung
der elastischen Bettung .

1 . Geometrische Grundlagen . Abmessungen der
Platte nach Abb . 640 - Mit /j, = V « , E = 2100000 t/m 2 ist
nach S . 645

TZ—9.0 m

c - 200 kg/cm

200 kg/cm

10kg/cm.
200kg/cm.

Abb . 610 .

N 2100000 - 2 ,23
= 1916684 tm 2/ m .12 ( 1 - 0,0278 )

2 . Belastung . Die senkrechte Belastung P durch den
Schornstein verteilt sich auf einen Ring von der Breite s
und dem mittleren Radius r5 = 4,5 m . Der Bodendruck wird
nach S . 17 mit p = cw angenommen . Der Leitwert c liegt
zwischen 10 und 200 kg/cm 3 , so daß die Rechnung für beide
Grenzwerte durchgeführt wird .

3 . Die Randbedingungen . Am Rand r = r10 ist
•̂ r,io = 0 , ö , 2. xo = 0 ; daher nach (970 ) mit s = 0,9,
^10 ~ 9,0 , A10 — 0,1

1,0083 wu — 2 w10 + 0,9917 » 9 = 0 ,
wlt — 1,81 wn — 0,40 » io + ' 2,21 » 9 — » g = 0 •

In Plattenmitte ist aus Symmetriegründen w_ 1 = w 1 ,
w_2 = » 2 ■Die Glieder der Differentialgleichung (968 ) werden
für den Plattenmittelpunkt mit r = 0 unbestimmt , so
daß sich die erste Differenzengleichung (969 ) für k = 0
erst nach einem Grenzübergang anschreiben läßt . Nach
der Taylorentwicklung ist in der Umgebung des Mittel¬
punktes

• w (0 ) +

w' ----- w" (0 ) r + ■

w " (0 )
2 !
ntr ff

» " = » " (0 ) +
w‘ V (0)

2 !

3 !

r2 + •

r2 +

y3 _|_ ,

? (0 )

4 !
r 4 + .

r
(0 ) r + -

wiv = wir (0 ) 4 . .
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670 69 . Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter antimetrischer Belastung .

Daher lautet die Differentialgleichung (968 ) für den Plattenmittelpunkt r = 0

uj r (0 ) + 2 (0 ) • w^ (0) a/^ (0)
2 ! + 3 ! + — w {0 ) = 0 ,

| »/ r (o ) + 4 a' W = ° >
oder in Differenzen ausgedrückt

f to < c s* \ 64 16
. ( 16 + -ÄrJ “ ,» - T "’1 + T "’* = 0 -

4 . Die Vorzahlen der Differenzengleichungen (969 ) .

k . l — h I “f“ ?-k 2 - ?.k 2 + ^k 4 [ ] * i [ ] *+i 6 + 2 XI

I i O 2 I 3 I 3,5 6,5 8
2 0,500 0,500 i ,5°° i ,5°° 2,500 0,250 3,3125005,187500 6,5
3 0,333 0,666 1,333 . 1,666 2,333 0,111 3,4629644,759260 6,22 2

10000 0,9 4

1916684 0,003432 oder 200000 - 0,9 4

1916684 0,068462 .

Mit i> = - ^ - = — 4 - wird für k = 5 das Absolutglied2 r 5 ■Ti ■s -i r - N
sind Null .

P r\
1000 jrN

die übrigen

5 . Matrix - der Differenzengleichungen (969 ) für c = . 10 kg/cm 3. (Die Matrix für
c = 200 kg/cm 3 ergibt sich durch Addition von 0,065039 zu den Hauptgliedern . ) Die Wurzeln wn
und w12 sind bereits durch die Randbedingungen eliminiert . Matrix und Auflösung s . S . 669 .

7 . Die Schnittkrä fte . Für r — 0 ist

M r , o = Ma,0 = — jV ( 1 -r ß ) = — IV ( 1 + ji ) 4 (w1— w0) = + 0,0384 — , ( — 0,0234 —) .
(ly S 71 \ TZj

Mjt + -
| ( , ■ , J z L,

M - - - 5 [ ( ’ - A ) • » - 2 + ( > + A ) ’ •] - ° -« 3 1 - ( - 0 -019 1 ) ■

" - - - I [(» - A) - S - + (> + Ä) | ■ ( - 0,0 . 1 | ) .
Die eingeklammerten Werte gelten für c = 200 kg/cm 3.
Die Schnittkräfte sind in Abb . 640b , c dargestellt .

Melan , E . : Die Durchbiegung einer exzentrisch durch eine Einzellast belasteten Kreisplatte .
Eisenbau Bd . 11 (1920 ) S . 190 . — Nadai , A . : Die elastischen Platten . Berlin 1925 . — Schlei¬
cher , F . : Kreisplatten auf elastischer Grundlage . Berlin 1926 . — Crämer , H . : Die Beanspru¬
chung von Kreisplatten mit veränderlicher Stärke . Beton u . Eisen 1928 S . 382 . — Flügge , \ V. :
Die strenge Berechnung von Kreisplatten unter Einzellasten . Berlin 1928 . — Pichler , O . :
Die Biegung kreissymmetrischer Platten von veränderlicher Dicke . Berlin 1928 . — Haynal -
Konjri : Die Berechnung von kreisförmig begrenzten Pilzdecken bei zentralsymmetrischer
Belastung . Berlin 1929 . — Schmidt , H . : Ein Beitrag zur Theorie der Biegung homogener
Kreisplatten . Ing .-Arch . 1930 S . 147.

69 . Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter antimetrischer
Belastung .

Die antimetrische Belastung ist graphisch durch Abb . 641 , analytisch durch
fr f

P = Pa ~ —— und mit — = o durch p = p 0 o cos x (971 )
beschrieben . Sie kann als der antimetrische Teil der hydraulischen Belastung einer
senkrecht oder schräg eingebauten Kreisplatte oder als der antimetrische Teil des



69 . Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter antimetrischer Belastung . G71

Bodendruckes p eines Kreisplattenfundamentes angesehen werden , dessen Steifig¬
keit die Annahme des Gradliniengesetzes für p rechtfertigt . Die Ordinaten der
Biegefläche sind in diesem Falle von dem Winkel a abhängig , so daß sich die
Beziehungen zwischen Belastung , Formänderung und Beanspruchung der Platte
nur durch den allgemeinen Ansatz auf S . 647 beschreiben lassen .

Die Lösung der Differentialgleichung (935 ) besteht aus
einem partikulären Integral der inhomogenen Gleichung und
aus vier mit den Integrationskonstanten C1 , . . , ,C i erwei¬
terten Lösungen der homogenen Gleichung . Sie läßt sich daher
in der folgenden Form anschreiben :

w = C ( g 5 + C1 Q
3 + C2 g + C3 (5lno + C4 g

_1) cos a , (972 )
denn

wenn C = * >fl ‘

-p i^ < l

^
Q^O i

S///// .//Y////Y/ /

Po

. , 192 nA A w = —T C p cos oca4 *- ( 973 )N ’ 192 N '

Die Integrationskonstanten sind durch die Randbedingungen
der Aufgabe bestimmt . Die Lösung vereinfacht sich für Kreis¬
platten , da C 3 und C4 Null sein müssen , damit die Ausbie¬
gung w für q = 0 endlich bleibt . Sie lautet in diesem Falle
nach S . 650 folgendermaßen :

Abb . 641 .

w =

LL =

P ° ai
( r + C 3 o3 + C 2 o ) cosa , J

- = lää ^ + SC ^ + Qcosa ,192 .V

Po a2
192

Po a '

1921V '

[4 (5 + fi ) e3 + 2 (3 + fi ) Cx g] cos a .

M “ = ~ ik C4 ( 1 + 5 /“ > ^ + 2 ( 1 + 3 fi ) c x el c ° s a ,

Mrx =

Qr =

p a
-Töy ( 1 - V) (4 p* + 2 C1 g ) sin a ,19

p a
96

p a

( 36 p 2 + 4 C3 ) cos a , Qa = ( 12 p2 + 4 C4 p ) sin a ,

At = ^ i [4 ( 17 + r ) e2 + 2 ( 3 + ^ ) C1 ] cosa .

Freie Auflagerung am Rande p = 1 : w = 0 , M r = 0 .
1 + C4 -J- C2 = 0 , 4 (5 + ft ) + 2 (3 + fi ) C1 = 0 , |

(974)

C3 = - 2 5 + fi C, =' 3 + /G 3

Einspannung am Rande o = 1 : w = 0 , dw/dr = 0 .
1 + Cj_ + C2 = 0 , 5 + 3 Cx + C2 = 0 . \

(975)

Cr - I
Bei einer Kreisringplatte sind die Integrationskon¬

stanten C3 und C4 der allgemeinen Lösung von Null ver - ;
schieden und durch die Randbedingungen M T = 0 , A r -= 0 .
am freien Rande bestimmt . Bei einer Gründungsplatte , die Abu. 642.
sichaus einerKreisringplatte und einem starrenKern zusammen¬
setzt (Abb . 642) , genügen 3 Randbedingungen . Für o= l sind M r und A .. Null , während
die \ erdrehung der Elemente an der inneren Begrenzung der Ringplatte (r — b ,
o == b

'
a — ß ) durch die Verdrehung des starren Kerns vorgeschrieben ist .

dw w , dw u> / o -r -74— = -r- oder -t- = vc . lyn >dr b do p
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Aus diesen drei Bedingungsgleichungen wird mit den Abkürzungen

(3 + fi ) + ( 1 - p ) P = * , 4 (2 + ^i ) + ( 1 - p ) (3 -f - /?4) ß2 = x2 ,
4 (2 + fi ) ß* —- (3 + fi) (3 + ß* ) ß2 = »3 > . (978 )

Cx = - 2g , C3 = 12 , C4 = - 2g .

Liefern die äußeren Kräfte an dem Tragwerk ein Moment M in bezug auf den Mittel¬

punkt der Gründungsplatte , so ist p 0 = 4 M/jr#3 (Abb . 642) . Das Ergebnis der
Rechnung lautet dann folgendermaßen :

M r = {(5 + /« ) ^ Qz — (3 + /M) + 3 ( 1 + ^ ) q
”1 — ( 1 — fi ) x 3 q

~s
} cosu, ,

M a = —^ {( l + ö/t ) ^ ^ — ( l + 3 /u ) K2 e + 3 ( l + /t ) 3<1 e
_1 + ( l — /t ) « 3 0

“3
} cosa ,

M r a = — | f^ ( l —
./ *) {»! e3 — »se 4 - 3 rr 1 + * 3 ö

”3
} sin a ,

Qr = ^ ( 9 e
3 - 2

^
- 3 e

- 3
) cosa )

Q a = ^ - ^ ( 3Q 3 - 2 ^ Q + 3Q
- 1

) sma .

Q - OJS 0,6 0,7 Ofi Oß 1fl
Abb . 643 .

Berechnung der Gründungsplatte eines Schorn¬
steins für antimetrische Belastung .

1 . Geometrische Grundlagen . Abmessungen der
Platte nach Abb . 643 . Der mittlere Teil , auf dem der
Schornstein aufsitzt , wird als starr angenommen .

2 . Belastung . Die Belastung besteht aus dem
Moment M infolge Winddruck auf den Schornstein .
Der Bodendruck wird geradlinig und antimetrisch an¬
gesetzt

Po = 4 M In a3 .

3 . Die Schnittkräfte . Nach (978 ) ist mit

p, = Vs : « x = 3,2188 , x 2 = 9,3048 , x 3 = - 1,8827 .
'

Damit wird nach (979 )

M r = , (16,6306 q3 - 29,4655 o + 11,2661 o ' 1
154,5024

+ 1,5689 Q
~3) cos a ,

M, Pa
154,5024 ( 5,9010 e3 — 13,9572 q + 11,2661 g" 1 - 1,5689 g“3) cos a ,

a ( 3,2188 e3 + 1,8827 q + 9,6564 o^1 - 1,8827 Q
- 3) sin a .

17o,ä051

Die Momente M r und M a sind in Abb . 643 dargestellt . Das vollständige Kräftebild infolge
zentrischer Last und Winddruck ergibt sich nach Abb . 642 durch Superposition der Ergebnisse
von S . 665 oder 668 .

Flügge , W . : Kreisplatten mit linear veränderlichen Belastungen . Bauing . 1929 S . 221 .

70. Die rechteckige Platte .
Die Platte mit rechteckiger Begrenzung wird im Bauwesen selten einzeln , son¬

dern in der Regel als Teil zusammenhängender Konstruktionen verwendet . Die
Ränder der einfachen Platte sind entweder kräftefrei , eingespannt oder frei drehbar



•Vi*22S
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aufgelagert , so daß Zug- und Druckkräfte auf den Unterbau übertragen werden
(Abb . 644) . Die Oberfläche erhält in der Regel gleichförmige Belastung , bei Ver¬
wendung der Platten im Behälterbau auch hydrostatische Belastung .

Die Biegungssteifigkeit der Platte ist bei homogenem und isotropem Baustoff
in jeder Richtung die gleiche . Die Beziehungen auf S . 646 zwischen der vorgeschrie -

a b c d

Abb. 644.

y

Xi

'

Abb . 645.

benen Belastung p {xy ) und den Ordinaten w (xy ) der ausgebogenen Mittelebene
lassen sich jedoch auch auf Platten mit verschiedener Biegungssteifigkeit in der
Längs- und Querrichtung erweitern . Der Nachweis der Formänderung von Eisen¬
betonplatten oberhalb der Rißlast im Sinne des Stadiums II der Festigkeit ist
ausgeschlossen .

Die Untersuchung des Spannungs - und Verschiebungszustandes
besteht bei homogenem und isotropem Baustoff und den An¬
nahmen auf S . 644 in der Integration der partiellen Differential¬
gleichung (929) für vorgeschriebene Randbedingungen an den
Kanten x = 0 , x = a , y = 0 , y = b (Abb . 645) . Das Ergebnis
kann in der Regel nur als Reihenentwicklung angegeben werden ,
deren Brauchbarkeit für die Zahlenrechnung nicht allein von der
Konvergenz der Reihe w (x , y ) selbst , sondern auch von der Konver¬
genz ihrer Ableitungen abhängt . Damit scheiden Näherungslösungen
aus , welche nur die Durchbiegung , aber nicht die Krümmung der elastischen
Fläche ausreichend beschreiben . Brauchbare Lösungen sind von L . Navier ,
A . Nadai , H . Hencky und einigen französischen Mathematikern angegeben
worden . Sie bestehen entweder aus Gliedern wh (x,y ) , h = 1 , . . . , oo , welche
die Differentialgleichung (929) und die Randbedingungen für den Anteil p h (x,y )
der vorgeschriebenen Belastung p = A = 1 , . . . , oo erfüllen oder aus einer
partikulären Lösung w* der inhomogenen Gleichung , welche die Randbedingungen
nur teilweise befriedigt und in einer Lösung w * * der homogenen Gleichung AAw * * = 0 ,
die mit w* überlagert , das gesuchte Ergebnis darstellt .

Der Plattenstreifen unter einer Belastung p (x ) . Der Plattenstreifen ist in
den Kanten x = 0 und x = a gestützt (Abb . 646) . Die Ableitungen der Durchbiegung w
nach y sind Null , so daß aus (929) folgende Beziehung entsteht .

di w/dx i = p (x) / N . (980)
Die Lösung kann nach Abschn . 20 für die frei drehbare Auflagerung plxL
des Streifens unmittelbar angeschrieben werden .

a) Gleichförmige Belastung
p fl4

w = —-- -
24 N

b) Hydrostatische Belastung (Abb . 646)

( 981 )

Po al ln x m *3
i Qw = m -NV ^ ~ 10 ^ + 3 ^ (982)

Abb . 646.

Die rechteckige Platte mit frei drehbarer Auflagerung der Kanten . Die
Platte ist in den Punkten y =|= 0 , x = 0 oder x = a und x =j= 0 , y = 0 oder y = b gestützt .
Die Durchbiegung w und ihre Ableitung A w sind hier nach S . 647 Null . Die Bie¬
gungsmomente verschwinden an den Rändern , die Krümmung ist hier nach zwei
winkelrechten Richtungen Null . Die Tangentialebene fällt also in den Ecken mit

Beyer , Baustatik , 2 . Aufl . , 2 . Neudruck . 43
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der ursprünglichen Mittelebene zusammen . Die elastische Fläche zeigt daher von
den Ecken ausgehende Grate -, in denen die Krümmung und datier auch die Bie¬
gungsmomente groß sind . Die größten Auflagerkräfte .4, . , , A v , in Kantenmitte
sind bei gleichmäßiger Belastung vom Seitenverhältnis a !b der Blatte nahezu
unabhängig (0,42 pa bis 0 ,5pa , a die kleinere Rechteckseite ) . Die Randbedin¬
gungen je = 0 , Aw — 0 werden nach L . Navier gemeinsam mit der Differential¬
gleichung (929) durch die Funktion

w m , n = cm , n sin m 71 y Sm H 71 j (983 )

für die Belastung
/ nfi n - \ 2 x y

P {X y ) m , n = N Cm , n ^ (“ T + "P j Sm m 71 ~ Sm n 71 f (984)

erfüllt , wie sich an Hand der Gleichung (929) nachweisen läßt . Da nun jede Be¬
lastung p (xy ) über die Kanten der Platte hinaus nach beiden Seiten periodisch

fortgesetzt werden kann (Abb . 647 ) , ohne die Rand¬
bedingungen w = 0 , zl w = 0 zu verletzen , so kann
sie nach Fourier in eine trigonometrische Doppel¬
reihe entwickelt werden .

MIM UH
iiiiiiiiiü liiiiitum

-4 A

PtlUtl- s pi istd
Abb . 647 .

V7 x yp (xy ) = Xj / j am , n s in m 71 •— sin ( 985)
Die Koeffizienten sind nach bekannten mathema¬
tischen Regeln

b a

amn j j ft (x y ) s*n sin n n dx dy . (986)
o o

Daher ist bei gleichförmiger Belastung p der ganzen Platte

am , n
16 pa

m n jt 2 (m,n = 1,3,5, . . . ) . (987)

Die gliedweise Gegenüberstellung von ( 984 ) mit (985) liefert cm n und damit
# y— sm n 7i —-
a b
m2 m2

“
fc2

In dieser Reihe wird zuerst m — 1 und n = 1 , 3 , 5 usw . , darauf m = 3 und
n = 1 , 3 , 5 usw . eingesetzt , so daß die Buchstaben m und n der Reihe nach alle
ungeraden Zahlen durchlaufen . Leider konvergiert die Reihe 2 wm,n mit ihren
Ableitungen nur bei gleichförmiger Belastung p der Oberfläche schnell genug , um
darnach numerisch zu rechnen . Sie ist neuerdings von V . Lewe zur Untersuchung
von Pilzdecken verwendet worden , indem die äußeren an der Platte angreifenden
Kräfte aus der Auflast und der über die Fläche des Pilzkopfes gleichmäßig ver¬
teilten Stützkraft ähnlich wie nach (988) in eine trigonometrische Doppelreihe ent¬
wickelt werden .

Um Lösungen zu erhalten , welche die Differentialgleichung (929) für eine vor¬
geschriebene Belastung p ( x ) streng erfüllen und nur aus einfachen und besser
konvergierenden Reihen bestehen , addiert A . Nadai zur Durchbiegung w * des
Plattenstreifens mit den Randbedingungen der Platte für x = 0 und x = a die
Durchbiegung w* * einer Platte mit Randkräften , welche die homogene Glei¬
chung A/iw ** = 0 erfüllt und gemeinsam mit w* die für w vorgeschriebenen Rand¬
bedingungen an allen vier Kanten befriedigt .

, „ sm m n

m n m n



Die rechteckige Platte mit frei drehbarer Auflagerung der Kanten . 675

Bei gleichförmiger Belastung p und frei drehbarer Stützung in x = 0 , x = a
ist nach (981 )

Der Ansatz

mit Y, (990)

erfüllt die Randbedingungen w** = 0 , Aw** = 0 in % = 0 und % = « und die
Differentialgleichung AAw * * — 0 für

n 7i y n 7i y n 7i y n 7t y+ C„ ©in
n Ti y n 7i y

(991 )
y «ai'Mda jedes einzelne Glied eine Lösung der biharmonischen Gleichung

ist . Die Freiwerte an , bn , cn , dn (n = 1 , . . . , oo ) werden so be¬
stimmt, daß die Funktion w = w* + w** die vier Randbedingungen
für y = Ai b/2 befriedigt (Abb . 648) . Bei Symmetrie der Stützung
genügen die in y geraden Funktionen der allgemeinen Lösung w* * .
Das Ergebnis lautet nach A . Nadai mit

1
u- a—

Abb . 648 .

tiTibn 7i x n 7i y
(992)

4 pa l V\ 1 _ 2 M 1g « g ° i Tl ’> + «« Sin «„ Ko? t] n — V ,2 (£of <x „ Soj Tj„ + a „ Sin a n gof jj„ — Sin t) n Cfof a n
l + ffo | 2a „

!] sin f n (993)=
1 + üof 2 a„

(« = 1,3,5 , . . . ) .
Bei hydrostatischer Belastung (Abb . 648b ) p = p0 xja ist

' ' '
.) n+1

[\ (2 + a„ $ 0 a„) (SoHn - 1(2 + q„ %0 «„) gpf rjn — T] n Sin ??„
2 £ o ( a„

sin . (994)

Die Reihen konvergieren schnell , so daß bereits das erste Glied als Näherung genügt .
Mit w (x,y ) sind nach S . 645 auch die Schnittkräfte Mx , Mv , Mxv , Qxz , Q v z und die
Stützkräfte A xz , A vz der Platte bestimmt , so daß Richtung und Größe der Haupt -
biegungs- und Hauptdrillungsmomente berechnet und darauf die Trajektorien und
die Linien gleichen Hauptmomentes aufgetragen werden können. Um daran das
Wesen der Plattenbiegung zu studieren, ist die Zahlenrechnung für zwei Platten
unter gleichförmiger Belastung mit dem Seitenverhältnis 1 : 1 und 3 : 4 ausgeführt
worden (s . S . 677 ) . In Abb . 649 sind die Biegungsmomente Mx , My in den Sym¬
metrieachsen der rechteckigen Platten mit dem Seitenverhältnis b]a = l ; 1,5 ; 2
für [j, = 1/4 dargestellt . Die Abhängigkeit der Momente und der Durchbiegung
von dem Seitenverhältnis zeigt nach A . Nadai für = 3/10 Abb . 650 .

Der gleichmäßig belastete Halbstreifeh ist ein Sonderfall der rechteckig be¬
grenzten Platte mit b O a und von A . Nadai in der gleichen Weise untersucht
worden . Das Ergebnis ist hier wiedergegeben, um damit später andere Aufgaben
zu lösen .

a) Die drei Seiten des Halbstreifens liegen frei auf (Abb, 651a )

2 ’
[ I - ( I + ^ L) ■>- ’•] (« = i,3 ; 5, . . .)

43 *



676 70 . Die rechteckige Platte .

b ) Die Längsseiten des Halbstreifens liegen frei auf , die kurze Seite ist frei
(Abb . 651b )

■>?„) -jr sin ^ > (n = 1,3,5, . . . ) . (996)if “4 vr , , /* ( i + t*
11 =

Abb . 649.
Biegungsmomente M x und M{

für rechteckige Platten mit
1,0 , 1,5 , 2,0 .

M - 1/4 .
Frei aufliegende Platten -
Eingespannte Platten -Hf \

c ) Die Längsseiten des Halbstreifens liegen frei auf , die kurze Seite ist ein¬

gespannt (Abb . 651c )

(! + »?„ ) sin (» = 1,3,5, . . . ) . (997)
w =
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Berechnung einer rechteckigen Platte nach A . Nadai . 677

Berechnung einer rechteckigen Platte nach . A . Nadai .
Untersucht wird eine rechteckige Platte mit 6/a = 4/3 unter gleichmäßig verteilter Be¬

lastung p . Mit der Abkürzung

<t >n — 2 ©o | a „ Eof rj„ + a n ©in a n (Eof r)n — t]„ ©in rj n So ) a „
wird nach (993 ) die Durchbiegung

w = 0 .01307 p a i
~
N

~ <Z>„
1 + (iOf 2 a « = 1 , 3 , 5 . . . .

0.01S ü

Abb . 650. Biegungsmomente Mxmxx , My max und
Durchbiegung icmax der frei aufliegenden , rechteckigen
Platte mit gleichmäßig verteilter Last p als Funk¬

tionen des Seitenverhältnisses bja — /..

s b
r -

1
1
1 Ju

- ^

Abb. 651.

r
L

Abb . 652.

a b
Die 10 ~5 pa */N fachen Ordinaten w in den Punkten eines Gitters (Abb . 652 ) mit — = — sind

y
x O a/12 fl/6 a / 4 a / 3 5fl/l2 0/2 7 fl/12

a/2 663 651 618 563 487 389 273 141
70/12 641 631 599 545 471 377 264 138
2 a / 3 578 569 540 492 426 341 239 125
3 a/4 476 468 445 406 351 281 198 103
5 a/6 339 334 317 289 250 201 142 73

na/12 176 174 165 151 131 105 74 38

Die Schnittkräfte werden nach (919 ) mit

M '
x — px (a — x )/2 , M '

y — tipx {a ~ x )j2. ;

M x = M ’
x + ( 1 - fi ) p a * n * £ n * sin f „ t?„ + b „ „ ©int ; „ -

x
£ of t?„ ) j ,

M v = M '
y

- ( 1 - pi ) P a * 71* Z n 2 sinf n J/ n £ o [ t] n + b n ( ?)„ ©in ??„ + >J„) ] .

M xy = - ( 1 - ft) />a 2 ji 2 2> 2cos f » [a „ ©in t?„ -f bn {rj y Qo \ JJ„ + ©in »?„ )] ,
worin

a i

= _ 2 (2 + « „ 2)9 « „ ) b” « 5 ji 5 (£ of <x „

0 ,0063928 ; « 3 = - 8,3204 • 10 ' 7 ;

« 5 jr5 Sof a n
’

6 , = 0 ,0015856 ; fc3 = 1,0045 • 10 - 7 .

M x/ pa * , MJpa * .

O a/6 «/3 a/2 O fl/6 «/3 fl/2

a/2
2 a / 3
5 a/6

0,0672
0,061 X

0,0405

0,0630
0,0573
0,0382

0,0501
0,0458
0,0313

0,0288
0,0264
0,0189

0,0421
0,0370
0,0223

0,0413
0,0363
0,0219

0,0376
0,0332
0,0203

0,0266
0,0239
0,0152
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„ P <I-

f?/f? « /3 fl/2 2a h

2 «h 0,0068 0,0141 0,0187 0,0210
5 e/o 0,0120 0,0250 0 .0343 0,0390

Ci 0,0140 0 .0- 93 0,0407 0,0479

Damit ergeben sich nach (921 ) Oie Richtung und Größe der Hauptbiegungsmomente M} u . Mn
und die Hauptdrillungsmomente M / jj .

Mj • io 4/ /?

io 4//? a ‘

Ahle 653 . Linien gleicher M ^ Abb . 654 . Linien gleicher M

Abb . 655 . Linien gleicher M I , II - Abb . 656 . Trajektorien der Hauptdrillungsmomente .

Die Linien gleicher Hauptmomente sind in Abb . 653 bis 655 dargestellt , ihre Bezifferung
bedeutet den Bruchteil des größten Momentes . Abb . 656 zeigt die Trajektoricn der Haupt¬
drillungsmomente , Abb . 657 die ' trajektoricn der Hauptbiegungsmomente , die in Abb . 658 nut

demjenigen der quadratischen Platte verglichen werden . Der Mittelpunkt der quadratischen



679Die eingespannte Platte bei gleichmäßiger Belastung .

Platte ist mit M „ = M v ein singulärer Punkt , in dem sich 4 Trajektorien schneiden . Die
rechteckige Platte hat zwei singuläre Punkte auf der langen Symmetrieachse , in denen sich
je 3 Trajektorien schneiden .

Abb. 657. Trajektorien der Hauptbiegungs¬
momente .

<xxx x

xXXX>XxXXx
Abb. 658 . Trajektorien der Hauptbiegungsmomente

für die quadratische Piatte .

Die eingespannte Platte bei gleich¬
mäßiger Belastung . Nachdem dieTangen¬
tialebene an die Biegefläche der frei auf¬
liegenden Platte in den Eckpunkten bereits

mit der ursprünglichen Mittelebene zusammenfällt , sind hier die Biegungsmomenteder eingespannten Platte Null und die Tangenten an die Kurven der Randmomente
waagerecht . Längs des Randes sind auch die Drillungsmomente nach S . 648 Null
und daher A xz = Qxz .

Um die Differentialgleichung ( 929 ) bei starrer Einspannung oder anderen Rand¬
bedingungen zu integrieren , wird die Lösung Na vier s wx für die frei aufliegendePlatte (988) nach M . Levy durch eine allgemeine Lösung w 2 der homogenen Glei¬
chung AA = 0 ergänzt . Sie enthält so viele Freiwerte , besteht also aus so vielen
Partikularlösungen , daß die vorgeschriebenen Randbedingungen durch die Reihen¬
entwicklung für w = wx + w% gliedweise erfüllt werden können . Die Fläche w2entsteht darnach durch Randkräfte an der frei aufliegenden Platte . Der mechanische
Sinn dieser mathematischen Operation läßt sich mit der Berechnung der statisch
unbestimmten Schnittkräfte in Abschn . 24 vergleichen .

Die Aufgabe kann auch nach H . Hencky und A . Nadai durch Überlagerung
einer Grundlösung w* für die vorgeschriebene Belastung mit einem allgemeinen
Integral w* * der homogenen Gleichung AAw * * — 0 untersucht werden . Dieses
läßt sich in einfach unendlichen Reihen anschreiben und enthält ebenso viele
Freiwerte , also ebenso viele Partikularlösungen w* *

, als andere Randbedingungen
im Vergleich zur frei aufliegenden Platte vorhanden sind . Die Freiwerte werden
auch hier gliedweise so bestimmt , daß die Funktion w = w * + w* * die Differential¬
gleichung und die vorgeschriebenen Randbedingungen erfüllt . Der mathematische
Teil der Lösung bereitet hier jedoch wesentlich größere Schwierigkeiten als bei
der frei aufliegenden Platte , so daß man sich bei diesen Aufgaben in der Regelmit Näherungslösungen begnügt .

Hencky , H . : Über den Spannungszustand in rechteckigen ebenen Platten . München
1913 . — Leitz , H . : Berechnung der frei aufliegenden Platte . Berlin 1914 . Nadai , A . : Die
Formänderungen und die Spannungen von rechteckigen Platten . Forsch .- Arb . Ing .-Wes . Berlin
1915. — X. eitz , H . : Berechnung der eingespannten rechteckigen Platte . Z . Math . 1 hysik 191 /
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S . 262 . — Huber , M . T . : Über die Biegung einer rechteckigen Platte von ungleicher Biegungs¬
festigkeit in der Längs - und Querrichtung bei einspannungsfreier Stützung des Randes usw .
Bauing . 1924 S . 259 . — Derselbe : Über die genaue Biegungsgleichung einer orthotropen Platte
und ihre Anwendung auf kreuzweise bewehrte Betonplatten . Bauing . 1925 S . 878 — Si Luan
Wei : Über die eingespannte rechteckige Platte mit gleichmäßig verteilter Belastung . Diss.
Göttingen 1925 . — Huber , M . T . : Vereinfachte strenge Lösung der Biegungsaufgabe einer recht¬
eckigen Eisenbetonplatte bei geradliniger freier Stützung aller Ränder . Bauing . 1926 S . 121 . —
Derselbe : Anwendungen der Biegetheorie orthotroper Platten . Z . angew . Math . Mech . 1926
S . 228 . — Marcus , H . : Die Grundlagen der Querschnittsbemessung kreuzweise bewehrter
Platten . Bauing . 1926 S . 577 . — Crämer , H . : Die Biegungsgleichung von Platten stetig veränder¬
licher Stärke . Beton u . Eisen 1929 S . 12 . — Marcus , H . : Die Drillungsmomente rechteckiger
Platten . Bauing . 1929 S . 497 . — Ritter , M . : Die Anwendung der Theorie elastischer Platten
auf den Eisenbeton . Bericht über die II . Int . Tagung f . Brücken - u . Hochbau , S . 694 . Wien
1929 . — Inada . T . : Die Berechnung auf 4 Seiten gestützter rechteckiger Platten . Berlinl930 . —
Müller , E . : Die Berechnung rechteckiger , gleichförmig belasteter Platten , die an zwei gegenüber¬
liegenden Rändern durch Träger unterstützt sind . Ing .-Arch . 1931 S . 606 . — Crämer , H . : Die
bauliche Aufnahme der Randdrillungsmömente vierseitig gelagerter Platten . Beton u . Eisen
1932 S . 95 .

71 . Die Lösung von Plattenaufgaben mit Differenzenrechnung .
Differenzengleichung eines Gitters . Die Anwendung der Theorie der Platten¬

biegung bei beliebiger Belastung und Stützung ist ebenso wie die strenge Unter¬
suchung ebener Spannungsprobleme im Bauwesen im wesentlichen durch die mathe¬

matischen Schwierigkeiten der Lösung verhindert worden .
Man begnügt sich daher für diese Aufgaben in der Regel
mit qualitativ brauchbaren Näherungslösungen , zumal
auch die Annahmen über die physikalischen Eigenschaften
des Baustoffs und die Beschaffenheit der Stützung keines¬
wegs streng erfüllt sind . Es liegt daher nahe , den stetigen

k+s Charakter des Ansatzes wie bei anderen Problemen der
Mechanik aufzugeben und die Abhängigkeit zwischen
Spannungs - , Verschiebungs - und Belastungszustand an
endlichen - Abschnitten der Platte zu beschreiben . Die
stetiggekrümmte Biegefläche erscheint dabei als Vielkant ,
dessen Kanten sich im Grundriß je nach der Art der Ko¬
ordinaten in Abständen Ax , Ay rechtwinklig schneiden

Abb . 659 . oder als Strahlenbündel mit einer Schar konzentrischer

Polygone erscheinen . Die Eckpunkte k des Vielkantes
sind Punkte der Biegefläche , die Kanten beschreiben ein elastisches Gitter . Die
geometrische Abwandlung der Fläche zum Vielkant bedeutet mathematisch den
Übergang vom Längendifferential zur Differenz zweier Strecken und vom Differen¬
tialquotienten zum Differenzenquotienten . Er ist zur numerischen Lösung von
Aufgaben der Plattenbiegung zuerst von H . Marcus vollzogen worden .

Die Mittelebene der rechteckigen Platte wird zur Vorbereitung der Unter¬
suchung durch zwei Systeme äquidistanter , sich winkelrecht kreuzender Geraden
geteilt . Die Abstände Ax , Ay sind in der Regel gleichgroß (Ax = Ay = s) .

Die Differentialquotienten werden nach ihrer geometrischen Bedeutung durch
Funktionen der Ordinaten wk der Gitterknoten ersetzt (Ahschn . 20) . Danach ist in

Verbindung mit Abb . 659

w ,

m
1-1 i 1*1

k-2 k-1 k k*l
i-1 i i+1

h

dw \ Wj
dx) k

~̂

d2 W
^

W-

( dw \
\ dy )*2Ax

fl — « ü _ i - ® i + i + « 9 - 1

V» i — Wi' ~
2 Ay

\ dx dy j k

( d * i
\ dx'

4 Ax Ay
wk+l - 2 w k + wk_ !

A x2
Id 2 w \
V9y 2 J s

2 % + Wf
Ay 2k



Schnittkräfte . 681

/ d3 w \ Az w k+1 — A *wk_ 1 __ mt +i - 2 w k+ k -f 2 wk_r — w k_ 2
\ d x3 / k 2zJ #3 2/J #3 '

( dz a/ \ w m — 2 wx -j- 2 ® ,- -
Vöy ®

’
/ *:

- ^
2 Äy

~3

/ d2 w \ / e?2 a>\ / d2 w \

( d*w \ \ dx * ) i
~ 2

w ^ J fc
+ {w^ ji

\ dx * dy z ) k Ydy 'i \ dx ‘l ) k \ k
~^

Ay 2

;
4m t - 2 (i» tt i + ! + «Bl + W, ) + (w,-_! + MI<+ 1 + a><+1 + w,_ {)

Ax 2 Ay 2

ld 2 w \ n ( d 2‘w \ / d2 w \
fd * w \ \ d %2 ) k+i \ dx 2 ) k

^~
\ dx 2 A _ i

\ dx * ) k
^ ~

A x*

wk+2 — 4 ^ *4-1 H~ 6 teJfc— 4a /t _ i -f-
Ax i *

/ dAw \ w„ — 4zWi -\ - § w k — 4w <+ wA
Ay4

(998)

Die Differentialgleichungen der . Plattenbiegung (929) und (931 ) , (932 ) werden
Differenzengleichungen , so daß der Zusammenhang zwischen der Belastungsinten¬
sität pk , den Ordinaten wk der Biegefläche und den Momentensummen M k in
folgender Weise beschrieben wird :

A i w k A l w k A* w k _ p „
1 - Ax * ' Z

Ax * Ay 2 Ay 1 N ’

TT A 2 M k , A 2 M k A A * w k , A ‘ w t _ M k

Ax 2 + Ay? -
~ Pk ’ Ax 2 X Ay * X '

Daraus entsteht an jedem freien Maschenknoten mit den Differer zenquotienten (998)
und mit A y 2/A x2 = a die ’ Gleichung

I . wk [6 (« + -1 ) + g] - 4 [ ( 1 + a ) (®l+1 + ioM ) + ( l + (» i + w4) ]

+ 2 (w^ + + wM + «’,-+i ) + a {wk+2 + wk_2)

■ 1 , . , , aZl *4
+ — (wm + = Pk ~^ r .

II . 2 (.1 + a ) M , - a ( M k+1 + M k_x) - ( M l + M, ) = p k * Ax 2 ,

2 ( 1 + a ) w* - a (w ft+ i + Wfc- i ) - K + “ ' s ) = ^ *2 ■

(999)

Bei gleich großen Abständen A x = A y = s des Gitters ist

I . 20 wk — 8 {wk^ + w t + wk+1 + w{) + 2 (w,-. .! + + v>l+l + wm )

+ (W*- 2 + » „ + ® ,H-2 + ®ä ) ( 1000 )

II . 4M t - - M , - Mjh-x - M t. = + p k s2
, ( 1001 )

<tw k - mk_ x — w x — wM - 52 . ( i °02)

Schnittkräfte . Die Schnittkräfte der Platte sind nach ( 919 ) Funktionen von

Differentialquotienten der Plattenbiegung und daher jetzt Funktionen von Diffe¬

renzenquotienten , so daß die Schnittkräfte am Maschenknoten k in folgender Weise
von den Verschiebungen des Gitters abhängen :
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M = - N + fl t - “ '7.- 1 + 2w t - » Ml + fl ( - “V+ 2 - M/, ) ] ,

■r ) = ^ l> ( - “ ' fc- 1 + 2 w,, — wfc+1) - Wi + 2 ze>s - wj ,, , A7 / A * w k i A 2 w l:)
K,a N [ß Ax i + jyä

-K = - N ~ [ - IP , - wk_! + 4 w fc - WM - i» J ,

M* y . A = - JV ( 1 - fl ) = A
4, ^

/ lS
K - J ^ W M - “ '«- l + W i+l] •

q
A M, .

Yxz . k Ax
'

2s {M m - Mw )

= ^ 5 K - 2 + + «Vl ) ~ K + l + “Vn ) - ® A+ 2 + ^ K + l - “ 'a- OL

& . . » = W - h (" - - " <> .

=
^73 [u>h + K + l + “'i- i ) - (“>7+1 + “ ' j- i ) - wm + 4 (Wj - w{) ] .

A XZtlc = ~
Ys ^ lc+1 — Mk - 1 + M xy >l — M Xy,i \

= = -
275 K - 2 + (6 - 2 ß ) K + l - “ ’

a - i )

+ (2 - fl ) K - 1 + “»7- 1 - ^ 7+ 1 - Wi+ l ) - wk +2] ,

Ayz , j: = — Yj [M t — M t + Mxyk+ 1 — MMiM ]

N= - 2lä K + (6 - 2 7« ) K - W()

+ (2 - fl) K :+l + “ 'i- 1 - “Ü- L - “ü+ l ) - Wml ■

( 1003 )

( 1004)

( 1005)

Die Teilung Ax , Ay des Gitters ist in beiden Richtungen konstant . Je kleiner
die Abschnitte gewählt werden , um so besser ist die Angleichung des Verschiebungs¬
zustandes des Gitters an die elastische Fläche der Platte , um so größer aber auch

y\ die Anzahl der linearen Gleichungen ( 1000) und der
Umfang der Zahlenrechnung . Die Zerlegung des Integra¬
tionsbereiches in quadratische Maschen (A x = A y — s)
vereinfacht die Differenzengleichnngen der Wurzeln M k ,
wk und die Ansätze für die Schnittkräfte . Die Poisson-

1» 1» "
52 lS3~

(W

ISU

y

1
r r r r

p SS 10 11 12 13
~\V7 SV 1 S 3 1V
■v 33 6 16
~\«5

|
32 7 8 9 16

* 19 V 17

te “
|55

r “
}sH.

I f
F

sehe Zahl beträgt bei Eisenbetonplatten fi = 1/6 , sie
kann aber auch zur einfachen Berechnung der Schnitt¬
kräfte , vor allem bei A x =4= A y im Sinne dieser Nähe¬
rungslösung Null gesetzt werden .

Die Bedingungen am Rande des Gitters und an
den singulären Stellen der Belastungsfunktion . Um
den Zusammenhang zwischen der Biegefläche w ( x , y ) der
Platte und der vorgeschriebenen Belastung auch am

Plattenrande in endlichen Abschnitten Ax,Ay zu beschreiben , und die Schnitt -
und Stützkräfte nach ( 1003 ) ff . abzuleiten , wird die elastische Fläche unabhängig
von der Stützung erweitert , indem das Gitter und die Belastung fi ( x , y ) stetig
über den Plattenrand hinaus fortgesetzt werden . Damit ist die Bedingung
AAw = pJN auch außerhalb des Randes erfüllt (Abb . 660) . Unter dieser Voraus-

V3 W m '39 i38 37

6V 63~ 62 61 60
W

* Abb . 660 .



I )ii‘ Bedingungen um Bande des Gitters und an den singulären Stellen derBclastungsfunktion . 68 -3

Setzung gelten die Ansätze ( 1004 ) für die Sclmittkräfte Q y , , M xy und die An¬
sätze ( 1005 ) für die Auflagerkräfte A xz , A yz . ln diesen lassen sich dann die Ver¬
schiebungen w der Nebenknoten außerhalb des Randes eliminieren , so daß sich die
Auflagerkräfte folgendermaßen berechnen lassen :

a ) Frei aufliegende Platte , Für den Randknoten k folgt nach ( 1003 ) aus M k = 0
und Wj — wk = tr , — 0

wk +1 = - w,̂ . ( 1006 )
Die Differenzenglcichung ( 1001 ) liefert mit il/ , = M k

— il/ , — 0

1 = Mfr- l Pk
und die Differenzengleichung ( 1002 ) für den Nebenknoten (k + 1 ) ergibt

4 - whrX
oder mit ( 1006 )

w, . ■l^ + l o M ,
N

W k+ 2 = 4 W k+1 + +
M,£=l c 2 .

- 1 , 2 Pk
x h X

PkS4
.V

Nach ( 1002 ) ist für den Punkt ( /e — 1 )

-
JT

s 2 = 4 w k_ k - w k_ 2 - ,

also
® /,+ 2 = - ® ,:- 2 + ™ . ( 1007 )

Damit geht Gl . ( 1005 ) über in

A xz , k = 573 [4 (3 - !* ) «V- i - 2 wk_t - 2 (2 - fi ) {w{_x + w^ ) + . ( 1008 )

Ebenso wird erhalten

A vz,u =
2^ [4 (3 - H) wi ~ 2w h - 2 (2 - fi ) K _i + wi+1) + • ( 1009 )

b ) Starr eingespannte Platte . Für den Randknoten k folgt nach (998) aus
dwjdx = 0

w;,'+ l = wk- l ■ ( 1010 )

Die Differenzengleichung ( 1000 ) liefert mit ie i = wk = w t = 0 und ( 1010 )

«V + 2 = + 16 w,.- ! - 4 {w{_ k + w^ ) — w, ._s , ( 1011 )

so daß nach ( 1005 )

A x ^ [ l6 W, ._! ™ 2 W , ._2 — 4 [W ^ + W, _1) - f- ^ r-J ( 1012 )
und ebenso

A uz, ,, =
273 [ 16 - ~ 2w h — 4 (avf_ ! + ] • ( 1013 )

Die Erweiterung der Fläche M k und der elastischen Fläche wk über den Rand
hinaus zeigt Abb . 661 für einen Schnitt y = const . a ) Frei aufliegende Platte ,
b ) starr eingespannte Platte , c ) freier Rand . Die Belastungsfunktion p ist dabei
konstant angenommen worden .

Man kann aber auch zur Formulierung der Randbedingungen auf die Erweiterung
der elastischen Fläche verzichten und die Differenzengleichungen und Schnittkräfte
allein mit den Verschiebungen der Hauptknoten des Gitters anschreiben , wenn an
Stelle des einzelnen Plattenelementes eine nach allen Seiten durchlaufende Platte
mit den gleichen Stützenbedingungen untersucht wird . Die durchlaufende Platte
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wird auf Schneiden gestützt und antimetrisch oder symmetrisch belastet . Die Form¬
änderung der benachbarten Felder ist dann antimetrisch oder symmetrisch zur
Formänderung des Hauptfeldes , so daß die Verschiebungen der Nebenknoten anti¬
metrisch oder symmetrisch mit den Verschiebungen der Hauptknoten übereinstim¬
men . Die Differenzengleichungen der Randknoten enthalten jedoch dann neben der
Belastungsintensität p die singulären Stützkräfte . Sie können also nur angeschrieben
werden , wenn diese bekannt sind . Das gilt auch von den singulären Stützkräften
bei Pilzdecken . Daher ist die Lösung mit Differenzen nur dann möglich , wenn an
diesen Punkten die Randwerte der Unbekannten Null oder vorgeschrieben sind . Beim
frei aufliegenden Rand ist M k = 0 und wk

— 0 , die Lösung also nach ( 1001 ) , ( 1002 ) in
zwei Stufen durchführbar . Beim eingespannten Rand ist M k 4 = 0 , wk = 0 , so daß
nur der allgemeine Ansatz ( 1000 ) verwendet werden kann . Bei Pilzdecken ist über
den Stützen wk = 0 , also ebenfalls nur der allgemeine Ansatz anwendbar , doch ist
es zweckmäßig , den Stützendruck als statisch überzählige Größe zu berechnen .

Werden die Rand¬
bedingungen durch Be¬
dingungen über dieAnti¬
metrie oder Symmetrie
der Formänderung er¬
setzt , so lassen sich
die Stützkräfte A XZ , A VZ
nicht mehr nach ( 1005)
ermitteln . Sind aber die
Verschiebungen wk be¬
kannt , so können die
Differenzengleichungen
für die singulären Punkte
nunmehr zur Bestim¬
mung der singulären
Stützkräfte dienen . Z . B .
ist für die starr einge¬
spannte Platte am Rand¬
knoten k nach ( 1000 ) mit

k- 2 k - i k+2 k-2 k-1 k +2

Momentensumme M Durchbiegung w
Abb . 661 . a frei allfliegender , b starr eingespannter , c freier Rand .

W 4 = Wu — W , o , %0)Ä+ l ' v Tc+ 2 ' Wu

2 wk_%+ 4 (w^ + k/m ) - 16 wk _ x = p k -w ,

wobei p k die Belastungsintensität unter Berücksichtigung der Stützkraft bedeutet .
Nach Abb . 662 ist

^ s! = - 24,P + As 2 .
womit wiederum wie in ( 1012 )

Axz , k = ^ [ iß U>k- 1 ~ 2 « ü - 2 ~ 4 + w t _ x) + ^ -
] .

Den Verlauf von M k und wk für einen Schnitt y = const am Rande bei Ersatz
der Randbedingungen durch Bedingungen über die Antimetrie oder Symmetrie der
Formänderung zeigt Abb . 662 . Die Belastungsfunktion p ist dabei konstant an¬
genommen worden . Sie hat im Randknoten beim eingespannten Rand eine Singula-
lität , beim frei aufliegenden Rand einen Sprung .

1 . Freie Auflagerung der Ränder . Die Verschiebungen w10 bis w25 und
die Momentensummen M 10 bis M 25 in den Randpunkten sind nach S . 647 Null
(Abb . 660) . Daher werden zunächst die Momentensummen M x bis M 9 der Haupt¬
knoten nach ( 1001 ) und daraus die Verschiebungen wx bis w9 des Gitters nach
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( 1002 ) berechnet . Damit sind nach ( 1003 ) auch die Biegungsmomente M Xj 1 bis M Xj 9 ,
MWjl bis M Vi 9 bekannt . Um die Drillungsmomente für alle Maschenknoten nach
( 1003 ) zu berechnen , sind auch die Verschiebungen der dem Rande benachbarten
Nebenknoten * notwendig . Diese ergeben sich aus der Bedingung ( 938 ) für die
Momentensummen am Rande .
w27 = — w1 usw . , w33 = — wa usw . , an der Ecke wal — w3 usw . ( 1014 )
Die Berechnung der Querkräfte Q10 bis Q25 und der Stützkräfte A 10 bis d 25 nach
( 1004 ) , ( 1005 ) setzt außerdem noch die Kenntnis über die Größe der Momenten¬
summen M 26 bis M is in denselben Nebenknoten voraus . Sie ergeben sich aus den
Differenzengleichungen ( 1001 ) für die Randpunkte .

Mx + M 27 = — p 10 s2 usw . , M 3 + M 33 = — p Li s2 usw.
Eine andere Lösung mit Hilfe der Verschiebungen ist bereits auf S . 683 angegeben
worden.

2 . Starre Einspannung der Ränder . Die Verschiebungen ze'
10 bis w23 sind

Null , dagegen die Mo¬
mentensummen M 10 bis
M2S von Null verschie¬
den (Abfc . 660) . Daher
werden die Verschiebun¬
gen wx bis w9 der Haupt¬
knoten mit dem allge¬
meinen Ansatz ( 1000 ) in
einer Stufe berechnet .
Hierbei gehen die Ver¬
schiebungen der am
Rande benachbarten
Nebenknoten in die
Gleichungen ein . Diese sind durch die Randbedingungen (942) bestimmt , da mit

dw/dy = 0 : w21 = w1 usw . , dw/dx = 0 : waa = w3 usw . ( 1015 )
Mit den Wurzelwerten wk sind nach ( 1003 ) alle Biegungs - und Drillungsmomente in
den Knoten 1 bis 25 bestimmt . Die Drillungsmomente in den Randpunkten ergeben
sich nach Vorschrift zu Null . Die Berechnung der Auflagerkraft ist bereits auf
S . 883 abgeleitet worden .

3 . Zwei anschließende Ränder ( 10 bis 17 ) der Platte sind kräftefrei ,
die beiden anderen ( 18 bis 25) frei aufgelagert (Abb . 660) . Die Ver¬
schiebungen und Momentensummen in den Randknoten 17 bis 25 sind Null , so
daß damit auch die Verschiebungen der Nebenknoten 38 bis 48 als antimetrisch
zu den Verschiebungen der symmetrisch liegenden Hauptknoten bekannt sind .
Damit können die Differenzengleichungen für die Punkte 1 bis 16 angeschrieben
werden . Als Wurzeln erscheinen nur noch die unbekannten Verschiebungen der
Nebenknoten 26 bis 36 und 51 bis 58 . Diese müssen durch die Bedingungen

bis = 0 , M x , 7a bis AIX^ 7 = 0 , Ay ika bis A VfXa 0 , A x>ka bis A Xi7a 0
und C13 = 0 eliminiert werden .

Die beliebige Belastung von achsensymmetrischen Platten (freie Auflagerung
oder starre Einspannung aller vier Ränder ) wird durch die Umordnung der Be¬
lastung nach den beiden Achsen im Sinne von Abschn . 27 in vier unabhängige
Teile zerlegt , so daß in ( 1001 ) , ( 1002 ) nur die Momentensummen ll )M k . . . li )M '

k
und die Verschiebungen Mwk . . . Wwk eines Quadranten als Wurzeln auf treten .

Mk = + • • • + w Mk , wk = {1)wk + • • • + w wk . ( 1016 )
Die Momentensummen und Verschiebungen in Punkten der Symmetrieachsen I , II

Symmetrie von Mk , Wk am Rande
der eingespannten Platte ('Belastungs¬

funktion mit Singularität ).

i TTl/t -j

I_ Li

Antimetrie von Mk , Wk am Rande
der frei aufliegenden Platte {Be¬

lastungsfunktion mit Sprung ).
Abb. 662.
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sind bei Antimetrie der Belastung nach I und II Hüll . Die Rechnung wird dadurch
vereinfacht . Sind mehrere Belastungsfälle , also auch die Einflußflächen von Ver¬
schiebungen oder Schnittkräften zu untersuchen , so wird nach Abschn . 29 die
konjugierte Matrix zu den Differenzengleichungen ( 1000) oder ( 1001 ) , (1002) gebildet .

Flächenlasten , die nicht mit der Teilung des Gitters in Beziehung stehen , werden
maschenweise zu Einzellasten zusammengefaßt und nach dem Hebelgesetz auf die
Maschenknoten verteilt .

Der Umfang der Zahlenrechnung nimmt wesentlich zu , wenn die Symmetrie¬
eigenschaften der Stützung ganz oder teilweise wegfallen . Die Art der Untersuchung
nach S . 684 wird jedoch nicht geändert . Der Spannungszustand an kräftefreien
Ecken k liefert stets 5 Bedingungen . Neben denjenigen des kräftefreien Randes mit

MX' k = 0 , = AXZik = 0 , A yZik = 0
ist nach den Bemerkungen auf S . 648 auch M XVtk = M yXik — 0 , also

(d2 w/dxdy ) k = 0 .

Berechnung der rechteckigen Platte 5/a = 4/3 mit frei aufliegenden Rändern für
gleichmäßige Belastung p .

er pz lee
"
pt pr

' W so x

Abb . 663 .

Gitterteilung (Abb . .663 )
5 = b

6 y
2 . Randwerte nach (938 ) und (1014 ) .

il/ 13 bis M20 = 0 , o>13 bis w20 = 0 .
= — ww USW ., = — w, usw." 21 '

»24 = W,26 ■ ■0 ,
" 30 ■

»25 = ~w-12 •

3 . Differenzengleichungen (1001 ) , ( 1002 ) für die 12 Gitterpunkte .
10* p o 2 Af* s2 M k 10 p «4
"
36 10*

" ’ N ~ M- ipai
' W 105 A"PkS 2

I •2 3 4 5 6 7 8 9 IO II 12

4 — 2 — 2

— I 4 — I — 2

— I 4 — 2

— I 4 _ 2 - I

— I — I 4 — I ~ I

— I — I 4 — I

— I 4 — 2 — I

— I — I 4 ~ I — I

— I - I 4 — I

— I 4 _ 2

— I — I 4 -

— I — I 4

pa % pa 4

IO4 10 5 N

277,8 256,3

277,8 229,7

277,8 147 .2

277,8 244,1

277,8 219,1

277,8 140,8

277,8 204,7

277,8 184,4

277,8 120,0

277,8 128,8

277,8 117,2

277,8 78,3
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4 . Die Iteration einer Näherungslösung liefert

/>■ i - 3 4 5 6 7 8 g io ii 12

M k 9 -13 827 530 S79 789 507 737 664 43 -2 464 422 282

601 577 339 öi 7 539 317 486 4 2 5 2 5 I 2 73 2 39 142

ö . Schnittkräfte nach (1003 ) ff . und (1008 ) , z . B .

M x,l —
36 N

ti -

M V, 1 —
36 AT

a -

Mj v, 16 —
36 -V
4 a2

IO- 5 p a 4 T 1 1— - 577 2 ■661 - 577 -/— r ( — 617 -4- 2 • 661 - 617 ) ! = 0,066 p a 1 ,N L 6 J
10- 5 p n 4 r 1 1-

W
~ ~ ~

6 ( - 577 + 2 ■661 - 577 ) - 617 + 2 • 661 - 617 = 0,042 p « 2 ,

1 \ 10~5 p a 4
1 - -

g
- j - - [ - 142 - 142 - 142 - 142] = - 0,043 per - ,

216 N
' ~

2 aF

IO' 5 p n 4
• - i 339 - 2 • 577 - 2 2 - 1 ) « ' 7 + 317 )

p a
"

12
= =0,47 öpa .

Die Schnittkräfte sind in Abb . 664 dar¬
gestellt . Sie stimmen gut mit den genauen
Werten S . 677 überein . Der Auflagerdruck er¬
gibt sich nach der gestrichelten Linie und ist
an den Ecken nicht Null wie bei der strengen
Lösung . Der Fehler nimmt mit der Gitter¬
teilung ab . Der Auflagerdruck ist daher nach
den Ecken zu kleiner als die Zahlenrechnung
angibt und verläuft etwa nach der aus¬
gezogenen Linie .

Um die Abhängigkeit des Ergebnisses
der Differenzenmethode von der Gitterteilung
zu zeigen , ist eine quadratische , frei auf¬
liegende , gleichmäßig belastete Platte für
s = a/4 und a/8 berechnet worden . Die Er¬
gebnisse weichen nur wenig voneinander ab
(Abb . 665 ) .

In Abb . 666 sind die Ergebnisse für eine
Einzcllast in Plattenmitte mit s = a/4 , a/8 ,
a/12 dargestellt . Sie weichen nur in geringer
Umgebung der Last voneinander ab . Daher
genügt es , die Berechnung für ein grobes
Gitter durchzuführen und nur im Lastbereich
ein feineres Gitter einzuschalten . Für das
grobe Gitter s = a/4 (Abb . 665 a ) lauten die
Differc .nzenglcichungen ( 1001 )

Abb . 6(4 . Schnittkräfte der frei aufliegenden rechteckigen
Platte mit gleichmäßiger Belastung p .

Mi M 2 M 3 P

4 - 4

— I 4

- 2 4

mit dem Ergebnis

Mi = 0,374 P ,
M 3 = 0,125 P ,
M .3 = 0,0624 P .

a -

b ) Momentcnsummc M .,) Gitterteilung . c) Durchbiegung ic.
Abb . 605 .
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Für das eingeschaltete feinere Gitter mit s = a/8 (Abb . 667 ) lauten die Gleichungen ( 1001)

M 1 M t

0,6 -

Ofi:
0//0S

qu-
0J71

o + M 2

o + 2Af 6

3
sr

1 V2

Abb . 667 . Gitterteilung
mit eingeschaltetem

feinerem Gitter .

Mit M 2 = 0,125 P und M & = M 2 — £ (M 2 — M 3) = 0,112 P aus einer
quadratischen Interpolation ergibt sich = 0,243 P , — 0,493 P .
Die Werte stimmen nach Abb . 666 mit dem Er¬
gebnis für das 8teilige Gitter gut überein .

12 3 5 6

Abb . 666 . Momenten -
summe M .

Berechnung der rechteckigen Platte &/ « = 4/3
mit eingespannten • Rändern und

gleichmäßiger Belastung p .

1 . Gitterteilung (Abb . 668 ) .
a b

5 ~ ir = ir

£1
"
pz \33 125

«Im

2 . Randwerte nach (942 ) und (1015 ) .
w13 bis » 20 = 0 , w 21 = w10 usw .
» 30 = » 3 USW . , » 25 = •

3 . Differenzengleichungen (1000 ) für die 12 Gitterpunkte .
p k s i 105 p a 4

1 3 3 SO 30 'x

Abb. 668 .

N 64 105 N '

p al

Wi w 2 WZ w 5 » 6 w 1 » 8 Ẑ ö » 10 » 11 » 12 io 6 N

20 — 16 2 — l6 8 2 77 *1 7

- 8 21 - 8 4 — l6 4 2 77 A 7

I 4 21 — l6 2 - 8 4 2 77A 7

- 8 4 21 — IÖ 2 - 8 4 I 77. 47

2 - 8 2 — 8 22 - 8 2 - 8 2 I 77. 17

2 - 8 I - 8 22 2 - 8 I 77. 17

I - 8 4 20 - 16 2 - 8 4 77A 7

I 2 - 8 2 - 8 21 - 8 2 - 8 2 77 . 17

I 2 - 8 I - 8 21 2 - 8 77 . 17

I - 8 4 21 — IÖ 2 77 . T7 j

I 2 - 8 2 - 8 22 - 8 77 . 47 :

I 2 - 8 I - 8 22 77-17

4 . Die Iteration einer Niiherungslösung liefert

k I 2 3 4 5 6 7 8 9 IO II 12
|

wk 227 187 86 207 171 79 149 124 59 67 56 27 IO ~"®ft ■
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5 . Schnittkräfte nach (1003ff .) und (1012) , z . B .
36 iV IO ”5 ^ P lnM * . i = — i- ^ -

|
- 187 + 2 - 227 - 187 + y ( - 207 + 2 - 227 - 207 ) = 0 032/ > o 2 ,

36 -V 10- 5 /> «4 r
M x o„ = ■ — + - - 86 + 2 - 0 - 86' “ /7.“ |_

* x,20 :

a '4 JV

216 .V 10- 5 p a i
r

2
16 - 86

- 2 • 187 - 4 (79 + 79 ) ] + ^ 2
= 0 .49pa .

Die Schnittkräfte sind in Abb . 669 dar¬
gestellt . Da der Auflagerdruck nach
der strengen Lösung an der Ecke Rull
ist , wird das Ergebnis der Rechnung
berichtigt (ausgezogene Linie ) . Der
Fehler nimmt mit der Gitterteilung ab .

Berechnung der rechteckigen Platte
b/n = 4/3 mit frei aufliegenden

Rändern und einer Einzellast .
1 . Gitterteilung (Abb . 670 ) .

a b

2 . Randwerte nach (938 ) und (1014 ) .
Am ganzen Rand ist
M = 0 und w = 0 , H'oi = — usw .

3 . Belastungsumordnung . Zur Be¬
rechnung der Durchbiegung nach ( 1002)
sind 35 Differenzengleichungen auf -

Abb . 670 . Gittecteilung .

Abb.

-1 . 0J = - 0 062 P Or ,

y \

* 0,1/3pa
| - 0,063pa ‘

(9 . Schnittkräfte der eingespannten rechteckigen Platte mit
gleichmäßiger Belastung p.

O.OWSPa'

Abb. 671 . Linien gleicher Durchbiegung .
* max = 0,0107

zulösen . Es ist daher zweckmäßiger , die Belastung nach Abschn . 27 in die symmetrischen
und antimetrischen Anteile zu den Achsen I , II umzuordnen ( Abb . 672 ) .

In den Antimetrieachsen ist w = 0 und daher bekannt .

Abb. 672.
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4 . Differenzenglcichungen (1001 ) , ( 1002 ) für die 12 Gitterpunkte im 1 . Quadranten .
Im Punkt 8 ist

Ph s2 = ' M , 4 Mk 105 P a2
4 ’ N P 144 105 N '

In allen anderen Punkten sind die Belastungsglieder Null,
a ) 4 symmetrische Einzellasten P/4 (Abb. 672 a ) .

PI4

o

Pa -
10 5 iV

228

2 °5

113

2 49

2 39

I24

287

380

144

2 47

i5°

73

k = I 2 3 4 5 6 7 8 9 IO II 12

w1 — 729 637 365 709 624 355 613 557 3°7 343 305 172
b) 4 Einzellasten P/4 , symmetrisch zur y -Achse , antimetrisch zur x - Achse (Abb. 672b) .

4 5 6 7 8 9 IO 11 12

4 _ 2 — 1

— I 4 - I — 1

— I 4 — 1

— I 4 _ 2 — 1

— I — 1 4 — 1 — 1

— I — 1 4 — 1

— 1 4 - 2

— 1 — 1 4 — 1

— 1 — 1 4

PI4
o

o

o

o

I

o

o

o

o

Pa 2 '

io 5 iV

1 14

I 2 I

57

214

315

107

1 x4

121

57

u = I 2 3 4 5 6 7 8 9 IO 11 12

1£} 11 = O O O 180 164 90 2 '77 265 13 « 180 164 90
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c ) 4 Einzellasien P/4 , symmetrisch zur * -Achse , antimetrisch zur y -Ac.hse (Abb . 672c ) .

d ) 4 antimetrische Einzellasten (Abb . 672d ) .

5 6 8 g ii 12
P
4

o

o

i

o

o

o

Pa 2
io 6 JV

64,6

34 .4

224,2

73,2

64,6

34 .4

k = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 IO 11 12

O O O O 49 36 O 96 60 0 49 36 P a 2/ io 5 Ar

Die Superposition der Einzelergebnisse liefert die Ausbiegung infolge P = 1 im Punkt 8
mit wk = w*

k + w1
/,
1 + nach der Zusammenstellung auf S . 692 .

Das Ergebnis ist in Abb . 671 dargestellt .
5 . Schnittkräfte nach (1003 ) ff . und (1008 ) , z . B .

M , g = [ _ 890 + 2 - 1029 - 580 4 - 4 ( - 919 + 2 - 1029 - 573 ) 1 = 0,246 P ,a 2 105 N L o J

^ , . 8 = — 2— • F4 ~ (— 890 + 2 • 1029 — 580 ) - 919 + 2 - 1029 - 573 ] = 0,239 P
a i 1Q5 iv [ () J

AI , v, 16 = ( 1 - 4 -] TTHT/ [ - 339 - 339 - 339 - 339 ] = - 0,102 P ,4 a1 \ 6 / 105 N

A *- w = iS [4 (3 - 1 ) 580 - 2 • 1029 - 2 (2 - 1 ) (548 + 339 )] = 1 ' 3fi p ‘ a ■

A
[ 4 ( 3 - ~ ) 523 - 2 - 890 - 2 ( 2 - | ) (573 + 365 )] = 1,38 P/a .

44 *
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Die Schnittkräfte sind in Abb. 673 dargestellt. Der Auflagerdruck ergibt sich etwas zu groß , da
das Integral längs des ganzen Randes etwa 1,4 P wird . Der Fehlernimmt mit der Gitterteilung ab .

> >:
oT"' IN «M
3 3 8 3
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O
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O c 0 0
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0 0
0 0
o‘ 0

x X
04 O
Tf- X
0 0
0 0
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0 X
0 0
t-H x
0 0
0 o
0 O

a
04
D-,0
0
0

S S S s

- 0,102P

Abb . 073.

a) Biegungsmomente der frei aufliegenden b) Randkräfte der frei aufliegenden recht¬
rechteckigen Platte mit einer Einzeiiast P . eckigen Platte mit einer Einzellast P .

Die Aufgabe kann auch mit einem Ansatz gelöst werden , wenn ein

gröberes Gitter gewählt wird . Für das Gitter nach Abb . 674 lauten
z . B . die Differenzengleichungen mit s = a/3

8" 8" ' 2 ' 2 8' 8

•4 — I — I

— I 4 — I

— I 4 — I — I

— I — I 4 — I

— I 4 — I

— I — I 4

P

4
o

o

o

o

o

4

Pa -
xo SN

2X8

313

552

1035

958

3275

Abb . 674.

k = 8" 8' " 2 ' 2 8 ' 8

wh = 285 345 575 786 680 1186 Pa 2jio b N

Diese Werte sind als Näherung durchaus noch brauchbar, wie der Ver¬
gleich mit der Zahlentafel am Rande der Seite zeigt . Für die Schnitt¬
kräfte sind dagegen größere Abweichungen zu erwarten.

So ist z . B . MXiS = 0,176 P gegenüber 0,246 P . Genauere Werte
ergeben sich, wenn die Biegefläche mit den Näherungswerten auf¬
gezeichnet wird und die Ordinaten zur Bestimmung der Momente für
eine engere Teilung der Zeichnung entnommen werden. Auf diese Weise
wird z . B . MXrS = 0,255 P .

Berechnung einer Behälterwand mit hydrostatischer Belastung .

Die rechteckige Seitenwand eines Behälters mit quadratischem Grundriß ist am oberen
Rande frei , am unteren elastisch eingespannt und an den Seiten starr eingespannt. Sie kann
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daher in erster Annäherung als Platte berechnet werden , die an drei Seiten starr eingespanntund an einer Seite kräftefrei ist .
Um die Rechnung abzukürzen , ist /z — 0 angenommen worden .
1 . Gitterteilung ( Abb . 675 ) .

a b
S =

3
" = T '

2 . Randwerte nach (938 ) und (943 ) . An den eingespannten Rändern ist
wk = 0 , wlg = we usw . , w 25 = w1 usw .

Am freien Rand ist M v = 0 , A v = 0 . Mit (1003 ) folgt daraus
“’7 = 2 ®5 - It'3 , Wg — 2 we — w4 , we = 0 .

Diese Beziehungen liefern mit (1005 )
wio = w i — 12 w3 + 8 wt + 12 u>5 — 8 Wg ,
wn = + 4 w3 — 12 — 4 ws + 12 we .

3 . Die Belastungszahlen . Die hydrostatische Belastung wird nach S . 682 über den Platten¬
rand hinaus stetig fortgesetzt und nach dem Hebelgesetz auf die Gitterpunkte verteilt (Abb . 675 ) .

p5 = Pe = 0 , p 3 = pi = jPo Pi — p2 — $ Po : Pv — Piz — Pa -

m
~
]rs

I- A

Abb . 675.
f .? «

Abb. 676.

4 . Differenzengleichungen (1000 ) für die Gitterpunkte 1 bis 6 . Beim Aufstellen der Differenzen¬
gleichungen werden die Randbedingungen unter 2 berücksichtigt .

w -L wg

21 — 16 - 8 4 I

- 8 2 3 0 - 8 I

- 8 4 19 — l6 - 6 4

2 - 8 - 8 21 2 - 6

2 — 12 8 16 — l6

2 4 — 12 - 8 18

Po at
iooo N

8,23

8,23

4,12

4,12

5 . Die Iteration einer Näherungslösung liefert

k = I 2 3 4 5 6

wk = 2,003 1,302 2,265 1,728 2,321 ! ,4 42 pg a*f1000 N
Die Biegefläche ist in Abb . 676 dargestellt .
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6 . Schnittkräfte nach (1003 ) ff . und ( 1012 ) , z . B .

Af „ ,

AA

* 11,11 :

9 N Po ai ,
a2 1000 N 1

9 N Po «4
a2 1000 N

27 N p „ ai

- 1,442 —1,442 ] = 0,026 p 0 a 2 ,

[16 - 2,003 Po *
2 a s 1000 N

Die Schnittkräfte sind in Abb . 677 eingetragen .

2 • 2,658 — 4 - 2,724 ] + = 0,38 p 0 a .

Abb . 677 .

Marcus , H . : Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung
biegsamer Platten . Berlin 1924 , u . Arm . Beton 1919 S . 107 . — Nielsen , N . S . : Bestemmelse
af Spoendinger in Plader ved anvendelse af Differensligninger . Kopenhagen 1920 . — Kirsten , O . :
Beitrag zur Berechnung der rechteckigen Platte mit beliebigen Randbedingungen . Diss . Dresden
1924 .

72 . Die Abschätzung des Spannungszustandes in rechteckigen
Platten nach H . Marcus.

Die Anwendung der Plattenstatik im Baiiwesen ist durch die Beschreibung der
statischen und geometrischen Zusammenhänge mit Differenzen und Differenzen¬
gleichungen aus den Ordinaten wk der elastischen Fläche wesentlich gefördert wor¬
den , da die Aufgaben mit einfachen mathematischen Hilfsmitteln für die Bedürf¬
nisse der Technik hinreichend genau gelöst werden . Da es jedoch in vielen Fällen
genügt , das Spannungsbild zur Beurteilung der Sicherheit des Tragwerks in elemen¬
tarer Weise summarisch zu erfassen , wird die Plattenbiegung in erster Annäherung
mit der Formänderung zweier sich rechtwinklig kreuzender Trägerschaaren lx , lv
verglichen , die sich unabhängig voneinander durchbiegen und die an den Enden
unter denselben Bedingungen gelagert sind , wie der Plattenrand . Die Formänderung
der Träger lx entsteht durch eine Belastung p (x) , diejenige der Träger ly aus einer
Belastung p ( y ) . Ihre Summe ist an jedem Kreuzungspunkt (x , y ) gleich der vor¬
geschriebenen Belastung p = p ( x ) + f> ( v ) (Abb . 678 ) . Bilden die Trägerschaaren



72. Die Abschätzung des Spannungszustandes in rechteckigen Platten nach H . Marcus . 695

einen Rost (Abschn . 65 ) , dessen Elemente sich an den Kreuzungspunkten nicht
mehr relativ zueinander verschieben , so entstehen für p (x) und p (y) Bedingungs¬
gleichungen , die sich jedoch nur dann einfach anschreiben lassen , wenn allein zwei
ausgezeichnete Träger lx , ly betrachtet werden . Hierfür werden die Träger mit der
größten Durchbiegung ausgewählt .

Bei freier Auflagerung der Platte (Abb . 678) sind die größten Durchbiegungen
der Träger in Trägermitte

* = JLPjJi ax 384 EJ X
• ° y ~ 384 E J v

’

wenn p {x) ,p (y) in erster Annäherung konstant angenommen werden . Da p = px + pyund Öx — dy
74

r P , Pv — jrjTTiP - ( 1017 )

so ist für J x = J y

P* =
2 + *}

' " fy

Die Anteile px , py von p ändern sich mit der Art der Stützung des Plattenrandes .
Ihre Größe ist für jeden Fall in der Übersicht S . 698 enthalten .

Die Formänderung der Platte unterscheidet sich von derjenigen eines Trägers
lx , ly durch die Verdrillung der Plattenstreifen infolge
von Schubspannungen an den Streifenrändern . Sie
bilden an Streifen mit x = const Drillungsmomente
Mxy , an Streifen mit y = const Drillungsmomente
Myx , welche die Durchbiegung der Platte im Vergleich
zu derjenigen des Trägers verkleinern und daher bei
gleicher Ausbiegung die Tragfähigkeit der Platte im
Vergleich zum Träger vergrößern (Abb . 678) . Dieses
Bild wird von H . Marcus zur Beschreibung der
Plattenbiegung verwendet .

Die Drillungsmomente stehen nach S . 645 mit der
Plattenbiegung in folgendem Zusammenhang :

d2 wMyx • JV ( 1 — fi) dx dy
Sie ändern sich beim Fortschreiten in der x - oder
y -Richtung um dM xyfdx oder dM yxjdy , so daß an
einem Plattenstreifen lx oder ly von der Breite b ein
Drillungsmomente entsteht ,

= - N ( l - ^ ) b ^ y2 , M y = b
d-^ = ~ N ( 1

Abb . 678.

Unterschied fvL , M * der

W[x = b
dM' *

dy
- fl ) b d3 w

dx2 dy * ( 1018)

der sich als Belastung der Streifen lx , ly durch ein stetig verteiltes Kräftepaar
M* , M „ deuten läßt . Dieses erzeugt die Biegungsmomente M '

x , My , die mit den
Biegungsmomenten M x , M y aus der Belastung p x , py überlagert werden . Das Er¬
gebnis Ml , M * zeigt folgende Form :

M * = Mx + M ’
x = Mx ( l + g ) = Mx ( 1 - <px) ,

M *
y = My + M '

y
= My ( l + = My ( 1 - CPy) .

( 1019)

M'^ - bfJ ^ dx + C^ - Nil - rib ^ + C^ - Nil - ^ b ^ + C, ,

M '
* = ~ b $

d-^ ld y + c * = - ^ ( i - /*) i £ + c 2 = - JV ( i - /<) ^ + c ä .

Die Integrationskonstanten C1 , C2 sind bei achsensymmetrischer Belastung und frei
drehbarer Auflagerung der Streifenenden Null . Die Biegungsmomente M '

x , M '
v
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werden also von der Verkantung der Streifen lx , ly bestimmt . Sie erzeugen allein
die Ausbiegung w '

x , w'
v , die mit der Ausbiegung wx , wy aus der Belastung px , p y

überlagert , die Formänderung w*
, w* der Streifen der Plattenbiegung angleicht .

wt = wx + w '
x , w* = wy + w’

y .
Wird der Verlauf der Biegungsmomente M '

x , M '
y in erster Annäherung als ähnlich

zu demjenigen von M x , M y angenommen , so ist ebenfalls in erster Annäherung
w 'Jw x = w '

y\wy = c und w '
x = c wx , w'

y = c wv
und mit w* = w* ebenso wie auf S . 695

/4 l 4-
W%= Wy , also px < Pa / _j_ ijP •

Die Biegungsmomente M '
x , M ’

y der Streifen lx , ly aus den Drillungsmomenten sind
von H . Marcus durch den Vergleich mit den Ergebnissen der strengen Theorie in
Plattenmitte abgeleitet worden .

Die Grenzwerte der Biegungsmomente M '
x — — <px M x , M '

y = — q>y M y zweier
ausgezeichneter Plattenstreifen lx , ly mit dem Unterschied M * , der Drillungs -

_ ^
momente an den Intervallgrenzen als Belastungx können nach H . Marcus durch

xmtn

<p: ( h \*
<Pv z ( 1020 )

angegeben werden . Die Beiwerte cx , cy beschreiben
dabei im wesentlichen die Randbedingungen der
Platte . Sie werden von H . Marcus aus einem Ver¬
gleich mit denselben Biegungsmomenten der Platten¬
theorie abgeschätzt .

5 AIx m ax
6 M ox

’

In diesem Ansatz sind Af_

5 -A/ max
6 M nv

( 1021 )

Ab !). 679 .

M ymxx die größten
Biegungsmomente aus der Belastung px , p y der
Plattenstreifen lx , ly mit den vorgeschriebenen Rand¬

bedingungen , M 0x , M oy die größten Biegungsmomente zweier frei aufliegender
Plattenstreifen lx , ly für die volle Belastung p = px + p y . Die größten Biegungs¬
momente der drillungssteifen Platte M *

max , A/*
max entstehen daher nach H . Marcus

in erster Annäherung aus einer einheitlichen Lösung
^ ajmax 0 fpP) ^ !/raax Ĵ yrnax 0 ffy ) ( 1022)

deren Ergebnisse sich mit denjenigen der Plattentheorie vergleichen lassen .
An den eingespannten Plattenrändern sind nach (942) keine Drillungsmomente

vorhanden . Die Schaulinien der Biegungsmomente am Rande berühren die Bezugs-
achsen an den Ecken ( S . 679) . Als Mittelwerte M xr , M yr genügen die Einspannungs¬
momente der ausgezeichneten Plattcnstreifen lx , ly aus der Belastung px , pv
(Abb . 679 ) .

PJl
.12

M —
y r

M,. P r'
12 » ,

p " rfl ^
12 -

pi % , .- -
24

b ei lx < ly . ( 1023)

mit

M ■ =* x y mm
Py ly Ä p 1%

( 1024)12 »/
- 20

angenommen werden .
Das Bild der Biegungsmomente in den mittleren Querschnitten ist durch die

strengen Lösungen der Aufgabe in Abb . 649 gegeben . Das Ergebnis ist in der
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Tab . 65 enthalten und wird in den bekannten Bestimmungen des Deutschen Aus¬
schusses ( § 23) verwendet . Die Platten Abb . 685 und 686 sind danach gerechnet worden .

Die Rechenvorschriften für die rechteckige Platte lassen sich auch zur Ab¬
schätzung der Biegungsmomente in durchgehenden Platten anwenden , da die Rand¬
bedingungen der einzelnen Felder bei gleichförmiger Belastung angenähert mit
denjenigen der einzelnen Platte mit frei aufliegenden oder eingespannten Rändern
übereinstimmen . Schachbrettartige Belastung wird umgeordnet und besteht dann
aus der gleichförmigen Belastung {1 ~>p = pß und aus abwechselnder Belastung der
Felder mit mp = i pß , so daß p = ( 1>/> + i2 )p - Die Randbedingungen der Felder
sind für i2 )p , unendliche Ausdehnung der Platte angenommen , mit freier Auflagerung
identisch .

Drillungsmomente . Die Tragfähigkeit einer Platte beruht, verglichen mit dem
Trägerrost , auf der Mitwirkung der Drillungsmomente . Die größten Biegungs¬
momente von Platte und Rost stehen nach ( 1022 ) im Verhältnis vx , vv . Im übrigen
wird die Festigkeit der Platte durch die Hauptbiegungsmomente Mx , Mn be¬
stimmt , die sich nach (921 ) aus M *

, M * und den Drillungsmomenten zusammen¬
setzen . Diese treten nach (919) in folgende Bezie- . _ ^ t n
hung zum Verschiebungszustand w ( x , y ) der Platte :

( 1 - „ ) ^ - - N ( 1 -

<1026>

Das Drillungsmoment ist daher bei achsensymme¬
trischer Belastung an allen Punkten der Biegefläche
Null , in denen die Tangentialebene an die Biege¬
fläche parallel zur x - oder y -Achse ist , und wechselt
auf diesen ausgezeichneten Parallelen das Vorzeichen .
Es ist im ersten und dritten Quadranten negativ ,
im zweiten und vierten Quadranten positiv . Die
Funktion M xv erhält einen Extremalwert , wenn

/ ■k n

Abb . 680 .

ÖM XV _ __ Ö fd 2 W \
dx

—
äy \ dx 2 )

und dM „ _c>_ ( d 2 w
dy dx \ dy 2 ( 1026 )

Die Bedingungen sind in einem Punkte S erfüllt , in welchem die Schnitte x = const
und y = const der elastischen Fläche einen gemeinsamen Wendepunkt besitzen .
Die Ordinaten M x „ beschreiben daher vier Körper , deren Grundriß mit Mx „ = 0
durch die ausgezeichneten Geraden x — sÄ , y = tA bestimmt ist , die sich in dem
Punkte 0 mit w = te'max schneiden . Der Inhalt V eines Körpers ist durch Integra¬
tion nach Abb . 680

V
A.-JJ

0 0
Mxy dxdy ~ ~ N ( 1 •

0 0
dx dy ■N ( 1 /.l ) Z£'max > ( 102/ )

also proportional zur größten Ausbiegung der Platte . Da nun die Drillungsmomente
in erster Annäherung als lineare Funktionen angenommen werden können und bei
starrer Einspannung längs des Randes Null sind , approximiert H . Marcus den
Körper als Pyramide und setzt
V = — N ( 1 — fl) W/max = ±SA tA :

= isntn Mjfj
_ I c / AffB )

3 ö B *B ■k*1 ®i/,max

■~ hs n tn M™ ( 1028 )
Die größte Durchbiegung wmax ist durch die Biegungsmomente M^max oder M „ max
und durch die Einspannungsmomente M xr , Myr der beiden ausgezeichneten
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Tabelle 65 . Abschätzung der größten Biegungsmomentein rechteckigen Platten
mit gleichmäßig verteilter Last nach H . Marcus .

A = lyjl x , . frei aufliegender , / ///// / eingespannter Rand .

y *

fT
"

\
1

X°)•“■o J
\ 1

\ 1

;*4

S'

S"

\
7VH/ \ i §j\ /|
^ KlsS

Oftlg
v\ \ \ \ fx,̂ S5c' «a -r

Qß25lx

■b l2

6 I + A4 ’
Py lI

^ W' raax — — V
72

Px = P
A4

Vx =F=
■b l2M _ Xlvl xn\a.x — -

241 + A4 ’

Py = P
I

V = I 5 A2
M —max — -

241 + A4 ’ 18 1 + A1 ’

M xr = - pj i
12 * M , r = -

24
’ (Ix < ly ) ■ Nw mnx = PJic

192
V

1 + i>2

Px = />
5A4 75 A2

fW. max = ~
g ^

2 + 5 A4 ’ 32 2 + 5 A4 ’

Pv = P
2

Vv = I
5 A2

tf , M x = ^2 + 5 A4 ’ 3 2 + 5 A4 ’

M xr = - PJl
8 ’ N Ẑ max

£ / 4
2,815 v t )

5 A« A2
MxTRB .X - iM .!

6 i + 5 A4 ’ ^ max —
g Vy

p l4
xV Ẑ max — 7 Vv

36 ° ■

2 a 4 A2

9 I + 2 A4 ’

15 A2
= 1 -

M xr = - PJl
8 ’

32 1 + 2 A4 ’ 128 •"

192 I +

A4
vx — Vv = V ,

32 i 4 - A4 ’

M , r = _ M , WK,max

717"3.

128 '

/L: V
720

( 1,064 + 2,815 »’)
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Plattenstreifen lx , ly nach Abschn . 20 bestimmt . Sie ist in der Tabelle S . 698 an¬
gegeben , so daß damit nach Gl . ( 1028 ) die Drillungsmomente errechnet werden
können . Außerdem werden von H . Marcus mit Abb . 681 und p = 0 noch die
Quadraturen ( 1029 ) verwendet . Der Ursprung des Koordinatensystems ist dabei
im Punkte 0 mit w = wmax angenommen .

Mr dx d2w
dx2

, dwl% dwdx = — \ N J- = — N -rr-■ = F X ,L d * Jo dx * ’
0 0

J M, iy = - N J ^ äy - - [n ]( - - N % - F, ,
0 . 0

y v
a a

J Mvx dx = - NH
^ j = + n ^ = fdx ] b dx xv

N | ^ dx = + \N
d-£ \

X = + N d
^ = F yx .dxdy dy ]a

( 1029 )

Daher gelten für die Flächen aus den Bie-
gungs - und Drillungsmomenten über zugeord¬
neten Abschnitten der Strecken x = const ,
y = const folgende Beziehungen :

-p _ _ 77■*- x xy > F y = - F yx ( 1030 )

Abb . 681 .

Sie dienen zur Nachprüfung
der größten Drillungsmomente
MX*-Lxv , max •

Die Auflagerkräfte der
Platte . Die Querkräfte und 4,
Drillungsmomente an den Rän¬
dern der Platte werden ent¬
weder von einem Unterbau
oder von Randträgern aufge¬
nommen . Der Anteil aus den
Querkräften läßt sich bei den
gleichen Randbedingungen an

\ 7
\

\
\ /

'X

■JZy/
K

\
/ Kg \

/ r * \

Abb . 682 .

allen vier Rändern angenähert aus der Unterteilung der Grundfläche durch die
Winkelhalbierenden in den Ecken angeben . Nach Abb . 682 ist mit lyß x = X > 1

fy/ 2 • + /x/2

/ qx dy = Qx = lpil (2A - 1 ) , / qy dx = Qy = \ pl \ ■ ( 1031 )
- ly/ 2 - Ixt2

Bei verschiedener Lagerung der Ränder kann nach H . Marcus

Qx — \ Px ^xh > Qy ~ 2py ^x ^y >

gesetzt werden , wobei jedoch für die kurzen Ränder dasjenige px oder p y zu wählen
ist , das der quadratischen Platte entspricht .

Die Drillungsmomente an eingespannten Rändern sind Null . Der Verlauf der
Drillungsmomente am Rande des ersten Quadranten einer freiaufliegenden Platte
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ist in Abb . 683 dargestellt . Sie können durch einen Randträger aufgenommen
werden , der auf diese Weise eine Momentenbelastung mit entgegengesetztem Dreh¬
sinn erhält und damit nach Abb . 678 am Rande lv Biegungsmomente im Betrage

ly!2 U2
von — J M xvdy , am Rande lx Biegungsmomente im Betrage von — J M yx dx

y *

Abb . 683 .

erhält . Wird der Verlauf der Drillungsmomente .
in erster Annäherung linear mit M xv 0 am Eck -

, punkt angenommen , so sind die Biegungsmomente
ler Mitte der Randträeer J

C M xv,o l v

J Mav dy ^ ,
o
uz

J M yx dx --

\ / A

« r.. O r̂

V
L .

Abb . 684 .

Da jedoch die Randträger aufliegen , tritt zu den Stützkräften Qx , Q „, aus der
Querkraft am Rande noch der Anteil

O’ — o ' = — 2 M „ = — Vx l2 -Yx Yy ^ lvl xy , 0 g
t'y j _j_ ^ 4 * ( 1032

Würde die Platte ohne Versteifungsträger am Rande frei aufgelagert sein , so muß
die ihnen zugewiesene Kraftwirkung durch 4 Einzelkräfte C = 2 M x 0 an den
Ecken ersetzt werden , die mit der stetig über dem Rand verteilten Kraft im Gleich¬
gewicht stehen .

Die äußeren Kräfte am Rande im Bereich der Ecken sind auch für die Ab¬
schätzung der Biegungsmomente wichtig . H . Marcus betrachtet die Ecke zur Ab¬
schätzung der Biegungsspannungen als Stab mit veränderlicher Querschnittsbreite b
und der Winkelhalbierenden als Achse . Er trägt neben der Belastung p die Rand¬
kräfte . Die Biegungsmomente M 1 des Stabes erreichen in der Plattenecke den
Größtwert im Betrage von — M xy 0 mt/m und sind nach Abb . 654 etwa in der
Linie JL Null (Abb . 684) . Diese kennzeichnet daher einen Spannungswechsel für Mj .

Abschätzung der Schnittkräfte in rechteckigen Platten mit l„jl x = 4/3 für
gleichmäßige Belastung p .

1 . Frei au fliegende Platte .
A = 4/3 = 1,333 , A2 = 1,778 , A4 = 3,160 .

Nach Tabelle 65 ist

^ = ^
^ = 0,7Vx v 4,160

0,241 p ,

= 0,644 ,v = 1
6 4,160

• 0,644 p p 0,061 p ll ,, max —

0,035 P l;v , max —

• 0,644 p 1% = 0,00678 p l% .

Nach (1028 ) ist

= - 0,00678 p 1% ,

Abb . 685 .

= - 0,061 p V
2 2
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2 . Eingespannte Platte .
A = 4/3 = 1,333 ,

px = 0,759 p , p„ = 0,241 p ,

4411 = 0 ,881 ,V = ■ - 1
M Xfraax = 0,759

24

max “ 0,241
24

m . , t =
0,759

12
pl \m v , r — 24

A‘ tt'max = 0,759
192

0,881 p 1%= 0,028 p l * ,

0,881 pl * = 0,00885 pl *
g = 0,016 p 1% ,

- 0,042 pl %,

0,881 - p l* = 0,00196 p .
Nach (1028 ) ist

Abb. 686 .

M .* » ,o = ~ 0 '00196 pli ■
'M* v . 0 = - 0 -018 p ll .

Klagas : Auswertung der Marcusschen Formeln für vierseitig gelagerte Platten . Bauing . 1927
S . 251 . — Marcus , H . : Die vereinfachte Berechnung biegsamer Platten , 2 . Aufl . Berlin 1929 .

73. Die Pilzdecke .
Die Platten mit Zwischenstützung in Punkten oder Flächen sind von A . Nadai ,

V . Lewe , H . Marcus und N . J . Nielsen untersucht worden . Dabei wurden zu¬
nächst gleichförmige Belastung und unbegrenzte Ausdehnung nach beiden Seiten
angenommen , um die Aufgabe durch Symmetriebetrachtungen zu vereinfachen . Die
äußeren Kräfte und die Randbedingungen für den Spannungs - und Verschiebungs¬
zustand eines Feldes sind in diesem Falle bekannt . Die Lösung
kann daher ebenso wie für eine rechteckige Platte nach S . 674
angegeben werden .

A . Nadai betrachtet den Abschnitt Abb . 687 der gleichförmig
belasteten Pilzdecke mit den Randbedingungen dwjdx = 0 ,
(^ 2 = 0 und P = Aabp in den Schnitten x = ±a und den
Randbedingungen dw/dy — 0 , Qvz = 0 und P = - ±abp in den
Schnitten y = ±b . Die Randkräfte P/4 , Qxz , P/4 am Rande
x = ± a und die Randkräfte P/4 , Qyz , P/4 am Rande y = ±b
können durch eine Fouriersche Reihe als stetige Funktion an¬
gegeben werden . Die Verschiebungen bestehen wiederum aus einer
Teillösung w * für den Plattenstreifen mit dwjdy — 0 in y = ±b
und aus einer zweiten Teillösung w**

, welche zusammen mit w* die vorgeschriebenen
Randbedingungen des Abschnitts erfüllt . A . Nadai bemerkt auf Grund des Er¬
gebnisses, daß um jeder Stütze eine geschlossene Linie vorhanden ist , auf der das
Biegungsmoment M r um die Tangente verschwindet . Sie schneidet die Diagonale
des quadratischen Feldes mit der Seitenlänge 2a in einer Entfernung von 0,46 « ,
die Verbindungslinie der Stützen in einer Entfernung 0,42 « vom Stützpunkt und
läßt sich durch einen Kreis mit dem Halbmesser 0,44 « ersetzen . Der Spannungs¬
und Verschiebungszustand kann daher in dem Bereiche der Pilzdecke um den
Stützpunkt mit guter Annäherung für eine frei drehbar angeschlossene Kreisplatte
angeschrieben werden , die neben der gleichförmigen Belastung p in O eine Einzellast
P = — 4 a *p trägt , deren Querkraft an der Begrenzung r = 0,44 « bekannt und
deren Verschiebung w0 Null ist .

Abb. 687
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Eine ähnliche -Näherungslösung ist von V . Lewe formuliert worden . Sie wird auf
eine ringsum beweglich eingespannte Kreisplatte vom Radius R bezogen , deren Quer¬
kraft Q r z für r = R Null ist (Abb . 688 ) . Daher ist R aus der Bedingung nR 2 = 4 a 2
mit R = 1,1286 a vorgeschrieben . Die Platte liegt auf einem kreisförmigen Pilz mit
R 1 = aa und / = oc , so daß die Pilzdecke im Bereich der Stütze mit einer Kreis¬
ringplatte verglichen werden kann , deren Formänderung in r = R1 durch die Rand¬
bedingungen dwjdr = 0 , Qrz = ~~ p ( R 2 — R\ ) ß Ri , in r = R durch die Rand¬
bedingungen dwjdr = 0 , Qrz = 0 bestimmt ist . Beide Lösungen können mit den
Tabellen 63 u . 64 angeschrieben und auch für zwischengeschaltete kreisrunde Platten
nach Abb . 689 erweitert werden .

Die von V . Lewe angegebene strenge Lösung für die beiderseits unbegrenzte
gleichförmig belastete und , v
regelmäßig unterstützte Pilz¬
decke beruht , wie bereits auf
S . 674 bemerkt , in der Ent¬
wicklung einer bekannten , aus
der Belastung p und dem
Flächendruck p bestehenden
periodischen Funktion in eine

doppelte trigonometrische Reihe . Damit kann die Lösung für das Feld Abb . 687
ebenso wie bei der rechteckigen Platte (983) nach Navier angeschrieben werden .
Leider konvergieren die Reihen vor allem für die Schnittkräfte schlecht , so daß
die Zahlenrechnung mühsam und umfangreich ist . Sie wird durch eine Anzahl von
Tabellen erleichtert , die Lewe seinem mehrfach erwähnten Buche beigegeben hat .
Diese enthalten auch Angaben für zweiseitig und allseitig begrenzte Pilzdecken mit
Streifen - und Schachbrett 'belastung . Die Anwendung der Differenzenrechnung auf
die Untersuchung des Spannungs - und Verschiebungszustandes von Pilzdecken ist
von H . Marcus und N . J . Nielsen gezeigt worden .

'
pR*x

Abb . 688 .
| p/?k

Abb . 689.

Die Berechnung einer nach zwei Seiten unendlich langen Pilzdecke mit einer
Stützenreihe und frei aufliegenden Rändern .

Ansatz . Die Aufgabe kann mit Differenzen in einer Stufe nach (1000 ) oder in zwei Stufen nach
( 1001 ) , ( 1002 ) gelöst werden . Da die Iteration einer Anfangslösung in beiden Fällen infolge der
schlechten Konvergenz versagt , bleibt nur die algebraische Auflösung der Gleichungen nach

C . F . Gauß übrig , um die Ausbiegung
w so genau angeben zu können , daß
die Schiiittkräfte trotz der Fehler¬
empfindlichkeit der Rechnung nach
(1003 ) ff . brauchbar sind . Die algebra¬
ische Auflösung in zwei Stufen ist
naturgemäß einfacher , obwohl dann für
die Stützpunkte wegen ihrer singulären
Eigenschaften keine Differenzenglei -

r -RU - trH

i
Iw
i
l*ri
l?- '

i

- 1 ei«

Ar
,—■y — -c. igcnaoiian .cii Keine jenieienzengiei - |

-fj | j
- " t hip -

p chungen angeschrieben werden können , I ~ z" ~ jj— s— ^
: •

| ; . I
j j solange die 'Stützkräfte unbekannt sind . _j_ [_ .

I I 1 I I Deshalb werden diese als statisch un - \s e 7
U M E M X bestimmte Größen eines Hauptsystems , -®

"
Abb . 690. dgg frej aufliegenden Plattenstreifens , Abb - 691 .

berechnet .
Bezeichnet wx die senkrechte Verschiebung eines Punktes des Streifens infolge — X x = 1 ,

w0 diejenige infolge der Belastung , so ist
w = w0 — x x wx , (1033)

an der Stütze k : wk = 0 = wka - Xxwk j ,
X , = o/ “'* i (1034)

Belastung . Die Schnittkräfte werden für gleichmäßig verteilte Last , Schachbrettlast
und Streifenlast angegeben . Bei gleichmäßig verteilter Last ist der Spannungs - und Form -
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änderungszustand durch die Symmetrieachsen I , II , III Abb . 690 ausgezeichnet , so daß es
genügt , einen von diesen Achsen begrenzten Abschnitt zu untersuchen ( Abb . 691 ) . Durch
Belastungsumordnung ergeben sich daraus auch die Schnittkräfte für Schachbrettlast und
Streifenlast .

I . Berechnung für gleichmäßig verteilte Last p t/mä .
A . Belastung des Hauptsystems durch — X k = 1 in allen Angriffspunkten

der Zwischenstützen .
1 . Gitterteilung , s = a/8 .
2 . Randwerte . M und w sind zu den Achsen I , II , III symmetrisch ; am Rande Null .
3 . Differenzengleichungen ( 1001 ) , ( 1002 ) für 16 Gitterpunkte (Abb . 691 ) .
Die Belastungszahlen p ks 2 der ersten Stufe sind bis auf diejenige für den Angriffspunkt (4)

der Zwischenstütze Null , dagegen ist p ^s 2 = 1 . Die Belastungszahlen der zweiten Stufe sind
M k s2

_ M k a2
N 64 IV

'

12 3 4 5 6 7 8 9 io n 12 13 14 15 16

4 — 2 — 2
—

— I 4 — I — 2

_ 2— I 4 — I

— 2 4 — 2

— I 4 — 2 — I

— I — I 4 — I — I

— I — I 4 — I — I

— I — 2 4 — I

— I 4 _ 2 — I

— I — I 4 — I — I

— I — I 4 — I — I

— I — 2 4 — I

— I 4 — 2

— I — I 4 — I

— 1 — I 4 — I

— I — 2 4

o

o

o

I

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

arjN

Mii 64

M 2 / 64

M3 / 64

^ 4/64

Mb / 64

M 6 / 64

M,/6 4

•Mg / 64

-MJ64

Mio / 64

Afu/64

M I2 / 64

Ml3 / 64

Mul 64

Mul * *

M ul 64

4 . Auflösung . Um den Ansatz für die Anwendung des Gaußschen Algorithmus zu ver¬
einfachen , wird das System partieller Differenzengleichungen zweiter Ordnung in simultane
Gruppen totaler Differenzengleichungen verwandelt . Das Verfahren ist von H . Marcus allgemein
gezeigt worden . Die partielle Differenzengleichung jeder der beiden Stufen enthält neben drei
Wurzeln M oder w mit den Fußziffern (Ä — 1 ) , k , (Ä + l ) einer Zeile k noch zwei Vorzahlen
mit den Fußziffern i , l der benachbarten Zeilen . Daher besteht der Sinn der Transformation
darin, die Wurzeln einer Zeile k derart durch ebenso viele unabhängige neue Unbekannte zu
ersetzen , daß in den transformierten Gleichungen nur die Fußziffern dreier aufeinanderfolgender
Zeilen erscheinen . Auf diese Weise entstehen hier vier voneinander unabhängige Gruppen
von totalen Differenzengleichungen , von denen jede soviel dreigliedrige Gleichungen und Un¬
bekannte enthält , als Gitterpunkte auf einer Zeile liegen .

Das Gitter Abb . 691 zur Berechnung der Pilzdecke besteht aus vier Zeilen und vier Normalen ,
die sich in 16 Gitterpunkten schneiden . Daher lassen sich in der Matrix unter 3 vier Gruppen von
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je 4 Differenzengleichungenunterscheiden. Von diesen wird eine mittlere mit den Gitterpunkten
5 = k bis 8 ss k + 3 herausgegriffen, um an einem Beispiel die Transformation zu zeigen . Die
dieser Gruppe zugeordneten Gitterzeilen werden mit i = 1 , k = 5 , / = 9 unterschieden.

M , Mm l * <+2 l * (+ 3 M , l * r + i l * j.-+ 2 -̂ fc+3 1* . Mi +i 1* 1+ 2 1* 1+ 3

— I 4 — 2 - I Sk

— I — I 4 — I — I Sk+1

I — — I 4 — I — I Sk + 2

— I _ 2 4 — I Sk+3

Die Gleichungenwerden mit aj . a2 . a3 , a 4 multipliziert und darauf addiert. Das Ergebnis lautet:
— aj Mt — a2 Mi+1 — a3 Mt+ 2 — «4. Ml+i + (4 aj — x2) Mk 4- ( — 2 aj + 4 a2 — a3) Mk+X
+ ( — a2 4- 4 a3 — <2 a4) Mfr+ 2 4- ( — oc3 ■+ 4 a4) Mk+3.

— “ 1 Sk 4- «2 gir+ l 4“ <*3 gk+ 2 4- a 4 gk+ 3 !

ax d/j — a2 M , +1 — a3 Ml+ i — a4 M i+3
( 1035)

es wiederholt sich nach Eintauschung der zugeordneten Fußziffern bei jeder der vier Gruppen.
Um unabhängige Wurzeln totaler Differenzengleichungen zu erhalten, werden die Vorzahlen
derart bestimmt , daß

4 a4 — a2 — 2 aj 4- 4 a» a3 • &2 4 - 4 a3 —■ 2 a4
«3

■"̂ 3 4~ 4 a4
a4aj a2

ist . Damit geht Gl . (1035 ) über in
— (aj M , 4- a 2 M i + l 4 - a 3 il/ j+ 2 4- “ 4 1* 1+3) + c (a i l* it 4- a 2 l* t +1 4- a 3 M k+i 4- a 4 A/ t.+3)
— (aj M t 4- a 2 M l + 1 4 - a 3 iU !+ 2 4~ y-i 1* J+3) = aj gk 4- “ 2 Sn + i + <*3 Si-+ 2 4 " “ 4 gi-+a •
und mit der Substitution

ai -* i 4" az l* t + 1 4“ «3 l* <+2 4~ a4 M i+3 = T(
wird daraus

— 4 " c T k — Ti — ajgit 4 - « SÄTt+ l + « 3 ? t +2 + a 4fh +3 •

Die Gl . ( 1036 ) läßt sich folgendermaßen umformen

— — = — 2 —— — = — —— 2 — = — — = c — 4 = ,m .
aj a2 a2 a3 a3 a4

Daraus entsteht das Gleichungssystem
aj fi 4 - «2 = 0 ,

2 (x1 + a2 ^ 4- a3 = 0 ,
“2 4- a3 fi 4- 2 a4 = 0 ,
“3 4- a4 ji = 0 .

Mit a 4 = 1 liefern die ersten drei Gleichungen

a — a3 = i« 2 — 2 , a4 = -^- (3 — j« 2)

und aus der letzten folgt die algebraische Gleichung 4ten Grades für / i :

( 1036)

( 1037)

( 1038)

( 1039)

( 1040)

( 1041 )

( 1042)

mit den vier Wurzeln /<li2 = 4- 1 , /tZi 4 = ± 2 , so daß mit ( 1040 ) vier Systeme von a Vor¬
zahlen bestimmt sind.

■5 4- 4 = 0

■+ 1 — I 4- 2 - 2

« i I I I X
«2 — I I _ 2
<*3 — I — I 2 '■2
a4 1 — I — I I

( 1043 )
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Sie werden nach (1038 ) zu der folgenden Substitution verwendet .

p = 1 : Mk M k+ l M k+2 -j- M k+Z — Tk , C = 5 ,
ll = - 1 : M k -j- M k+1 — M b+Z — M k+a = u k , c = 3 ,
p = 2 : M k — 2 M k+1 -f- 2 M k+2 — M k+3 = 1> A , c = 6 ,
p = - 2 : -f 2 Afjfc+i + 2 iUfc+2 4 - M k+Z = PK* , II

’

Die Gl . (1035 ) geht damit in vier neue , voneinander unabhängige Gleichungen über .
— ® Tk 1 = St ~ St + i — gk+2 + gk+3 = XT ,
— D,. + 3 L'

j. — U , = gk + gk+1 — gk+2 — gk+3 = ). B ,
Vi + 6 Vk 1 ! — gk ~ 2 gj..+1 + 2 gt +2 — gt +3 = ,

— + 2 W * W' i = ge + 2 gi +1 -f- 2 + gk+3 = /. „• .

( 1044 )

( 1045 )

Sind die neuen Unbekannten T , U , V , W dieser Gleichungen berechnet , so folgt aus ( 1044)
M k = (2 Tk + 2 Uk + Vk + Wk) ,

= i (- Tk + Uk - Vk + Wk) ,
M k+ i = i ( - Tk - Uk + Vk + Wk) ,
M k+3 — J- (2 l k — 2 V k — Vk Wk) .

( 1046 )

Die Anwendung der Substitution ( 1044 ) auf die Matrix S . 703 liefert die vier folgenden , von¬
einander unabhängigen Gleichungssysteme .

Zur bequemeren Superposition werden gleich die Werte Tj 6 , Uj6 , U/ 6 , Il '/ti ausgerechnetund jeweils die erste der Gleichungen durch 2 dividiert , um symmetrische Matrizen zu erhalten .

TJ 6 TJ 6 TJ 6 T u / 6

2,5 — I

— I 5 — I

— I 5 — I

— I 5

I/I2

a 2/N

Xx, i/i z

Ar, 2/ 6

Ar, s/6

■Ir , 4/6

t/j/6 U6/6 U9/ 6 Un / 6

D5

K1/6 V 6 V 6 IV 6 a 2/ A WJ 6 WV6 wye » y/6

3 — I — 1/12 Ar, 1/12 . I — I

— I 6 — I O Ar, 2/6 — I 2 — I

— I 6 — I O Af, 3/6 — I 2 — I

— I 6 O Xy, *l 6 — I 2

a %/N

Xu,1/12

Atr,2/6

Xu, 3/b

Xu,t/ 6

a */N

Xw,l/l 2

Xw,2/6

X w,J 6

Z [r ,4 b

Die Z-Zahlen beziehen sich auf die zweite Stufe des Ansatzes .
Die Auflösung dieser Gleichungen für die erste Stufe liefert

Ti/6
2V 6

Tn / 6

Die Superposition nach (1046 ) ergibt die Momentensummen

0,036369 t/1/6 — 0,074468 VJ6 — 0,029463 WJ6
0,007590 ttye — 0,028369 VJ6 — 0,005055 WJ6
0,001581 t / 9/ 6 — 0,010638 VJ6 — 0,008666 WJ6
0,000316 ^ 10/6 - 0,003546 Vn/6 — 0,000 144 Wnl 6

0 . 33333 2
0,249999
0,166666
o .o83333

0,076729
0,079615
0,086419
0,091 202

die , durch 64 dividiert , nach S . 703 die Absolutglieder der zweiten Stufe sind . Aus diesen werden
nach (1045 ) die Absolutglieder der transformierten Gleichungen gebildet .

Beyer , Baustatik , 2 . Aufl . , 2 . Neudrucn .

0,227672 Mf, 0,203388 M k 0,147686 ^ 13
m 2 0,251957 m 6 0,219096 M 10 O. I 553 H Mu
m 3 0,341968 0,265724 M u 0,174857 M u
m 4 0,584470 M a 0,326973 0,191 972

45
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4 , l / 12
J6

T, 3/6
T. lfi

0,000284136 4 a 12 — 0,000581 782 4 . 1/ 12 — 0,000230178 4 , i / 12
0,000118596 4 , 2/6 — 0,000443262 4,2/6 — 0,000078982 4,2/6
0,000024 708 4 , 3,/6 — 0,000166223 4,3/6 — 0,000013 540 4,3/6
0,000004942 4 . J 6 — 0,000055408 4 , 4/6 — 0,000 002 257 ' •^ ,4/6

Die Auflösung für die zweite Stufe liefert

4/6
4 / 6
r . /6

‘
r«/6
Die Superposition nach (1046 ) ergibt die Durchbiegung eoj .

a */N

0,000135 uy 6 — 0,000 694 4/6 — 0,000086 » V 6

0,000054 *4/6 — 0,000460 4/6
4/6

— 0,000029 WJ 6
0,000017 4/6 — 0,000 242 — 0,000007 WJ 6
0,000004 43/6 — 0,000099 43/6 — 0,000002 W4/6

0,00126-

Abb . 692 . Durchbiegung .

0,002 604156
0,003906250
0,002604167
0,001 302083

0,028645
0,026042
0,01953 !

0,010417

aVN
“ hn 0,027441 » 5,1 0,025 20 -
» 2,1 0,027903 “ hn ° >02 5557
W3. 1 0,029119 » 7,1 0,02641g
“ <4,1 0,030 392 “ ' s , 1 0,027098

a 2jN a */N
“ h,l 0,019074 “ ha , 1 0,010226
“ hon 0,019280 “ hin 0,010315
“ hin 0,019749 “ hsn 0,010510
“ ha , 1 0,020055 ® uu 0,010625

B . Gleichmäßig verteilte Bela¬
stung des Hauptsystems mit p t/m 2.

Die Lösung (981 ) für den gleichmäßig
belasteten Halbstreifen liefert

"1,0 = 0,013021 pa */N , "5,0 -- 0,012 055 p a *jN ,
■■0,005056 pa ^ N .“'9,0 = 0,009 277 p al/N , tw13_0 :

Die Durchbiegungen der Punkte einer waagerechten Zeile des Gitters sind gleich .
C . Der Stützendruck der gleichmäßig belasteten Pilzdecke .
Nach (1034 ) ist

'"4 .0 0,013021 pa * N
^ 4 ,1

~
0,030392 N «2X x = P = - = 0,428436 pcfi .

Abb . 693 . Biegungsmomente .

D . Die Formänderung der Pilz¬
decke .

Die Superposilion nach (1033 ) ergibt

Die Durchbiegung ist in Abb . 692 dargestellt .

p a AjN
0,001 2639
O.OOI 0664
0,0005453

o

p a ^jN
0,0011054
0,0010170
0,000 8162

0,0006850

pa *jN
0,0012572
0,0011051
0,0007358
0,0004447

p a *jN
0,0006748
0,000 6365
0,0005530
0,0005037

E . Die Schnittkräfte .
Die Schnittkräfte ergeben sich aus der Durchbiegung nach (1003 ) ff . Die Biegungsmomente

M x und M y sind in Abb . 693 für die drei Symmetrieachsen eingetragen .

II . Berechnung für Schachbrettlast (Abb . 694 ) .

Die Belastung wird umgeordnet in eine gleichmäßig verteilte Last + p/2 und eine abwech¬
selnde Belastung J - pj 2 . Formänderung und Schnittkräfte der Pilzdecke für die verteilte Last
sind aus I bekannt . Die abwechselnde Belastung bewirkt , daß sich jedes gleichartig belastete
Feld wie eine ringsum frei aufliegende Platte verhält , die nach Abschn . 70 oder 71 berechnet
wird . Formänderungen und Schnittkräftc sind in Abb . 695 dargcstellt .
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III . Berechnung für die halbseitige Streifenlast (Abb . 696 ) .
Die Belastung wird umgeordnet in eine gleichmäßig verteilte Last + pj 2 und zwei abwech¬

selnde Streifenlasten ± pj 2 nach Abb . 696 . Diese bewirkt , daß sich jeder gleichartig belastete
Streifen wie ein beiderseits frei aufliegender Plattenstreifen verhält , der nach (981 ) berechnet
wird . Formänderungen und Schnittkräfte sind in Abb . 697 dargestellt .

Abb . 694.

0,00080 -

Abb. 695.
a) Durchbiegung. b) Biegungsmomente .

0,00075;

Abb . 697.
Durchbiegung . Biegungsmomente .

Die Berechnung einer nach einer Seite unendlich langen Pilzdecke mit einer
Stützenreihe und frei aufliegenden Rändern .

Die Berechnung wird auf das Endstück mit der Länge b = sAa beschränkt ( Abb . 698 ) . Da die
Randwerte M und w auf der Geraden II unbekannt sind , werden hier in erster Annäherung die
Formänderungen und Schnittkräfte der nach zwei Seiten unendlich
langen Pilzdecken zugrunde gelegt . Der Fehler ist um so kleiner , je
größer b gewählt wird . Die Rechnung wird in zwei Stufen durchgeführt
und der Stützendruck als überzählige Größe berechnet . Das Haupt¬
system ist ein Plattenhalbstreifen . Die Belastung sei gleichmäßig verteilt .

A . Belastung des Hauptsystems mit — X 1 = 1 .
1 . Gitterteilung (Abb . 699 ) . s = a/8 .
2 . Randwerte . M und w sind an den aufliegenden Rändern Null ,

zur Achse / symmetrisch und auf der Geraden II vorgeschrieben .

^ 21,1 0,091 202 “ '21,1 0,010625 a 2/ N
^ 22, 1 0,191 972 ^ 22,1 0,020055 , ,
•̂ 23, 1 0 . 326973 W13, 1 0,027098 , ,
^ 24,1 0,584470 » 24. 1 0,030392 „

L
"t i

!
“ M

i
T'

1-
■e n

Abb. 698.
45*
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ü

n .

!

3 .
'
Differenzengleichungen ( 1001 ) , ( 1002 ) für die 20 Gitterpunkte (Abb . 699 ) .

M 1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

4 — 1 - 2 |
1

— I 4 — I - 2

— I 4 — 1 - 4

— 3 4 — I - 2

— I 4 - 2

— I 4 — I — I

- I — I 4 — I — I

— I — I 4 — I — I

- I — I 4 — I — I

— I — 1 4 — 1

— 1 4 — I — I

— I — I 4 — I — 1

— I — I 4 — I — I

— I — I 4 — I — I

~ I — I 4 — I

— I 4 — I

— I — I 4

~ 1 - ■ 4 — I

— I — I 4 — I

— I — I 4

a 2jN

o Mj/64

o M 2/ 64

o M 3/ 64

o MJ64

-̂ 24,1 ''WW64 + “''2M

O Af6/ 64

O M,/6 4

O M il 64

O M 9/ 64

-̂ 23,1

O M n !H

O -̂ 12/64

O -̂ 13/64

O 7W14/ 64

-̂ 22,1

O m i a/ 64

O il4i 7/ 64

o M 1s/64

o Af19/ 64

•̂ 21,1

I -

Abb . 699 .

4 . Auflösung . Die Auflösung wird wieder nach S . 704ff .
durchgeführt . Mit c — 4t = fi lauten die Gleichungen für die
ix Vorzahlen

a.1 fi -j - a 2 = 0 ,

ai + “ä p + a3 = 0 ,
a2 + a3 fi + «4 = 0 ,
a3 + 0.4 fi + a6 = 0 ,
a 4 + a 5Ju = 0 .

Ihre Lösung ist

«4 = 1 , o t = - fi , a 3 = — ( 1 - fi
*) , o t = fi ( 2 — fi

2) , o 5 -

fi5 — 4/i 3 + 3 fi = 0 ,

/*i,a = ±l . /*s = ° . I«4,5 = ±V 3 -

3 fi2 + fi* ,
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Die 5 Systeme ce-Vorzahlen sind daher

709

I — I o - y?
«1 I I I i T
a2 - I I O Yi
*3 o o — I 2 o
«4 I — I o - y? yi
“5 — I — I I i i

1 : M k — Mj .+1 + -l/i +3 37*+ll — + » c = 0 ,
- 1 : 37 * + 31 *+x — 4f, .+3 - 37*+4 = T* , c *= 3 ,
0 : 37 * — 37 * +2 + M t +4 = Uk , c — 4 ,
/ 3 : 37* — } 3 37 *+ 1 -f- 2M k+i — } 3 47*+3+ M k+i = Vk , c = 4 -{- V3
- ys : 37* + / 3

~
M *+ 1 + 2M i +2 + ]( 3 3/ *+3+ 47j.+1 = W7

,; , c = 4 - V3

Sie fuhren zu der Substitution

ß =

/* =

! l =

ß =

ß =

aus der sich rückwärts ergibt

37 * = ( 3 Sk -f- 3 Tk -j- 4 Uk + IV k) ,

A ( ~ 3 + 3 Tk - V3 + yäIF, ) ,
-̂ fc+2 = xV ( ~ 4: U k - 2 Vk ~\- 2 W k) ,

■̂ fc+3 “ r ? ( 3 Sk — 3T fc — 13 Ffc+ y3 IFÄ) ,
M k+i — ^ ( — 3 Sk — F Ä + Wk) .

Die Substitution (1047 ) führt zu den fünf unabhängigen Gleichungsgruppen :

( 1047 )

( 1048 )

Sl/l2 S 6/ I2 Sn / 12 Sw/12 14/12 r e/ i2 Tu / 22 l '
o/ 12

2 . 5 — I “ ^ 24,l/ 2 4 1 . 5 — I

— I 5 — I - 37 23>x/ i2 — I 3 —■I

— I 5 — I - M 22,l/l2 « — I 3 — I

— i 5 - 37 21>1/ i2 _ ! 3

U 1/ l2 t/,/12 l/ xl / l2 U 16/ l2 f'i / 12 r s / 12 ^ U/
'12 l 'i«/ 12

2 - I M Mi i / 2 4 2 + y ^/ 2 — 1

— I 4 — I 3723 , l/ 12 — 1 4 + V3 — I

— I 4 — I 3/ 22,1/ I2 — I 4 + )
' 3 — .1

- I 4 — I 4 + yi

W k[ l2 WV 12 14-
11/12 14-

16/1 2

2 - ys / 2 — I 34 24,i / 2 4

__ j 4 - y ^ — 1 34 23j1/ i 2

— 1 4 - /i — I 34 22,i / 12

— 1 4 - /3 37 21iX/ i2

' ^ 21,l / 2 4

■-̂ 23,1/ I 2

- M 22,j/I2

■M ilA / 12

■̂ 24,l/ 2 4

■̂ 23,l/ 12

Mw ill 2

M 21,l/I2
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Das Ergebnis der Auflösung lautet :
» 1,1 0,0043143 » 6,1 0,0039742 » 11,1 0,0030156 « ' 16,1 0,0015832
1112,1 0,0088332 » 7,1 0,0081319 » 12,1 0,0061787 « ' 17,1 0,003 3220
» 3,1 ° , ° I3 7 2I 5 » 8,1 0,012 6033 » 13,1 0,0095488 « ' lS . l 0,0051605
» 4,1 0,0190674 » 9,1 0,0174222 » 14,1 0,0130990 « '19,1 0,0069916
» 5,1 0,024 799 1 » 10,1 0,0224350 » 15,1 0,0167029 w 20,l 0,0088288

B . Belastung des Hauptsystems mit gleichmäßig verteilter Last p t/m .
Die Durchbiegung des Halbstreifens wird nach (995 ) berechnet .

» 1,0 0,00249 » 6,0 0,002 31 « '11,0 0,001 80 » 16,0 0,000 99
» 2,0 0,00473 » 7,0 0,00439 « '12,0 0,00340 » 17,0 0,001 87
» 3,0 0,00663 » 8,0 0,00615 « ' 13,0 0,00475 » 18,0 0,002 66
» 4,0 0,008 I 7 » 9,0 0,00757 « ' 14,0 0,00585 » 19,0 0,00320
» 5,0 0,00938 » 10,0 0,00869 « ' 15,0 0,00671 » 20,0 0,003 66

» 24,0 = 0,01032 .
C . Der Stützendruck .

» 24,0 _ 0,01032
w^ x

~
0,30392

0,339563 p a ‘

Abb . 701 .Abb . 700 .

D . Formänderung und Schnittkräfte . — Die Durchbiegung beträgt nach ( 1033)
» * = » * ,o — x i w k , l -

w1 W2 wz » 5

o,oox 025 0,001 731 0,001 971 0,001695 0,000959 pa ^jN
Schnittkräfte nach (1003 ) ff . Abb . 700 zeigt Durchbiegung und Schnittkräfte in der Sym -
metrieachse I .

a ) Durchbiegung 10 6 w.
Abb . 702 .

b ) Biegungsmomente .

Die nach zwei Seiten unendlich lange Pilzdecke mit zwei Stützenreihen und frei
aufliegenden Rändern (Abb . 701 ) ist für die Teilung 3 : 2 bereits von H . Marcus berechnet
worden 1. Das Ergebnis ist zum Vergleich mit den Verschiebungen und mit den Schnittkräften
auf S . 706 in der Abb . 702 eingetragen .

1 Marcus , H . : Die Theorie elastischer Gewebe 2 . Aufl . S . 274 . Berlin 1932 .
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H . Marcus hat in seiner bereits mehrfach erwähnten Arbeit auch das quadratische
Mittelfeld einer nach allen Seiten unendlich ausgedehnten Pilzdecke untersucht . Die
Ergebnisse sind in der Abb . 703 enthalten , um sie mit den Schnittkräften zu vergleichen , die
im Bereiche der Stützen nach den Be¬
merkungen auf S . 701 weiter unten als
Näherung berechnet worden sind .

Biegungsmomente im Bereich der
Stütze für die nach allen Seiten
unendlich ausgedehnte Pilzdecke

mit quadratischen Feldern .
1 , Lösung nach A . Nadai (S . 701 ) .
Stützenabstand 2 1 . Radius der

stellvertretenden Kreisplatte a — 0,44 l.
P — 4 pP , Q = ( P — pa 2n ) l2 an . Die
Lösung wird durch Superposition der
Schnittkräfte der frei aufliegenden Kreisplatte bei gleichmäßig verteilter Last p und bei
einer Einzellast P gefunden . Nach Tabelle 63 ist mit p = 1/6 ( Abb . 704 u . 706a )

p « 2 p
(3 + p ) ^ ( 1 + p ) <J>3 = (0,0382 <*>! + 0,3761 0>3) p P , p

gl TTTTTFTTTTT

Jlf , = 4f [2 ( 1 “ ^ + ( 1 + 3/i ) 0l ] _ £ r C( 1 “ ^ “ ( 1 + ^ 03 ]
k k

\Ob- 0,Wl

= ( — 0,2452 -f 0,0182 + 0,3716 <p3) pP . Abb . 704.

a) Durchbiegung 10 6 w. b) Biegungsmomente .

2 . Lösung nach V . Lewe ( S . 702 ) .
Stützenabstand 2 l . Radius der stellvertretenden Kreisplatte

a = R = 1,1286 / ,/ ?! = 0 . P = 4 pP , |y| aus dw/dr = 0 am Rand .
Die Lösung ergibt sich durch Superposition der Schnittkräfte der
eingespannten Kreisplatte bei gleichmäßig verteilter Last p und
bei einer Einzellast P . Nach Tabelle 63 ist (Abb . 705 u . 706b )

m ll ' IINMIlIHN 1mi 1
P ll

Abb. 705.

■ li ) 3>i — 2] + -t — [ 1 + ( 1
4 71

■ fx) 0 3] = (0,1593 + 0,2521 + 0,3716 # 3) p P ,

Mf = lf
2

[ ( 1 + 3 ^ 01 - 2/1 ] -
4 n o + ( 1 + p ) ®3] = (0,0266 + 0,1194 0 ! + 0,3716 S>3) p P .

\pls
W

II 4'
TT

/ \
/

f - \
7

/ ¥ VMt
/

/ A3 Ns ~ ¥ fr
aizr
0 0J Oß Oß o,v l

Abb . 706 a. Abb . 706 b.

Nadai , A . : Die elastischen Platten 1925 . — Frey , K . : Die gleichförmig belastete , in gleichen
Abständen unterstützte Gerade der allseitig unendlichen Platte und deren Anwendung in der
strengen Theorie der trägerlosen Decken . Bauing . 1926 S . 21 . — Marcus , H . : Die Theorie elastischer
Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung biegsamer Platten . Berlin 1928 . — Lewe , V . :
Pilzdecken und andere trägerlose Eisenbetonplatten . Berlin 1929 .
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B . Die Scheiben .
74 . Die Scheiben .

Um die allgemeine Problemstellung der Elastizitätstheorie zu vereinfachen ,wird entweder der in y -Richtung unendlich lange Körper mit unveränderlichem
Querschnitt und gleichförmiger Belastung iß ( % ,z ) oder die dünne , durch zwei
parallele Ebenen begrenzte Scheibe A y -F ( x , z) betrachtet (Abb . 707 ) , deren Mittel¬

ebene am Rande durch äußere Kräfte belastet ist . Auf
diese Weise entstehen Grenzfälle der allgemeinen Lösungmit ebenem Verzerrungszustand (v = const , yyz — 0 ,
Yvx — 0) oder mit ebenem Spannungszustand (o-

j, = 0 ,
* ,jz = 0 , r yx = 0) .

Die Spannungen ox , oz , r xz der Scheibe sind parallel
zur Mittelebene und bedeuten bei endlicher Dicke A y = b
Mittelwerte , an deren Stelle auch die auf die Scheiben¬
dicke b bezogenen Längs - und Schubkräfte N x , N z , Nxz

. treten können . Die Beanspruchung und die VerzerrungArb . Tor . (j er Scheibe infolge der Querdehnung des Baustoffs
senkrecht zur Mittelebene werden vernachlässigt . Die

begrenzenden Ebenen der Scheibe sind also auch nach der Formänderung eben
und parallel .

Die inneren Kräfte der Scheibe bilden in jedem Punkte einen Tensor mit der
aus (920) bekannten Komponententransformation . Danach ist die Summe s der
beiden Längsspannungen ebenso wie die Momentensumme M der Plattenbiegung
unabhängig vom Koordinatensystem und eine skalare Funktion in x und z . Mit
ip —> f 0 oder ip - > y>'0 nach (921 ) entstehen die Hauptlängsspannungen , cr2 und die
Hauptschubspannungen t 12 = t 21 , die sich zu Isoklinen , Trajektorien und Linien
mit gleichgroßer Hauptlängsspannung und gleichgroßer Hauptschubspannung zu¬
sammenfassen lassen . Von diesen besitzt das Feld der Hauptlängsspannungen für

die bauliche Ausgestaltung der Scheiben besondere
Bedeutung . Es besteht aus den Zug- und Druckkraft¬
linien und enthält meist auch noch singuläre Punkte ,
deren Existenz , deren Lage und deren Eigenschaf¬
ten für das Bild des Kraftfeldes und damit für die
Übertragung der Kräfte Bedeutung besitzen .

Man unterscheidet singuläre Nullpunkte , singuläre Punkte mit endlicher Kraft¬
wirkung und singuläre Unendlichkeitspunkte als Folge der Scheibenbegrenzungoder als Folge von Einzellasten .

Um die Spannungen allein aus den Gleichgewichtsbedingungen (910) und damit
statisch bestimmt zu berechnen , wird die Xormalspannung ax nach Na vier linear
in z angenommen . Die Lösung gilt streng für einen ebenen Streifen , an dessen Enden
Kräftepaare wirken (Abb . 708) , und genügt mit der bei technischen Aufgaben not¬
wendigen Genauigkeit auch bei anderen Belastungen von Scheiben , deren Höhe
gegenüber der Länge zwischen den Stützpunkten klein ist , wenn der Bereich neben
Einzellasten oder neben LTnstetigkeiten der Begrenzung ausscheidet . Die statisch
bestimmte Beschreibung des Spannungszustandes ist daher bei hohen Trägern mit
kleiner Stützweite und im Bereich von Ecken , Knickstellen und Verzweigungendes Streifens unzureichend .

Der statisch unbestimmte Spannungszustand . 1 . Annahmen und Ab¬
kürzungen nach S . 643 . Der Spannungszustand ist eben und durch ax , o,,r xz be¬
stimmt . ov = t „ z = Tyx = 0 . Die Komponenten sy , yyz , yvx der Verzerrung sind

M

A
v

Abb . 7OS .
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klein im Vergleich zu den übrigen Komponenten ex , e z , yxz und werden daher
vernachlässigt (e„ = y y z = y y x = 0) .

G = E
2 [ l + fi ) ’ f = es + ey + ez , s = a x + a z ,

s ist gegenüber einer Drehung des Koordinatensystems invariant .Z bedeutet die auf die Einheit bezogene konstante Massenkraft (Eigengewicht ) .2 . Gleichgewichtsbedingungen nach S . 643 .
d *7* i dr z x _- — 3 — = u .ax dz

do z
dz

dr xz
dx + Z = 0 , 2 (1049 )

3 . Elastizitätsgesetz nach S . 643.

Ex 2 G ' a ‘ s z 2 G ' a ’m -j- 1 / ’

” . = 2C (e,

7x

e

rx z~
G

~ ’

1 __ m — 2
2G S

»7T+ T '
( 1050 )

4 . Verträglichkeitsbedingungen nach S . 18 .
du du) du dws x ß x > e2 ß z >' Yxz I • ( 1051 )

Die Verwendung der Beziehungen 3 . und 4 . in 2 . liefert folgende Gleichgewichts¬
bedingungen :

G A 1A - j-
m

m — 2
de
dx

= 0 m de \ l
m — 2 dz ) ^ = 0 . (1052)

Aus der Addition der beiden nach x und z differentiierten Gleichungen entsteht
mit dZjdz = 0 die Bedingung

f)2fr d^fTA e = 0 oder A s = 0 , also — — 0 . (1053)

Soll diese allgemeine Differentialbeziehung des Spannungszustandes durch eine
Veränderliche F beschrieben werden , so muß diese die Gleichgewichtsbedingungen
(1049 ) erfüllen . Dies geschieht nach G . B.

__ d 2F _ d 2F° x ~
dz 2 ’ ° z ~~ dx -

’ ’

bei fehlenden Massenkräften auch mit

_ d2F __ d *F_° x ~ ~
Jz * ’ ° z ~ ~

dx * ’

so daß der ebene Spannungszustand nach
dingung bestimmt ist :

\ dx 2 ^ dz *) V

iry mit
d2F _r xz dx dz EX ,

»
( 1054 a)

d 2F
Xxz ~

dx dz ’ (1054 b)

(1053 ) und ( 1054 ) durch folgende Be-

^ + 2 94F +
34i7 - 0dx * + * dx 2 dz 2 ^ dz * ( 1055 )

Die Gleichung kann ebenso wie auf S . 646 in zwei partielle Differentialgleichungen
zweiter Ordnung zerlegt und nach (935) in Polarkoordinaten angeschrieben werden .

d *F
0 x2

d 2F"
dz 2 ~ s ’

AAF = d-
dr *

mit
— 1 dF

_l i OIE° r ~ T ~dV + TTcÄ ’

d 2s d 2 s
-v-5 + -rf = 0 , s = axd x* oz * + az * ( 1056 )

+ - f + 4 = o ■
y öY r * da “ / ( 1057 )

d *F d
a t — -

qT 2 ’ Zn ~~
dr

( L *L \
V r da. ) (1058)
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Die Funktion F ist unter dem Namen Airysche Spannungsfunktion bekannt .
Sie genügt nach (929) der Differentialgleichung einer an der Oberfläche kräftefreien
Platte , so daß die Ordinaten F mit den Verschiebungen w einer elastischen , durch
Randkräfte erzeugten Biegefläche mit den durch ( 1061 ) vorgeschriebenen Rand¬
bedingungen verglichen werden können . Die Fläche wird Airysche Fläche oder
Spannungsfläche genannt , da ihre Krümmungen nach ( 1054b ) die Längsspannungen
der Scheibe beschreiben . Diese Erkenntnis ist von K . Wieghardt verwendet
worden , um die Spannungen der Scheibe an der Formänderung eines dünnen

Bleches auszumessen .
Die Randbedingungen . Die analytische Unter¬

suchung des Spannungszustandes besteht in der Er¬
mittlung einer Funktion F ( x , z ) , welche die partielle
Differentialgleichung ( 1055 ) und die von Randkräften
X (x , z) , - Z (x , z) vorgeschriebenen Bedingungen für an
undr m ! erfüllt . Um diese auch bei einer allgemeinen
Begrenzung der Scheibe in einfacher Form auszu¬
sprechen , wird das Gleichgewicht der Kräfte an
einem Randabschnitt der Scheibe betrachtet . Nach
Abb . 709 ist

z>

■X ax cos (n , x ) + r zx cos ( n , z ) = X ,
r xz cos (n , x ) + a x cos (n , z ) = Z

Abb . 709.

und mit ( 1054b ) und
dx

cos (n , x)

d 2F dz d 2F dx
dz 2 dl dxdz dl

COS ( n , Z ) = — -
jj

- ,

d 2F da ^ 2P dr

dxdz ut ux ~ ul
kh ( 1060)

00

Danach lassen sich die Randbedingungen der Spannungsfunktion bei beliebiger
Begrenzung und Belastung der Scheibe in folgender Weise anschreiben :

J (Rx dz — Rz dx ) ,
h

(1061a)Fj , =
.)

'
[X (zk — z ) — Z {xk — x ) ] dl .

o
dF dx dF dz Rz COS ( l , z) + Rx cos ( / , x)dx dn dz dn

R t . ( 1061b)

Die Spannungsfunktion F und ihre Normalableitung dF/dn , sind daher in einem
beliebigen Punkte K des Randes bis auf die in ( 1061 a) und ( 106ijb ) nicht enthaltenen
Integrationskonstanten durch das Moment und die Tangentialkomponente R t der
Resultierenden der Randbelastung im Punkte k des Scheibenrandes bestimmt . Der
Anfangspunkt der Integration ist beliebig . Durch seine Wahl würden nur die
Integrationskonstanten in ( 1061a ) und ( 1061b ) festgelegt werden , welche auf die
Spannungen und Verschiebungen ohne Einfluß sind , da diese nur von zweiten und
höheren Differentialquotienten abhängen . Die Ableitung der Spannungsfunktion
nach der Tangente des Scheibenrandes ist an einspringenden Ecken und an den
Angriffspunkten von Einzellasten unstetig . Die Krümmung der Spannungsfläche
wird daher hier unendlich . Dasselbe gilt von der Längsspannung .

Die formale Lösung der Aufgabe ist nur in einzelnen Fällen möglich . Zwar
lassen sich ebenso wie bei der Integration der Plattengleichung (929) leicht Funk¬
tionen anschreiben , welche die Differentialgleichung ( 1055 ) erfüllen , dagegen gelingt
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die Befriedigung der Randbedingungen durch eine rechnerisch brauchbare Reihen¬
entwicklung nur bei denjenigen Scheiben , die nach drei und vier Seiten unbegrenztsind oder parallele Ränder besitzen . Das sind die Ebene und geradlinig , keilförmigoder kreisförmig begrenzte Abschnitte der Ebene . Aus diesem Grunde ist auch die
Umordnung der Belastung bei symmetrisch ausgebildeten Scheiben nützlich . Die
Randbedingungen werden auf diese Weise symmetrisch oder antimetrisch . Die
Anzahl der in einem Ansatz zu befriedigenden Randbedingungen ist dann kleiner
und der Ansatz selbst kürzer . Er muß die Differentialgleichung und nach ( 1060)oder ( 1061 ) differentiiert die vorgeschriebenen Randbedingungen erfüllen .

Spannungszustand in einer Halbscheibe . Randbedingungen für z = 0 :
a z = 0 , t xz = 0 oder vorgeschrieben .

a) Belastung durch die Einzellast P 1 winkelrecht zur Begrenzung (Abb . 710) .
_ P . 2 -P , cos a „ , „ „ ,F = ^ rasmoi , 0, = - ^ — a i = 0 > r rt = 0 , ( 1062a )

a z = a r cos2 a , ox = ar sin2 a , t xz = — ar sin a cos a . ( 1062b )
In rechtwinkligen Koordi¬

naten lauten die Gleichungen
( 1062 b ) mit | = xja , £ = zja

77777777777777777,7777777777777777-

Abb. 711a . Spannungen ae in den Schnitten z = —c
2 ~ ~ 2a (Kurve 2), z = — 3a (Kurve 3).

(Kurve 1),Abb . 710 .

n a (I 1

Die Abb . 711a enthält die Spannung a z für mehrere Schnitte z = const , die
Abb . 711b , c die Spannungen ax , r xz für mehrere Schnitte % = const . Die Span -

123 #
Abb. 711b , c. Spannungen az und txz w . . . >-
(Kurve/ ), x = a (Kurvet ), * — 3a/2 (Kurve 3), x = 2a (Kurvet ) .
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nung a x wechselt in diesen Schnitten nicht ihr Vorzeichen , so daß J a x dz einen von
—CO

x unabhängigen endlichen Wert besitzen muß , der zu -~ P xjn gefunden wird .
Die Linien gleicher Hauptspannung a x sind Kreise durch den Koordinaten¬

anfangspunkt mit der Gleichung

Die Spannung a z ist überall gleich Null (Abb . 712 ) .
Die Längsspannungstrajektorien sind Kreise um den Koordinatenanfangspunkt

oder die von dort ausgehenden Radien (Abb . 713 ) .

7777777777̂ 7^ , 7777777777777777/

Abb . 713 . Längsspanmwgstrajektorien . Abb . 714 .

b ) Belastung durch die Einzellast P 2 parallel zur Begrenzung (Abb . 714 ) .

F = — rcc cos ae ,71

2 -Po sin a
O'

t = 0 , rr < = 0 . ( 1063)

c ) Belastung durch mehrere Einzellasten P k (Abb . 715 ) . Superposition der
Lösungen a ) .

2 V7Pj . COS3 (Xs- 12 2 V~T-P .i cosa ,t sin :! a, ;i2 , Lt
2 \

- TP t sina t cos s at
( 1064)

777T777^ 77777Z

Abb . 715 .

7777777̂777777. 777777777.

Abb . 716

W/M

Abb . 717 .

d ) Stetige Streckenlast dP = pdx (Abb . 716 ) .
« 2 0C2 Ci2

o z «= jfi cos 2 a d a , ax = ~ J ft sin 2 a da . , r xz = — J

*

^ sinacosa ^ a . ( 1065)

Sonderfall ft = p 0 = const (Abb . 717 ) :
^ b v

a z = ~ [2 ( oc2 — a x) + sin2a 2 — sin2aj ] , r xz = + ^ [cos2 a 2 — co^ ocj ] ,

° x = + t2 ~ ^ ~ ^Sin 2 a 2 “ sin 2 a i )] • )

Hauptspannungen :

a i = ftF [ (« 2 — ai ) + sin ( oc2 — Ki ) ] , a 2 = ~ ~ [ (« 2 — «i ) — sin ( a 2 — ai ) ] .

Die Hauptspannung a x fällt in die Richtung der Halbierungslinie des
.4 CB (Abb . 717 ) .

(1066 a)

( 1066 b)

Winkels



Keilförmig begrenzte Scheiben mit einer Einzellast an der Spitze .

Spannungen <x z in Schnitten z = const : Abb . 718 a
, , ox „ %= const : „ 718b
» *xz >> „ £ = const : , , 718c

o
Auch hier ist / ox dz von Null verschieden und

—CO

gleich — 2p 0 a/ji . Die Linien gleicher Hauptspan¬
nungen a1 oder a 2 (Abb . 719 a ) sind Kreise durch
die Endpunkte der Belastung , da beide Haupt¬
spannungen nur von der Differenz der Winkel a
und a2 abhängen . Die Längsspan -
nungstrajektorien sind m Abb . 719b
dargestellt .

Keilförmig begrenzte Schei¬
ben mit einer Einzellast an der
Spitze (Abb . 720) . Die Normal¬
spannungen a t und die Schubspan -

717

nungen xr der Halbscheibe Abb . 718a . Spannungen az in den Schnitten z —~ 0,5 a (Kurve 1),
z ——a (Kurve 2), — (Kurve, ?), z = ~ 2a (Kurve 4) .

Abb . 718 b , c. Spannungen <7X und *xz in den Schnitten x ~ 0 (Kurve ! ), * = 0,5a (Kurve 2 ), x —a (Kurvet ),
* = 1,5 (1 (Kurve 4), x — 2a (Kurve 5) .

o i oder <72-

2 P , cos a

Abb. 719 b . Längsspannungstrajektorien .

Querschnitten durch den Angriffspunkt der Lasten
P lt P % sind Null . Der Spannungszustand bleibt da¬
her in einem danach abgetrennten Keil unverändert .

a, = r ( 2 ß + sin 2 ß )
^ r ( 2 ß - sin 2 ß )

’
2 P » sin a 0 , o . ( 1067 )

x
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Halbscheibe mit periodischer Belastung des Randes (Abb . 721 ) . Die Diffe¬
rentialgleichung der Spannungsfunktion wird gliedweise durch eine trigonometrische
Reihe

F ' ^ 2JF ;t = F ’ 2 K cos
1

oder F " = 2FZ = 2 K sin ( 1068a)

^
~T '

sß

mit = n n -j

erfüllt , deren Beiwerte Zn Funktionen von z sind und da¬
her nach ( 1055 ) die Differentialgleichung
d*Z n
dz *

2 d*Z n , 1 7
IS dz 2

'F n n 0 mit ln = — ( 1068b)

befriedigen müssen . Die Spannungsfunktion F ist außerdem noch durch vier Rand¬
bedingungen bestimmt . Für z = Oisto * = d 2F/dx 2 — — p , r xz — — d ^Fjd xdz = 0 .
Ist die Resultierende der Belastung einer Periode 2 l von Null verschieden , so ent-

~hl

steht durch Überlagerung einer konstanten Zugbelastung p ü = J
*

p d x eine Be-
- i

lastung p * = p — p 0 mit der Resultierenden Null . Für p * ist also im negativ Un¬
endlichen a z = 0 , r xz = 0 . Die
Druckbelastung p 0 erzeugt
eine gleichförmige Beanspru¬
chung der Scheibe mit

x & z = Po > T‘ xz = 9 , &x = 0 >
so daß für p = p* + pa im
negativ Unendlichen folgende
Bedingungen bestehen :

I p

- i-~2
Abb . 721 .

6*F
-hl

- - P‘ - - TT $ Pp dx ,
d "-F

dx dz 0 .

( 1068 c)

Sie werden nach A . Nadai durch die Funktionen ( 1068a ) erfüllt , wenn mit £„ = m tt y

K = (Cs' + Di u *r. , Fq = — p 0 **/2
und Z" = (C;' + D" £J ^

gesetzt wird . Die Vorzahlen C , D hängen von den Bedingungen am Rande ( z — 0)
d 2Fab . Um hier a z = yy - = — p vorzuschreiben , wird auch die periodische Belastung p

in eine trigonometrische Reihe mit geraden (cos) oder ungeraden (sin) Funktionen
zerlegt , je nachdem sie symmetrisch oder antimetrisch ist .

CO CO
p ' = A0 + 2 An cos £„ , p" = 2 Bn sin £„ • (1069)

l
Die Vorzahlen A n und Bn ergeben sich nach bekannten Regeln (Tabelle 66) .

Die Integrationskonstanten Cn , Dn lassen sich nunmehr gliedweise aus den Rand¬
bedingungen berechnen .

F ' = Pa + ] J A n % {1 - C„ ) ^ " COS

oder F " = 2B n lZ ( l - U e'n sin i n1

( 1070a)

( 1070 b)

mit *„ = — und £„ =
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Tabelle 66 . Fourierkoeffizienten für einfache Belastungen .
•H

0 c 1 r
yn = n 71 — — — , Po = TJ j pdx .

- I

Belastung mit der Resultierenden Null

Ö>1 c = Pi (l - c)] .

A o — Po — „ ,

c cos y, sm n n —

A n = 2^ 0 — Po — ~T~ cos y„

c sm y1 sin n n —

- B n = 2
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Bei Belastung der Halbebene nach Tabelle 66 , a entsteht daher folgender
Spannungszustand :

CO
9F ~ 2po2J — — i

*

1 + U e(n C0S ^ n <=
dz 2

d *F = - 2 A > 2 £» ßin sin >
i / n

oo

dxt
= - Po - 2 Po 2 ( 1 - U <* • COS f „

dx di

d*F

( 1071)

Die Randbedingungen für 2 = 0 und z = oo lassen sich leicht nachprüfen . Bei
Belastung der Halbebene nach Abb . 722 erhält fi0 das negative Vorzeichen .

(<s- zl- + Für die Spannungen am Rande ( 2 = 0 ) folgt aus
. y/t

'//////////////////// ^
i
I
i

•
4

P I cr* = - i/ ( l + CJ ef"^ « cosf „ = - ^ ; ( l + c „ ) ^ " p „
I 1 1

| mit Cn — 0
I

Abb , 722 .

a x = - hPn
1

(P - Po ) ■ ( 1072)

Spannungszustand im Mittelfeld einer hohen Silowand auf mehreren Stützen .

1 . Abmessungen und äußere Kräfte . Feldweite 2 l = 8,00 m , Stützenbreite 2 c = 2,00 m
(Abb . 723 a ) . Die .» -Achse fällt mit dem unteren Rand , die z-Achse mit der Feldmitte zu¬
sammen . Die gleichförmig verteilte Zugbelastung — p ' in t/m liefert auf die Wandstärke !)
bezogen die Belastung — p = — p ' /b in t/m 2. Die Untersuchung wird für p = — 1 t/m 2 durch¬
geführt . Stützkraft : q = p - ljc = ip . Durch Superposition von Belastung und Stützkräften
entsteht das Belastungsbild Abb . 723b . Die Entwicklung nach Fourier (S . 719 ) liefert

Alte jtü TT
Zc-rSfiO ac- 8,00 Zc ^ZflO

• h - S 1- 8,00- 3+ s- 81- 8,00 —3»|
Abb . 723 a .

A 0= 0 und mit p2= p
l - c

c

also

A n = 6 p
sin n n -J

nn \

l - c
A — 2 p sin n n — ;—r 2 i

l — c
n n — :—

8 . 3- sm — n 7t .
nTi 4

I

nn
1

i
pi - p i 1

[711 ty'']! ^ y y y W yT
L

TyV-P2=3p
l, \ l
1

4
i

4
Abb . 723 b .

n I 2 3 4 5 6 7 8

A n — i,8oo 633 + 1,273240 — 0,600211 O + 0,360127 - 0,424413 + 0,257233 0

Die ersten fünf Fourierglieder ergeben als Annäherung der Belastungsfunktion 1 die Kurve 2
der Abb . 724 , die ersten acht Glieder die Kurve 3 . Wird die Berechnung der Spannungen auf
die ersten fünf Glieder beschränkt , so entsteht die strenge Lösung für die Belastung nach
Kurve 2 .

2 . Ermittlung von a x , a t , r xs . Nach ( 1054b ) und (1070 ) ist

ff* = - 27 ( 1 + f „ ) <4 - *4 „ cos £,
1

ff* = - 2 ( 1 — - A n cos Z ,

~ Z > « (0 • E n © •
1

i

l
Zn ■ • A n sin Zn = ~ Z %n (Z ) ■E n (( ) ■

1
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Die Spannungen werden für einzelne Schnitte z == const berechnet . Dabei ergeben sich z . B .
für z = — 0,25 l die folgenden Werte der Funktionen y>, <p ,

n I 2 3 5

? . - 0,785398 — 1,570796 - 2 .356194 - 3,926991
V>n (? ) + 0,09788 — 0,11866 — 0,12854 — 0,05767
<Pn (? ) + 0,81436 + 0,53441 + 0,31810 + 0,09708
X« (? ) - 0,35824 - 0,32654 — 0,22332 - 0,07737

Damit lassen sich die Spannungen für diesen Schnitt folgendermaßen anschreiben :

— — 0,09788 E x (! ) + 0,11866 £ 2 (! ) + 0,12854 E t (! ) + 0,05767 E s (! ) ,

a z = - 0,81436 E x (! ) - 0,53441 E a (! ) 0,31810 E a (! ) - 0,09708 E a (! ) ,

r * j = + 0,35824 F j (! ) + 0,32654 F 2 (! ) + 0,22332 F a (! ) + 0,07737 F 5 (! ) .

Die Funktionen E , F sind für Achtelteilung der Strecke l in folgender Tabelle enthalten :

3 12 ,

Abb . 724 . Linienzug 1 : Gegebene Belastung , Kurve 2 :
Annäherung durch fünf Fourierglieder , Kurve 3 : Annähe¬

rung durch acht Fourierglieder .

<-v,oo
- 3,00

>- 2ft0

>- 1,00

aT Oft
~

3,0
'
2ß

"
1,0 f

Abb . 725 .

! 0 0,125 0,250 0,375 0,500 0 + 25 0,750 0,875 1

M ?)
^r (?)

— 1,80063
0

— 1,66360
— 0,68906

- 1,27324
- 1,27324

— 0,68906
— 1,66360

0
— 1,80063

+ 0 + 8906
— 1,66360

+ 1,27324
- 1,27324

+ 1,663 60
— 0,68906

+ 1,80063
0

M?
jJJ,
I

Tctt*r
l

+ 1,27324
0

- f-0,90032
+ 0,900 32

0
+ 1,27324

— 0,90032
+ 0,900 32

- 1,27324
0

— 0,90032
— 0,90032

0
- 1,27324

+ 0,90032
— 0,900 32

+ 1,27324
0

f . (a
— 0,60021

0
— 0,22968
- 0,55454

+ 0,42442
— 0,42442

+ 0,55454
+ 0,22968

0
+ 0,60021

- 0,55454
+ 0,22968

— 0,42442
— 0,42442

+ 0,22968
- 0,55454

+ 0,60021
0

£5 © + 0,36013
0

- 0,13782
+ 0,33272

.— 0,25466
— 0,25466

+ 0,33272
— 0,13782

0
+ 0,36013

- 0,33272
- 0,13782

+ 0,25466
— 0,25466

+ 0,13782
+ 0,33272

- 0,36013
0

Die Auswertung der allgemeinen Ansätze liefert demnach für z = — 0,25 l folgende Span ,
nungen in t/m 2 :

! 0 0,125 0,250 o ,375 0,500 0,625 o , 75 o 0 OOOi I

a x + 0,273 + 0,234 + 0,166 + 0,052 — 0,151 - 0,266 — 0,166 — 0,021 + 0,029
Hz + 0,922 + 0,959 + 0,925 + 0,834 + 0,680 + 0,129 - 0,925 — 1,921 — 2,303

XZ 0 — 0,051 — 0,154 - 0,261 - 0,483 — 0,849 - 0,986 — 0,639 O

Beyer , Baustatik , 2 . Aufl ., 2 . Neudruck .
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/ /

+ 0,325
+0.375
+0,500

- WOO

+0.750
Abb . 726 . Linien gleichet Hauptspannung a\ .

+100021,000
Abb . 727. Linien gleicher Hauptspannung 02 .

Abb . 728 . Längsspannungstrajektorien .

3 . Hauptspannungen .
Die Hauptspannungen und
ihre Richtungen werden
nach (40 ) ermittelt . Mit den
Spannungen an den in
Abb . 725 eingetragenen
Punkten sind die Linien
gleicher Spannung a j (Ab¬
bild .726 ) , die Linien gleicher
Spannung a 2 (Abb . 727 ) und
die Hauptlängsspannungs -
trajektorien (Abb . 728 ) ge¬
zeichnet worden .

Föppl , A . u . L . : Drang
und Zwang . Berlin u . Mün¬
chen 1920 . — Nadai , A . :
Die elastischen Platten . Ber¬
lin 1925 . — Wyß , Th . : Die
Kraftfelder in festen elasti¬
schen Körpern . Berlin 1920.
— Miura , A . : Spannungs¬
kurven in rechteckigen und
keilförmigen Trägern . Ber¬
lin 1928 . — Trefftz , F. . :
Mathematische Elastizitäts¬
theorie , Kap . 2 im Handb .
d . Physik Bd . II : Mechanik
der elastischen Körper . Ber¬
lin 1928 . — Flügge , \ V . :
Spannungsermittlung in
Scheiben und Schalen aus
Eisenbeton . J . A . 1930
S . 481 . — Hager , 'K . : Der
ebene Spannungszustand .
Z . A . M . 1932 S . 137.
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75 . Der Streifen mit periodischer Belastung der Ränder .
Der Spannungszustand in hohen Wänden (H — 2h ) läßt sich am einfachsten

an durchlaufenden Tragwerken nachweisen , die auf unendlich vielen , gleichweitentfernten Stützen ruhen (L — 21) und als Streifen mit periodischer Belastung der
Ränder idealisiert werden (Abb . 729) . Das Eigengewicht des Streifens ist mit gt/m 3
gleichförmig über die Fläche verteilt . Die Belastung aus Einzelkräften P und
gleichförmig verteilten
Streckenlasten ft> an
den Rändern wird auf
die Einheit der Schei¬
bendicke bezogen .

Die Belastung .
Zur allgemeinen Beur¬
teilung des Spannungs¬
zustandes genügen die
Belastungsannahmen

nach Abb . 730a bis c am oberen oder unteren Rande . Bei einem Wechsel vonbelasteten mit unbelasteten Feldern (Abb . 731a ) werden die Spannungen auseiner gleichförmigen Belastung p/2 über alle Felder (Abb . 731b ) mit den Span¬
nungen aus feldweise wechselnder Belastung ±p/2 (Abb . 731c ) überlagert . Istder Spannungszustand bei gestützter Belastung (Abb . 732b ) bekannt , so läßtsich der Spannungszustand für die angehängte Last p (Abb . 732a ) daraus durch
Überlagerung mit einer gleichförmigen Querbeanspruchung a z = + p (Abb . 732c)

1

-

- - sA2c U— —
ffi GT
2C k -

Abb. 729 .

a b c

Abb. 730.

TTrm n m n t i nrrr

entwickeln . Die Spannungen axg , a zg , r xzg aus dem Eigengewicht g t/m 3 (Abb . 733a )der Scheibe lassen sich aus den Spannungen ax , a z , r xz einer gleichförmig verteilten
Randbelastung p = 2 gh (Abb . 733 b ) bestimmen , da die vorgeschriebene Belastung gdurch Überlagerung der Randbelastung mit Kräften der Abb . 733c hervorgeht . Die¬
sen sind die Spannungen 6Z = g {h + z ) , äx = 0 , t xz = 0 zugeordnet .

Die Belastung an einer Periode 21 des Streifens steht im Gleichgewicht .
+ l + l

p = / p {x) dx = / q (x) dx = Q .
- 1 - l

46 *



724 75 . Der Streifen mit periodischer Belastung der Ränder .

Ist sie außerdem in jedem Felde 2 l zur senkrechten Mittellinie symmetrisch , so
enthält die Reihenentwicklung der Belastung ft und der Stützenkräfte q nach
Fourier allein eine Folge von geraden trigonometrischen Funktionen .

Willi

n n
fflv

e—Periode L-
P :

Abb . 731 . Wechsel von belasteten und unbelasteten Feldern .

P
TrnrtiTmm

iitiiUiimdnnM

mvm
111

i

Imin rnfrnimi <fh , "mm ' riT ‘m ' if
r ! i | ! c

1
1
1 p

i ! 1 : . !
*s- rPeriode L'=zL -- 1- - 1- UUUmmi b UhWilli

" <r

tmtrn

P

Abb . 732 . Angehängte Belastung .

T

T

i
EU

y p =2ffh
TI TI 1 I i r

Die «-Achse ist Symmetrieachse des Streifens . Die äußeren Kräfte lassen sich
daher stets in einen symmetrischen Anteil m ft und in einen antimetrischen An¬
teil -i2 )ft zerlegen , um übersichtliche Lösungen zu er¬
halten (Abb . 734) . Das Kraftfeld ist dann mit allen

Randbedingungen eben¬
falls symmetrisch oder
antimetrisch . In der
«-Achse (z = 0 ) sind bei
Symmetrie der Bela¬
stung die Schubspan¬
nungen r xz , bei Anti¬
metrie der Belastung
die Längsspannungen
ax , ov Null . In dem einen
Falle sind die Haupt¬
spannungen für z = 0
parallel zur « - und
z-Richtung , in dem an¬
deren Falle wird die
«-Achse von ihnen unter

t 1 H fl \ l
~T T

45 ° geschnitten .

Abb . 733 . Eigengewicht

Der Ansatz . Span¬
nungsfunktionen F des
Streifens sind von
L .N . G .Filon , A .Timpe .

Karman und F . Seewald

Abb . 734 . Umordnung der Belastung (a )
in den symmetrischen Anteil <1Jp (b)
und den antimetrischen Anteil <2l/> (c).

mit verschiedenen mathe -F . Bleich , Th . v .
matischen Hilfsmitteln bestimmt (und in jüngster Zeit durch H . Crämer , F . Di -

schinger und H . Bay zur Berechnung von Tragwänden aus Eisenbeton verwendet
worden .



Der Ansatz . 725

Die Lösung erscheint in jedem Falle als Reihenentwicklung . Sie ist um so
brauchbarer , je besser die Reihen konvergieren und je einfacher sich dabei das
allgemeine Spannungsbild abspalten und in den singulären Abschnitten des Strei¬
fens zum vollständigen Ergebnis ergänzen läßt .

Die Belastung des Streifens besteht bei L . N . G . Filon aus zwei gleichgroßen '
,,

entgegengesetzt gerichteten Einzellasten . Das Ergebnis der Untersuchung dient auch
zur Beurteilung der Spannungszustände aus anderen Belastungen . Th . v . Karman
und F . Seewald behandeln die Biegung des Balkenträgers auf zwei Stützen mit
den Einflußfunktionen der Spannungen und verwenden dabei ebenso wie Filon
ein Fouriersches Integral als Spannungsfunktion . F : Bleich untersucht den Streifen
für periodische Belastungen der Ränder und entwickelt die allgemeine Lösung für
( 1055) aus Partikularlösungen der homogenen biharmonischen Differentialgleichung .
Dabei entsteht ein ähnlicher Ansatz wie auf S . 718 bei der Untersuchung der Halb¬
ebene , dem Grenzfall des unendlich hohen Streifens . Bei Symmetrie der Belastung
zur z-Achse enthält der Ansatz ebenso wie ( 1070a) neben hyperbolischen Funktionen
von z nur gerade trigonometrische Funktionen von x .

n= co oo ,F = U F n = F 0 + 2J z n cos ! „ mit — = /„ und n n y = j - = . ( 1073a)
»=o l nn 1 ' *

Zn ist dabei wiederum eine Funktion , die allein die Veränderliche z enthält und
die Differentialgleichung , also die Bedingung

d* Z n
dz 1

2 d2Z„
ll dz 2 7tZ „ = 0 , (1073b )

erfüllt , nur daß die Lösungen Zn in diesem Falle die Randbedingungen für z = + h
mit a z = — p 0 , t xz = 0 , für z = — h mit o z = — p u , %xz = 0 erfüllen müssen . Sie
sind daher bei symmetrischer und antimetrischer Belastung ebenfalls symmetrisch
oder antimetrisch zur x-Achse , so daß die allgemeine Lösung {vZn ,

( 2)Zn der Diffe¬
rentialgleichung aus je zwei partikulären Integralen mit geraden oder ungeraden
Funktionen von z besteht . Um die Integrationskonstanten derart festzusetzen , daß
Zn die Randbedingungen erfüllt , werden die zur »-Achse symmetrischen oder anti¬
metrischen äußeren Kräfte mp ,

( 2)p (Abb . 734b , c ) ebenfalls in Reihen mit geraden
trigonometrischen Funktionen von x und der Periode 2 l entwickelt .

CO CO CO CO
{1)p (x) = A0 -\- ^ JAn cos = {1)p 0 f 2 a )p n ,

(2 ,/ >W = i ; A; cos^ = U <^ n . ( 1074 )
i i ii

Die Beiwerte A 0 , A n , A '
n können für jeden Belastungsfall nach bekannten Regeln

berechnet werden . Die Ergebnisse stehen in Tabelle 66 .

Lösung bei symmetrischer Belastung a )p nach Abb . 734b mit £„ = y- .

‘i>E = (i ,E 0 + 2
T <1 ,^ „ cosf „ =

CO

y (« erX / u z , n
0

CO

- 2 llKn

(1)T

1

d2F
dx 2

d 2F
dz2

d 2F
2 (1 )T

CO

- A 0 ^ - Z ] An Pn (Cn Soj Cn + D n tn @Üt U COS
1

OO

— Aq -f- ^ 7 An (Cn (Sof Cn ”f~ Cn Cn.) Cn *
1
co

- JJ A n [ (Cn + ^ nmCn + Dn Cn ^ mCn } COsC n
1

co

= - 2 An [ (C n + D«) ofCJsin^ .
1

( 1075a)
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Die Bedingungen — a )a z = (1 )p n = A n cos £n und mTxz = 0 an den Rändern
z = ±h oder = ±h/l n = ±Ä n liefern :

2 ( @ tn A„ + K Eof A„ )

C„ + Dn

2 A„ + ©in 2 A„
2 A„ EofA ,

D 2 ©in A„
n 2 A„ + ©in 2 An

’

C„ + 2D n
2 ( ©in A„ - A„ g 0 jA „ )

2 A„ + ©in 2 A„
’ 1 2A „ + ©in2A „

i , . , D,,, , 2 A„ — ©in 2 A„Für z = ±h ist <re - 2 (1 ,A . 2Är + ®5T2Ä; '

* — O jcf (f — _ <1 >£ VLl )* ^ ®°ftur 2 — U ist O' - p0 £ pn 2An + @ in2An •

Lösung bei antimetrischer Belastung i2 )p nach Abb . 734 c .
CO CO

,(2 )F = 2
7(2,ZnCos | n = - 2ÄJl {C '

n ©inf „ + Soff « ) cos

(S)/l = 2
,
^ ( c » ® i” ^ + Z)^ « e off «) cos ^

Ö2R”ö

(2 ),cr„ =

(2)7

a 2R
dz 2

~

d *F

( 1075b)

( 1076 )

dx dz

= 2
, <2)ff- . « = - [ ( c ; + 2 D;) © in f „ + D; ?„ Gof CJ cos f„ ,

1 1
00 CO

= 2 (^ ,n = ~ 2 [ (c ; + D'
n ) ®of C B + Z>; f „ ©in f J sin f n .

( 107

Die Bedingungen — ( 2)<r^ n = dz *2’/ 1« = ± ^ « cos £n und {2)t xz = 0 an den Rändern
2 = oder £ „ = zLh/l n = ±A n liefern :

CL = 2 (goj A„ + A„ ©in LO
2 A„ — ©in 2 A„

’ öl
2 eof A„

2 AB - ©in 2 A«
’

z~ / 1 n ' _ 2 A« ©in An
K

”l" K 2 A» - ©in 2 A„
CI, + 2 D' — -

Für 2 = ± Ä ist {2)ax = ± .2 ™Pn

2 (Eof An — A« @ bt A„ )
2 Ä„ — ©in 2 An

2 An + ©in 2 An
2 A„ - ©in 2 An ’

für t: = 0 ist t xz = 2 A7 2 Ab ©in An
2 A„ — ©in 2 An

sin f„

( 1077 b)

( 1078)

Das Kraftfeld ist darnach durch die Belastung und deren Reihenentwicklung
lach Fourier (Tab . 66) und durch die Abmessungen L = 2l , H = 2h , 2c und die

davon abhängigen Verhältniszahlen bestimmt . Es wird durch die Iso-
klinen und die Trajektorien der Hauptlängsspannungen und durch die Linien glei¬
cher Hauptlängs - und gleicher Hauptschubspannung beschrieben . Sie zeigen den
Ausgleich der äußeren Kräfte zwischen den Rändern des Streifens . In der Regel
begnügt man sich jedoch mit den Komponenten a x , a z , r xz in einzelnen aus¬
gezeichneten Schnitten x — const oder z = const , insbesondere x = 0 (Feldmitte ) ,
x = ±1 ( Stützenquerschnitt ) , z = o (waagerechte Symmetrieachse ) und 2 = ±A
(Ränder ) , um auf die Grenzwerte der Spannungen zu schließen . Daneben können
auch einzelne ausgezeichnete Spannungen als Funktionen von h oder c bestimmt
werden . Leider ist die Konvergenz der Reihen für die Untersuchung in der Nähe
der Ränder ungünstig . Bei hohen Streifen (h l) genügen auch die Spannungen
der Halbebene nach ( 1072 ) , so daß angenähert
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r (0) ~ {P (o) . ■PS(oh T(« ) _ — (/ >(« > •

l
pr >

i,
0> = r J ^ '0) d * , p at = ~ \

j f u) d x-6 ' ° ’ — —PO ~ /

gesetzt werden kann .
Die Längsspannungen ax sind in der Nähe des

belasteten Randes größer , in der Nähe des unbe¬
lasteten Randes kleiner als beim Geradliniengesetz .
Im Grenzfall H > L wird der Streifen zur Halb¬
ebene mit — ax = d : P am belasteten Rande . Da¬
her ist ax am Rande des Streifens stets größer als p ,
konvergiert jedoch gegen die Mitte schnell gegen
Null . Für L > 2ff kann nach dem Geradlinien¬
gesetz gerechnet werden .

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung müssen die
Randbedingungen und die Gleichgewichtsbedingun¬
gen zwischen den inneren und äußeren Kräften er¬
füllen . In jedem Querschnitt ist daher

~f-h ~\~h+ h
Ja x dz
- h

0 , Jeyx zdz = M , f dz = - Rz

y = IZl =/ xz Q

ist , wird

du dw
dz . dx

d 2 w dy x ,
dx 2 dx

1 der,
E dz +

d z u
dx dz

1 dr ; + fi da z

Qx E Ldz 3 v

( 1079 )

Die Schnittkräfte M und Rz der periodischen Be¬
lastung sind bekannt .

Der Verschiebungszustand wird ebenso wie beim
biegungssteifen Stab durch die Krümmung 1/qx
von ausgezeichneten Linien z = const , also z = o ,
z — d; h beim Streifen , z = o , z = h , z — 2 h . . .
bei der Halbebene beschrieben . Bei kleinen Verschie¬
bungen ist l/Qx = d 2 w/dx 2 . Da außerdem nach ( 1050)
und ( 1051 )

1 , , du
■=

e
= äV

( 1080 a)G dx E dz

Die Summanden beschreiben einzeln den Anteil der
Komponenten des Spannungszustandes an der
Krümmung . Sie kann mit (1054b ) nach

■“läSfJ <i080b>
Abb. 735 .

aus ( 1075a ) oder ( 1077a ) berechnet werden .
Gleichförmig verteilte Belastung am oberen Rande . Das Kräftebild

Abb . 735 a läßt sich in drei Teile zerlegen . Der Anteil I besteht aus einer periodischen ,
symmetrischen Streckenlast {1)p (Abb . 735b ) mit Spannungen nach ( 1075a ) .

^ „ = 0 , a ■A n = —
Yn

A = p i
Yn = nn l -

( 1081 )

Die Schubspannungen sind in den Schnitten x = o , x = l , z = o , z = ±h Null
und daher die Längsspannungen ax , a z dort gleichzeitig Hauptspannungen . Da die
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Schnittkräfte M , N , Q bei symmetrischem Lastangriff Null werden , ist in jedem
Querschnitt

-f k + k ~rh

f ox dF — 0 , Jo x zdF = Q , Jr xz dF — 0 .
- h ~ k ~ h

Der Anteil/ / der Belastung (Abb . 735c ) ist antimetrisch und erzeugt Spannungen
nach ( 1077a ) . Dabei ist

A ' = 2 p2 .
■ sm yn > p* = + V - Yn n 7t

- 1,0

Stüfzenquerschnift Fe/dmitfe
Abb . 736 . Verlauf der Funktion ox (z) bei Balken mit veränderlichem Verhältnis H/L .

Kurven ./ : H/L — 1/2 , Kurven 2 : H/L = 2/Z , Kurvend : H/L = 1 .

( 1081)

Die Querschnitte x = o , x = l sind frei von Schubspannungen r xz , der Längs¬
schnitt z = o frei von Längsspannungen ax , a z . Die Hauptspannungen schneiden
daher die x-Achse unter 45 ° .

Der Anteil III (Abb . 735d ) liefert einen einachsigen Spannungszustand — a z = p .
Das Kraftfeld zur vorgeschriebenen Belastung entsteht entweder durch Addi¬

tion der drei analytischen Spannungsanteile oder durch die Addition ihrer Zahlen¬
werte . Bei gleichförmiger Belastung p am unteren Rande nach Abb . 732a tritt
dazu noch die einachsige Querbeanspruchung + oz = p . Sie hebt sich gegen den
Anteil III auf , so daß sich das Ergebnis in diesem Falle allein aus den Spannungs¬
anteilen / und II zusämmensetzt .

Die Längsspannung ax am unteren (gestützten ) Rande eines hohen Streifens
(H > L ) ist nach ( 1079 ) angenähert gleich der Randbelastung p oder q , also auch
angenähert gleich der größten Längsspannung a z eines Querschnittes . Sie ist wesent¬
lich größer als der Betrag ax = MjW = 6 Mjh 2 nach dem Geradliniengesetz . Nach
den von F . Dischinger angegebenen Schaulinien (Abb . 736) nähert sich die Funk -

, i i tion ax (z) eines Querschnittes bei abneh¬
mendem Verhältnis hjl der Navierschen
Geraden in Feldmitte schneller als im
Stützenquerschnitt .

L
II

2crSß „ „ 2c r 2,0- 2l=8,0- —
Abb . 737

-2l=8.0-
I

Zc=2,0

Spannungszustand im Mittelfeld einer hohen
Silowand (H/L = 3/4 ) auf mehreren Stützen

(Abb . 737 ) .

Stützung und Belastung stimmen mit den
Angaben in Abb . 723 überein , so daß ein Ver¬
gleich mit den Ergebnissen auf S . 722 möglich ist .

Die Belastung wird nach S . 727 in den symmetrischen (Abb . 735b ) und den antimetrischen
Anteil (Abb . 735 c ) aufgespalten .

Zusammenstellung der Formeln nach S . 725f .
A . Symmetrischer Anteil . *

0 )p = p 0 -f JV A „ cos | B ,l
t-i « = n Ti

— , Po = 0 , A n nach Tabelle 66 .
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_ 2 ( Sin A„ + K gof K ) £ g A„ + K
2 A„ + Sin 2 A„ A„ , r— ,

’

Kof X„
+ ®m ;l"

_ 2 © in A„ _ Sg A„ . *
2 A„ + ©in 2 A„ An ,

~ ?i 71 T

<Pn (? ) = C„ £ 0 f ?„ + £ >„ £ „ ©in ? „ ,
V » (0 = (C „ + 2 D „ ) eof ?» + D„ ?» Sin ?„ ,
Zn (? ) = (C „ + D„ ) ©in ?„ + Dn ?„ gof ?„ .

B . Antimetrischer Anteil .
CO

™P = 2 A '
n cosf „ , A '

„ =
1

C = 2 (g ° i ^n ) .* 2 An — ©in 2 A„

p , . 2GojAn
2 An — ©in 2 A„

■A n ,

1 + A„ Sg A„

n - @ inA„Eo ( A„

l£ o? An
©in A„

9.; (? ) = C ; @ inC„ + ö '
„ ?„ 6of ?n ,

< (? ) = (c ; + 2 £ ; )
■
©in ?„ + ö ; ?„ eof ?„ ,

Xn (? ) = (c ; + d ; ) eoi ?„ + Di ?„ ©in ? „ .
C . Superposition der Anteile A und B .

E n (? ) = ^ „ cosf n ,
£ '» (? ) = 4t ; cos £„ = - £ „ (( ) ,

F n (i ) = A „ sinf „ ,
(S) = A '

„ sin f „ = — I-'„ (£;
CO CO

ff. = ll ,ff. + - 2 <Pn (0 • £ » (f ) + 2 q>’
n (C) ■^ (I)

1 1
CO CO

= 2 [> „ (? ) - ¥>; ( ? )] £ . (? ) = 2 1
y » (? ) • £ „ (? ) •

1 1
CO CO

ff. = (1,ff. + (a,ff. = - 2 1
V» (f ) * (f ) - 2 1 K (t ) - £ ; (I)

i i
= - J [V . (0 - K (03 (« = “ -£ V. (0 ■ (0

1 1
CO 00

T. * = <» T. , + <*>T„ = - 2 1
Zn (? ) • -Pn (? ) - 2 Xn (?) ‘ F >

% (?)
1 1

= ~ 2 [Zn (? ) - Zi (? )1 Fji (? ) = - J Zn (? ) • -P» (? ) •-I T

Auswertung der Formeln .
Wie bei dem Beispiel in Abschn . 74 wird die Rechnung auf die ersten fünf Fourierglieder

beschränkt .
1 . Fourierkonstanten A „ = — A '

n . Die Konstanten A „ sind halb so groß wie die entsprechen¬
den Werte auf S . 720 -

n I 2 3 4 5 .

An — 0,900316 + 0,636620 — 0,300I06 O + 0,180064
2 . Integrationskonstanten C„ , D„ , C '

n , D ’
n . ‘

n I 2 3 5

C n — 0,58871 — 102,4816 - IO- 3 - 13,73953 - io - 3 — 195,5161 - io - 6

Dn + 0,17321 + 17 . 9378 - IO" 3 + 1,70284 *IO- 3 + I 5 ,2974 - 10 - 6
Cn + D n - 0,41550 — 84 . 5438 - IO- 3 — 12,03669 - IO“ 3 — 180,2187 - IO- 6
C„ + 2 D „ — 0 , 24^ 29 — 66,6060 ' IO- 3 — 10,33385 - IO- 3 — 164,9213 - IO- 6

C n — 0,69259 — 102,7831 • IO“ 3 — 13,74007 - IO- 3 — 195,5162 • IO- 6

„
D '

n + 0,20897 + 17 , 9954 - 10 - 3 + 1,702 91 - IO- 3 + 15,2974 - IO- 6
Cn + D ’

n — 0,48361 — 84,7877 - IO- 3 — 12,03716 - IO- 3 — 180,2188 - IO“ 6

Ci + 2Di — 0,27464 — 66,7923 - IO- 3 — 10,33424 - IO- 3 — i64,92I3 - io - 6
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3 . Funktionen <p,y ) ,x für 2 — — 0,5 / (£ = — 0,5 ) .

n I 2 3 5

<Pn — 0,85105 - 0,53715 — 0,31819 — 0,09707
<Pn -f- 0,770 zo + 0,53168 + 0,31801 4 0,09707
<P « — i,6 >i 25 — 1,06883 — 0,63620 — 0,194 H

Vn + 0,01818 — 0,121 28 — 0,12861 — 0,05767
V}n — 0 . 191 62 4 0,11603 + 0,12846 + 0,05767
Vn + 0,20980 - 0,23731 - 0,25707 - 0 . 11534

%n + ° . 2735 ° 4 0,32313 + 0,22322 + 0 .07737
Xn - 0,45806 — 0,32995 - 0,22342 - 0,07737
Xn + 0 . 73156 + 0,65306 4 0,44664 T 0,15474
4 . Spannungen im „Schnitt z = — 0,5 l .

os = — 0,20980 E -± (* ) + 0,23731 E 2 (4 ) 4 0,25707 E z ( &) 4 0,11534 E 5 (£ ) ,
a z = — 1,62125 E ± ( *) - 1,068 83 £ , (f ) - 0,63620 E z ( *) - 0,19414 E s (£ ) ,

t xz = — 0,73156 ( | ) — 0,65306 F 2 ($ ) — 0,44664 F :i (£ ) - 0,15474 F s (f ) .
Die Funktionen E n (£ ) , F n ($ ) können von S . 721 übernommen werden , sind jedoch wegen der
Aufteilung der Belastung in den symmetrischen und den antimetrischen Anteil durch 2 zu
dividieren . Damit erhält man die folgenden Spannungen in t/m 2 :

s O 0,125 0,250 0 . 375 0,500 0,625 0,750 0,875 1

Oz . + 0,283 — 0 . 244 - j- 0,176 4 0,056 — 0,151 — 0,270 — 0,176 — 0,030 4 0,019
0z + 0,935 -r 0,954 + 0,922 + 0,831 40,680 t - 0,131 — 0,922 — 1 .916 — 2,296
IX 2 O + 0,056 40,164 + 0,274 + 0,497 4 0,862 + 0,996 + 0,044 0

I II I

*0,050 v

*0,750

0,8,75t/m 2

*1000

Abb . 738 . Linien gleicher Hauptspannung ai .

Stützenentfernung L . Bei der Superposition nach Abb . 7

5 . Hauptspannungen . Die
Spannungen werden für die
Knoten des quadratischen Netzes
Abb . 737 berechnet . Sie liefern die
Linien gleicher Hauptspannungcq
(Abb . 738 ) , gleicher Hauptspan¬
nung a 2 (Abb . 739 ) und die Längs -
spannungstrajektorien (Abb .740 ) .

Feldweise wechselnde
Belastung ±p am oberen
Rande (Abb . 741 a u . 731c) .
Die Belastung dient nur
dazu , die Spannungen bei
abwechselnd belasteten und
unbelasteten Feldern (Abb.
731a ) aus der Lösung für
gleichförmige Belastung aller
Felder (Abb . 731 b ) herzu¬
leiten . Ihre Periodenlänge L ’
ist gleich der doppelten
31 ist die Phasenverschiebung

der Perioden zu beachten .
Die Stützkräfte sind Null , da die Belastung Abb . 741a innerhalb einer Periode ! .

'•
im Gleichgewicht ist . Sie wird nach Abb . 741b , c in den symmetrischen und den
antimetrischen Anteil zerlegt . Die Konstanten der nach Fourier entwickelten Rand¬
belastung jedes Anteils stimmen miteinander überein und werden nach Tab . 66 mit

n 7ism ~
A n = A '

n = p nn
~

( 1082)



Symmetrische Gruppen von Streckenlästen P = 2cp . 731

angeschrieben . Die Spannungen lassen sich damit nach ( 1075a) und ( 1077 a)unter Beachtung dei doppelten Periode L' berechnen .
Ist der Spannungszustand aus einer Belastung dz f> am oberen Rande bekannt ,

so lassen sich die Spannun - / H T
gen bei Eintragung am un¬
teren Rande am einfachsten
durchÜberlagerung der Span¬
nungen einer symmetrischen
Belastung anschreiben .

Symmetrische Grup¬
pen von Streckenlasten
P = 2cp ( Abb . 742 ) . Die
Belastung ist symmetrisch
und wird nach Tab . 66 in
eine Fouriersche Reihe mit
den Koeffizienten

do = p0 = P ~j~ =
21 ’

— 2 p 0
smy„

yn
P sin yn
l yn

( 1083 )

-0.125

/ - 0,125 \

Abb . 739. Linien gleicher Hauptspannung 02 .

Yn = nn y

entwickelt . Die Schnittkräfte
M , N , Q sind in jedem Quer¬
schnitt Null , die Längs¬
spannungen a z im Längs¬
schnitt 2 = 0 von Streifen
mit Randabständen h 2 l
angenähert konstant —- pcjl .
Dies wird durch Zahlenrech¬
nung für die Längsschnitte
2i = 0 und z2 = h — 2l ,
eines Streifens mit HjL = 3
und Ijc — 4 (Abb . 743) nach¬
gewiesen. Abb . 740. Längsspannungstrajektorien.

f = O 0,25 0 .50 0,75 1

<*,IP — 0,251 - 0,251 — 0,250 — 0,249 — 0,249

Ip O O 0 0 0

Z2 = fl — ll
OzlP — 0,256 — 0,254 — 0,250 — 0,246 - 0,244

O -J- 0,004 -4- 0,005 0,004 0

Da der Längsschnitt Zj = 0 frei von Schubspannungen ist , kann hier der Streifen
ohne Störung des Spannungszustandes in zwei Teile zerlegt werden , wenn dabei
die Längsspannungen a z ^ -~ pcß an den Schnitträndern als äußere Kräfte mit -
wirken . Nach den Ergebnissen der Zahlenrechnung sind die Schubspannungen auch
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I >' i| i

i f

noch in Längsschnitten z2 < h — 2‘
Z nahezu Null , so daß die Zerlegung des Streifens

in drei parallele Abschnitte mit den Längsspannungen cr z an — pcjl als äußeren
Kräften keine wesentliche Änderung des Spannungszustandes bedeutet .

\ z !
-SH SCkz

tUUUU
,£ I P

rmullrf

I

* 11 lirf TtTlTTlTTTTT

TTTTTTTT7tmmit

♦ ITIT1TTT

■■p

sc

Abb . 742.
K

M

1IH fh
ci lLU Zfh - i.

TH
Zl- 0

T 1- 1
1

—
11 r x

1
1

1
1
r *-

i i 1

TI1 i
Abb . 741. Abb . 743 . H(L = 3 , l/c = 4 .

Daher lassen sich hohe Wände (H L) mit gleichförmiger Belastung des oberen
Randes angenähert auf Grund einer Zerlegung in die Abschnitte h1 = H — L ,
h2 = L berechnen (Abb . 744) . Der Abschnitt H — L unterliegt im wesentlichen nur

dem einachsigen Spannungszustand — o z = - p - Der
Spannungszustand des Abschnitts A2 wird genau genug

J
als Spannungszustand eines Streifens mit dem Rand¬
abstand 2 A2 und einer symmetrischen Gruppe von
Streckenlasten 2 qc berechnet .
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Dasselbe Ergebnis läßt sich auch aus einer Spannungsfunktion ableiten , die von
N . L . G . Filon für die Belastung der Ränder eines Streifens mit zwei gleichgroßen
entgegengesetzt gerichteten Einzellasten P nach Abb . 745 als Fouriersches Integral
angegeben worden ist . Die Zustandslinien a *

, a*
, r *

z für 2 = const sind gleichzeitig
Einflußlinien für eine wandernde Lastengruppe . Die Summe der positiven und
negativen Anteile der Flächen a *

, r *
z sind in den Längsschnitten ä = const Null ,da bei gleichförmiger Belastung der Ränder nur Spannungen a z entstehen .

Nach Abb . 746 erzeugt die einzelne Kräftegruppe P (Abb . 745 ) auf der Breite
2,7 h der Symmetrieachse Druckspannungen az . Darüber hinaus entstehen unbedeu¬
tende Zugspannungen , die schnell gegen Null konvergieren . Einzellasten werden
daher durch ein elastisches Mittel auf 2,7 h Breite verteilt . Die Spannung a z erreicht
mit 0,92 P [h in der Wirkungslinie der Einzelkraft das Maximum . Sie ist nahezu
gleich der auf den halben Scheibenquerschnitt bezogenen Spannung . Zwischen
Einzellasten mit einem größeren Abstand als 2,7 h bestehen keine wesentlichen
Beziehungen .

Filon , L . N . G . : On an approximate solution of the bending of a beam of rectangular cross
section . Philos . Trans . Royal Soc . London 1903 (A .) Bd . 201 S . 63 . — Timpe , A . : Problem der
Spannungsverteilung in ebenen Systemen . Diss . Göttingen 1905 . — Bleich , F . : Der gerade
Stab mit Rechteckquerschnitt als ebenes Problem . B . 1 . 1923 S . 255 . — Th . v . Kärmän : Über die
Grundlagen der Balkentheorie . Abhandlg . aus dem Aerodynamischen Institut d . Techn . Hoch¬
schule Aachen . Berlin 1927 . — Seewald , F . : Die Spannungen und Formänderungen von
Balken mit rechteckigem Querschnitt . Abhandlg . aus dem Aerodynamischen Institut d . Techn .
Hochschule Aachen . Berlin 1927 . — Crämer , H . : Spannungen in hohen wandartigen Trägern .
Bericht über die II . Int . Tagung für Brücken - und Hochbau . Wien 1929 . — Derselbe : Spannun¬
gen in wandartigen Balken bei feldweise wechselnder Belastung . Z . A . M . 1930 S . 205 . —
Baf , H . : Der wandartige Träger auf unendlich vielen Stützen . J . A . 1931 S . 435 . — Cooker ,
E . G . , u . L . N . G . Filon : A Treatise on Photo Elasticity . Cambridge 1931 . — Discliinger , F . :
Beitrag zur Theorie der Halbscheibe und des wandartigen Balkens . Abhandlungen der Int .
Vereinigung für Brücken - und Hochbau . Zürich 1932 und Beton u . Eisen 1933 S . 237 . —
Crämer , H . : Spannungen in durchlaufenden Scheiben bei Vollbelastung sämtlicher Felder .
Beton u . Eisen 1933 S . 233 .

76. Die Berechnung der Spannungsfunktion mit Differenzen .
Die Erweiterung der Randbedingungen durch die rechteckige oder polygonale

Begrenzung der Scheiben bereitet beim Ansatz und bei der numerischen Lösung der
Spannungsfunktion F wesentlich größere Schwierigkeiten . Aus diesem Grunde
begnügt man sich bei derartigen Aufgaben ebenso wie
bei ähnlichen Problemen der Plattenbiegung mit einer
Näherungslösung durch die Entwicklung der Ansätze
( 1054) in Differenzen . Da die Differentialgleichung des
ebenen Spannungszustandes und die Differentialglei¬
chung der Plattenbiegung unter Randkräften mitein¬
ander übereinstimmen , kann die Differenzengleichung
des ebenen Spannungszustandes in rechtwinkligen Ko¬
ordinaten nach (999 ) oder in Polarkoordinaten un¬
mittelbar angeschrieben werden . Die Spannungsfläche
erscheint dann ebenso wie die elastische Fläche der Platte
als Gitter , dessen Aufriß aus zwei Gruppen von äquidi¬
stanten , sich rechtwinklig kreuzenden geraden Linien besteht (A x =j= Az ) . Die End¬
punkte der Ordinaten F k der Gitterknoten k liegen in der Spannungsfläche . Ihre
gegenseitigen Beziehungen lassen sich an jedem Gitterknoten durch eine lineare Glei¬
chung ausdrücken . Sie lautet für A x = Az nach ( 1000 ) folgendermaßen (Abb . 747 ) :

20 F k - 8 (F M + F t + F k +1 + Ft ) + 2 (F „ + + F l+1 + F i+1)

+ (F k- 2 + F m + Ej ;+2 + F h) = 0 .

m
u

V
l - i l 1+1 K

\h
k-2 k-1 k k+i k+2>,

v.
i - 1 i i +1

y-
«t-Trs-

Abb . 747 .

(1084)
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Für Ax + Az wird die Differentialbezieliung AAF = 0 nach (999) angeschrieben ,
Die Gleichungen für die inneren Knoten sind homogen . Außerdem gelten Rand¬
bedingungen , die entweder nach ( 1054 ) durch die Randkräfte oder nach ( 1061 ) durch
Funktionen der Randkräfte vorgeschrieben . sind . Der Ansatz liefert bei jedem
Belastungsfall ein eindeutiges Ergebnis für die Ordinaten F k . Mit diesen lassen sich
dann die Komponenten des ebenen Spannungszustandes nach (998) berechnen .

d*F _ F M - 2F k + F „_ x _ d* F _ F l - 2F k + F i° z dx 2 ~ Ax '1 ’ dz 2 ~ Az 2

_ ^ (Fi + 1 ~ (^ i + i F {_ 1)
Txz ~~

dxdz ~ 4Ax - Az

26 27
£
28 29 30

05 10 11 12 13 10 31

i W 26 1 2 3 15 32

1 03 20 0 5 6 16 33\
< 02 23 7 8 9 17 30L 01 22 21 20 19 18 35

00 39 38 37 &

_^
Abb . 748 .

Die Schubspannungen werden daher am einfach¬
sten für die Mittelpunkte der Maschen berechnet .

Der quadratischen Scheibe Abb . 748 wird ein
durch 2 Scharen von äquidistanten Geraden be¬
stimmtes Gitter mit 9 Innenknoten und 16 Rand¬
knoten zugeordnet , so daß zunächst ohne Beach¬
tung der Symmetrie 25 Ordinaten F k der Span¬
nungsfläche in die Rechnung eingehen und 9 Glei¬
chungen angeschrieben werden können . Diese ent¬
halten noch die unbekannten Ordinaten F k von
20 Nebenknoten der über den Scheibenrand hinaus
erweiterten Spannungsfläche . Die 45 Wurzeln des
Ansatzes sind daher nur dann eindeutig bestimmt ,

wenn zu den 9 linearen Gleichungen für die Gitterknoten 1 bis 9 noch 36 Rand¬
bedingungen treten . Diese stehen bei freien Rändern z = ^ Ä nach ( 1085 ) als un¬
mittelbare Beziehung zwischen Randbelastung und Randspannung zur Verfü¬

gung . An 10 Randknoten z = i h ist
a z — p z , an 10 Randknoten x = Azl ist
ax = — px , an 12 mittleren Randknoten
z = Aih , x = Azl un d an 4 Eckknoten ist
r xz = 0 .

Ansatz und Lösung werden an einer
Scheibe mit hjl = 3/4 gezeigt , welche nach
Abb . 749 belastet ist . Wegen der Symmetrie
der Belastung zur z-Achse genügt die Be¬
rechnung der Spannungsfläche F für eine
Hälfte der Scheibe . Nach Abb . 750 sind
daher die Ordinaten F k von 20 Innenknoten
zu berechnen ( Ax = Az = A ) .

Bestimmung der Randordii ^ ten nach
( 1061a ) : Als Anfangspunkt wird wegen der
Symmetrie der Punkt 21 gewählt .

Abb . 749 .

-̂ 33 —

F *

3PA - -5- A + PA A_
2

3 p A ■ -f A + p 2 A ■ A

- 3pA - j - A P3A - fA

: F 22 = • •

= - 1,5 d 2,

= - 4,0 p A 2,

= — 5,5 p A 2,

- 6,0 pA 2 .

F „ = 0 ,
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Elimination der Ordinaten an den Nebenknoten nach ( 1061b) : Für die Rand¬knoten 21 bis 35 wird dF/dn = — R lt so daß z . B . für die Knoten 22 , 28 und 33die folgenden Beziehungen entstehen :
F „ - F zr 37 ~ ■r 3 _ o~

2A ’
r 44

2 A = 0 ,
- F , ■■ 0 .2 A

F ls . Das vollständigeDaher ist F 37 = F 3 , F 44 = F 9 , F 50 . . _ 0 .
Ergebnis für alle Rand - und Außenknoten ist in Abb . 751
eingetragen .

Aufstellung der Differenzengleichungen nach ( 1084 ) : Gier
chung für den Punkt 3 :

20 F a — 8 (F 2 + 0 + F 4 -fF 7) + 2 (F 8 + 0 + 0 + F g)
+ (Fi + F a + F a + F n ) = 0 .

Gleichung für den Punkt 18 :
20F 18 - 8 (F „ + F 14 + F 19 - 4,0 P zl 2) + 2 ( - 1,5* A*
+ F la + F 15 — 5,5 p zl 2) + (0 + F 10 + F 20 + F lfi) = 0 .

40 39 38 37 38

4<1 25 24 23 22 21

V2 28 1 2 3 4

43 27 5 8 7 8

W 28 9 10 11 12

VS 29 13 tv 15 16

VS 30 77 18 19 20

47 31 32 33 34 35

48 49 50 51 52

Abb . 750 .

0 fb

Abb . 752a , b . Spannungen o* und r ®: in den Schnitten im Abstand A, 'ZA , ZA , 4 ä
vom Außenrand (Kurven 1 bis 4).Abb . 751 .

Das vollständige . Gleichungssystemist nach Zusammenfassung der ein¬
zelnen Unbekannten F k in der Matrix
auf S . 736 enthalten . Die Lösung steht
auf S . 737 . *

Die Spannungen ax , a z , r xz werden
hieraus nach ( 1085) ermittelt . Sie sind
in den Abb . 752 a bis c aufgetragen .
Die Abb . 753a bis c enthalten die
Linien gleicher Hauptlängsspannun¬
gen (jj , a2 und die Längsspannungs -
trajektorien , deren Verlauf bei der
groben Maschenteilung der Lösung
allerdings im mittleren Bereich des
unteren Randes nicht angegeben wer¬
den kann . Trotzdem eignen sich die
Abb. 753 zu einem kritischen Vergleich mit der Lösung für die Halbscheibe auf
S . 722 und für den Streifen auf S . 730f . Dabei verdient vor allem der Einfluß der
Ränder auf den Spannungszustand Beachtung .

Abb . 752c . Spannungen oz in den Schnitten im Ab¬
stand 0 , A, 2 A . . . 5 A vom unteren Rand (Kurven 1 bis 5 ).
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Lösung der Matrix auf S . 736 : (a ~ 1)
k I 2 3 4 5 6 7 8 9 IO

F t — 0,04t )6 — 0,1764 — 0,3005 - 0,3473 - 0,2053 — 0,6282 - 1,0040 - 1,1485 — 0,4631 — 1,3222

k II 12 13 14 15 16 17 18 IQ 20

F * - 2,0395 — 2,3092 — 0,8172 — 2,2306 - 3 . 3332 - 3 . 7338 — 1,2242 - 3,2490 - 4 ,6 725 - 5,1662

-0,600

-0,300

-0,200
-0,100

+0,500+ 1,000

Abb . 753 a . Linien gleicher Hauptspannung oi . Abb . 753 b . Linien gleicher Hauptspannung o » .

Der Spannungszustand der Schei¬
ben mit H <̂ L , der aus den Schnitt¬
kräften nach Abschn . 10 statisch be¬
stimmt angegeben werden kann ,
unterscheidet sich von dem Span¬
nungszustand gedrungener Scheiben
vor allem durch das Verhältnis von
a z zu ax . In dem einen Falle ist
csz <̂ ! ax , in dem anderen Falle sind
beide Spannungen von der gleichen
Größenordnung . Das Vorzeichen der
Längsspannung ax wechselt beim
Träger in der Achse , dagegen bei ge¬
drungenen Scheiben mit H L in
den Wendepunkten der Querschnitte
% = const der Spannungsfläche F , also
in der Nähe des abgestützten Scheibenrandes . Die Spannungen in Längs - oder Quer¬
schnitten lassen sich aber auch hier stets zu Schnittkräften zusammenfassen , welche
mit den äußeren Kräften am Rande die Gleichgewichtsbedingungen erfüllen .

Abb . 753 c. Längsspannungstrajektorien .

Bay , H . : Über den Spannungszustand in hohen Trägern und die Bewehrung von Eisen¬
betonwänden . Stuttgart 1931 .

77 . Angenäherte Untersuchung des Spannungszustandes
in Rahmenecken .

Während die statisch bestimmte Berechnung der Spannungen aus den Schnitt¬
kräften zur Beurteilung der Festigkeit der Rahmenstäbe ausreicht , läßt sich das
Kraftfeld im Bereich der Winkelpunkte der Stabachsen nur mit einem ebenen
Spannungszustand vergleichen . Dieser ist durch polarisationsoptische Untersuchun -

Beyer , Baustatik , 2 . Aufl ., 2 . Neudruck . T 7
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gen an rechtwinkligen , auf Biegung beanspruchten Stabecken gemessen worden.
Darnach ist der ausspringende Bereich der Ecke fast spannungsfrei . Aus diesem
Grunde liegt es. nahe , das vorgeschriebene polygonale Kraftfeld durch einen Kreis¬
ringsektor mit konzentrischen Rändern zu begrenzen und die Spannungsaufgabe
mit Polarkoordinaten zu lösen , wenn dabei sich voraussichtlich auch der Ver¬
schiebungszustand ändern wird .

Um die Randbedingungen und damit auch die Zahlenrechnung zu vereinfachen ,
wird über die Eintragung der Schnittkräfte an den Querschnitten der Scheibe nichts
ausgesagt . Hier gelten vielmehr nur die Gleichgewichtsbedingungen zwischen den
bekannten Schnittkräften N , M , Q des Rahmenstabes und den errechneten Span¬

nungen a t , r tr , die ebenso wie die Spannungsfunktion mit
Rücksicht auf die Randbedingungen in Polarkoordinaten an¬
geschrieben werden .

Übertragung zweier Biegungsmomente M (Abb . 754 ) .
Die Spannungen sind unabhängig vom Winkel a , so daß die
partielle Differentialgleichung ( 1057 ) ebenso wie die Platten¬
gleichung (947) in bezug auf die Veränderliche r total wird.Abb . 754.

1 dF '

r dr , r dr
1 dF
r dv

Ihre allgemeine Lösung steht bereits auf S . 650 und lautet mit r2jr = q und r2/r1 = gj

F = c0 -f- Cj ln q -f- c . (1086)

>r =o,eom

\ ß
-10 -20 - 30 - 00 -50 t/m 'crt +30 +20 +10 0

Abb . 755 a. Abb . 755 b .

Die Integrationskonstanten lassen sich aus den Bedingungen

2 c3 ln q)2 c2 + c .

an den Rändern r = rx und r = r2 und M = fa t rdr bestimmen . Man erhält mit

rl [ tei — Ü 4 gf (ln gi)2]

»1 - 2 ( l - e? ) |»'Kl — e? — 21ngj ) , c,* 2 • 4 ln q x

und daraus

ln ^
- eflne -f ^ lngjj , e ? ine - e3 lng ^ ( 1087b)

ar und a t sind Hauptspannungen , die Querschnitte bleiben eben .
Für einen Sektor mit = 0,24 m , r2 = 0,64 m (Abb . 755 a) wird = 2,6667 und

Tt — 0,57492 . Die Auswertung der Ergebnisse ( 1087 b ) liefert mit M = 1 mt/m die für



Ausgleich einer Querkraft . 739
alle Radialschnitte gleiche Spannungsverteilung der Abb . 755b . Die Gerade A B
zeigt den linearen Verlauf von a t nach Na vier .

Ausgleich einer Quer kraft . Die Querkraft Qa (Abb . 756 ) steht mit denSchnittkräften N b , M b , Qb im Gleichgewicht [ (Qu , N b , M b , Qb) = 0 ] , Die Spannungs¬funktion
F — 0 (r ) - sin a ( 1088 )

mit den Spannungskomponenten
' 0 ' 0 \ . . . . .' a t = 0 • sina := 1— -

75 1 sin « .

T« +
0 ' 0 ( 1089)

cos a :
tg a

liefert am Rande a = 0 nur Schubspannungen xrt .
Aus

. / d2 1,1 d \ /d * & 0 1 d0 \ .A A F = ( y-; - H — j” 2- H- j— ) ■sin a\ dr 2 r2 r dtj \ dt 2 r 2 r dr j
folgt für 0 (r ) die totale Differentialgleichung

Ihre Lösung ist
Abb. 756.

^ — G
^ 3 + c 2 + c 3 ~ + c 4 g , ( 1090b)

wobei wieder r 2/r = q gesetzt wurde .
Die Integrationskonstanten c1 ( c 2 , c4 lassen sich aus den Bedingungen

„ \ sin a
rl

rtan den Rändern r = r1 und r = r2 und aus der Bedingung jt rt dr = Qa am Rande

fn 1 n
^ 17

- C* Q - 2 c4G 3) -
7|

~ = - Tr ( tga = 0

Abb . 757.

r ~’0,2Hm KhKs
10 +2Ö t/rn '

Abb . 758.

y. = 0 ermitteln . Die Integrationskonstante c3 ist ohne Einfluß auf die Spannungenund daher beliebig . Mit der Abkürzung

ergibt sich .
T2

= r? i Cfef + 1 ) ln — (of — 1 ) ]

C8 = (ß? + 1 ) ^ , 1 9 *
2 r .

( 1091a)

47 *
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und damit
= - (e! + ! ) e + e3] sin « . gl

a* = ^ [3 ^ ~ (öi + 2 ) 2 - &
s] sin « •

<Jr
tga ’

( 1091b)

Die Spannungsresultierenden im Schnitt b (a = a 0) stehen mit Qa im Gleichgewicht :

Abb . 759 b . Linien gleicher Hauptspannung <7o •Abb . 759 a . Linien gleicher Hauptspannung <Xi.

f <?t dr = N b = — Qa sin a 0 ,
ri

r2
/ r Tt dr = Q b = Qa cos a 0 ,
ri

r <>

I a t ir - ro) dr = M b = Qa r0 sina 0 .
r l

Für den Sektor mit den Abmessungen
nach Abb . 755 a , belastet nach Abb . 757 , ist
q1 = 2,6667 , r 2 = 1,1805 . Mit

ö ‘ re!
(e! + i ) e + e3] = * i >

Abb . 759 c. Längsspannungstrajektorien .

wird er, . = K 1 sin a ,

L e
£ .
T,r [3f - (el + i ) e - e3] = ^Q
a t = K 2 sin a .

Die Funktionen K ± und K 2 sind in Abb . 758 dargestellt . Die Abb . 759a , b ent¬
halten die Linien gleicher Hauptspannungen alt a 2 , die Abb . 759c die Längs¬
spannungstrajektorien für die Belastung nach Abb . 757.

a b c

Abb . 760.

d
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Eine Belastung des Ringsektors nach Abb . 760a läßt sich durch Aufspaltung indie drei Anteile Abb . 760b , c , d auf die beiden Grundfälle zurückführen .
Preuß , E . . Versuche über die Spannungsverminderung durch die Ausrundung scharferEcken . Forsch .-Arb . Ing .-Wes . Heft 120 . Berlin 1912 . — Griining , II . : Die Spannungen imKnotenpunkt eines Viercndeelträgers . Eisenbau 1914 S . 162 . — Wyß , Th . : Die Kraftfelder infesten elastischen Körpern . Berlin 1926 . — Cardinal v . W iddern , H . : PolarisationsoptischcSpannungsmessungen an Stabecken . Mitteilungen aus dem Mechan .-Techn . Laboratorium derl . H . München . 3 . Lolge Heft 34 . München 1930 . — Kurzhalz , H . : Polarisationsoptische Unter¬suchungen an rechtwinkligen , auf Biegung beanspruchten Stabecken . Mitteilungen aus demMechan . -Techn . Laboratorium der T . H . München . 3 . Folge Heft 3ö . München 1931.

78 . Der Spannungszustand in Rahmenknoten .
Die Lösung der Aufgabe ist angenähert für eine durch die Querschnitte a , b , c

begrenzte rechteckige Knotenscheibe (Abb . 761 ) mit Hilfe einer Spannungsfunktionversucht worden , die zwar die Differentialgleichung ( 1055 ) und die Gleichgewichts¬bedingungen in a , b , c befriedigt , dagegen nicht den Randbedingungen gerecht wird .Für das Kräftebild Abb . 761 ohne Querkraft in c ist nach M . Grüning
3 Q

8 c3 f y ( / 2 - ~ y2) {x 2 1 + 2 es — 3 c2 /) + -l x y 1 (/2 - ~ \ i3 / ft3] , ( 1092a)
für das Kräftebild Abb . 762 mit einer Querkraft in c ( Stockwerkrahmen )

F =
T& f [*3 (y + A * - (y + f)ix + (8 / 2 - 3 *2

) * (y + / )
2 + 2 d3y 2J . ( 1092b)

Die Spannungen lassen sich daraus mit ( 1054b) leicht
ableiten . Die Lösung gibt jedoch ohne die aus¬
reichende Berücksichtigung der Randbedingungenkein zutreffendes Bild des Kraftfeldes , da nicht der

Spannungszustand in den ein¬
springenden Ecken erfaßt und
sein Einfluß auf den Kern des
Kraftfeldes bewertet wird.

Das Problem ist neuer¬
dings durch Spannungsmessun¬
gen und vor allem durch op¬
tische Beobachtungen geklärt
und von Th . Wyß an Kraft¬
feldern studiert worden , die
sich an Hand des Versuchs¬
materials mit Hilfe der analy¬
tischen Beziehungen über Tra -

jektorien aufzeichnen lassen . Dabei wird der Rahmenknoten in denjenigen Quer¬schnitten abgegrenzt , in denen die einfachen Gesetze der Navierschen Balken¬
biegung als zutreffend angenommen werden , so daß die Randbedingungen des
Kraftfeldes durch Schnittkräfte bekannt sind .

Das Kräftebild zerfällt bei symmetrischen Knotenscheiben , die hier voraus¬
gesetzt werden sollen , in den symmetrischen und in den antimetrischen Anteil mit
grundsätzlich verschiedenen , ausgezeichneten Kraftfeldern .

a) Symmetrie der Belastung . Die Biegungsmomente , Quer - und Längs¬kräfte der Querschnitte a , b sind einander gleich , am Querschnitt c ist nur die
Längskraft N c = 2Q a von Null verschieden (Abb . 763 a) . Die Schubspannungen sind
in der Symmetrielinie Null , die Hauptspannungen ax , <r2 parallel zur x- und y -Achse .Das Kraftfeld stimmt mit demjenigen eines im Bereich c verstärkten Balken¬
abschnitts überein , der hier einegleichförmig verteilte Belastung aufnimmt (Abb . 763 b ) .
Die Kraftlinien a beschreiben im wesentlichen den Kraftfluß und die Beziehungen

Abb . 761 . Abb . 762 .
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zwischen den beiden Riegeln , die Kraftlinien ß denjenigen zwischen Riegel und
Pfosten , während die Kraftlinien y und d die Trägerwirkung der Knotenscheibe
wiedergeben . Die Biegungsmomente an den Riegelquerschnitten werden also im
wesentlichen unmittelbar übertragen . .

b ) Antimetrie der Belastung . Die Biegungsmomente , Quer - und Längs¬
kräfte der beiden Querschnitte a , b sind entgegengesetzt gleich (Abb . 764a ) ; am

mmm MHMWHamm

Abb. 763 b .Abb . 763 a .

Querschnitt c ist N c = 0 , Q c = N a + N b , M c = 2 M a . Die Längsspannungen ax , av
sind in der Symmetrieachse Null und daher die Hauptschubspannungen hier nach
x und y gerichtet . Die Symmetrieachse ist also Trajektorie der Hauptschub¬
spannungen . Sie wird von den Hauptlängsspannungen unter 45 ° geschnitten . Der
singuläre Punkt N des Kraftfeldes Abb . 764b ist daher ein Spannungsnullpunkt ,
so daß sich keine Längsspannungen zwischen den beiden Riegeln ausgleichen . Der
singuläre Punkt K wird von 2 Scharen von Kraftlinien umfaßt , welche durch zwei
ausgezeichnete Linien NL und N R begrenzt sind und . den mittelbaren Kraftfluß
zwischen Riegel und Pfosten beschreiben . Außerhalb der beiden Grenzlinien ist eine
unmittelbare Wechselwirkung zwischen Riegel und Pfosten vorhanden . Die Form

N

W!mm :JSSKOmiliMSI!na SK
8MI

Abb . 764 a . Abb . 764 b .

des Kraftfeldes bietet unter Umständen die Möglichkeit , die Spannungen durch
Überlagerung der Ergebnisse der Untersuchung zweier Rahmenecken abzuschätzen .

Die beiden Scharen der Kraftlinien a . ß schneiden sich rechtwinklig . An un¬
belasteten Rändern ist zur Befriedigung der Randbedingungen die eine Kraft¬
linie (a ) parallel , die andere (ß ) winkelrecht zum Rande . Die ihr zugeordnete Haupt¬
spannung Gß ist hier Null . Parallele Kraftlinien sind ein Zeichen für konstante
Hauptspannungen . Die Hauptspannungen a wachsen um so mehr , je größer die
Krümmung der rechtwinklig zugeordneten Kraftlinien ß ist . Je mehr daher ihr
Abstand abnimmt , um so größer wird die Hauptspannung und damit die Be¬
anspruchung des Baustoffs .

Wyß , Th . : Die Kraftfelder in festen elastischen Körpern . Berlin 1926 . Hieraus sind die
Abb . 763b und 764b entnommen .
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C . Die Schalen .
79. Die Grundlagen der Berechnung .

Die Schalen sind einfach oder doppelt gekrümmte Flächentragwerke , deren
Dicke h ebenso wie bei den Platten im Vergleich zu den anderen Abmessungenklein ist . Die Halbierungspunkte der Schalenwand bilden die Mittelfläche , die in
der Regel durch eine Symmetrieachse ausgezeichnet ist . Winkelrecht dazu liegendeEbenen erzeugen meist geometrisch ähnliche Schnittlinien mit dem Krümmungs¬halbmesser ra (ß) .

Die Breitenschnitte der rotationssymmetrischen Flächen sind Kreise mit
ra {ß) = r a . Ihre Lage und Größe ist durch den Winkel oc zwischen der Symmetrie¬
achse und der Flächennormalen und durch den Abschnitt Ra dej Flächennormalen
zwischen der Mittelfläche und der Symmetrieachse bestimmt . Ra ist der Krümmungs¬
halbmesser eines der beiden Hauptschnitte der Rotationsfläche (ra = Ra sin a)
(Abb . 766) .

Die Ebenen mit der Symmetrieachse erzeugen die Meridianschnitte . Sie werden
auf einen Nullmeridian bezogen (Winkel ß ) und sind bei rotationssymmetrischen
Flächen einander kongruent . Ihr Krümmungshalbmesser Rß = Rß (oi) bestimmt die
zweite Hauptkrümmung der Fläche . Mit Rß = const entsteht die Kreisringschale ,mit Rß = Ra = const = a die

^ / \Kugelschale (Abb . 765a ) . Der
Meridianschnitt des Kegel¬
stumpfes ist eine Gerade mit
Rß = oo , a == const und
R* = V ctg oc (Abb . 765b ) . Durch ^
oc = 90 ° wird die Kegelschale ' '

Abb 765zur Zylinderschale mit senk¬
rechter Achse und R a = r a = const = a (Abb . 765c ) . Besondere Bedeutung besitzen
die Tonnenschalen des Brücken - und Hochbaues . Die Breitenschnitte sind Teile
ausgezeichneter Kurven , also nicht rotatiorissymmetrisch (Abschn . 82 ) .

Die Schalen dienen als Dächer zum Abschluß von Räumen oder als Behälter zur
Stapelung von Füllgut , so daß die elastischen Kräfte des Tragwerks aus dem Eigen¬
gewicht und seiner Ausrüstung , aus der Belastung durch Schnee , aus dem Strömungs¬
widerstand der Schale bei Wind und aus den Seitenkräften der Füllung entstehen
können . Die Belastung erscheint stets als stetige Funktion der Winkel a und ß .
Dasselbe gilt von den Stützkräften , so daß der Formänderungs - und Spannungs¬
zustand ebenso wie bei der Platte und Scheibe zunächst an einem differentialen
Abschnitt betrachtet werden kann . Dabei wird die vorgeschriebene Belastung p
nach drei ausgezeichneten Richtungen , der Schalennormale z , der Meridian¬
tangente y , der Tangente an den Breitenkreis # zerlegt (dy = Rß da. , dx = rx dß ,
i3 = fx 4 " Pv 4 " Pz ) ■

Die allgemeinen Beziehungen der Elastizitätstheorie lassen sich auch hier zur
Berechnung des Spannungs - und Verschiebungszustandes vereinfachen . Die Wand¬
dicke h — h (oc) ist im Vergleich zum Krümmungshalbmesser Ra , Rß der Haupt¬
schnitte stets klein , so daß die Normalspannungen o z verglichen mit den Normal¬
spannungen oa , oß stets kleine Größen zweiter Ordnung sind und daher ebenso
wie in der Plattenstatik ( S . 644 ) vernachlässigt werden . Aus demselben Grunde
werden die Punkte einer Normalen zur Mittelfläche auch nach der Formänderung
auf einer Normalen zur verzerrten Mittelfläche liegen , so daß die Dehnungen
G {z) . eß (z) ,y aß (z) eines durch Hauptschnitte begrenzten Schalenteils annähernd
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lineare Funktionen von z sind , in welche die Dehnung e0a , s0 ß und die Krümmungs¬
änderung dipjdy , drpßjdx der Mittelfläche als Konstante eingehen .

cs = 0 , sa = t'o a + zdipjdy , £ß = e0 ß + zdip ß/dx .
Daher lassen sich auch die Spannungen aa , ap ebenso wie beim Stabe an einem
Schnitte a = const von der Breite „ 1 “ zur Längskraft Na in t/m und zum Biegungs¬
moment M x in mt/m , an einem Schnitte ß = const von der Breite , ,1 “ zur Längs¬
kraft Nß in t/m und zum Biegungsmoment M p in mt/m zusammenfassen . Die Schub¬
spannungen raz , Xß z bilden die Querkräfte Qaz , Qßz , die Schubspannungen r a/9 , r ßaim allgemeinen Schubkräfte N a ß , Nß a und Drillungsmomente M aß , M ßa . Schnitt¬
kräfte und Belastung des differentialen Flächenteils sind durch die Gleichgewichts¬
bedingungen , die Komponenten des Verzerrungszustandes , Dehnung , Krümmung
und Verwindung sind mit den Komponenten u , v -, w des Verschiebungszustandes
der Schale durch geometrische Bedingungen verknüpft , während das Hookesche
Gesetz Beziehungen zwischen den Schnittkräften und den Komponenten des Ver¬
zerrungszustandes * herstellt . Dabei entstehen ebenso viele Gleichungen als un¬
bekannte Größen eingehen .

Im Bauwesen begnügt man sich allerdings in der Regel mit Näherungslösungen ,
um ohne allzu großen Aufwand an Rechnung zu Zahlenergebnissen zu gelangen ,
welche den Spannungs - und Verschiebungszustand qualitativ richtig wiedergeben .
Man benützt daher den Umstand , daß die Krümmungsänderung der Mittelfläche
(dipa /dy , dipßldx , dtp a ß/dy , dy)ßa /dx ) und damit Biegungs - und Drillungsmomente
nur in denjenigen Abschnitten der Mittelfläche Bedeutung besitzen , in welchen
Querschnitt und Form der Schale oder die äußeren Kräfte in a und ß unstetig
sind . Für den übrigen Bereich genügt die Beschreibung des Spannungszustandes
durch die Längskräfte N a , N p und lVaj8 , die aus den drei Gleichgewichtsbedingungen
der Kräfte an einem differentialen Schalenabschnitt 1 berechnet werden können .
Die Untersuchung gilt streng für die unendlich dünne Schale ohne Biegungswider¬
stand , so daß die Berechnung der Schnittkräfte N a , N ß , N aP allein aus den Gleich¬
gewichtsbedingungen auch als Membrantheorie der Schale bezeichnet wird . Die
Ergebnisse §ind in allen den Fällen brauchbar , bei welchen die vorgeschriebenen
Randbedingungen an der Schalenbegrenzung durch die Längskräfte erfüllt werden.
Die Biegungsspannungen sind in diesem Falle Nebenspannungen .

Um diesen Spannungszustand in einfacher Weise durch zwei sich rechtwinklig
schneidende Komponenten zu beschreiben , werden an Stelle der geometrisch aus¬
gezeichneten Schnitte a = const , ß — const nach (40) in jedem Punkte die Rich¬
tungen 1 , 2 der Hauptlängskräfte N i : AQ bestimmt , für welche N 12 = 0 ist . Sie
bilden die Trajektorien des Spannungszustandes .

Alle Festigkeitsuntersuchungen gelten - unter der Voraussetzung der Stabilität
des Verschiebungszustandes . Diese Bemerkung hat gerade für die Schalentheorie
mit Rücksicht auf die außergewöhnlich kleine Wandstärke besondere Bedeutung .

Meißner , E . : Das Elastizitätsproblem für dünne Schalen von Ringflächen , Kugel - oder
Kegelform . Physik . Z . 1913 S . 343 . — Derselbe : Über Elastizität und Festigkeit dünner Schalen .
Vjschr . Naturforsch . Ges . Zürich 1915 . .— Geckeier , J . W . : Elastostatik . Handbuch der Physik .
Bd . VI : Mechanik der elastischen Körper S . 231 . Berlin 1928 . — Föppl , A . u . L . : Drang

’ und
Zwang . Bd . II , 2 . Aufl . — Flügge , W . : Die Stabilität der .Kreiszylinderschale . Ing .-Arch .
1932 S . 463 .

80 . Membrantheorie für Rotationsschalen mit stetiger
Belastung p (« , ß) .

Der differentiale Abschnitt Abb . 766 ist geometrisch durch die Winkel a , ß und
durch die Krümmung 1 JRX , 1 jR ß der Hauptschnitte der Mittelfläche bestimmt .

dF = dsa - dsß = rx dß ■Rßda . , ra = Ra sina . ( 1093)



Rotationssymmetrische Belastung .

Die Belastung p {a.,ß ) = px ^ - p y ^ p z steht mit den Schnittkräften

V* * ,N xß) , (AT„ AW < K + ^ a , A'^ + ^ rfa

745

N.
da

^ ß J ß Ar i ® ii « j o \
dß

d P ’ A 'Jct ~1“
dß

d P )

Oy.

im Gleichgewicht . Aus der virtuellen Drehung des Abschnitts um die 2-Achse folgt ,
abgesehen von kleinen Größen zweiter Ord¬
nung , NX ß = Nß a . Die virtuelle Verschiebung
des Abschnitts nach einer der drei ausgezeich¬
neten Richtungen x , y , z liefert die Gleich¬
gewichtsbedingungen :

dN B
) dß ' Rß da- + •Na ß ■Rß da. ■dß cos a

+ (^ afi ■ra dß ) du. + p x - ra dß - Re da = 0 ,
F'

b ) da (N a - rx dß ) da — Nß - Rßda - dß - cosa
aß-\— dßRß da. + p y ■ra dß - Rß da = 0 ,

c ) A7a • rg. dß ■da . + Nß ■Rßdix. ■dß • sin a
+ Pz ■ßydß ■Rßda . = 0 .

Sie lassen sich folgendermaßen vereinfachen :

a )

Abb . 760 .

Rß -\- N a ßRß cos a + ^ (N a ßr a ) -\- p x rx Rß — 0 ,

b)

c)

dß

^- (N ^ - NßRßCOSx + ^ f

^
+ S + A = °

Rß + Pv ra Rß — 0 , ( 1094 )

Rotationssymmetrische Belastung . Die Belastung px , p y , p z und die Funk¬
tionen der unbekannten Stütz - und Schnittkräfte Na , Nß , Xx ß sind vom Breiten¬
winkel ß unabhängig , ihre Ableitungen nach ß also Null , so daß die Gleichgewichts¬
bedingungen ( 1094) totale Differentialgleichungen werden .

da
d

d a

: {N X ß ra ) + Nx ßR ß cos « + p x rx Re = 0 ,

(AT
a ra) — Nß Rß cos « + p v ra Rß = 0 ,

0 .-V0
Rr jt + P*

( 1095 )

Abb . 767 .

Für px = 0 ist die Schubkraft Na ß Null und die Schnitt¬
kraft Na nach Elimination der Schnittkraft Nß mit der
vorgeschriebenen Belastung in ähnlicher Weise wie die
Schnittkräfte des Stabes ( S . 27 ) durch eine Differentialgleichung verknüpft .
Ihre Lösung läßt sich aber auch ebenso wie dort aus dem Gleichgewicht der Kräfte
an einem Abschnitt des Flächentragwerks ableiten . Hierzu dient entweder der
Schalenteil über einem Breitenkreis a (Belastung Qa ) oder der Ring zwischen zwei
benachbarten Breitenschnitten (Abb . 767 ) .

, T oa oa
Qa + 2j [ rtt N a smx = 0 , N =d-» rr 2 rr R „ sin 2 a 12n ra sin a

NßRßda . — d (rx N a cosct) + p h ra Rßda = Q , Nß = (ra Na cos a ) —p h Yx •
( 1096 )
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Der zweite Summand der rechten Seite ist bei senkrechter Belastung (Eigengewicht ,
Schneebelastung ) Null , so daß mit ra Na cos a = — Qa ctg a/2 ?r

Die Meridianspannungen sind also negativ , während die Ringspannungen mit
d (Qa ctg a.) /Rßda . — 0 das Vorzeichen wechseln . Die Spannungen aus Eigengewicht
sind bei konstanter Schalendicke von dieser unabhängig .

Periodische Belastung in ß . Die Belastung kann durch Wind hervorgerufen
oder durch Randbedingungen vorgeschrieben werden . Sie läßt sich stets als tri¬
gonometrische , nach ganzen Vielfachen von ß fortschreitende Reihe entwickeln ,
deren Koeffizienten X n , Yn , Zn allein Funktionen von a sind .
p x = J£ X n smn ß , p y = ]£ Yn cosn ß , p z = J£ Zn cos n ß , n = 0,1 . . . oo . ( 1098)
Die partiellen Differentialgleichungen ( 1094 ) für das Gleichgewicht der Kräfte wer¬
den dann durch einen Ansatz

N a = JYN an cosnß , N ß = YN en cosnß , N aß = ]£ N a ß n smnß ( 1099)
befriedigt , wenn die von a allein abhängigen Funktionen Nan , N ßn , Naßn glied¬
weise die folgenden Differentialgleichungen erfüllen :

{ta N a ß n) nR R N , + RßN t cos a + X n r a Rß Jy ßn 11r a Kß

(^a ^ an ) + n RßNc cos a + Yn ra Rß ^ ß nß ^ aßn n ' * ß

Wird N ßn eliminiert , so entstehen zwei simultane totale Differentialgleichungen für
Nan und Naßn .

ir a & aßn ) + RßN t cos a + nR a N , Y » Y" R* fiZ n Ra Rß■ß ^ aßn n r a n ß

(h ^ a « ) + Ra N( cosa + nRß r„ R, Z„ R_ Re cos a■ß ^ aßn

( 1101 )

n = 0 und n = 1 liefern die Grundschwingungen einer zum Meridian ß = 0 sym¬
metrischen oder antimetrischen Belastung .

p cosß p cos 3ß
Abb . 768. Periodische Belastung p cos n ß.

p cos 5ß

Sonderfall px = 0 , py = 0 , p z = JjJZ „ (oi) cos nß (Windbelastung ) . Die Kräfte
besitzen die Periode 2 njn und bilden bei einer geraden Zahl n eine symmetrische ,
bei ginem ungeraden n eine antimetrische Kräftegruppe . Ihr Moment in bezug
auf die Drehachse ist Null . Die Gleichgewichtsbedingungen (1100) werden durch die
Schnittkräfte Nx = 2J cos nß , Nß = 2JNß „ cos nß erfüllt , die in den Meridian¬
schnitten ß — 0 und ganzzahligen Vielfachen von njn , also ß = /.njn Grenzwerte
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Nxn , Nß n annehmen , dagegen in Meridianschnitten ß = nßn + Xnjn Null sind .
Hier werden die Schubkräfte Naß = 2N aßn sin nß zu Grenzwerten Naßn . Die
Grenzwerte Nan , N ßn , JN aßn sind durch die Gleichgewichtsbedingungen der äußeren
Kräfte bestimmt , die an dem durch einen Breitenschnitt und zwei Nullmeridianen
begrenzten Schalensektor angreifen .

Der Verschiebungszustand . Die Formänderungder Membranschalenist durch
die Verschiebung der Punkte der Mittelfläche bestimmt . Diese wird nach drei aus¬
gezeichneten Achsen x , y , z in die Komponenten u , v , w zerlegt . Sie lassen sich aus
den bezogenen Längen - und Winkeländerungen ex = eß , £„ = £„ , yxv = yaß eines
differentialen Flächenabschnitts berechnen . Die Dehnung s z ist auf Grund der
Annahmen Null (Abb . 769) .

1 1
(Rß — w) doc +- ß — Rßda

dv
a Rßda \_

' p ' lißdtx . p p J Rßdtx Rß Rß
’

1 f , . , , j n i du . , » ctg « - « ' , 1 du
£ß =

wTß l {rx — wsm v-+ vcos * ) d ß + jßdß — ra dß ^
= —

^ + RxSiaa
-
jß

Bei rotationssymmetrischer Belastung ist du/dß — O und
nach Elimination von w

1 dv cos a _ d f v \ _ 1 , _ ,
in a da .

V sin 2 a da Vsin a ) sin a aEß ’

v = sin oc [ f d a + cj , ) ,LJ sma ^ 1V \ ( 1103 )
w — v ctg a — Ra sß .

Die Winkeländerung des Flächenabschnitts ist nach (911 )
u

Yaß ’ du dv
cos a ,

Rßda ra dß ra
so daß mit v und yaß auch die Verschiebung u berechnet
werden kann . Die Komponenten ex , eß , ya ß der Flächen¬
verzerrung sind mit den Schnittkräften nach (913) durch
das Hookesche Gesetz verknüpft .

1
Eh ~ f* N ß) ’

N„

Eh
hE

i (e« + PEß ) ,

eß = ± - (Nß - [,N a) , yot ß = 2 {l-± ^ Naß ,
7. 77 Ji £

(£/? + /“ £« ) > N ag = 57Yjl ^ Yaß

Eh
. . hE
Nß ~ r - ^1 - p * ™ . - ■* > 2 ( 1 + fl)

Die Krümmungsänderung in den Hauptschnitten wird mit

( 1102 )

Abb . 769.

(1104)

1 da 1 sin a
Rß dsß

’ R<x za
/ 1 \ da + 6 (da ) — da _ d (da ) _ d (ö a ) _ dd ~* a = d
\

~
Rß ) ~ ~

ds ß
— ~~

dsf
~ ds ß

~
Rßda

’

, / 1 \ sin (a + öa ) - sin a <5oc - ctga _ # ctga
%ß =zd hd = - Fa

“ Ra
~

^

(1105)

In der Regel begnügt man sich mit der Beschreibung des rotationssymmetrischen
Verschiebungszustandes durch die Vergrößerung Ar a des Breitenkreises und durch
die Verdrehung # der Tangente an die elastische Linie des Meridians .

A ra = ra sß = *a
Eh (N ß - fiNß ) ,

dw
Rßdcc

ea - Ra Sß) ctg a - d (Rg £ß)
~
]

da J ■
( 1106 )



748 80 . Membrantheorie für Rotationsschalen mit stetiger Belastung p (a , ß ) .

Die Randbedingungen . Die Berechnung der Schalen nach der Membrantheorie
verlangt neben der stetigen Eintragung der Belastung die stetige Änderung der
Wandstärke und die stetige Krümmung der Mittelfläche . Um die Verbiegung dieser
Schalen auszuschließen und den Spannungszustand abgesehen von Nebenspannungenallein durch die Längskräfte Na , Nß und durch die Schubkräfte Na ß , also statisch
bestimmt beschreiben zu können , müssen zunächst die statischen Randbedingungendurch die Eintragung der äußeren Kräfte am Schalenrande erfüllt werden . Hierzu
dienen Ringträger , um Einzelkräfte am Schalenrande gleichförmig zu verteilen und
die stetige Randbelastung der Mittelfläche in Richtung der Meridiantangente zu¬
zuführen . Daher besitzen in der Regel die geschlossenen Schalen einen Fußring ,die offenen Schalen Kopf - und Fußring , die je nach ihrer Lage zum Flächentrag¬werk auf Zug oder Druck beansprucht werden (Abb . 770) . Dabei bleibt der Membran¬
spannungszustand der Schale nur erhalten , wenn die Dehnung der Ringträger mit
der Dehnung der Schalenränder übereinstimmt . Die Begrenzung der Schale durch
Ringträger ist bei stetiger Abstützung nur dann unnötig , wenn die Hauptschnitteder Ränder mit der Drehachse rechte Winkel einschließen (a x = 90 °

, oc2 = 90 °
) .also die Endtangenten der Meridianschnitte senkrecht sind . Um die Dehnung der

Schalenränder in allen anderen Fällen mit der Längenänderung der Ringträger in
Einklang zu bringen und Biegungsspannungen in der Nähe des Schalenrandes zu
vermeiden , kann nach einem von F . Dischinger ausgesprochenen und der Dycker¬

hoff & Widmann A .- G . patentierten Gedanken die Krümmungder Meridiankurve durch einen Übergangsbogen zum Ringträger
derart verändert werden , daß die Randbedingungen zwischen
Schalenrand und Ringträger ganz oder teilweise erfüllt sind (Ab -
sclin . 80d ) .

Neben den statischen Randbedingungen müssen auch die
Abb. 77u. geometrischen Randbedingungen des statisch bestimmten Span¬

nungszustandes befriedigt werden . Das Flächentragwerk muß
daher so gelagert , der Überbau derart auf dem Kopfring der Schale abgestütztsein , daß sich die Verschiebungen Ar lt Ar 2 der Endpunkte und die Verdrehungen

# 2 der Endtangenten der Meridiankurve zwanglos einstellen können . Nur auf
diese Weise lassen sich Biegungsspannungen in der Nachbarschaft der Schalenränder
vermeiden . Die äußeren Kräfte können auch aus diesem Grunde an den Schalen¬
rändern nur in Richtung der Tangenten an die Hauptschnitte der Mittelfläche
eingetragen werden .

Die Belastung der Rotationsschalen . Bisher sind unter den allgemeinen
Belastungsfällen nur die rotationssymmetrische Belastung und die von ß periodisch
abhängige Belastung hervorgehoben worden , für welche sich die Gleichgewichts¬
bedingungen (1094) integrieren lassen . In physikalischer Beziehung wird das Eigen¬
gewicht der Schale px = 0 , p y — g sina , p „ ~ g cos « , die Schneelast p x = 0 ,
Py — Ps sin « cos <* , Pz = Ps cos2 a und der Seitendruck von Flüssigkeiten px = 0 ,
py = 0 , p z = yf unterschieden . Außerdem kann noch der Seitendruck und die
Reibungskraft des Füllgutes nach den Ansätzen in Abschn . 6 zur Wirkung kom¬
men . Durch die Verwendung der Schalen zur Überdachung von Räumen gewinntauch der Strömungswiderstand 3g des Windes an gekrümmten Oberflächen als
äußere Ursache innerer Kräfte Bedeutung ( 1 ) . Er wird in Übereinstimmung mit
den baupolizeilichen Bestimmungen für die statische Untersuchung von ebenen
Dachflächen in der Regel nach der Newtonschen Widerstandstheorie festgesetzt ,ohne auf die Form der Schale , auf die Rauhigkeit ihrer Oberfläche oder auf die
Turbulenz der Strömung Rücksicht zu nehmen und entweder nach

P. = 0 ,
■ Py = 0 , Pz = Pw sin2 a cos2 ß (1107)
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oder in Anlehnung an Versuche von M . v . Lößl nach
Pv 0 , pz = Pw sin a cos ß , (1108 )

Druck

Abb . 771 . Druckverteilung an einem Gasometermodell bei v = 35 m/sec Wind¬
geschwindigkeit , bezogen auf den Staudruck ptc = 1 t/m 2 .

I —Höhe der Zyfinderscha/e

Px = 0 ,
allein auf den angeström¬
ten Teil der Oberfläche
verteilt . Wenn auch nach
der gegenwärtigen physi¬
kalischen Erkenntnis an
der Oberfläche der Schale
ein vollständig anders¬
geartetes Kraftfeld ent¬
steht , so begnügt man sich
doch mit diesen einfachen
Ansätzen , solange die
Spannungen aus Wind nur
einen geringen Bruchteil
der zulässigen Beanspruchung
des Baustoffes ausmachen .
Dies gilt zunächst erfahrungs¬
gemäß allein für die ebenen
und räumlichen Stabwerke
des Brücken - und Hochbaues ,
während die Spannungen in
Schalen wesentlich von der
Druckintensität pw und von
der Verteilung p z {ct , ß ) des
Strömungswiderstandes ab-
hängen . Diese muß , falls ein¬
fache Ansätze vorgeschrieben
werden sollen , nach S . 748 im
Bereiche der Schalenoberfläche
stetig sein , auf Grund von
Beobachtungen antimetri¬
schen Charakter erhalten und
mit dem Staudruck pw der An¬
sätze ( 11Ö7 ) oder ( 1108 ) an¬
genommen werden . Die Inte¬
gration liefert ebenfalls einen
Strömungswiderstand des Bau¬
körpers , der aber nicht mit
den Versuchsergebnissen an
ähnlichen Körpern im Wind¬
kanal oder mit dem Strömungs¬
widerstand nach ( 1107 ) oder
( 1108 ) verglichen werden kann .

Die Bedingungen für p z (c/. ,ß)
werden am einfachsten durch
die Gleichungen ( 1108 ) mit
0 ^ ß ^ 360 ° erfüllt . Um eine
in ß quadratische Druckver¬
teilung im Sinne der bau¬
polizeilichen Vorschriften als
stetige antimetrische Funktion zu verwenden , wird der Ansatz ( 1107 ) für 0 sS ß 5S 90 °
mit + cos 2/? , für 90 ° £S/ ? £i 180 ° mit — cos 2/? als Fouriersche Reihe entwickelt .

p„ ~ 0,1W t/m 2

Abb . 772 . Windgesetz und Meruliauschnittkraft für eine Zylinderschale (/ , r ).
- -- Windgesetz (1111 ) nach den Göttinger Versuchen .
- Quadratisches Windgesetz (1109 ).
- Antimetrisches Windgesetz ( 1103 ). *



750 80 . Membrantheorie für Rotationsschalen mit stetiger Belastung p (a , ß) .

Pz = Pw sin2 a cos2 ß = pw sin2 a (0,8493 cos ß + 0,1699 cos 3 ß — 0,0243 cos 5 ß
+ 0,0081 cos 7 ß - 0,0037 cos 9 ß ± ■• •) . (1109)

Ein ähnliches Ergebnis wird von F . Dischinger auf andere Weise erzielt . Es be¬
steht aus zwei Gliedern und lautet

Pz — Pw sin2 a (0,85 cos ß + 0,15 cos 3 ß) . ( 1110 )
Der Ansatz ist in der Reihe ( 1109) enthalten , die also die Spannungen aus einem in
ß quadratischen Windgesetz namentlich mit Rücksicht auf die schlechte Konvergenzder zur Spannungsberechnung notwendigen abgeleiteten Funktionen besser wieder¬
geben würde , wenn der Ansatz physikalische Bedeutung hätte .

Die Voraussetzungen zur Berechnung der Spannungen in kreisrunden Zylindernsind im Gegensatz zu diesen unzuverlässigen Annahmen durch die Versuche der
Aerodynamischen Versuchsanstalt Göttingen beim Anströmen von Gasometer¬
modellen wesentlich verbessert worden . Die Abb . 771 zeigt das Ergebnis der Druck¬
messung im Bereiche eines mittleren Breitenschnittes . Die Schaulinie ist periodisch
und läßt sich daher durch harmonische Analyse in eine trigonometrische Reihe
entwickeln , die mit Rücksicht auf die schlechte Konvergenz der Spannungsberech¬
nung mit 6 Gliedern angeschrieben wird .

Pz = Pw ( - 0,655 + 0,280 cos ß + 1,115 cos 2 ß
+ 0,400 cos 3/3 —■0,113 cos 4/3 — 0,027 cos 5/3)

p w = 0,150 t/m 2 ,
p z =z — 0,098 + 0,042 cos ß + 0,167 cos 2/3

+ 0,060 cos 3 ß - 0,017 cos 4 ß - 0,004 cos 5 ß .

und mit
( 1111 )

Die Zahlenrechnung läßt sich durch die gemessene Druckverteilung (Abb . 771 )
nachprüfen . Ein Vergleich der einzelnen Windgesetze für den Kreiszylinder (Abb . 772)
zeigt nicht allein in der Druckverteilung , sondern auch im Spannungszustand
grundsätzliche Unterschiede , die auf die Brauchbarkeit der Ansätze ( 1107 ) und
( 1108 ) für doppelt gekrümmte Schalen schließen lassen .

Dischinger , F . : Schalen - und Rippenkuppeln . Handbuch für Eisenbetonbau . Bd . VI ,2 . Kapitel . Berlin 1930 .

a) Die Kugelschale . Die Kugelschale wird als geschlossenes oder als offenes
__ _ J_ __ Tragwerk verwendet und dabei durch einen oder zwein Breitenschnitte a 1 ; a 2 begrenzt (Abb . 773) . An den Rändern

sind in der Regel Ringträger vorhanden , da hier nach S . 748
nur tangential gerichtete Kräfte ohne Störung des Membran¬
zustandes in die Schale eingetragen werden .

Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (1094) lauten
für die Kugelschale mit Ra = Rß — a , ra — a sin a folgender¬
maßen :

Abb . 773.

{N aß sin «) + p x a sin oc+ N cosa +

sin « ) ~ N ß cos a + + Py « sin a = 0 ,

Sie lassen sich
N a + Np + ap z = 0 .

mathematisch vereinfachen .
1 0N , + 22Va/? ctgasin a dß

1 dN ,+ (Na — N „ ) ctg a + sin a dß
N a + Nff + ap e = 0 .
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Bei rotationssymmetrischer Belastung sind die Ableitungen nach ß Null . Das
Gleichgewicht der inneren und äußeren Kräfte wird dann durch drei simultane
totale Differentialgleichungen beschrieben . Aus diesen folgt , daß

N aß = r^ j ^ sin 2 ocrfa + Cj , N ß = - N a - p z a ,

N « = ~
^ I^ J (A + A ct ga ) sin 2 (X <7a +

Bedingung für C2 bei geschlossener Kugelschale :

( 1114 )

« = 0 : ( 1115)

( 1116)

Bedingung für C2 bei offener Kugelschale :
a = ocj : N a = 0

oder einem vorgeschriebenen Betrage .
Ist p x = 0 , so wird N aß = 0 .
Die Gleichung (b ) in ( 1094 ) kann bei rotationssymmetrischer Belastung durch

die Bedingung für das Gleichgewicht aller senkrechten Kräfte oberhalb eines Breiten¬
kreises a ersetzt werden (S . 745 ) Sie liefert N a . Damit ist auch N ß bestimmt .

Zur Beschreibung des Verschiebungszustandes i genügt bei rotationssymmetrischer
Belastung nach S . 747 die Vergrößerung Ar a des Breitenkreises ra und die Ver¬
drehung ß der Meridiantangente .

A ra — ~ {Pz a + N tt ( 1 + fi ) ) ,
( 1117)

# = A [ W « - N ß) f 1 + (*) ctga + ^ {}iN a - N ß)] = ~ [P '
Z ~ (1 + p ) P v\

Die offene Kugelschale mit rotationssymmetrischer Belastung .
Für a = a x ist N a Null oder ein vorgeschriebener Betrag N a j, .

Schnittkräfte für Eigengewicht g der Schale (Abb . 774 ) .

N a = ~ ag
COS CCi— COS GC N .

/cos a, — cc
üg - - K—° V sin*2 a

— cos oc

Q» £Ar « = Eh sin rcosai — cos a .
“1a

L
—

sin^
— ( 1 + ^ - C0Sa J '

ß = Eh (2 + fi ) sin a .

(1118 )

-ag cos a -f +ag cos a , yifngtjcoscc,
Abb. 774 . Schaulinien für Eigengewicht .

■+--f -C0S «y
Abb. 775. Schaulinien für Schneelast .

Schnittkräfte für Schneebelastung p s , N a>1 = 0 (Abb . 775 ) .

N „ = - N ß = ( l — — 2cos 2 a ) ,

Ar„ = d2 pe sin a
"eT

ap .

¥ [(1 - -5bv) <1 + ' ‘> - 2 “ s* 4
& = — — (3 + ft ) sin a cos a .

( 1119)
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Schnittkräfte aus der Belastung Gh = 2 n a P sin a x durch die Laterne und den
Latemenring . N Xil = — P/sin a. 1 (Abb . 776) .

AL -AL _ p smgi j JPtt . \ orrJy == £ ä <1 + ^ ä
sinax
sin a J 0 = 0 . ( 1120 )

Äußere Kraft H zur tangentialen Eintragung der Laternenlast P : H = P ctg av
Längskraft im Laternenring NL = — Pa cos .

Die geschlossene Kugelschale mit rotationssymmetrischer Be¬
lastung . Für a = 0 ist Na = Nß .

Abo . 776 . Schaulinien für Laternenlast . Abb . 777 . Schaulinien für Eigengewicht .

Schnittkräfte für Eigengewicht px = 0 , p v = g sin a , p z

N cc 1 + cos a ’ AL — — —— ( 1 — cos a — cos2 a ) ,p 1 + cos a 1

= g cos a (Abb . 777 ) .

A ^ = 0 . ( 1121)

Die Längskraft A’
a in Richtung des Meridians erzeugt für alle

Winkel a zwischen 0 ° und 90 ° Druckspannungen .
‘Das Vor¬

zeichen der Lärigskraft AL wechselt bei a = «* . AT^ erzeugt
für alle Winkel a > a* Zugspannungen . Der Breitenkreis a*
mit dem Spannungswechsel Nß = 0 ist durch die Bedingung
( 1 — cosa * — cos2 a *

) = 0 bestimmt , so daß a * = 51 ° 50' .

a = 0 : N a = Ng = - ^ .

Um den senkrechten Auflagerdruck der Schale tangential zu¬
zuführen , ist eine waagerechte Kraft H = N a 2 cos a 2 notwendig .
Sie erzeugt den Ringzug (Abb . 778)

ist

S = Ha sin a., . Mit H = a g . ^
°S

——
2 * 1 + COS a 2

^ _ a 2 g sin 2 cc.>
2 1 + cos a2

( 1122 )

Verschiebungszustand für Eigengewicht nach Abschn . 80 :
a g 1 -f- fj, ( 1 — cos cc — cos 2 a ) _ a g 1 — cos a — cos 2 a + fi

e“ Eh 1 + cos a ’ E h 1 + cos a ’

^ tß Pa fj !
2 — cos a — cos 2 a

1 4 - cos a ’ A =* a2 g {1 + p)

r ( /Lc a A*a c:.0 dx = | cos _
f- 1 + C 1

!J sin a L v ' 1 + cos a |
1

und daher nach ( 1103 )
^ — sin cc[a ( ln (1 + cos . ) -

, + („7 » ) + ^ ]
~ApC l cosa .

(1123 )

( 1124)
w = A cos « pn (1 -f- cos « ) + j

—

Die senkrechten und waagerechten Komponenten t , A ra der Verschiebung sind mit
Abb . 779 nach S . 753

/ = w cos a -j- v sin a , dr a = — w sin a v cos a . ( 1125)A ra = — v! sin a -(- v cos a .



Die Kugelschale . 753

Für a = a 2 wird v = 0 , so daß Cl berechnet werden kann .

so daß
Q =

V =

w =

A r . =

# =

Tin ( 1 + cos a 2) — -- 1 ,L 1 + cos otj I

, . f . 1 + cos a , 1 1 1dsm « ln —- 1 -- ,L 1 + cos a 2 1 cos a 2 1 + cos aj
a 1 + cos a 1 1 1 .^dcosa ln —[- h —- b —-- — A ,

[ 1 + cos a 2 1 + n 14 “ cos a 2ja2 g ■ f 1 + fl \w-r sm a ~{ ;— -- cos a ,Eh \ 1 + cos a J
ag'
Eh (2 + /x ) sin a .

( 1126 )

Die senkrechte Verschiebung w0 des Scheitels (a = 0 ) ist

*• = A +
(l + La, )

- lid ' ( 1127 a)
Sonderfall a 2 = 90°

» o = < = P h ( 1,69315 + 0,69315 „) , A r *
2 J | ( 1 + & ( 1127b)

Eine gleichförmige Erwärmung der Kugelschale um t ° erzeugt
Ar a — a t tasmoi , # = 0 . (1128 )

Abb . 779.

Schnittkräfte bei Schneebelastung .
(Abb . 780) .

Px — 0 , p y = ps sin a cos a , p z — ps cos2 a

N ß — — ~ cos 2 a . ( 1129 )
Bei a > 45 ° entstehen daher Zugspannungen aß

Die waagerechte Verschiebung beträgt
, a 2 p, . 1 1 + MAr ° = Th smci {

~T ~ — cos2
( 1130 )

und die Verdrehung der Meridiantangente
& — — (3 + ^ sinacosoc . (1131 )

Abb. 780. Schaulinien für Schneelast . Abb. 781. Schauliuien für Wasserauflast beim
Stützboden .

Wasserauflast bei Verwendung der Kugelschale als Stützboden eines Behälters
(Abb . 781 ) .

Px = 0 , A , = ° « Pz ~ Pw ~ 7 a {~
a
— cos ,

N a = — - [ J (y . — cos oc
'

j sin tx cosocdoc +

= — ■ya
„ sin2 a + 2 cos 3 oc + 6 CX1 .6 sm 2 ul « J

Da für a = 0 endlich ist , wird die Klammer Null und daher 6 Cx = — 2 .
Bi'ycr , B.iu . t .Uik , 2 Autl . 2 . NcmlriKk 48
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A7, . j£ (3 L _ 2 ! z^ ü
6 \ a sm 2 a

zJy„ = y as

GEH sin

N f = - ?£ - (3 ^ - - 6cosa + 2

a ^3 ( 1 — fi) ~ — 6 cos oc -f - 2 ( 1 + fi)

1 — COS3

sin 2 a
J .— rns3COS3 OL]

r2 a J

( 1132 )

0 = ? Eh Sma -

Wird die Kugelschale nach Abb . 782 als Hängeboden eines Wasserbehälters ver¬
wendet , so erhält die bezogene Kraft g unter Beibehaltung des Koordinatensystems
in den Ergebnissen (1121 ) bis (1127 ) das negative Vorzeichen .

Schnittkräfte durch Wasserauflast bei Verwendung der Kugelschale als Hänge¬
boden eines Behälters (Abb . 782) .

A , = o » A = o , a = + c°s «) ,

* a = (3 1 + , V , = 4 (3 i + 6cos « - 2
* 6 \ a sm 2 a / p 6 \ a

Zl r „ = 7~ -r sin a [

~
3 ( 1 — fi) - - + 6 cos a — 2 ( 1 + fi)yad

6EÄ
ya2

sm ^ a
1 — cos 3 a

§ = Vr sm « ■Eh

( 1133)

Abb . 782 . Schaulinien für Wasserauflast
beim Hängeboden .

Aus der Ableitung an einem Spiegelbild der
Abb . 782 folgt , daß # im Gegensatz zu ( 1132)
bei Rechtsdrehung der Meridiantangente
positiv ist .

Die Kugelschale mit einer vom Meri¬
dianwinkel ß periodisch abhängigen Be -
1 astung . Die allgemeinen Differentialgleichungen
( 1101 ) für das Gleichgewicht der Kräfte an
einer Rotationsschale lassen sich für i ?a = Ä

/S
— a

folgendermaßen vereinfachen :

dN a ß n + 2A7'a )Sn Ctg « + ; = — a X sin (*
‘

d a

^ + 2 N an ctga + ^ N aßn = - a [ Yn + Zn ctg « ) .
(1134)

Sie enthalten die Unbekannten in symmetrischer Form , so daß daraus neue Un¬
bekannte U1 — Nan + NX ß n , U2 = Nan — Naßn gebildet werden , die sich nach
H . Reißner auf Grund bekannter Regeln unabhängig berechnen lassen .

dUi
da .

-1- XJ1 (2 ctg a +
n \

sin a /

+ U2 {2 ctga - r^—
da 0 sm a

= + a (x n ~ Y„ +

n -f - cos a

— cos a v
( 1135 )

Bei Windbelastung ist ßx = 0 , fiv = 0 , p z = Jß Zn (a ) cos nß . Der auf jeden Schalen¬
sektor von der Winkelbreite njn entfallende Anteil bildet eine Resultierende . Je
zwei sind einander symmetrisch oder antimetrisch zugeordnet , je nachdem n eine
gerade oder eine ungerade Zahl ist . Sie geben geometrisch addiert eine senkrechte
( kF „ ) oder eine waagerechte Kraft ( Wh) , deren Wirkungslinie die Drehachse im
Schalenmittelpunkt schneidet (Abb . 783 ) .

Sonderfall Zn (a )
' = p sin a , n = l . Die Spannungsverteilung ist durch einen

Nullmeridian ausgezeichnet .
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a) Lösung der Differentialgleichungen (1135 ) . Die Gleichungen haben die Form
dU i TT-
J

- + U cp ^ W .

Die Substitution <p = <p
'l<p führt auf

(p U' + Ucp
' = cpcp , <pTJ = J cp cp da. C .

Durch Integration folgt

J cp da. = a = ln cp . = e "

und damit die Lösung
U = cpe

hä « da + C\ .
Die Integrationskonstanten ergeben sich aus der Bedingung , daß für a = 0 die
Schnittkräfte und damit auch U1 und U2 endlich sind . Die Integration bietet keine

Schwierigkeiten ; die Lösung lautet (Abb . 785)

L

Abb . 783. Abb. 784. Windlast pz =-P sin a cos ß . Abb . 785. Schaulinien für Windbelastung
pz = p sin a cos ß .

\ T _ P Q> COS OC « | n \ QiVa = - . .. (2 — 3 cos a + cos3 a) cos B ,a 3 sin 3 a v ' r

A'
« /; = - ^ —!ra (2 - 3 cos a + cos 3 a ) sin ß ,

Nß = -j- 4c - —4 (2 cos a — 3 sin2 a — 2 cos4 a ) cos ß .o sin oc

(1136 )

b ) Unmittelbare Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen (Abb . 783 u . 784) .
a -i/2

Wh = 4pa 2
J sin3 a ^ a J cos2 ßdß = (2 — 3 cosa + cos3 a ) .
ü o

Gleichgewicht aller äußeren Kräfte gegen Drehen um eine Achse ß * = n \2 in der
Ebene des Breitenkreises :

7112

Wh a cos oc + 4 Nal a 2 sin3 a / cos2 ßdß = 0 ; daraus N a nach (1136) .
o

Gleichgewichtsbedingung ( 1113 ) :

Nß = N ßl cos ß = — (pa sin a + Na ß cos ß ; daraus N ß nach (1136) .
48*
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Gleichgewicht gegen Verschieben durch Wh und durch die Komponenten der
Schnittkräfte .Ya , X xß in Richtung Wh \

,t 2 .t 2

TT
'
a — 4iYa , a sin y cos y f cos2 ßdß + 4: N 0: ßl a sina / sin 2 ßdß = 0 ,

U 0

daraus N aß nach ( 1136 ) .
Reiüner , H . : Spannungen in Kugelschalen . Müller -Breslau -Festschrift S . 192 . Leipzig 1912.

_ Pasternak , P . : Die praktische Berechnung biegefester Kugelschalen usw . Z . angew . Math .
Mech . 1920 S . 1 .

b ) Die Kegelschale . Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen für die
äußeren Kräfte am unteren differentialen Abschnitt der Fläche erhalten mit Rß = co ,

Abb . 786 .

Rß dy dy , ra r z = y cos a , A'
a

folgende Form (Abb . 786 ) :
N , Xa-ß

■N y ß

y -

ox „
Oy

0Nul
Oy % N vß +

i a .v,

. (N y
- N e ) +

cos a dß
1 dKyß

VPx = o -

+ ypy = ü ,cos a Oß
N ß + ypz ctg a = o

( 1137)

d ( y 2)
dy

= - y2 Px

Rotationssymmetrische Belastung : Die Ablei¬
tungen nach ß sind Null , so daß die Schnittkräfte un¬
abhängig voneinander berechnet werden können .

^ = - ypv - ypz ctg « . N ß = — yp . ctg y . ( 1138 )
px = 0 : N yß = 0 .

Ableitung von N y aus dem Gleichgewicht der äußeren Kräfte an einem durch den
Breitenkreis r . begrenzten Schalenabschnitt . Das obere Vorzeichen der Schnitt¬
kräfte gilt für die gestützte Kegelschale , das untere Vorzeichen für die hängende
Kegelschale . Der Tragring der gestützten Kegelschale wird gezogen , derjenige der

hängenden Kegelschale gedrückt .
N v = -Fs — = T - 2-ö - . ( 1139)2jrr * sina Ttysmza

Verschiebungszustand bei rotationssymmetri¬
scher Belastung

r —►r + A rz
rz

E
~
h

y cos a
Abb . 787 . Schaulinien für Eigengewicht .

ctg a r
~E

(N ß ~ v N v)
'■

(N ß - pN, ) ,

( 1140 )

d fr [ ( 1 -r M ) (-V , - Nfi ) - y J ~
y (Nß - ft iV, ) ]

( 1141 )= ~
KT LCtg a

0
~
y

A ) - t* yPv + N v j ■

Eigengewicht einer geschlossenen Kegelschale mit gleichbleibender Wanddickc h
(Abb . 787 ) .

p z = g cos y , p y = g sin a , G = nr z yg ,
r - gZ

Ar , 2E h sin 2 a

Nß = Tgzctg > ct ,

Priv (2 cos2 a - ^ , 0 = T [ i + f* - ( 2 + f* ) cos2 a ] .

( 1142 )
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Zur Berechnung der Schnittkräfte aus Schneelast wird g = ps cos « eingesetzt .Waagerecht abgeglichene Auflast (Abb . 788 u . 789) :
G = r * ' lV ± ! « ) . » , - =F ?

i, £ (3/±2 2) .

'4 >'- = :’: | £ l ^ [(/±, ) - | (3/ ± 2 . )] , (1143 )

i? = ± Zl £°l 2 “ f3 , , 8 \V ^ Eh sin » a V.2^ ± 3 ZJ -

Eigengewicht (g) einer offenen Kegelschale (Abb . 790)

g * ctg a

(x — (2 + fi) cos2 a —
2̂ z* y

(1144)

Abb. 788. Schaulinien für Auflast bei der auf¬
gestützten Kegelschale .

Abb . 789. Schaulinien für Auflast bei der aufgehängten
Kegelschale .

Offene Kegelschale mit Kopfring und Ringlast G0 (Abb . 791 )
G0N „ 2 jij cos a 1 N ß = 0 ,

Ar = . ^ _2 2 n E h sin a ’
1

Eh 2 7i z sin a

(1145 )

i—

Abb . 790. Schaulinien für Eigengewicht . Abb . 791. Schaulinien für Ringlast .

Periodische Belastung . Entwicklung als trigonometrische , nach ganzen Viel¬
fachen von ß fortschreitende Reihe . Die Koeffizienten sind Funktionen von z .

px =- 2X n smnß , p v = 2Y n cosnß , p „ = j ;Zn cos-nß , n = 0,1 . . . oo .
Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen ( 1113 ) werden durch den Ansatz

Ny = ^ Ny n cos n ß t Ne = 2N en cosnß , N yll = 2JN v/ln smn ß
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erfüllt , wenn die allein von z abhängigen Funktionen N yn , N ßn , N yßn den folgenden
beiden simultanen totalen Differentialgleichungen genügen .

dN yßn 2 „
dy

"r y 'vßn + x n + -~~ z n” sin a “

Außerdem ist
j -

y (y N ^ ) + ^ N .vßn ' y¥n

= 0 ,

yZ n c tga = o .
( 1146 )

Nßn = - yZ „ ctga .

Darnach kann N yßn unabhängig von den beiden anderen Schnittkräften aus ( 1146 )
berechnet werden . Die allgemeine Lösung dieser linearen Differentialgleichung ist
bekannt (Hütte 26 . Aufl . Bd . 1 S . 101 ) , so daß N yn mit N yßn durch eine einfache
Quadratur gefunden wird . Die beiden Integrationskonstanten sind durch die Rand¬
bedingungen bestimmt . Die Lösung liefert die Schnittkräfte aus der Windbelastung
eines Kegeldaches mit px = 0 , p y = 0 , p z = J£ Z n cos nß .

Lösung für Zn = Z„ (y) = const .
41Vyßn . 2

Nŷ cosßsina
Abb . 792.

dy
■N .vßn ' ^ — 0 ,sin a

^ v ßn ^
-J>

ä (yN vn)
dy + ^ (? - £ i ) + ^ * cts a = o ’

nZ n y_
sin a 3 ’

, T „ n2 — 3 cos 2 a . nC 1 C2N y „ — Z„ y -=—:- — ö- - .vn nz 6 sin a cos a y 2 cosa y

Damit für y = 0 die Schnittkräfte endlich bleiben , ist Cx = 0 , C2 = 0 .
Zn z n2 — 3 cos 2 aN — —* 6 sin 2 a cos a

cos n ß ,

Nß =

Nyß =

r, etg a 0■Z„ z —~ cos nß ,sin a
n Z- z
3sin2 a sin n ß .

(1147)

Der Ansatz ( 1147 ) für die Schnittkräfte zeigt , daß die Längskräfte N v , Nß in n aus¬
gezeichneten Meridianebenen Null und die Schubkräfte gleichzeitig Grenzwerte

sind . Der Spannungszustand ist durch drei Funk¬
tionen N vn , N ßn , N yßn bestimmt , die ' auch aus
den drei Bedingungen für das Gleichgewicht der
äußeren Kräfte berechnet werden können , die an
einem Schalensektor njn angreifen , der durch
einen Breitenschnitt z begrenzt ist . Die aus der
Belastung herrührenden Kräfte schneiden sich
auf der Drehachse . Sie sind bei einer geraden
Zahl n symmetrisch , ihre Resultierende senkrecht ,

A dagegen bei einer ungeraden Zahl n antimetrisch ,
so daß eine waagerecht gerichtete resultierende
Kraft entsteht . Die Untersuchung kann in beiden
Fällen auf den halben Sektor beschränkt werden .

Lösung für px = 0 , pv = 0 , p z = p sin a cos ß (Abb . 793 ) .

■>0,38Spẑ

Abb . 793 . SchauJinien für Windbelastung
p sin et cos ß .

Waagerechte Resultierende der äußeren Kräfte (Abb . 792) .
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71
2 y 2 v

W = 4
^ J -̂ sinoccos ßdyr z dß = 4/ > sin2 acosa/ / ycos 2 ßdydß = ^ fiz2

2 V
r /

o o
45cos a .

2 y

w - (z - e) = 4J J A sin a cos ß —^ rz dydß = nß y*
si 2ysin a cos a , (z — — — .' ' 3 sin a

u u

Gleichgewicht aller äußeren Kräfte gegen Drehen um eine Achse ß * = ~ in der
Ebene des Breitenkreises .

TZ
2
"

^ = 4 / cos /3 sin y. - r z cos ß - r z dß , N = .- ~ 1^ - — i _“ cos ß .X u 1 1 * 1 y n sin rt r .os <v r

Gleichgewichtsbedingung (1137 ) .

Nß = — ß z ctg a cos ß .

Gleichgewicht gegen Verschieben in der Richtung W

4 J N y cos a cos ß • r z dß + 4 / N v ßl sin 2 ß - r z dß — W — 0 ,

3 sin a sinß .

c) Die Zylinderschale . Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (1137 ) der
Kegelschale vereinfachen sich mit r = a = const und a = 90 ° . Sie lauten

dy 0 ,
öiV

&ß ■a ^ + af v = 0 , N, + « 0 f = O , ( 1148 )

so daß die Schnittkräfte N ß , N yß , N v in Verbindung mit zwei Integrationskon¬
stanten der Reihe nach berechnet werden können . Diese sind durch die Rand¬
bedingungen bestimmt .

N ß = - p z a , N y ß = J
*

(jjj — Px
'
jdy + C1 (ß ) ,

N ,
dlh
dß2

dp*
dß ) dy +

dC t (ß )
dß

dy + C2 (ß ) .
( 1149 )

Die Formänderung der Zylinderschale ist den Verträglichkeitsbedingungen zwischen
den Komponenten u , v , w des Verschiebungszustandes und den Komponenten
e„ , £ß , yVß der Verzerrung eines differentialen Abschnitts unterworfen .

dv du w dv du

so daß
dy ' a dß a ’ ^ y ß a dß

~̂ ~
dydß ‘ dy ’

du
W — 7777 - US

dß ß '

( 1150 )

» = l ^ydy + c 3 (ß ) , u ^ S {yvß ~ Sß ) dy + c

Die Dehnungen sv , sß und die Winkeländerung y yß sind durch das Elastizitätsgesetz
bestimmt ( 1104 ) . Darnach ist

ev ~ Wh (Ny ~~ Nß) ’ eß ~ Eh ^ ß PN y) , Yyß Eh N,yß - ( 1151 )
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Rotationssymmetrische Belastung . Die Ableitung der Funktionen der Schnitt¬
kräfte nach ß sind Null , so daß nach ( 1148 ) folgender Ansatz verwendet werden kann .

dN,yü
dy

+ Px ~ o ,
dN ,
dy

- w = Aa = m (N iß '

+ pv — 0 ,

flNy ) ,

Nß + ap z — 0 ,

■& — dw/dy .
( 1152 )

Schnittkräfte aus dem Eigengewicht g einer Zylinderschale mit Aufbau (Ge¬
wicht G0 , Abb . 794)
N „ — — gy — > N ß

= 0 , = ~ p {a VS + f ^) > Eh & = - pag . ( 1153 )

Bei den folgenden Belastungsarten ist die Meridianschnittkraft N v Null .
1 . Wasserfüllung mit p z = — yy -

N ß
= yy a , Ehw = — yya 2 , E h & = — y a2 .

2 . Silodruck nach S . 14 mit p s
— ps t max ( 1 — e~ vlvo

) , p z —

N ß = ap s , Ehw — — a2 ps , E h & = — ps max ~ e~ vlvo . . ( 1155 )
3 . Erddruck nach S . 9 mit e = ye tg 2

(45 — 99/2 ) , p z — e ( y + q/ye) :

ihr

\
\
\
\
\

V

\

rii _

- Ps -

Abb . 794.

N ß = — ae (y + q/ye) , Ehw = a2 e ( y + q/ye ) ,
4 . Temperatur und Schwinden :

w — — a. t ta , & = 0 .

E h & — a.2 e ~ ( 1156 )

( 1157)
Periodische Belastung . Entwicklung als trigonometrische , nach ganzen Viel¬
fachen von ß fortschreitende Reihe . Die Koeffizienten X n , Yn , Zn sind Funktionen
von y .

Px = 2J X n sinn ß ’ Pv = 2Y n cosnß , p z = £ Z n cosn ß . ( 1158 )

Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen ( 1148 ) werden durch den Ansatz

N y = J£ N yn cosnß , N ß
= 2 ! Nßn cosnß , N yß = 2N yßn sm. nß ( 1159)

erfüllt , wenn die allein von y abhängigen Funktionen N yn , Nßn , N yßn den folgenden
beiden simultanen totalen Differentialgleichungen genügen.

dN yßn
dy

+ X n + n Zn — 0 ,
dN„

dy
~ AI~
ä N yß n + Y« 0 ,

( 1160 )
Nßn + aZ n — 0 .

Berechnung einer Zylinderschale (Abb . 795 ) .
(Kühlturm im Kraftwerk Golpa - Zschornewitz .)

Geometrische Abmessungen .
a = 16,7m , l = 32,0 m .

Belastung . Windgesetz ( 1111 ) der Göttinger Versuchsanstalt mit p „ — 0,200 t/m 2 .

p x = 0 , p, = 0 , p z = S Z n cos nß = — 0,131 + 0,056 cos ß + 0,223 cos 2 )5 + 0,080 cos 3/3 .

Lösung der Differentialgleichungen ( 1160 ) .
X n = 0 , Vn = 0 , Z n — const .

Ny ß n = ~ n % n (V -\ ~ Cl ) ■

Nyn = ^ (
:
2

" + Cl V + ^ '

N ßn = - aZ „ .
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Für y = 0 ist N vn = 0 , N vßn = 0 , daher C x = 0 , C 2 = 0 .

iV i/ = Sn 2 Z n cos n ß ,za r

N fi = — a 2 z n cps n ß ,
N vß = — y Sn Zn sin n ß .

Schnittkräfte und Trajektorien der Hauptspannungen sind in Abb . 795 u '
. 796 dargestellt .

^ JTTF

8.86t/m

(verzerrt )

Druck
Wmdgesefz

Sog

ß - 0 ß - sc
Abb. 796.Trajektorien im abgewickelten Zylindermantel .

d ) Der Schalenrand . Ein Längsspannungszustand
kann sich auch bei stetiger Krümmung der Mittelfläche ,
bei stetiger Änderung der Wanddicke und bei stetiger
Belastung der Schale nur dann ausbilden , wenn die
äußeren Kräfte am Rande in Richtung der Meridian¬
tangente eingetragen werden , ohne daß die Form¬
änderung des Längsspannungszustandes infolge Be¬
lastung und Temperaturänderung durch die Stützung
oder den biegungssteifen Anschluß anderer Bauteile
gestört wird . Diese Bedingungen lassen sich nur bei
Schalen mit senkrechter Endtangente erfüllen . Der
Meridian wird dabei zum Halbkreis , zur Ellipse , Zy¬
kloide , Parabel oder zu einem Korbbogen mit annähernd
stetiger Änderung der Krümmung (Abb . 799) .

Um Schalen ohne senkrechte Endtangente abzu¬
stützen oder senkrechte Lasten in den oberen Rand
offener Schalen einzuführen und Schalen in einem
Breitenkreis mit unstetiger Krümmung zu verbinden ,
sind Ringträger notwendig , deren Längskraft an den
Unstetigkeitsstellen das Gleichgewicht der inneren
Kräfte herstellt . Sie lassen sich auch zur Eintragung
von Einzellasten verwenden , die als stetige Funktionen

des Winkels ß vorgegeben sind . Längskräfte in Ringträgern bei rotationssymme¬
trischer Belastung (Abb . 770) .

Druckring :
Qi

Abb . 795.

z> =
2 71Ctg * ! .

Zugring :

Z = + f ” Ctga 2 , ( 1161 )

Zwischenring k zwischen zwei Meridianabschnitten mit den Tangenten - f \ afö
winkeln a[?\ a{.

“ >
(Abb . 797 ) .

' Y

Sk
Q* ctgalf ) . ( 1162) Abb . 797
2 -j (ct§ aiK)

Störungen des Längsspannungszustandes werden jedoch hier nur vermieden , wenn
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die Ringdehnung eß der Schale mit der Dehnung eß des Ringträgers übereinstimmt ,
also für oc -> a 2 (Abb . 798) .

Es ß 2 jß {Nßz iM Ara2) — Ee ßt — ^
y2 » cos a 2 fj, .Va ., sina ä

b .

~ + 1*
h , h .
p- r 2 cos oc2 + pt -j - sin a 2 .

Abb . 798 .

. 2 - - ,~ 2 , ( 1163 )
Ein Zugringträger kann daher nur unterhalb der Bruchfuge der Schale
angeordnet werden (Nß2 > 0 ) , so daß flache Kugel - oder Kegelschalen
nach F . Dischinger einen Übergangsbogen zum Ringträger erhalten
müssen , in welchem ein Teil des Bogenschubes durch Ringkräfte
aufgenommen wird . Diese sind nach ( 1097 ) um so größer , je kleiner
der Krümmungshalbmesser Rß der Kurve und damit auch die Länge

des Übergangsbogens wird . In der Regel nimmt die Krümmung mit dem Winkel oc
-stetig zu , um auch die Wanddicke h der Randzone gegen den Randträger allmählich
vergrößern zu können . Die Bedingung ( 1163 ) kann dann durch Veränderung von
h , F 2 oder oc2 erfüllt werden ( s . S . 765) .

Der Übergangsbogen leistet auch bei offenen Schalen gute Dienste , wenn an dem
oberen Rande das Eigengewicht einer Laterne aufgenommen werden soll . Die Dehnung ^
der Schale ist nahezu Null , während die Dehnung eß des Ringträgers sehr groß wird .

e) Rotationssymmetrische Schalen mit beliebiger Meridiankurve . Neben
der Kugel - , Kegel - und Zylinderschale werden zur Lösung von Bauaufgaben noch

M- - -1 l* OlXCW.ra = ■— y&2 — z 2 = - -j- ,
0 (a 2 sin 2 a -f- b 2 cos 2 a )

“

Abb . 799 a . Ellipse .

a 2 b2

(a 2 sin 2 a -f b 2 cos 2 a ) 7 «
’

d r , a z
ctga = -

T7
= - -

>v
- -

) b 2

x = — (<p - sin tp ) ,

° — ~
2

~ ' ra ~

z = — ( 1 — cos <p ) , 0 <p < 180 0 ,

• (2 a + sin 2 a ) , Rß = 2 / cos a ,

Abb . 799 b . Zykloide .

Abb 799 c . Parabel .

2 pc — z2

2 P
P

f = ~f¥pc

yp 2 yp2

Rn
x

sin a ’ T

Abb . 799 d . Kettenlinie .

z — a (So)

Rn

sin <p = Tg (̂ j , COS Cp ■
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rotationssymmetrische Schalen mit einer Ellipse , Zykloide , Parabel oder Ketten -hme als Meridiankurve verwendet (Abb . 799) . Die analytische . Berechnung ihreiLängskräfte bereitet nach S . 745 keine Schwierigkeiten . Dagegen sind zur Unter -
suchung von Schalen mit beliebiger Meridiankurve noch einige Bemerkungen not¬wendig , die sich auch zur angenäherten Berechnung von Schalen mit mathematischdefinierter Meridianlime und veränderlicher Wanddicke eignen.

a) Rotationssymmetrische Belastiing . Die Schnittkräfte werden aus dem
Gleichgewicht der äußeren Kräfte an einem geeigneten Abschnitt des Flächentrag¬werks berechnet . An dem Schalenteil über einem Breitenschnitt mit dem Halb¬messer ra wirken neben der stetigen Belastung p = p x ^ - p z die Längskräfte Na .Die Schubkräfte Na ß sind Null , da Nx ß — Nß a und diese bei rotationssymme¬trischer Belastung wegfallen . Mit Qa als senkrechter Komponente der resultieren¬den Belastung und p z sin a — py cos a = p h als waagerechter Komponente der
stetigen Belastung p lauten die Gleichgewichtsbedingungen für die Kräfte an den
Abschnitten Abb . 767 nach S . 745

1 Qa
sin a 2 n

R

r„ N „ = -

N ß — N a -=-- — p z R a
d= j s KN a c°s <*-) ~ Ph G. -

Bei senkrechter Belastung ist also

AG 1 d (Qa ctg a)
2 n ds

( 1164)

( 1165) Abb. 800.

Die Schnittkräfte lassen sich daher rechnerisch oder zeichnerisch bei jeder Form
des Meridianschnittes angeben , wenn dieser mit der Punktfolge 0 . . . k . . . n in
n gleichgroße Intervalle s geteilt und der Differentialquotient ( 1165 ) durch den
Differenzenquotienten ( 1166 ) ersetzt wird.

Die Buchstaben a k bezeichnen die Winkel der Tangenten in den Intervall¬
grenzen , die Buchstaben rk den Halbmesser der Breitenschnitte k . Ihnen sind die
Kräfte (G und der Bogenschub H* = y, ./2jr - ctgoc* zugeordnet .
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Sie ergeben sich aus den drei Gleichgewichtsbedingungen der äußeren Kräfte des
doppelten Schalensektors vom Öffnungswinkel njn (Abb . 801 ) . Er wird durch Ring¬
zonen unterteilt , in denen der Meridian sich angenähert durch gerade Strecken
ersetzen läßt und besteht dann aus einzelnen abgestumpften Kreiskegeln .

Sonderfall n = 1 , fi x = p w sin a cos ß .
| Der Normaldruck auf das Flächenteilchen dF beträgt

p z dF , seine Komponente in der Windrichtung mit
dF = ra dßdzjsin a

dw = ß w ra sm <xcos 2 ßdßdz . (1167)
Für einen vollen Ring mit der Höhe dz ist daher

ß = zz! %

dW = 4 f dw = np m ra sin a dz ,
ß = o

und für einen endlichen Abschnitt Az
AW k = tzß w rk sin u.k Azk . (1168)

Die Kraft wirkt im Abstand a k vom Breitenkreis r
(Abb . 802) , so daß sich - folgende Gleichgewichts -
bedingungen für die äußeren Kräfte oberhalb des
Breitenschnittes r aufst eilen lassen .

.-r/2

Abb . 802 .

und

JX ^ Wk + 4: N al r 2 sin a / cos2 ß dß = 0 ,o
2a k AW k . .N a i = ~
n r 2 sin a,

’ “

Gleichgewichtsbedingung ( 1094) c
\ t . it tt n= N ßl cosß ,

N al cos/3 ,

N ßi = -
( / >w sina + ^ ) Ä a , N »

ß

( 1169)

(1170)

.-r/2 ?r/2

2JdW k — 41V al rcosa / cos2 ßdß + 4 N a a 1 r J sin 2 ßdß = 0 .

N „ ctga

Bruchfuge

N n Ntxgi sin ß ■ (1171)

Berechnung einer Kugelschale mit Über¬
gangsbogen für Eigengewicht .

Kugelschale : a = 23,75 m , g = 0,12 t/m 2,
Schnittkräfte nach ( 1121 ) . Bei a = 30 ° ist

N a , 0 = — 1,526 t/m , N ßt0 = - 0,94 t/m .

ßa , o
2 n

— — N a ' 0 • a sin 2 a = + 9,06 t .

Der Übergangsbogen beginnt bei a = 30 ° und ist
geometrisch durch Abb . 803 gegeben . Er wird in
Intervalle mit zla = 5° oder 10° eingeteilt . Die
Radien der Breitenkreise r aj k für die Intervall¬
grenze , ra _k , für die Intervallmitte werden der
Zeichnung entnommen . Schnittkräfte nach ( 1166 ) .

ßa , k — ßa,o “b ^ ^ ßa , i >

Zl ßa k — S sk 2 7t ra «.<,Abb . 803 .
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t „0aÄ-
Sk
m

raL, k '
m t

0a,fc/2 ^
t

ra,k
m

sin <xk ra,k sin txk
N a , k
t/m

ctg OCj.
Qm ctga *

2 n
zl (0a . it ctg ock)

2 n
*fß . >

t/m
0 3° — 9,06 n,88 0,5 5 .94 - i,53 1 . 732 — 15,70 ( - o,94 )
I 35 1,78 12,72 — 2,72 — 11,78 13 .48 0 .574 7 . 73 — 1,52 1,428 — 16,81 - I,II — 0,62
2 4° 1,38 14.03 — 2,32 — 14,10 I 4,55 0,643 9,36 - i,5i 1,192 — 16,82 — 0,01 — 0,01
3 45 0,86 14,88 — 1 .54 — 15 .64 15. 19 0,707 10,72 — 1,46 1,000 — 15 . 64 — 1,18 + 1,38
4 55 3,67 15 . 39 — 1,24 — 16,88 15,61 0,819 12,76 — 1,32 0,700 — 11,81 — 3 . 83 + 5 . 72
5 65 o .35 15 . 69 — 0,66 — 17. 54 15,81 0,906 14 . 32 - 1 . 23 0,466 — 8,19 — 3 . 62 + 10,34

Die günstigste Lage und der Querschnitt des Zugringes folgt aus ( 1163 ) mit h = 0,05 m und
hjb < 1 .

Et = (0,05 rai k cos at ) :
_

+ i“) = ^ •

k cos a& 3 ~ N a , k
91 Et

cm2

2 0,766 0,557 — 0,005 0,16 34800
3 0,707 0 .537 o ,95 1,12 4800
4 0 .574 0,448 4,34 4,51 995
5 0,423 0 .335 8,40 8,57 391
Der Zugring wird bei a = 45° angeordnet und erhält

den Querschnitt 100/50 cm . Abb . 803 zeigt die neue Lage
der Bruchfuge im Gegensatz zur Kugelschale .

f) Schalen mit Massenausgleich . Sind die
Schalen mit konstanter Wanddicke h zur Lösung
einer Bauaufgabe ungeeignet , so liegt es bei der bau¬
lichen Ausbildung eines Querschnitts mit veränder¬
licher Wanddicke nahe , auf diejenigen elastischen Ge- Abb . 804 .
bilde (Koordinaten Ra , Rß , ä oder r , s , t) zurück¬
zugreifen , die mit einer ausgezeichneten Schale von konstanter Wanddicke (Ko¬
ordinaten Ra , Rß , a oder r , s , t ) geometrisch verwandt sind , und deren Spannungen
wiederum im wesentlichen durch Längskräfte hervorgerufen werden .

Die Lösung ist bei rotationssymmetrischen Schalen mit einer Ellipse als Meridian¬
schnitt am einfachsten (f , t,l,h ) . Sie wird auf eine Halbkugelschale (r , s,t,h — const )
bezogen , die mit ihr in folgender Weise geometrisch verwandt ist (Abb . 804) :

r = r , s = s , t — y. t .

dx = dx , dy = dy j;cos2 a + x1 sin2 a , dF = ix • dy = dF ] cos2 a + «2 sin2 a . ( 1172 )
Wird dann für die Belastung g , g der beiden geometrisch verwandten Schalen nach¬
gewiesen , daßgdF = g dF , so ist auch Nßdy = Nßdy und Na dx sin oc = N a d x sin ä ,
also

N„ = N e _
1 — ,

Icos 2 a. + x 2 sin 2 a

und für die Spannungen gilt

— AT dt dy AT | cos 2 a -p x 2 sin 2 a
LV 11 AT n j - 1 ' fr“ a dVdt *

h Vcos2 a + x 2 sin 2 a
et — rr _ »_ _ 0 $ h ycos 2 a -f x.2 sin 2 a

( 1173 )

( 1174 )

Die Lösung gilt für Eigengewicht bei veränderlicher Wanddicke h der geometrisch
verwandten Schale , wenn

- - , - h
yhdF = yhdF , also h — -

} cos 2 a + x - sin - a
( 1175 )
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Die Wanddicke h stimmt also im Scheitel (a = 0 ) mit der Wanddicke h überein
und erreicht am Kämpfer a = 90 ° ihren Grenzwert h* = hjx . Die Wanddicke
nimmt also bei abgeplatteten Rotationsschalen (x < 1 ) gegen den Kämpfer zu und
bei überhöhten Rotationsschalen ( x > 1 ) ab . In beiden Fällen wird das Eigen¬
gewicht allein durch Längsspannungen abgetragen .

Dasselbe gilt auch bei Schneebelastung , da die Bedingung p s cos cndF = p s cos a AF
mit dyjdy = dFjdF erfüllt ist .

Ähnliche Betrachtungen lassen sich auch für abgeplattete oder überhöhte Schalen
mit ellipsenförmigem Grundriß wiederholen . Ihre geometrische Verwandtschaft zur
Halbkugelschale kann z . B . mit r/r = 2 , sjs = 1 , tjt = x beschrieben werden .

81 . Biegungssteife rotationssymmetrische Schalen .
Die Spannungen cra [z) , Oß (z ) usw . sind nach den Bemerkungen auf S . 744 lineare

Funktionen der Dehnungen soa - > ex , e0/S
-> Sß der Mittelfläche und der Krümmungs¬

änderung d (l/Rß ) = xa , d (l/Ra ) = Xß ihrer Hauptschnitte . Sie lassen sich daher
zu Schnittkräften zusammenfassen , von denen jedoch die Querkräfte Qßz , die
Schnittkräfte Ar

a/? und die Drillungsmomente M Xß bei rotationssymmetrischer Be¬
lastung Null sind . Der Spannungszustand ist daher in diesem Falle durch die folgen¬
den Schnittkräfte bestimmt :

Schnitt a = const : iVa , Ma , Q rzz = Qa ,
Schnitt ß = const : Nß , Mß , Qß Z = 0 .

Sie werden für cr z = 0 und h <̂ . Rß nach dem Hookeschen Gesetz ebenso wie auf
S . 747 und S . 645 aus der Verzerrung der Mittelfläche berechnet .

( H76)
B

12 (1 - /i 2)
'

Sß , xa , Xß ) des differen-

D {sß + fl Ett) ,Na — D (ea + (i Sß ) ,

Ma — — B (xa + fj, Xß ) , Mß — — B ( Xß + fi xa ) ,

\ Abb . 805.

Die Verzerrung (sa , Sß , xa , xß) des differen¬
tialen Abschnitts der Mittelfläche steht mit
den Komponenten v , w des Verschiebungs¬
zustandes (Abb . 769) nach S . 747 in folgenden
Beziehungen :

v ' — w v ctg a — wv ctg a — w

v -|- w’

( 1177)
# ctg a

Auf dieseWeise sind 12 unbekannte Komponenten des Spannungs - und Formänderungs¬
zustandes durch 9 Bedingungen miteinander verknüpft . Ihre eindeutige Berechnung
gelingt in Verbindung mit den Gleichgewichtsbedingungen für die äußeren Kräfte
an einem differentialen Schalenteil , die nach Abb . 805 folgendermaßen lauten :

{Na Ra sin a )
' — Nß Rß cos oc — Qa Ra sin a + p y Rx Rß sin « = 0 ,

(Qa Ra sin a )
' + A^a Rx sin a + Nß Rß sin a + p z Ra Rß sin a = 0 , ■ ( 1178)

(Ma Ra sin a )
' — MßRß cos a — Qa Ra RßSin a = 0 .



Die Kugelschale mit gleichbleibender Wandstärke . 767
Um diese 12 linearen Gleichungen in mathematischer Beziehung übersichtlich zulösen , wird die Querkrait Qx bei der Untersuchung von Schalen mit konstanterWanddicke h und veränderlichem Halbmesser Ra (x ) durch die Unbekannte Va= RaQa und bei Schalen mit stetig veränderlicher Wanddicke h (x) durch die Un¬bekannte Ua = Qa Rx jh 2 ersetzt . Die Wurzeln des Ansatzes lassen sich dann durch
geeignete Verknüpfung der Gleichungen allmählich ausschließen , so daß v.wei simul¬
tane Differentialgleichungen zwischen den Unbekannten V oder V und der Ver¬
drehung & der Meridiantangente entstehen , die sich durch gleichartigen Aufbau
auszeichnen . Sie lauten in Symbolen

£ (# ) + $ - F 1 (x) = - X1 U , 8 ( U ) + U - F 2 (x ) = X2 § -f 0 {<*.) , ( 1179 )
Die Buchstaben £ ( ) bezeichnen Differentialoperationen , die Buchstaben F x (x) ,F 2 (a ) bekannte , mit der Schalenform vorgeschriebene Funktionen . Die Buchstaben

smd konstante Größen , die von den elastischen Eigenschaften des Baustoffs
abhängen , während die Funktion 0 (x) mit der Belastung p y , p z der Oberfläche
verschwindet .

Die vollständige Lösung / enthält neben der allgemeinen Lösung / der homo¬
genen Gleichungen ( 1179 ) mit 0 (« ) = 0 ein partikuläres Integral J 0 des inhomogenen
Ansatzes ( 0 (a ) 4 = 0) . Dieses stimmt mit großer Genauigkeit mit der Lösung für
den Längsspannungszustand der statisch bestimmt abgestützten Schale (Abschn . 80)
überein . Daher wird die vollständige Lösung für die biegungssteife Schale durch die
Überlagerung der Schnittkräfte Nx (>, Ma 0 = Mß i0 = QX: 0 = 0 aus dem
Längsspannungszustand mit den Schnittkräften Na , Nß , Ma , Mß , Qa aus der Rand¬
störung erhalten .

Die allgemeine Lösung des homogenen Ansatzes enthält vier Integrationskon -
stanten , so daß neben den statischen oder geometrischen Bedingungen des Längs¬
spannungszustandes noch zwei Bedingungen an jedem Schalenrande vorgeschrieben
werden können .

a) Freier Rand U — 0 , Mx — 0 .
b) Frei drehbare Lagerung des Schalenrandes J rx = 0, Mx — 0 .
c ) Eingespannter Schalenrand A ra = 0 , § = 0 .
d ) Bei einer Verbindung des Schalenrandes mit anderen Bauteilen sind die

gegenseitige Verschiebung <5X und die gegenseitige Verdrehung ö2 der Anschluß¬
flächen Null .

Geckeier , J . W . : Über die Festigkeit achsensymmetrischer Schalen . Forsch .-Arb . Ing .-Wes .
Heft 276 . Berlin 1926 .

a ) Die Kugelschale mit gleichbleibender Wandstärke . Die Krümmung der
Mittelfläche ist konstant ( Ra = Rß = a ) . Dasselbe gilt von der Schalendicke h und
daher auch von der Dehnungssteifigkeit D und der Biegungssteifigkeit B (h = const ,
D = const , B = const ) . Unter diesen Umständen lassen sich durch Verknüpfung
von (1177) die allgemeinen Beziehungen zwischen den Komponenten des Ver¬
schiebungszustandes der Mittelfläche und der Verzerrung des Schalendifferentials
folgendermaßen ergänzen :

$ = (ea — £ß) ctg a. — s'
ß , d ( )ldx = { )\ (1180)

Die Schnittkräfte unterliegen den Gleichgewichtsbedingungen (1178) . Sie lauten
für Ra = Rß — a

\NS sin a )
' — Nß cos a — Qa sin a + />„ a sin a = 0 ,

( Qa sin a )
' + Va sin a + Nß sin a + p z a sin a = 0 ,

Mx - {Mß — Afa) ctga — Q* a = 0 .
( 1181 )
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Die letzte Bedingung liefert mit (1176) , also mit

Ma = — ^ ( &' + n § ctg a ) , Mß = — ~ (■& ctg a + [x &’
) ,

L (P ) — f.t & = ■&" + &' ctg a — P ctg 2 ol — fiP —

Aus den anderen beiden Gleichgewichtsbedingungen folgt

( 1182 )

N a = — Qx ctg a a F N „
aF

~ tfa - pz “

mit
dF/doL = />2 sinacosa + />„ sin2 a

und daher in Verbindung mit ( 1176 ) und ( 1180)
L (Qa ) + PQ « = Q* + Qa ctga - <?a ctg 2 a + FQx — EhP ~ a [p'

z — ( ! + /*) / >, ] . ( 1183 )

Auf diese Weise ist ein System von zwei simultanen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung entstanden , aus dem jede der beiden Unbekannten durch Wiederholung
der Differentialoperation L ( ) mit einer Differentialgleichung vierter Ordnung
berechnet werden kann . Die Partikularlösung P0 , Qx0 der vollständigen Gleichung
läßt sich nach E . Meißner für die wesentlichen Belastungsfälle angeben . Z . B . wird
bei Eigengewicht mit p v = g sin a , p z

— g cos a in ( 1183)
— a- lp '

z — ( 1 + (APv-1 = a g (2 + AO sin « .
Die simultanen Differentialgleichungen ( 1182) und ( 1183) für P0 , Qx0 werden durch
den Ansatz p 0 = A t sin a , Qa0 = A 2 sin a erfüllt , wenn

. (2 + fi ) a 3 g a * A 2
1 (1 — a**) [ 1 + 12 («/* ) 1 B ( 1 +

Damit sind P0 , Qx0 und in Verbindung mit ( 1176) auch Ma0 , M ß0 bestimmt .

M x0 = M ß0 = — — A^ l + ft ) cos a .

Diese Schnittkräfte sind im Vergleich zu dem Anteil aus den Randstörungen nach
S . 770 klein von höherer Ordnung und werden daher vernachlässigt . Mit

(?ao = 0 > Ma0 = O , Mß o = 0
stimmt der Spannungszustand der biegungssteifen Schale bei statisch bestimmter
Stützung mit dem Längsspannungszustand auf S . 751 überein . Dasselbe gilt damit
auch für den Verschiebungszustand . Das Ergebnis wiederholt sich bei den Partikular¬
lösungen für die anderen rotationssymmetrischen Belastungsfälle .

Die Schnittkräfte und Verschiebungen der biegungssteifen Kugelschale lassen
sich daher , wie bereits auf S . 767 bemerkt , mit großer Genauigkeit aus zwei von¬
einander unabhängigen Anteilen zusammensetzen . Der eine besteht aus den Schnitt¬
kräften und Verschiebungen des Längsspannungszustandes durch die vorgeschriebene
stetige Belastung , der andere aus den Schnittkräften und Verschiebungen der bie¬
gungssteifen Schale infolge der Randkräfte Mx2 , Qa2 usw . , die zur Befriedigung der
vorgeschriebenen Stützung notwendig sind .

Die Schnittkräfte und Verschiebungen des Längsspannungszustandes sind für die
regelmäßigen Belastungsfälle auf S . 751 ff . angeschrieben . Die Schnittkräfte undVer -
schiebungen der biegungssteifen Kugelschale aus vorgeschriebenen Randkräften wer¬
den aus den homogenen Differentialgleichungen (1182) , (1183) für P und Qa berechnet .

Das Integral der homogenen Gl . ( 1182) , ( 1183) kann als Reihenentwicklung ange¬
schrieben werden . Die Lösungen für p , Qa und für alle daraus abgeleiteten Schnitt¬
kräfte und Verschiebungen klingen vom Rande äus schnell ab . Da jede Ableitung im
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Vergleich zu der nächst höheren Ableitung dann klein von zweiter Ordnung ist .können nach einem Vorschläge von J . W . Geckeier die Funktionen ¥ und ¥ ' ge¬
genüber 4}" in ( 1182 ) und die Funktionen Qx und Q

’
x gegenüber Qx in ( 1183 ) ver¬

nachlässigt werden , um schnell zu einer übersichtlichen , für technische Aufgabenbrauchbaren Näherungslösung zu kommen .
Die Näherungslösung für & (a ) und Q (a ) entsteht also aus den Gleichungen

( 1184 )
Die Elimination von Qx liefert mit

Eh =

Durch Elimination von ■& entsteht

Die Gleichungen werden mit dem aus Abschn . 22 bekannten Exponentialansatz
gelöst . Da hiernach beide Funktionen ■& , Qx ebenso wie alle daraus abgeleitetenSchnittkräfte und Verschiebungen schnell vom Rande aus abklingen , werden sie
je nach der Betrachtung der oberen oder unteren Randzone auf den Winkel w1= (a — Kj) , doj1 = da oder a>2 = (a2 — a ) , dco 2 = — da als unabhängiger Ver¬
änderlicher bezogen (Abb . 806 ) . Daher ist in beiden Fällen

# __ cos k q) _|_ sin k (o ) + ekc° (A 3 coskco + A4 sinß (o ) ,
Qx = e ~ kcü ( A1 cos k tu + A2 sin k tu ) + «*' " ( /4 3 cos kco + At sink a>) ,

oder nach S . 141 auch

( 1188a )

Qx = C1 e _ i' w cos (Äco + fi ) + C2 eka> cos (ko ) + y 2) . ( 1188 b)
Die Integrationskonstanten A 3 , A 4 und A 3 , A t oder C2 , y>2 einer Lösung für die ge¬schlossene Kugelschale mit u>2 = oc2 — a als unabhängiger Veränderlicher sind Null ,da die Bedingungen & = 0 , Qx = 0 im Scheitel nur auf diese Weise erfüllt werden
können . Die Funktion § (w ) und Qx (a>) verlaufen daher ebenso wie alle abgeleiteten
Funktionen der übrigen Schnittkräfte und Verschiebungen nach gedämpften Schwin¬
gungen mit dem Winkel 2 njk als Schwingungslänge und n als logarithmischem
Dekrement . Sie klingen mit wachsendem co um so schneller ab , je größer k ist . Der
Einfluß der von den Randstörungen des Längsspannungszustandes herrührenden
Randkräfte Mx2 , Qx2 ist daher auf eine schmale Randzone beschränkt . Das Er¬
gebnis läßt sich auch leicht auf Grund des St . Venantschen Prinzips einsehen , da
die Randkräfte im Gleichgewicht stehen . Es bestätigt die Richtigkeit der Annahmen
für die Näherungslösung , da die zweiten Ableitungen Q

'
x den Betrag k 2 als

Faktor enthalten , und daher als Glieder des linearen Ansatzes ( 1182 ) oder ( 1183)
wesentlich größere Bedeutung besitzen als ¥ , & oder Q

'
x . Qx .

Die Lösung # und Qx offener Schalen nach (1187 ) enthält streng genommen vier
Integrationskonstante , die aus vier Bedingungen für die Verschiebungen oder für
die Schnittkräfte an den beiden Schalenrändern berechnet werden können . Ist die
Schalenzone (a 2 — a -, ) jedoch breit , so klingen die von jeder Randbelastung her¬
rührenden Komponenten des Spannungs - und Verschiebungszustandes so weit ab ,
daß je zwei Integrationskonstante A lt A 2 und A 3 , A 4 oder Cv und C 2 , y>2 unab¬
hängig voneinander aus
Qx = e - ka {A1 cosk (ü + A2 sinkco ) und Qx = e - i <ü {A3 ■coskco + A 4 sin £ a)) ( 1189 )

Beyer , Baustatik , 2 . Aufl ., 2 . Neudruck . 49
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angegeben werden können , je nachdem der Breitenunterschied co2 = oc2 oc oder
coj = a. — vom unteren oder oberen Rande gerechnet wird .

Rechenvorschrift . Im Bereiche des oberen Randes der offenen Kugelschale ist

Qa = C e~ko>1cos (kco1 + -
tp) ( 1190 )

im Bereiche des unteren Randes

Qa — C e ~ ka>* cos {km2 -\- ip ) .
f

( H91 )

Die Gleichungen bilden die Grundlage für die Berechnung aller Komponenten des
Spannungs - und Formänderungszustandes aus den Gleichgewichtsbedingungen ( 1181)
und den Verträglichkeitsbedingungen ( 1177 ) . Das obere Vorzeichen gilt in der obe¬
ren , das untere in der unteren Randzone der Schale .

N a — — Qa ctg <x = — C e~ km cos (k oj + yi) ctg a ,

N ß
= — Q

'
a = ±Ck / 2 e~ ka> sin (km -f y> + ,

# = = + C e~ k <ü sin (k co + tp ) ,

Ma = — ~ (&+ fifrctg a ) « i — ~ & — T C 2 k3 f2 e~ ka>cos (km + tp ~

Mß
= piMx - B ctg a

a

Ar = r* sß
= yk (N ß

~ !J' Na.) = - /“ ftcCtga )
r 0 '

q/ £ q
hE

' *

(1192)

Die Näherungslösungen für M x und sß lassen sich ebenso begründen wie die Ver¬

nachlässigung von Qa neben Q
'
a in ( 1183 ) .

Die Integrationskonstanten C , tp sind bei starrem Unterbau durch die Stützung
der Schale , am oberen Rande durch vorgeschriebene äußere Kräfte bestimmt .

1 . Der untere Rand ist unverschieblich , aber frei drehbar gestützt

co — 0 , a — a 2 : sß 2, o
Jr

~eß 2 — sß % — 0 ,

2,o "1" -̂ a 2 — 2 = 0 = 2 ,
( 1193)

wenn die Dehnungen des Längsspannungszustandes wieder mit eßt0 bezeichnet
werden . Die Biegungsmomente M a 0 sind Null .

M* * == C -̂ 2k > i2 cos (V + J )

„ kß . ( n \
^ 2 = ^ 2 , « - C -^ E sm +

= 0 , d . h . tp = ~ ,

n J T. n
SA2,0= 0 , d . h . C — — —
k ß

hE .
( 1194 )

2 . Der untere Rand ist starr eingespannt , co = 0 , a = a 2 .

2A2
# 2 = # 2,0 + c Je sin ^ = 0 ’

_ ä f 2 . / | zi \ A
SßS

=
Sß2 . o ~ C

liE
sm

V
) + T )

= 0 ’

für $ 2 o ^ 0 ist tp = 0 und C
®/? 2,0 hE .

(1195)

3 . Der obere Rand ist durch einen starren Druckring abgeschlossen , co = 0,
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_ , n k j
~
2 . / n \eßi — sßi,o + c yjf sm \ y> + 4 j = ° -

9 h2
# 1 = # 1,0 + c ~ sin V — 0 .

für 0 % 0 ist w = 0 und C = — + -° h E .* k

(1196)

Damit sind in Verbindung mit ( 1192 ) auch alle Komponenten des Spannungs - und
Verschiebungszustandes aus einer Randstörung der statisch bestimmt gestütztenSchale bekannt (S . 766) . Sie werden mit den zugeordneten Komponenten des Längs¬
spannungszustandes überlagert .

Biegungsspannungen am Rand einer Kugelschaie bei Belastung durch Eigengewicht .
(Vgl . Abb . 777 , a a = 60° . )

1 . Der untere Rand ist unverschieblich , aber frei drehbar gestützt . Nach (1123) ist für den
Längsspannungszustand

1 . . . . . . a g 1
0 P ^ a . o) — -F -r

• /n — cos a — cos - a
' ' ii,u r a , tu — ■

£ ^

ag 1,1667 - 0,5 - 0,25
li2 ‘ ° Eh 1 + 0,5
Für ajh — 200 ist nach ( 1185)

= 0,278

1 + cos a
ag

und mit /j,
!

k = y 200 V 3 • 0,9722 = 18,49 ..
so daß nach ( 1194)

0 278
C = ag = 0,01064 a g , w = —

ÄI2 4

jt \
den nun

= — 0,01064 age ~ ka cos a>+ ctg a ,

Nß = - 0,278 age - ka cos (A tu ) ,
ALu = — 0,0815 ag h e~ ka sin (A co ) ,

—ctg^
a - _ j ag h ctg a e~ km sin ^ A co -)- ,

Abb . S07 .

Die Längskräfte N a sind gegenüber 0 aus dem Längsspannungszustand zu vernach¬
lässigen . Die Längskräfte Ng — Ng t0 + Ng sind in Abb . 807a für die Randzone 50° < a < 60°
dargestellt . Abb . 807b zeigt die Biegungsmomente der Randzone .

2 . Der untere Rand ist starr eingespannt .
Für den Längsspannungszustand ist nach ( 1123) und ( 1126)

«/»=, . = 0 .278 | | , # «. » = - | ^ (2 + /*) sin «. = - 1,878 ^ .

Die Randbedingungen ( 1195 ) lauten dann mit C = Cxag
- 1,878 + C , • 683 sin yi = 0 ,

oder

(Für # 2>0

0,278 — C 2 26,12 sin
ytp + — 0 ,

— 49 sin -f 4 - 190,1 sin y = 0 ,

tg w = - —- = 0,223 , y> = 12° 30 ' = 0,2182 ,
190,1 V2 - 49

r = 1 ’87^- = 0,0127 , C = 0,0127 a g .
683 sin xp

0 ist y> = 0 , C » 0,0151 ag .)
49
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Die Schnittkräfte nach ( 1192 ) infolge der Randstörung werden nun

IV <x = — 0,0127 a g <?- * m cos (A co + tp) ctg a ,

N ,ß : - 0,332 a g e ~ km sin ( l< cu + tp + ,

M a = 0,0973 agh e - km cos
yk co + . tp + -

j
-
j ,

B ctg a -r- § = 0,00372 agh ctg a e~ kw sin (ft co -f - tp ) ,a
■zrz 77-r B ctg a TT
Mß = fi M a - J ?— 0 .

Die Schnittkräfte sind für die Randzone 50° < a < 60 ° in Abb . 808
dargestellt .

Schnittkräfte ln einem Stützboden bei Wasserauflast / = 2 a .
(Vgl . Abb . 781 , oc2 = 40 ° )

Der Rand der Schale ist starr eingespannt .
Nach (1132) ist mit / = 2a , /t — V « , a 2 = 40°

= - ± r
4 [3 4 (1 - - 6 cosa 2 + 2 ( 1 + „ )

1 “ C0S* * 1
Eh 6

= - 0,585

sin 2 a 2 J
y a “
Eh '

vd 4 v
2, 0 = rl s ’n «2 = 0,643 - -

Eh Eh
Aus ( 1185 ) folgt mit ajh = 25

A = }' 25 p • 0,9722 = 6,53 .

Die Randbedingungen (1195 ) lauten nunmehr mit C = Cxya 2

0,643 -f- C2 85,3 sin tp — 0 ,

— 0,585 — Cx 9,22 sin ( tp + — ) = 0 ;
oder

— 5,93 sin ( tp + — ) -j- 49,9 sin tp = 0 ,

tg V = - 5,93
; 0,0917 ,

Abb . 809 . Schnittkräfte im eingespannten Stützboden .

(Für 0 2 0 & 0 ist tp = 0 , C «* — 0,0896 y a 2 .)
Die Schnittkräfte infolge der Randstörung sind nach ( 1192 )

N a = 0,0826 y a 2 e ~ km cos (A tu + ip ) ctg a ,

N ß — 0,762 y a 2 e - iM sin ^A cd + tp + ,

M a = — 0,223 y a 2 h e - ko, cos ^A co + tp + -
j

-j

49 .9 p - 5,93

y> = 5° 14' = 0,0915 ,
Cx = - 00826 , C = - 0,0826 ya 2 .

B ctg a
0 = — 0,0242 y-a 2 h ctg a e ~ iM sin (A cu + tp ) ,

Mg = fi M a -
B ctg a

Die Schnittkräfte sind in Abb . 809 dargestellt .

Verbindung einer Kugelschale mit verwandten Tragwerken . Der
Spannungszustand eines elastischen Gebildes aus einer Kugelschale mit verwandten
Tragwerken erfährt keine Änderung , wenn die Verbindung am Anschluß der Kugel -
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schale durch einen Breitenschnitt gelöst wird und die inneren Kräfte an beiden
Ufern als äußere Kräfte zur Belastung hinzutreten . Diese sind rotationssymmetrisch ,die Längskraft N a nach S . 745 aus den Gleichgewichtsbedingungen bekannt , die
Querkraft Qa oder ihre waagerechte Komponente H — X x und das Anschlußmoment
Ma = X 2 statisch unbestimmt . Sie lassen sich aus der Bedingung berechnen , daß
die gegenseitige Verschiebung 6, (positiv im Sinne von X^ und die gegenseitige Ver¬
drehung d 2 (positiv im Sinne von X 2) der beiden Ufer des Breitenschnittes Null sein
müssen , Wenn die Formänderung des vorgegebenen Flächentragwerks mit der Form¬
änderung des Hauptsystems durch die Belastung und die überzähligen Schnitt¬
kräfte Xj , X 2 übereinstimmt . Diese wird ebenso wie
in Abschn . 24 als virtuelle Arbeit berechnet . Nach
Abb . 810 ist

Mi = li (<510 + * i <5n + * 2 <512) = 0 ,
2 (^20 + -̂ i ^ 21 + -V2 (522) == 0 •M 2 = 1

WS M
Abb. 810.

11 — uu,i t <5ii,2 usw . ) , von denen <510jl , <5nl usw . durch die Formänderung der

Jede Komponente <510 , <5n usw . des Verschiebungs
zustandes besteht aus zwei Teilen (<510 = (510jl + <5ln 9
^11 — ^

. .
Kugelschale , (510 2 , <5U2 usw . durch die Formänderung des angeschlossenen Trag¬
werks , also durch die Formänderung torsionssteifer Ringe , Platten , Kegel- oder
Zylinderschalen hervorgerufen werden .

Die Vorzahlen <5U>1 , <512>1 werden aus (1192 ) für die Randbedingungen der
Abb . 810 berechnet .

1 . Belastungszustand Xt = 1 (Abb . 810 ) .
Randbedingungen :

A/ a2j i — 0 , Qa2

^11,1 = 2k a~
Eh

• sma 2 ;

sm2 a2

V = c = - V 2 sin « 2 .

2 A2
^21,1 = £ X S 'n K2 ' (1197)

Schnittkräfte nach ( 1192 ) .

2V al = / 2sina 2 e _l!" cos [k <o + -j -) ctga ,

NßA = 2 Äsina 2 fi _ iM cos (km ) ,

f?al = - 2
^E

~ e ~ka sina 2 sin (äö ) + -J-) ,
h hM, 1 = - e - ka> sin a2 sin (kw ) ,P (1 - j»2)

Qa>t = — / 2 e - ka sin a2 cos (k a> + ,

2 A
A ra , i — -gy sina2 e_i" cos ( Äw ) sina .

(1198)

2 . Belastungszustand X2 = 1 (Abb . 810 ) .
Randbedingungen *.

Mol2,2 — 1 > Qa2

c _° 22,1 ~~ kB '

0 ;
n

~
2 ’ C = ah E

2 k3 B '

A2,i ~
2 k 2 B slna 2

2 *2
Eh sm a2 . (1199)
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Schnittkräfte nach (1192) .
N Z, 2 = e ~* “ sin (k cd) ctg oc ,

Ä2 B

&a , z — Yß e ~ 1 <° cos {k cd) ,

Ma _2 = — / 2 e~km sin (kco + ^ j ,
( 1200 )

<?a , 2 = ~ e - lca sin (k cd) ,

Ara j - - - g - im sin w nns (km 4- —^ ,

Die Belastungszahlen <510 j , <520j x gelten für die nach Abb . 810 b abgestützte Kugel¬schale . Ihr Spannungszustand ist statisch unbestimmt , da die Stützkräfte nicht
tangential zur Mittelfläche eingetragen werden . Hierzu ist noch eine Schubkraft

H = —A7a cosa notwendig (vgl . S . 752) . Die Belastungszahlen werden daher in die
Anteile <510j i , d20jl für die statisch bestimmt gestützte Kugelschale und die Anteile
<5J0il > ^2o,i für die Kugelschale mit den Randkräften X t = H , X

2
= 0 zerlegt .

Die Anteile <5101 , (520 1 sind nahezu die gleichen wie beim Membranzustand und da¬
her nach S . 751 ff . bekannt . Die Anteüe <5(0 , i > <520, i sind mit ( 1197)

^
10,1 — H ^ 11,1 . ^

20,1
~ ^ ^ 21 ,1

'

Damit lauten die vollständigen Belastungszahlen
^ 10,1

= ^ 10,1 + ^ io,i > ^ 20,1 — ^ 20,1 + ^ 20 . 1 •

( 1201 )

Bolle , E . : Festigkeitsberechnung von Kugelschalen . Zürich 1916 . — Lichtenstern , E . :
Die biegungsfeste Kugelschale mit linear veränderlicher Wandstärke . Z . angew . Math . Mech .
1932 S . 347 .

bl Die bieüunüssteife Kegelschale mit gleichbleibender
dlich , der
immende
r Mantel -
: . Damit
zwischen
mstandes

„ _ o _ _ V - w tg a

•& = w',
w tg a '

( 1202 )

12 ( 1 - /r2)
'

Belastung und Schnittkräfte eines differentialen Schalenabschnitts unterliegen den
Gleichgewichtsbedingungen ( 1178) . Sie lauten für die Längskräfte

{Nvy )
' — Nß + p y y = 0 und (Qv y )

' + N ß tgcc + p z y = Q (1204 )
oder in einer Gleichung zusammengefaßt und integriert

(A^ tga + Qy) y + f (py tg a + p t ) ydy + c = Q . (1205 )
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Dazu tritt

( Mv y )
' - Mß

- Qy y = 0 oder y M ’
y + My - Mß

- Qy y = 0 . (1206 )
Aus dieser wird mit ( 1203 )

= ( 1207 )

Durch die Verknüpfung der Beziehungen ( 1202 ) entsteht

( :y eßY = e y — # tg a . ( 1208 )
Die Dehnungen Sß und ey werden aus ( 1104 ) berechnet . Hierin ist nach ( 1204 )

Nß = — (QvVY ctg « p z y ctg a ,
N V = - Qv ctga -

y ctg a mit F (y ) = / (p y tga + p z ) y dy + c .

Damit N y für y — 0 endlich bleibt , ist die Integrationskonstante c für die geschlos¬
sene Kegelschale Null . Auf diese Weise kann aus ( 1208 ) die folgende zu ( 1207 ) simul¬
tane Differentialgleichung entwickelt werden :

y (Qv vT + (QvyY - = * e tg 2 « • 0 + 0 ( y)

mit 0 (y ) + ßiyp y tga — (pz y 2Y ■

Die Lösung •& , Q y besteht aus dem allgemeinen Integral der beiden homogenen
Gleichungen ( 1207 ) und ( 1209 ) und aus einem partikulären Integral der inhomogenen
Gleichungen , das sich für Eigengewicht p y = g sin a , p z = g cos « folgendermaßen
entwickeln läßt :

( 1209 )

. F (y ) =

Wird Qv0 =

gy 2
2 cosa ’ ^ ( y ) = ( ! + 2/ « sin 2 a - 4cos 2 a )

0 und = A 1 y angenommen , so ergeben
gi ctg 2 a Q _ gi ctg 2 a

gy
2 cos a

Ai hE &o =
hE

= SiV - ( 1210 )

( 1211 )

eine partikuläre Lösung von ( 1207 ) , ( 1209 ) . Aus dieser folgt mit ( 1203 )

Qy o = 0 , M y o = Mß „ = ^ --^
g

• -g - = const . ( 1212 )

Die Biegungsspannungen einer statisch bestimmt gestützten Kegelschale (Abb . 786)
sind also im Vergleich zu dem Anteil aus den Randstörungen nach S . 776 klein von
höherer Ordnung . Der Spannungs - und Verschiebungszustand kann daher durch
die Angaben auf S . 756ff . für den Längsspannungszustand beschrieben werden . Das
gleiche gilt von allen rotationssymmetrischen Belastungsfällen .

Die Integration der homogenen simultanen Differentialgleichungen

y # ' + & - ± = - 2g - , y (iQ v y )
" + (Qy yY ~ = hE tg 2 a - £

oder y 2 Q y + 3 y Qy = h E tg 2 a • &

kann nach den Bemerkungen auf S . 769 vereinfacht werden , da die Funktionen
■d , & ’ und Q v , Qy im Vergleich zu den Ableitungen $ "

Q
” klein von zweiter Ordnung

sind . Der elastische Zusammenhang läßt sich daher mit 'großer Genauigkeit durch
die Gleichungen _

y2 Q y = hE tg 2 a • #r = ~ Q y / B , ( 1214 )
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beschreiben , so daß entweder ff oder Qy eliminiert und aus einer der folgenden
Gleichungen berechnet werden kann :

h E tg 2 x h E tg 2 aiy * Q7 , +
( 1215 )

(y v "
)
" + v = 0 mit yQv = v -oder

Die erste Gleichung stimmt bis auf den Beiwert hE tg 2 a/ZJy 2 = 4Ä 4 = 4/L 4 mit
( 1186 ) überein . Dieser ist im Vergleich zu ( 1185 ) nicht mehr konstant , sondern Ane
mit y veränderliche , vorgeschriebene Funktion . Da die Integration aus diesem Grunde
in der Regel Schwierigkeiten bereitet , zerlegt man den Bereich l — a nach
J . W . Geckeier durch Breitenschnitte in Zonen mit annähernd konstantem L
und begnügt sich mit dieser Näherungslösung . Dabei kann die Vorzahl 4/Z, 4 in den
beiden Randzonen mit y = a oder y = l gebildet werden . Die ortsbestimmende

Koordinate des Winkels & wird auf den oberen Rand
(Sj = y — a , ds 1 = dy ) oder auf den unteren Rand
(s 2 = l — y , ds 2 = — dy ) bezogen , je nachdem die Unter¬
suchung den Spannungen am oberen oder unteren Rande
gilt (Abb . 812) . Die Gleichungen ( 1215 ) lauten also

oder mit

tg 2 a ( 1216)tg 2 x und1 _ 3 (1
L \

~~
a-

Abb . 812 .
allgemein

■77 + tt = 0 und mit
öS 4 L * ~ = v auch ^

. + 40 = 0 . ( 1217 )

Die allgemeine Lösung dieser Gleichung ist auf S . 769 erörtert worden . Sie enthält
vier Integrationskonstante , von denen bei geschlossener Kegelschale C2 , rp2 wieder¬
um Null sind , da die Verdrehung & und die Querkraft Qy aus Symmetriegründen
an der Spitze Null sein müssen . Die Lösung der Differentialgleichung lautet dann
& = e~ ’) (A 1 cosrj + A%smr ] ) oder # = e~ n Cx cos ( »? ^ 1) . V = s2/L2 . ( 1218 )
Die Integrationskonstanten A lt A 2 oder Clt y>2 sind durch die Randbedingungen
bestimmt .

a ) Frei drehbare , unverschiebliche Stützung des Randes :

e ß
— 6

/so + £ ß — 0 , ■&
'

— ff '
0 + & — 0 . ( 1219 )

b ) Starre Einspannung des Randes :

£/?
= « so + £ß = 0 / # = # „ + # = 0 . ( 1220 )

Mit # sind auch die Schnittkräfte aus der statisch unbestimmten Stützung der
Kegelschale bekannt ( 1203 ) .
M v = - B & , M

fi
= . - B (p & + 0/y ) , Qy = - BW,N y = ~ Q y ctga , Nß = {N v y )

'
. ( 1221 )

Sie klingen um so schneller vom Rande aus ab, ’
je größer 7] ist , und bilden zu¬

sammen mit den Schnittkräften des Längsspannungszustandes aus der Belastung
( S . 756ff . ) das endgültige Ergebnis .

M y = M y , N y = N yo + N v , usw . ( 1222 )
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Die Gleichung ( 1218 ) dient auch zur Berechnung des Spannungs - und Verschie¬
bungszustandes der Kegelschale für eine vorgeschriebene Belastung durch Rand -
krrifte X * = 1 , X 2 = 1 (Abb . 813 u . 814 ) . Das Ergebnis wird bei der Berechnung
von zusammengesetzten elastischen Tragwerken (Abb . 825 u . 828 ) verwendet ,

a ) Unterer Rand (Abb . 813 ) .
Belastung Xj = 1 .

2 r- „ L 'i

Abb . 813 .

Belastung A 2 = 1 .

L „ Eh cos K ’ <521 =
2 B sm a ,

& = -

Ji

3Tß £ sin a ( sin ij2 + cos >/2) ,
2 y * cos 2 a

e~ n - cosUEh
M y = L 2 e~ ’>2 sin a sin )]2 ,

Q y = c~ ’>2 sin a (sin i]2 — cos >?2) .

( 1223 )

Abb . 814.

<512 = — ~ sin a , A _ L ,
ß ’

d = — c~ ’12 cos rj2 , Ar = 2 y2 cos 2 a

2 (sin % -
LI E i

cos % ) ,

c i 2 ( sin i/ ., — cos i]2)

Qv = ~ i ~ c~ ’!- sin }h •

( 1224 )

b ) Oberer Rand (Abb . 814 ) .
Belastung Xj = 1 . a , L ; .

o 21 = — sm x ,

# = f* ’» sin a (sin % + cos % ) ,
2 _v2 cos '2 a~l7eT e~ Vl cos % ,

.11 y = L 1 e ~ 'n sin a sin i]1 ,

Belastung X 2 = 1 .

Q y — — c- ’?1 sinx ( sin rjx — cos rjx) .

( 1225 )

, L \ .
" 12 —

9
~
B

sm a

TT L ,
& = e~ ’>1 cos rn ,

^ 22 -

2 },2 cos 2 a
Z.f E h sin a

hi
B ’

c~r>1 ( sin j/j — cos r]x) ,

Xi y = c~r‘l ( sin 7]x + cos fjj) , Q y = ~ y- e~ ’n sin )jx .

( 1226 )

Werden die Randkräfte X 1 ( X 2 , mit einem anderen Richtungssinn als in Abb . 813
und 814 festgelegt , verwendet , so sind die Vorzeichen in ( 1223 ) bis ( 1226 ) Imt -

sprechend abzuändern . Für die Belastungszahlen gelten die
Bemerkungen auf S . 774 . (Vgl . auch die Beispiele auf S . 786ff .)

Um die Näherungslösung ( 1218 ) mit konstantem . L nach
S . 776 zu verbessern , wird die Gleichung ( 1217 ) schrittweise für
schmale , etwa 0,5 m breite Zonen k — 1 , k und Mittelwerte 1 jLj .
usw . aus den Abmessungen der Zonen angeschrieben . Zur Be¬

rechnung der Integrationskonstanten der Gleichung für die
Randzone 1 dienen die Stützenbedingungen . Die Gleichung ( 1218 )
liefert die Randbedingungen für die Lösung der zweiten Zone .
Die einzelnen Schritte der Rechenvorschrift sind also von¬
einander unabhängig , so daß keine mathematischen Schwierig¬
keiten entstehen .

Die allgemeine Lösung ( 1188b ) der Differentialgleichung für
die offene Kegelschale mit den Breitenkreisen r lt r 2 enthält vier Integrations¬
konstante Cj , xpx und C2 , ip2 , die aus den vier Bedingungsgleichungen für den Ver -

Abb . 815 .
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schiebungs - und Spannungszustand an den beiden Rändern bestimmt werden
müssen . Da jedoch die Wirkung aus den Randstörungen schnell abklingt , genügt bei
offenen Kegelschalen mit 5r t < r2 eine Näherungslösung , bei welcher die Integra¬tionskonstanten Clt i/jj zunächst ebenso wie bei der geschlossenen Kegelschale für
C2 = 0 , y>2 = 0 bestimmt werden , um sie bei der Berechnung der Integrations¬
konstanten Co , yi2 aus der vollständigen Lösung mit den Bedingungen am Rande
y = a zu verwenden .

Um die elastischen Eigenschaften der Kegelschale mit denjenigen der Zylinder¬schale zu vergleichen , können die allgemeinen Differentialgleichungen für die Span¬
nungen und Verschiebungen auf S . 774 nach F . Kann auch dadurch vereinfacht
werden , daß die Biegungssteifigkeit der Schale im Breitenschnitt , die Querzusammen¬
ziehung des Baustoffs und die Verschiebung v des Breitenschnittes in Richtung der
y-Achse vernachlässigt werden (Mß = 0, ^ = 0 , v = 0 ) . In diesem Falle folgt aus
den Gleichgewichtsbedingungen auf S . 774

( My y )
" = (QyV)

' = — Nßtg a. — p z y und mit N ß = - D ~ tga .
5

( 1227)
B (y w"

)
" -f- w a

- — p z y = 0 .

Diese Differentialgleichung der Biegelinie des Meridians zerfällt nach H . Reißner
in zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung , die mit Zylinderfunktionen
integriert werden können .

Um die mathematischen '
Schwierigkeiten bei der Integration der Differential¬

gleichungen ( 1207 ) und ( 1209 ) zu umgehen , können die Ableitungen der Funktionen
y2 Qy in den Differentialgleichungen ( 1213 ) und in den Differentialbezie¬

hungen ( 1221 ) der Schnittkräfte nach S . 130 durch Differenzenquotienten ersetzt
werden , so daß fünfgliedrige Differenzengleichungen entstehen . Diese werden für
die Intervallgrenzen einer Aufteilung des Integrationsbereichs l — a in Strecken zl y
angeschrieben und bilden zusammen mit den Randbedingungen in den Breiten¬
schnitten y = a und y = l einen vollständigen Ansatz zur eindeutigen Berechnung
der Unbekannten . Die Rechenvorschrift dient auf S . 789 zur Untersuchung des
Spannungszustandes einer Zylinderschale mit veränderlicher W’anddicke .

Dubois , F . : Über die Festigkeit der Kegelschale . Diss . Zürich 1917 . — Honegger , E . :
Festigkeitsberechnung von Kegelschalen mit linear veränderlicher Wandstärke . Luzern 1919 . —
Kann , F . : Kegelförmige Behälterböden , Dächer und Silotrichter . Forscherarb . Eisenbeton
Heft 29 . Berlin 1921 .

c) Die Zylinderschale . Grundlagen der Lösung . Die allgemeinen Be¬
ziehungen ( 1177 ) zwischen Verzerrung und Verschiebung der
Mittelfläche werden durch die geometrischen Eigenschaften
der Zylinderschale Rß — oo , Rß dot = dy , a = 90 °

, ctg a = 0 ,
Ra = a = const vereinfacht . Mit der Abkürzung ( )

' für
d ( ) jdy ist nach ( 1177 )

Abb . 810 .

N „ = D

e A
= V. = v' CI ' •"II *ß = ° <

■& ■■w = — a
Eh j ’

( 1228 )

so daß die Schnittkräfte nach dem Hookeschen Gesetz ( 1176)
folgendermaßen angeschrieben werden können :

IV \ , T■/‘ tJ * V D

D

a
E h

+ / ( t/j , M V = ~ B & '
, M

fl
= ~ /.i. B & ,

E h3
1 - F

2 ’ B ■■
12 ( 1 - V

( 1229 )
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Sie unterliegen den Gleichgewichtsbedingungen ( 1178 )

K + = + A = 0 , M'
y - Qy = 0 . ( 1230)

Lösung für unveränderliche Wandstärke h . Die Steifigkeit D der Schale
gegen Dehnung und ihre Steifigkeit B gegen Biegung sind konstant . In diesemFalle liefert die dritte Gleichgewichtsbedingung ( 1230 ) und die Zusammenfassungder ersten beiden Gleichgewichtsbedingungen in Verbindung mit ( 1228 ) und ( 1229 )zwei simultane totale Differentialgleichungen .

= _ Qi
B * Qv -

D ( 1 - fi*)
& — p

’
z + ~ Pv • ( 1231 )

Durch die Elimination der einen Unbekannten entsteht die Differentialgleichungfür die andere .
&ir + fi # = p: Q? + T * Qy =

1 3 ( 1 - p«)
L4 h2 • « 2

P
'
z

( 1232 )

Die Verknüpfung von M y = Q
'
y mit den übrigen Gleichgewichts - und Verträglich¬

keitsbedingungen liefert die Differentialgleichung der Biegelinie des Meridians

+ N y = - $ p v dy + C . ( 1233 )
Die vollständige Lösung der Differentialgleichungen für Q y oder w besteht aus einem
von der Belastung p y , p z abhängigen partikulären Integral Qy0 , w0 der inhomogenen
Gleichung und aus der allgemeinen Lösung Qy , w der homogenen Gleichung mit
vier Integrationskonstanten .

Qv = Qyo + Q V w = w0 + w . ( 1234 )
Flüssigkeitsfüllung :

p v = o , N y = o , p z = ~ yy , <?„ 0 = o , ™0 = - j ^ yy = - -ĵ ry ■ ( 1235 )
Füllgut im Sinne von S . 14 :

py = 0 , N v = 0 , p . = - p . , oai ( l - r '»» ) , Qy. =
iPi , max y 0

1 + 4

W 0 = Ps,l
a‘

~Eh
1

~
B

y% /,- Vly0
■(? )

g- v/vo

( 1236 )

■4 w = 0 (1237 )

Die homogenen Differentialgleichungen

i £ + 4 ft = 0 oder

sind auf S . 769 gelöst worden . Das Ergebnis Qv , w unterscheidet sich allein durch
die Bedeutung der Integrationskonstanten . Sind diese aus den Randbedingungen
bestimmt worden , so lassen sich alle Komponenten des Spannungs - und Ver¬
schiebungszustandes anschreiben . Aus Qy (y ) wird

N y = — / p y dy + C , E h w = a2 (Qy + p z) + p a N y ,
AL - « XQy + Pz Eh & = a*

(Q
't + p '

z ) - nap y .
( 1238 )

Aus w (y ) folgt
N y = - Jpydy + C , Nß

= - Eh ^ + fiN v , 0 = w' ,
M y

— — B w"
, Mg

— — (iBw ”
, Q y = — B w'" .

( 1239 )
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Die Untersuchung wird daher auf die Ableitung des Spannungszustandes aus den
Verschiebungen w beschränkt . Nach Abb . 816 ist mit ( 1237 )
L 4 d 1 w

d {y/l) i + 4w = 0 oder d l w 4 » = 0 , X l_T V = Y ' ( 124° )

Der Buchstabe L bezeichnet eine für jede Zylinderschale charakteristische Länge ,
welche von den Abmessungen des Breitenschnittes und von den elastischen Eigen¬
schaften des Baustoffs abhängt . Sie beträgt bei Verwendung von Eisenbeton mit
fi = 1/6

L = a ■■ nm ■fl 2) = a : 1,31 ( 1241 )

IjL = X ist eine Schalenkonstante , yß = rj die unbenannte , ortsbestimmende Ko¬
ordinate . Nach S . 769 ist

w = C1 e ~ ln cos Xrj + C2 e~ l ’> sin Xrj + Cs e 1 '1 cos Xrj + C4 e1,1 sin X rj (1242 )
und mit C4 = A 1 cos y1 , C2 = — Ax sin yx usw .
auch w = Ax e ~ l ’> cos (Xrj -\~ y4) -|- A2 e *ln cos {Xrj ~\- y2) •
Der abklingende Anteil der Funktion allein ist eine periodisch gedämpfte Schwin¬
gung . Die halbe Wellenlänge ist l0 = nljX = tiL , das logarithmische Dekrement n ,

a b so daß die Amplituden der Funktion w und aller ihrer Ab¬
leitungen mit jeder halben Welle auf 1/23,14 des vorher¬
gehenden Ausschlags zurückgehen . Sie klingen also um
so schneller ab , je größer X oder je kleiner L ist . Aus
diesem Grunde gelten Schalen mit l > 1L als unendlich
lang nach einer Richtung . Bei diesen sind die Integra¬
tionskonstanten C3 , C4 oder A 2 , y 2 Null , damit die Wirkung
der Randkräfte in rj = 0 für rj = oo verschwindet .

Die allgemeine Rechenvorschrift zerfällt daher bei
Abb . 817 . hohen Zylinderschalen mit 1 > 1 L in zwei Teillösungen

für den unendlich langen Zylinder , bei welchen rj sowohl
wie für w entweder vom oberen oder unteren Rande gerechnet wird

In beiden Fällen ist nach ( 1242 )

oberer Rand

\TZ,W
r-HMy

’H

I vv
/ i

I 1 / I
unterer Rand

für W0
(Abb . 817)

w =
w ' =
w " =

w
" '

=

e ~ l ’! ( Cj cosAĵ + CasinA »?) undmit dwß (Xr] ) = w ' usw.
[C4 (sin Xrj + cos Xrj) + C2 (sin Xi] — cos X r/) ] ,

2 e ~l ’! (Cx sin Xrj — C2 cos X rj ) ,
- 2 e ~ ln [C4 (sin Xrj — cos Xrj) — C2 (sin Xrj + cos Xrj)

~\ ,

N ß

My =

Eh
{WQ + W) + fl Ny , w , . ww0 + -,

Bw + 5 - ) , Qy = - Bu/" = - B {uXZ + u± ) .

( 1243 )

( 1244 )

Das Ergebnis ( 1244) gilt selbstverständlich auch für die vollständige Lösung w
( 1242 ) der homogenen Differentialgleichung . Es bedeutet mechanisch die Überlagerung
der Verschiebungen w0 und der Schnittkräfte N y0 , Nß 0 der statisch bestimmt ge¬
stützten Schale aus der vorgeschriebenen Belastung f y , f z mit den Anteilen
w , M y , . Mß aus den Biegungsmomenten und Querkräften (Z 4 bis X 4) , welche durch
Randstörungen , also durch statisch unbestimmten Anschluß der Schale , un¬
verschiebliche Lagerung und Einspannung des Schalenrandes hervorgerufen wer¬
den . Sind die Randkräfte bekannt , so läßt sich der Verschiebungs - und Spannungs -
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zustand der Schale nach der folgenden Rechenvorschrift anschreiben :
* = «>» + 2X t wt , N ß = N ß9 + 2 ; X i N ßi , (» = 1 , . . . ,4 ) . ( 1245 )

Die Komponenten w0 , N ^ 0 aus der Belastung der statisch bestimmt gestützten
biegungssteifen Schale stimmen ebenso wie bei der Kugel - und Kegelschale nahezu
mit den Schnittkräften und Verschiebungen des Längsspannungszustandes überein
und sind in einzelnen Belastungsfällen mit diesen identisch . Daher können die Kom¬
ponenten w0 , N ß0 nach den Angaben in Abschn . 80 eingesetzt werden . Die Schnitt¬
kräfte N ßi , M yi und die Verschiebungen w{ der biegungssteifen Schale werden für
X { = 1 aus den homogenen Gleichungen ( 1237 ) berechnet . Dabei sind die übrigen
Randkräfte Null . Die Integrationskonstanten werden dabei allerdings in der Regel
für die Randbedingungen eines nach einer Richtung unendlich langen Zylinders
angegeben , zumal diese Lösung bereits aus Abschn . 22 bekannt ist .

Lösung für Xj = 1 (Abb . 818a ) :

Wj =
2 a2

L E h e l ’i cos X Tj ,
2 a2

UeL e 1,1
(sinXtj + cos Xrj ) ,

N ßl — - e x ,‘ cos X rj , M yl — — Le 1,1 sin X rj ,

Qvl = e ~Xn (sin Xrj — cos Xrj) .

( 1246 )

Lösung für X 2 = 1 (Abb . 818b ) :
2 a2

w2 = — jFVgy e ~l ’’ (cos Xrj — sin Xrj) ,

N ß2 = 2
jt e ' l, > (cos ^ rj — sin Xrj) ,

Qy2 = - e ' ^ sin Xrj .

4 a-
UeJ e l ,‘ cos X rj ,

M y 2 = e ^ (sinAjj -j- cosA ^ ) , ( 1247 )

L± _̂ z

I
/

/ _
L_

Die Anschlußkräfte X t (i = 1 . . . 4 ) sind durch die geometrischen oder statischen
Bedingungen aus der vorgeschriebenen Abstützung a b \
Öf (i = 1 . . . 4 ) der beiden Schalenränder a , b oder
durch ihre Verbindung mit benachbarten Bauteilen
( Platte , Kegelschale , Kugelschale ) bestimmt . Die
Buchstaben bedeuten dann die gegenseitige Ver¬
schiebung der Ränder oder die gegenseitige Ver¬
drehung der Endtangenten der benachbarten rota¬
tionssymmetrischen Flächen (<5,- = 6 ix + di 2 , vgl .
S . 773 ) . Auch hierbei wird in der Regel mit dem
einseitig unendlich langen Zylinder gerechnet , um die Aufgabe zu vereinfachen .
Nach ( 1246 ) und (1247 ) ist

2 a 2 «, c 2 a 2 c 4 a2

»3

Abb . 818 .

^n >2 L E h ‘ <5,-'12, 2 — ^ 21, 2 —
L 2 Eh ’ L 3 E h

'

1 . Starre Einspannung des Randes a (rj = 0 ) eines unendlich langen Zylinders .
= X 1 <5U + X 2 d 12 + äio — 0 ,

dß = X x d 2i + X 2 ö22 + <5äo = 0 .

Mit ( 1248 ) und d l0 = wa0 , ö w = w'
a0 wird
L 2 E h

d , ( 1248 )

X, = M a =

* 1 = — Qa ~

2 a2
LE h
2 a2

(wa0 Lw ’
a0) ,

(2 wa0 + Lw '
a0) .

( 1249 )
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2 . Gelenkige Lagerung des Randes a {rj = 0 ) eines unendlich langen Zylinders .
Ma = X a = 0

<?! = -Xi <5U + <510 = 0 ,und
LE halso mit ( 1248 ) ( 1250 )

Damit sind nach ( 1244 ) auch die Formänderungen und Schnittkräfte bekannt .
Zylinderschale mit h — const als Behälter (Abb . 819 ) . Der untere Rand

des Mantels ist im Behälterboden starr eingespannt , der obere Rand kann frei ,
gelenkig gelagert oder ebenfalls eingespannt sein . Um die strenge Lösung der Auf¬
gabe zu begründen , sollen die Abmessungen des Behälters eine relativ große cha¬
rakteristische Länge L bestimmen und daher die Integrationskonstanten der
Lösung (1242 ) von den Bedingungen an beiden Rändern abhängen . Nach S . 760 ist

Pz = - yy = - yLXrj , (1251)
Die vollständige Lösung w = wa w der inhomogenen Differentialgleichung lautet
daher nach (260 ) transformiert

X rj + U1 cos X f] Gfof X rj + U 2 cos X rj ©in X rj + U 3 sin X rj (Sof X rj
+ Ui sin X r/ ©in X rj ( 1252 )

Werden die Ableitungen der Funktion w nach der Veränderlichen (Xrj) mit w , w"
usw . bezeichnet , so sind nach ( 1244 )

Die Funktionen w usw . sind auf S . 141 angeschrieben . Die Vorzahlen sind
B Eh 2 l

( 1254)L 2 4 « I3H - /1V
so daß die Integrationskonstanten U 1 . . . C/ 4 leicht aus den Randbedingungen für
Xrj = 0 oder Xrj ~ X berechnet werden können .

1 . Oberer Rand frei , X rj = 0 mit w " = 0 und w " ' = 0 , unterer Rand ein¬
gespannt Xrj = X , mit w = 0 , w ' = 0 .

i h 2

3

cos A @ itt A + sin A £ o ( A — 2 A cos A ©of A
A (cos 2 A + ©o ( 2 A)

’

i « 2 cos A 2tn A — sin A So | A — 1/A • cos A ©of A* ( 1255 )

cos 2 A + ©oj2 A
2 . Oberer Rand gelenkig gelagert Xrj = 0 mit w 0 und w " = 0 , unterer Rand

eingespannt Xrj = X mit w = 0 , w ' = 0 .
/ a 2 1/A • sin A ©of A — sin A ©in A — cos A ©of A -

^ Eh ©oj A ©in A — cos A sin A ’
( 1256)1. 1 / 7 • Pr'ic 3 3 _1_ ein 3 iStn 3 _ /-'OS Ä, (Joj / i

©of A ©in A cos A sin A
3 . Oberer Rand eingespannt Xrj = 0 mit w — 0 und w '

==- 0 , unterer Rand ein
gespannt Xrj = X mit w = 0 und w" — 0 .

1 (©in A + sin A) sin A — A (sin A ©of A + cos A ©in A)
A (©in 2 A — sin 2 },)

Eh A ( ©in 2 A — sin 2 A)
/ a 2 (©of A — cos A) ( @ in A + sin A) — 2 A tin A ©in A
Wh A ( ©in 2 A

l a 2 A (sin A ©of A + cos A ©in A) — ©in A (sin A + ©in A)
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Damit sind auch alle Komponenten ( 1253 ) des Spannungs- und Verschiebungs¬zustandes bekannt . Ihre Berechnung.wird durch die bekannten Tabellen der hyper¬bolischen Funktionen von K . Hayashi erleichtert. Sind diese nicht zur Hand , so
kann in der Regel (h a)

©in X = (Eof X = -L e*

gesetzt und el als num ln e '- = num X nach Taschenbüchern bestimmt werden. Das
Einspannungsmoment ist dann für r] = 1 und fi = 0 in allen 3 Fällen

My ^ Y ~ X (X ~ l ) . ( 1258 )

Berechnung eines Wasserbehälters .
a ) Vollständige Lösung nach (1252 ) für starre Einspannung des unteren Schalenrandes .

a = 9,0m ; Z = 9,0m ; h = 0,30 m ; a/h = 30 . v _ _

Nach ( 1241 ) ist L = — = 1,258 ,
1,31 V3Ö

A = 7,17 , y — 1 t/m 3 , £ = 2100000 t / m 2 , (

y ^ = l,m . l0- K

/

/

— 16,00m -
Abb. 819.1 . Oberer Rand frei . Nach (1255 ) ist Ui = 0 und

1 156 • 10- 3 4° 9 ’64 + 504,60 ~ UM ' 409 -64
= 18,89 • 10- 7

7,17 • 423275

409,64 - 504,60 - • 409,64
7,17U2 = U3 = — 1,156 • IO- 3 = 4,15 • IO"7

423275

1 Oberer Rand frei
gelenkig gelagert
eingespannt
frei , 0, s . S . 790.

16 3 0 5 6 70
Biegungsmoment My in mt/m ,
- 0,6 - 0,0 - 0,6 - Ofl - 1,0 - V - 1,10,0 0,6 0

Ausbiegung tu in mm

Abb. 820 .

damit nach ( 1252 ) und ( 1253 ) mit ( 1251)
w — — 0,161 • IO- 3 /' rj + 10- 7 [18,89 cos A t; ßo [ A tj + 4,15 (cos A rj ©in A rj + sin At/EofA tj) ] ,

M v = 0,614 ■ IO- 3 [ lf 89 sin A rj ©in A ij + 4,15 (sin A tj ©oj A jj — cos A rj ©in A rf/\ .
Am unteren Rand is M a = 6,08 mt/m .

2 . Oberer Rand elenkig gelagert . Nach (1256 ) ist •

U1 = Ui — 0 , Ut = 23,05 - IO“ 7 , tf 3 = 4,15 - 10- 7 .
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3 . Oberer Rand starr eingespannt . Nach ( 1257 ) ist

U1 = 0 , U„ = 23,06 - 10- 7 , U3 = 1,598 - 10- 4 , b\ = - 1,585 • 10 ~‘ .
Die Ausbiegung w und die Biegungsmomente M , sind in Abb . 820 dargestellt . Die Ringkraft Nß
ist nach ( 1244 ) proportional der Ausbiegung w.

b ) Näherungsweise ist für alle 3 Randbedingungen nach ( 1258)
Q . 0 30 2

M a * 1,0 6 9 0
' 7,11 ' 617 = 5,97 mt / m •

c) Die Teillösung ^ 243 ) für den unendlich langen Zylinder ergibt nach ( 1249)

M, = ^ (A - 1 ) = 6,12 mt/m .

DerVerlauf der Funktionen w und M v stimmt mit den Kurven 1 und 2 Abb . 820 so gut über¬
ein , daß der Unterschied in der Zeichnung nicht hervortritt .

Untersuchung eines Wasserbehälters nach ( 1234 ) bei verschiedenen Randbedingungen .
a ) Starre Einspannung des unteren Schalenrandes .

a = 3,0m , l = 9,0m , A = 0,3m , a/A = 10 .

Nach ( 1241 ) ist L = — = 0,723 ,l .siyio
A = 12,45 , y = 1,0 t/m 3 , EA = 0,63 - 106 .

Für den Längsspannungszustand ist nach ( 1154)
a 2

(< _ ^ _ _
~

' '
Eh '

Damit wird nach ( 1249 ) das Einspannungsmoment
E 2 E A / a 2 / «2 '

Abb. 821 .

tt'° = ~ 7 Wh
_ y ) '

M a = X ,

und

. _ E 2 E A !
2 2 a 2 V

■’̂
EA + Z 7 Ü ) = ^ (A - 1} = 2J65 mt/m

E 2
Arl = — y (2A - 1 ) = 6,25 t/m ,

so daß nach ( 1243 ) und (1244 ) Formänderung und Schnittkräfte bestimmt sind (Abb . 824 a ) .

I a 2 /' Wh 1 T]

Abb . 822 .

^cos /. tj + ^ 1 — sin A ,

t ) COS ^ ) -M y = — E 2
^ e- A,*

^sinAj )
L

b ) Elastische Einspannung in eine Kreisplatte (Abb . 824b ) .
1 . Formänderungsgrößen nach S . 773 für die Kreisplatte mit Tabelle 63 .

Eh * 3
h* = 0,40 m , N =

12 ( 1 - /i 2;
11520 mt .

X x — 1 : <5n,i — <S2i,i — 0 ,
3,0

u;* = 0 , AfrjJ : 0 .

X . 1 : <522, i —
IV( l -hu )

223 -2 - 10~ ‘ > w *
2N ( \ + p )

p = y l : S10tl = 0 , <52o , i = — 7 „ , . ! .
a

.— : = — 2265 • 10~6

<? i = — 335 • 10 - 6 • ®i ; Afr , 2= - 1 .

/ a1
641V ( 1 + p )

8N ( l + p )

[2 (3 -r /t ) ^ - ( 1 + ft) &0} = 5365 • IO “6 ( d>i - 0,184 <ß „) ,

/ a 2 ,
-Vr . t = y Iß (3 + (U) 01 = 16 07 01 '

2 . Formänderungsgrößen für die Zylinderschale nach ( 1248)
<5 >:>: 39,5 - IO - 6 , <5, , ., = - 54,7 - IO “6 , 151,2 - 10- 6 ,

<5io . 2 = K'o « = - 128,6 - io - 6 <520. 2 = < a = 14,3 - 10 -
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3 .

4 .

5 .

Berechnung der Anschlußkräfte nach S . 773 mit d lk = <5, *fl + ö iit2 .
Xi X 2

39,5 - 54,7

- 54,7 374,4

128,6

2250,7

Formänderung und Schnittkräfte der

X 1 = 14,518 t/m ,

X 2 = 8,133 mt/m .

Schale Abb . 824b . Nach ( 1243 ) und ( 1244 ) ist
a * l

™ = - y -
gfr ( 1 ~ V) + 14.518 w x + 8,133 w2

= — 128,6 • 10-

45

6 [ ( 1 — rj ) — e~ x 'l (cos 7. rj + 3,44 sin 7. rj )] ,
M„ = 14,518 iWj -f - 8,133 M 2

= —2,358 6- ^ '' (sin A »; — 3,44 cos A rj) .
Formänderung und Schnittkräfte der Platte . Abb . 824 b .

w * = 5365 • 10- 6 ( 0 , — 0,184 0 O) - 8,133 • 335 • IO “6

= 10 - 6 (2640 0, - 987 <Z>0) ,
M r = 16,07 0 ! - 8,133 .

c) Elastische Einspannung in eine Kugelschale .
1 . Formänderungsgrößen für die Kugelschale nach ( 1197)

und ( 1199 ) mit
a * = 4,67 m , h* = 0,20 in , a*jh * = 23,35 .

Nach (1185 ) ist

k = ^ 23^35f3 ■0,9722 = 6,32 , 4 = 695 • 10~6 ,
JD

und mit a 2 = 40 ° , sin a 2 = 0,6428 , Eh * — 0,42 - IO6 .

Abb . 824c .

Abb. 823.

<5ii _i = 58,1 • IO - 6 , ö12il = - 122,5 - IO- 6 , d22il = 513 • 10- 6 .
Mit / = 9 + 4,67 - cos a 2 = 12,58 m und fja * = 2,69 wird nach (1132)

<510, 1 — Ara .t = — 136 • IO - 6 und 6Wil = # a2 = 33,3 • HP 6 .

Die Horizcntalkraft H beträgt nach S . 752 mit ( 1132)
a * 2 / / 1 — cos3 a 2\H = — Wa2 cos a 2 = + y - 3 — 2 - r -s- - cos a 2 = + 15,1 t/m6 V a sm ' otj /

und damit nach ( 1201 )
<5'

0j x = 15,1 • 58,1 • 10- ° = 878 • 10 - 6 , S '
20i , = - 15,1 • 122,5 • IO - 6 = - 1850 • IO - 6 ,

so daß

<5io, ! = ( - 136 + 878 ) • 10- 6 = 742 • 10 - 6 , ö 20: , = (33,3 - 1850 ) 10 " « = - 1816,7 • 10~6

2 . Formänderungsgrößen der Zylinderschale wie unter b ) .
3 . Berechnung der Anschlußkräfte nach S . 773 mit ö ik = ö ikil + (5iJti2 .

XJ x t
97 .6 — 177,2

- 177,2 664,2

X t = - 2,634 t/m ,

X 2 = 2,011 mt/m .

4 . Formänderungen und Schnittkräfte der Zylinderschale nach (1243 ) und (1244)

w = — IO" 6 • 128,6 [ (1 — rj ) + 1 >67 e- x i (cos 7, rj — 0,513 sin 7. 77) ] ,
M , = 3,917 e~ x ,‘ (sin 7. t] + 0,513 cos 7. rj ) .

5 . Schnittkräfte in der Kugelschale nach ( 1192)

M a = (X 1 + H ) + X , M 2 = e~ ka
ĵ 5,94 sin (k eo) - 2,84 sin ( k w + ^ ) ] •

50Beyer, Baustatik , 2. Aufl . , Neudruck
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d ) Berechnung für Temperatur und Schwinden bei eingespanntem unterem
Rand .

Die Formänderungsgrößen aus X / — 1 , = 1 werden wie auf S . 784
<5U = 39,5 • 10- <512 = _ 54,7 • 10- 151,2 - 10- 6 .

■8,l33mt/m, -OßVSmrn \N- OO '■

Abb. 824 .

d

Für Temperaturwirkung ist nach ( 1157 ) mit a ( = 10 - IO- 6

<Sio = woa = — « i • t • a = — 30 • t • 10- « , ö20 = 0 .
Damit lauten die Gleichungen auf S . 773

X , X,
39 . 5 - 54 .7

- 54 . 7 151,2

3 ° • t X 1 = 1,522 • t t/m ,

X 2 = 0,551 • t mt/m .

Formänderung und Schnittkräfte betragen nach (1243 ) , (1244 ) Abb . 824d
w = — 30 • / • IO - 6 [ 1 — (cos X r] + sin X ?; )] ,

M = — 0,551 e~^ ’l (sin X rj — cos X ??) . t = 1 .

Berechnung eines Silos .
1 . Geometrische Grundlagen .

Zylinderschale i « = 3,0 m , 1 = 9,0m , h = 0,20m ,
E h = 0,42 • 106 , ajh = 15 , L = 0,591 m ,

X = 15,25 , t] = y/l .

Kegelschale : a = 45 ° , l* = 4,24 m , h* = 0,25 m ,
E h* = 0,525 • 10« , L * = 0,788 m , B * = 106/ 355 ,

72 — szjE* .
2 . Belastung . Füllgut : Roggen . Nach S . 14 ist (Abb . 825)

y = 0,7 t/m 3 , k x = 0,248 , pt
' = 0,44 , FjU = 3/2 ,

2,39

Abb. 825 .

0 7 3
^ • max =

Ö^ i
~
2

= 2,39 ’

.1,5

, £ 6 = 9,62 ( 1 — e- *
) , %

0,44 - 0,248
l - y

ax 0,248

13,75 ,

9 — y
13Ä75 '

9,62 ,

p, — 2,39 ( 1 — e~ *)
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Zylinderschale : pz = — 2,39 ( 1 *) •

Kegelschale : p * = — p„ sin 2 a — pb cos2

— 6,01 ( 1 — e - '' *
) ,

a = — 6,01 ( l - .
l + u

Za

3 . Formänderung der Zylinderschale ,
a) Membranzustand . Nach (1155 ) ist

3 02
««o = “

^ 2
• 10 - 6 • 2,39

16,96 — y*

19,43
'

- 51,3 • 10~» ( 1 — e~ x
) ,

51,3 • 10~»

13,75
' <3,73 • 10 - 6 e -

so daß mit y = 0 :
<5i0 , 2 = - 24,6 • 10- « , <520t2 = 1,94 . 10~ » .

b) Für die Belastung aus X ± — 1 , X 2 — 1 (Abb . 826 ) ist nach ( 1248)

<5U >2 = 72,5 . 10- ®, ö 12>2 = - 122,6 . 10 - » , <522>2 = 415,0 • IO" 6 .

4 . Formänderung der Kegelschale .
a) Membranzustand . Aus den Gleichgewichtsbedingungen ( 1138) folgt

NßO = ~ y* pz = 6,01 y* ( 1 — e- * *)
und

woraus
{Ny <sy * Y = 6,01 y* (1 - e~* ’

) ,

(e- * * - <r ° .822
) ] .■6,01 19,43 Abb . 826.

Damit wird nach (1140 )

Ar Zi0 = 8,1 • 10“ 6 y *
jy

* ( l — e~ * ' ) ■

und nach ( 1141)
= _ 11,46 . 10- «

j ŷy
* - «- **

(

- ß

19,43 2

[ 5 - 19,43 ^ ( 1 - ^ ) - ^ ^ ] } ,
i/ * 2 \ IQ 4H 2 n

19,43 + 2 y * + ^
• e- ° .» ’ 2

j .
y ' iy ,43 / y w

Die Formänderungen am Rande im Sinne der Definition nach Abb . 826 betragen daher

<5io,i = (ArZt„) , . = ,. = 63,3 • IO- 8 ,

Vi = - (# 8 ) »- j* = 29 .3 - 10- » .

b) Für die Belastung aus X 1 — 1 , X 2 = 1 ist nach ( 1223) und ( 1224) unter Beachtung des

Wirkungssinnes von X 2 nach Abb . 826

<5n,i = 43,4 - 10- » , <5i2,i = 77,9 • 10~« , <522i1 = 279,5 • 10- « .

c) Belastung H . Nach Abb . 767 ist

H — — (N p o), . = !* • cos a = — 4,67 t
und nach (1201)

<5'
±10,1 ■ =— 4,67 • 43,4 • IO- 6 = — 202,5 • 10"» ,

<52o, i = - 4,67 • 77,9 • 10"» = - 363,5 • 10- » .

5 . Berechnung der Überzähligen .

du = (72,5 + 43,4 ) • 10"» = 115,9 • 10 ~» ,

(512 = ( - 122,6 + 77,9 ) • 10~» = - 44,7 • 10- » ,

<522 = (415,0 + 279,5 ) 10~ » = 694,5 • 10- » ,

<510 = ( - 24,6 + 63,3 - 202,5 ) 10~» = - 163,8 • 10" » ,

<520 = ( 1,94 + 29,3 - 363,5 ) 10 “ » = - 332,26 • 10 - « .

ATi X 2

X ! = 1,639 t/m ,115 .9 - 44 .7

— 44 . 7 694 . 5

163,8

332,26 X 2 = 0,584 mt/m .

50*
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C . Formänderung und Schnittkräfte der Zylinderschale nach ( 1243 ) und ( 1244)
w = w0 -1- 1,639 wx + 0,584 wt

= - 51,3 - IO “ 6 [ ( ! — «- *) - 0,923 e~x ,‘ (cos A rj + 1,516 sin A j/) ] .

Abb . 827 .

M . 1,639 Mi + 0,584 M t = 0,384 e~l i [ 1,516 cos Ar; — sin A rj] .

7 . Formänderung und Schnittkräfte der Kegelschale
nach ( 1202 ) und ( 1221)

Ar, = Ar , i0 + ( 1,639 - 4,67 ) Ar zA + 0,584 Ar ZjS
= Ar Zi o - 3,031 Ar Ztl + 0,584 AlrZi2 •

Ar , : 0 auf S . 787 . Nach ( 1223) und (1224 ) ist
Ar s , i = 2,41 • IO- 6 y * 2 e~ ';2Cos ,
Ar, ' t = 4,33 - 10~« y * 2 e_ , 3 (cos rj2 — sin ?;2) ,

M * = - 3,031 Mi + 0,584 M 2 = 0,584 «- ''2 [cos r\ t — 1,89 sin rj 2] .
Formänderung und Schnittkräfte sind in Abb . 827 dargestellt .

Berechnung eines Kühlturmes .
1 . Geometrische Grundlagen ( Abb . 828 ) .

Zylinderschale : a — 5,5m , l = 15,0 m , h — 0,07 m
Eh = 0,147 - IO 6 , ajh = 78,6 , L = 0,474 m , A = 31,7 , t) = y/l .

Kegelschale : a = 65°, l* = 17,0 m , a* = 13,0 m , h* = 0,10 m
Eh * = 0,210 • 106 , L * = 0,596 m , B * = 10 «/5560 , Vi = sil L * .

2 . Belastung . Eigengewicht .

Zylinderschale g = 0,168 t/m 2 ; Kegelschaleg * = 0,24 t/m 2.
3 . Formänderung der Zylinderschale ,
a ) Membranzustand . Nach ( 1153 ) ist

&0 IO“6 15,73
l

■IO- 6 • 15,73 ( 1 — tj) ,

= IO" 6 • 1,05 ,

Mit y *

sodaßmit }2 = 0 ö10 ,2 = — 15,73 • IO- 6 ,
<520,2 = 1,05 • IO" 8 .

b ) Für die Belastung aus X 1 = 1 , X 2 — 1
(Abb . 829 ) ist nach (1248)

'11,2 •

Abb . 828 .

868 • IO" 6 , ^12,2 = — 1836 • 10- « ,
d22, 2 = 7750 - 10- « .

4 . Formänderung der Kegelschale .
4P " a ) Membranzustand . Nach (1142 ) und (1145 )

ist mit z = y * sin a und

'
1L

Ar . g * y * ■
Eh * cos 2 a ctg all —

= 10~« X 12,12

G0 = g - l - 2a7i = 8Tt

( l - £5— fi _
\ 2 cos - a L \ 3

: - 0,0444 y * 2
^ 1,145 + ( /pr )

8

] ] -

Abb . 829 .

ßG 0
2 Ti E h * sin a

g* y * ctg a f 1 , , , 1 / a * \ 2 ]TW HW tl + ^ ~ {2 + ^ qos {^ ) ] ^
Eh - 2ny * sin 2 a

= - IO“ 1

: a * wird ö 10il =

{ o .2B4 y .
[0,56 - (

A3
)

2

] + -Shi
} .

3,96 - 10 - « , ä20ll = - 4,49 - 10- «
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b ) Die Belastung X x = 1 , X t = 1 liefert nach ( 1225) und ( 1226)
<5u , i = 482 • IO"6 , <51Si j = 896 • 10- 6 , <52,

c ) Belastung H . Nach (1145 ) ist
3320 • IO "6

- H =
2 5i a ctg « = + 1,175 t/m

und daher nach (1201) <5io,i = - U75 • 482 • IO “6 = - 566 • IO* 6 ,
ö ',

5 . Berechnung der Überzähligen . (dik = ölktl + dill>2 , <5i0 = ö t 0ll + <5<„, x + <5i0i2)
Xi

1350 — 940 581 X ! = 0,532 t/m

- 940 11070 1056 * 2 = 0,141 mt/m

6 . Forma nderung und Schnittkräfte der Zylinders
w = w 0 + 0,532 wx + 0,141 w2

= - 15,73 • IO' 6 Kl - »?) - 12,85 e - l 'l (cos X 7] +
M v — 0,532 M x + 0,141 M 2 = — 0,110 e ~ l n (sin X t] — 1,281 cos X rj ) .

7 . Formänderung und Schnittkräfte der Kegelschale nach ( 1202 ) und ( 1221)
Ar z = A r z , o + (0,532 - 1,175 ) A r z fl + 0,141 A r z , 2

Abb . 830 .

= K,o - 0,643K,i + 0,14lK,2 -
Ar Zi <) auf S . 788 . Nach (1225) und (1226) ist
A r z , i = 2,855 • IO- 6 y * 2 e ~ ’h cos t]x ,
A rZj2 = — 5,28 • 10- 6 y * 2 e ~ ’h (sin ^ ! — cos rjj) .

Formänderung und Schnittkräfte sind in
Abb . 830 dargestellt .

Die Zylinderschale mit ver¬
änderlicher Wanddicke . Näherungs¬
lösungen der allgemeinen Aufgabe ent¬
stehen nach S . 778 durch die Unterteilung
des Integrationsbereichs l in n gleich¬
große Abschnitte A y — s mit der Punkt¬

folge 0 , 1 . . . k . . . n und durch die Umwandlung der Differentialquotienten der
Differentialgleichung des Problems in Differenzenquotienten .

Die Differentialgleichung der Biegelinie w des Meridianschnittes mit beliebig
veränderlicher Wanddicke h lautet nach ( 1229 ) für

No

Abb . 831 .

n, = 0 , m ;

w + 4l » ;

+ lt = o ,

= 12 ^ A .

a
h -3 „ \ "

. , h 3 ( 1 — /i2) , 0 ( 1 — ^ 2)
( 1259 )j 1 ’ ~

h0 a 2 hl E h%
Aus dieser werden nach (211 ) mit A;./Ä0 = f *. die folgenden Differenzengleichungen
abgeleitet :

, 3 22 - , ^ __ 12
CLi A 2 wk_x - 2ClA 2 wk + Cm A 2 wk+x + 4 Ck
Sie lassen sich nach S . 130 umformen

-. Wt , - Pz

CLi - 2 wk_x (CLi + CD + wk (cLi + 4 \ t,% + C ,c ji ] + Cl + i )

■2 w fc+1 (CI + CI+,1 + Q 12 ( 1 — u 2) si , , .= - rrrir- Pz . k , k = l . . . (n -
Ä+ l 2 • 1 ) .

( 1260 )
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Die Rechen Vorschrift besteht neben diesen (■» — 1 ) linearen Gleichungen aus vier
Randbedingungen für w,w ',M oder Q am Rande y = 0 und y = 1 . Sie enthält
ebenso viele Wurzeln wk (k = — 1 . . . n + 1 ) , die daher eindeutig bestimmt sind .
Die Randbedingungen sind Vorschriften über den Verschiebungs - oder Spannungs¬
zustand . Dieser läßt sich nach ( 1229 ) ebenfalls durch Differenzen ausdrücken .

Wk
“4 + 1 -

2 s
, T E hk

> ~ N B k — — — W k ,
i , E H (wic - \ — 2wk + Wk+l )Myk —

12 ( 1 — jU
2) S2

Qk —
E ( H +1 d 2 wk+ 1 — A 2 wk_ 1

12 ( 1 — /i 2) V
"'

2 s3

( 1261 )

Sind keine Randbedingungen vorgeschrieben , sondern nur durch die Verbindung
des Breitenschnittes mit anderen elastischen Bauteilen bestimmt , so müssen hier
ebenso wie auf S . 781 zunächst die Anschlußkräfte berechnet werden . Die Kompo¬
nenten (510 , <52o des Verschiebungszustandes ergeben sich in der Regel aus der
partikulären Lösung von ( 1259) , die Vorzahlen 5n , d12 , d22 des Ansatzes lassen sich
genügend genau aus den Differenzengleichungen eines unendlich langen Zylinders
mit vorgeschriebenen Randkräften nach S . 789 für X 1 = Qy = 1 , My = 0 oder
X 2 = My = 1 , Qy = 0 berechnen . Da die Funktionen w (y ) in diesem Falle schnell
abklingen , werden die Verschiebungen w 1: 1 , wUt2 außerhalb einer geschätzten Rand¬
zone Null gesetzt , ohne die Bedingungen am entgegengesetzten Rande zu berück¬
sichtigen .

Berechnung des Wasserbehälters Abb . 819 für linear veränderliche Wandstärke
m <ft" = ») •

V i 1 . Geometrische Abmessungen (Abb . 832 ) . I = 9,0 m , a = 9,0 m .

hv = 0,40 m , Ä10 = 0,20 m , hk = ~ - ( ° — yk ) ,

Abb . 832 .

c = T
^ V = 18 ’0 '

ho — ^io
: » = r - = i

hr.
Vk

18,0
'

Der Integrationsbereich l wird in 10 gleiche Teile geteilt , s = 0,9 m .
2 . Belastung . Wasserdruck , p Ztk = — 1,0 (l — y k) .

3 . Randbedingungen . Der untere Rand y — 0 ist starr eingespannt , w = 0 , w' — 0,
also w_x = wv Der obere Rand ist kräftefrei , Q 10 = 0 , M vl0 — 0 , daher mit ( 1261)

% = 2 w 10 — w9 , wn = --A ( wg — 2 w a + iei10) + 3 ww — 2 w9 .
* 11

%
4 . Vorzahlen der Differenzengleichungen ( 1260 )

12 (1 - « 2) S4 S4 0,057 , s4
E hl

Pz’k ~
Bo

*>z,k ~ ~
1000 (9 ’ “ ’

L * = 0,1475 '

k y* f * rs* * CI+ CI+X r il
^0

[ ]
Gl . ( 1260 )

a - i
+ 41 i
+ f *+i

9,o - yk
„ s4

l 03 Pi,/," O

— I - 0,9 1,05 1,158 2,158 0,1550 1,3130 — —
o O I I 1,857 0,1475 i,i475 6,595 9 - 0,513
I 0,9 o,95 0,857 1,586 0,1401 0 . 997 1 5,719 8,1 - 0,4612 1,8 o,9 0,729 1,343 0,1328 0,8618 4 >92i 7,2 — 0,411
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5 . Die j

w %

3edingu

w %

ngsgleic hungen unter Berücksichtigung der Randbedingungen .
w t w6 W7 Ws W9 W10

$4 ,l 03 -— pi,i
6,719 - 3 -172 0,729 — 0,461

— 0,411

- 0,359

— 0,308

— 0,256

— 0,205

- 0,154

— 0,103

— 0,051

0

- 3A7 2 4 . 921 - 2,686 0,614 ■

0,729 - 2,686 4A99 — 2,252 0,512

0,614 - 2,252 3 . 536 - 1,868 0,422

0,512 - 1,868 2,988 - 1,530 o>343

0,422 - 1,530 2,485 - 1,236 0,275

0 . 343 - 1 . 236 2,044 — 0,982 0,216

0 . 275 — 0,982 1,661 - 0,764 o,i 66

0,216 - 0,764 1,204 — 0,332

0,166 — 0,332 o,3i3

6 . Auflösung . Die Iteration einer Näherungslösung liefert

h = X 2 3 4 5 6 7 8 9 IO

io 3 wk = — 0,2396 - 0,5144 — 0,6616 — 0,6777 — 0,6131 — 0,5146 - 0,4047 — 0,2860 - 0 . 1547 — 0,0124mm
7 . Schnittkräfte nach ( 1261 ) . Die Ausbiegung wk und das Biegungsmoment M vk sind in

Abb . 820 S . 783 durch die Linie 4 dargestellt .
Pöschl , T . , u . K . v . Terzaghi : Berechnung von Behältern nach neueren analytischen und

graphischen Methoden . Berlin 19 .13 und 1926 . — Meißner , E . : Beanspruchung und Form¬
änderung zylindrischer Gefäße mit linear veränderlicher Wandstärke . Vjschr . Naturforsch . Ges .Zürich 1917 S . 153 . — Pasternak , P . : Formeln zur raschen Berechnung der Biegebeanspruchurgin kreisrunden Behältern . Schweiz . Bauztg . Bd . 86 (1925 ) S . 129 . — Derselbe : Vereinfachte
Berechnung der Biegebeanspruchung in dünnwandigen kreisrunden Behältern . Verh . 2 . Int .
Kongr . f . techn . Mechanik . Zürich 1927 . — Derselbe : Die praktische Berechnung der Biege¬
beanspruchung in kreisrunden Behältern mit gewölbten Böden und Decken und linear veränder¬
lichen Wandstärken . Schweiz . Bauztg . Bd . 90 ( 1927 ) . — Susok , K . : Formeln zur praktischen
Berechnung der Biegungsbeanspruchung in kreisrunden Behältern mit linear veränderlichen
Wandstärken . Beton u . Eisen 1927 S . 450 . — Steuermann , E . : Beitrag zur Berechnung des
zylindrischen Behälters mit veränderlicher Wandstärke . Beton u . Eisen 1928 S . 286 . — Miesel ,K . : Über die Festigkeit von Kreiszylinderschalen mit nichtachsensymmetrischer Belastung .
Ing . -Arch . 1930 S . 22 . — Flügge , W . : Die Stabilität der Kreiszylinderschale . Ing . -Arch . 1931
S . 463 . — Stange , K . : Der Spannungszustand einer Kreisringschale . Ing .-Arch . 1931 S . 47 . —
Abdank , R . : Berechnung ganz oder teilweise gefüllter , freitragender , dünnwandiger Rohr¬
leitungen mit beliebig geneigter Achse . Bautechn . 1931 S . 419 . — v . Sanden , K . , u . F . Tölke :
Über Stabilitätsprobleme dünner kreiszylindrischer Schalen . Ing .-Arch . 1931 S . 24 .

82 . Membrantheorie von Rohr und Tonne .
Tonne und Rohr werden bei zahlreichen Anwendungen im Bauwesen längs der

Ränder oder längs ausgezeichneter Mantellinien « = const stetig unterstützt und
bei der statischen Untersuchung unendlich lang angenommen (Abb . 833) . Eine von
* unabhängige Belastung f = />(<*) erzeugt dann mit m = 0 einen ebenen Spannungs¬
zustand , dessen Komponenten ebenso wie beim biegungssteifen gekrümmten Stabe
berechnet werden ( S . 131 und 136) . Durch die Abstützung einzelner Querschnitte
des Flächentragwerks mit biegungssteifen Rahmen , Bindern oder Querwänden
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entstehen freitragende Rohre und Tonnen , deren differentiale Streifen sich nicht
mehr gleichartig verhalten , so daß die Spannungen nach der Schalentheorie be¬
rechnet werden müssen . Gelten dabei mit h ^ r dieselben Annahmen wie auf

- S . 743 , so lassen sich die inneren Kräfte auch
hier durch Schnittkräfte , also durch Längs - und
Querkräfte , Biegungs - und Drillungsmomente
ausdrücken . Die räumliche Tragwirkung der
Tonne ist zuerst von A . Föppl an Fach werken
( 1894) , von D . Thoma und E . Schwerin an
Rohren ( 1920 ) und von F . Bauersfeld und

Abb . 833 .

U . Finsterwalder an freitragenden Gewölben ( 1928 ) untersucht worden .
Um die Rechnung zu vereinfachen , können die Biegungsspannungen gegenüber

den Dehnungsspannungen eines Abschnitts zunächst ebenso wie bei den rotations¬
symmetrischen Schalen vernachlässigt werden , wenn die Randbedingungen voll¬
ständig erfüllt sind oder wenn die Randstörungen keinen wesentlichen Einfluß auf
den Spannungs - und Formänderungszustand besitzen . Das Kraftfeld der Schale
wird dann allein durch Längskräfte und Schubkräfte beschrieben , während die
Biegung nur geringe Nebenspannungen erzeugt .

Zur Berechnung der Längskräfte N x , Na und der Schubkräfte Nxa genügen die
drei Gleichgewichtsbedingungen . Die Aufgabe ist also ebenso wie bei den rotations¬
symmetrischen Schalen statisch bestimmt . Die Gleichgewichtsbedingungen werden
für die äußeren Kräfte eines differentialen Schalen teils dx - rdv . angeschrieben und
dabei auf das Achsensystem der Abb . 838 bezogen . Der Ursprung der x-Achse
fällt in den mittleren Breitenschnitt zwischen zwei Querstützen (Abstand 21) . Diese
bedeuten Ränder des stetigen Zusammenhangs und damit Randbedingungen für die
mathematische Beschreibung des Spannungs - und Verschiebungszustandes . Das¬

selbe gilt von der Begrenzung der Tonnen¬
schalen längs der Erzeugenden . Randstörungen
des Membranzustandes sind also nur dann
ausgeschlossen , wenn die an den Rändern
der Schale vorhandenen Kräfte den stützenden
Randgliedern ohne Zwang zugeführt werden
können .

\ Die Wanddicke h ist konstant , die Be-
. \ lastung p eine stetige Funktion von x und a .
^ Ihre Komponenten werden mit p x , py , p z

bezeichnet . Die Verschiebungen der Punkte
der Mittelfläche im Sinne der drei in Abb . 834Abb . 834 .

eingetragenen Achsen sind u , v , w .
Bedingungen für das Gleichgewicht der Kräfte an dem differentialen Abschnitt

Abb . 834
-
Q

-^ - dxr dtx. -|- j ^ - dadx + p x dxr da. = 0 ,
* d <xdx H- dxr da. + p v dx r da. = 0 ,

N a dx da + p z dxr dx = 0 ,
1 0N <
r da + p z r

Die Schnittkräfte können daher unabhängig voneinander berechnet werden .
1 0N ( dx — jp v dx + Cx (a ) ,r de/

( 1263 )
^ dx ~ jp x dx + C2 (a ) .
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Die Integrationskonstanten C1 ( C2 sind unabhängig von x , aber Funktionen von a ,und daher nur durch Randbedingungen für x = const bestimmt . Bei freier Auf¬
lagerung der Schale auf zwei Querstützen sind die Längskräfte N x an den freienRändern in * = J- l Null ; bei freier Auskragung der Schale sind Längskraft Nxund Schubkraft iVaa. am freien Rand Null . Randstörungen des Membranzustandessind dabei aber nur dann ausgeschlossen , wenn die Dehnung von Schalenrand und
Querstütze stetig ineinander übergehen . In allen anderen Fällen entstehen ebensowie bei der Verbindung von Rotationsschale und Ringträger Biegungsspannungen ,die sich allerdings ebenso wie dort nur auf eine schmale Randzone beschränkenund daher keine große Bedeutung besitzen .

Der Verschiebungszustand der Mittelfläche (« , v , w) läßt sich mit den als be¬kannt anzusehenden Schnittkräften aus den folgenden Beziehungen berechnen :
dvdu 1 . . . „ T ,s x Q x £ fr {N x ft N a ) I rda .

_ du ( dv _ 2 (1 +
Vxa — + £ j

ft )

y = ± (Na - t* Nx) , \
( 1264 )

N„

Spannungszustand einer freitragenden Druckrohrleitung .
1 . Lösung für Eigengewicht p x — 0 , p v = g sin oc, p z = g cos a .Nach ( 1263 ) ist

N ,

N a = — a g cos a ,

s , = — i -J
*
a gsin a dx — g Jsin ctdx + Cx = — 2 g x sina + Cx .

Abb. 835 . Schnittkräfte infolge Eigengewicht .

s

Abb . 836.

%

Aus Symmetriegründen ist N ax = 0 für x = 0 , also Cx = 0 .

N x = + — f 2 g x cos a dx + C 2 = — cos a (x2 + C 2) .a J a
Für x = l ist N x = 0 , also C 2 =

N a = — ga cos a , N a x = — 2 g x sin a , N x = — g a
Sie sind in Abb . 835 dargestellt .

I 2. Die Schnittkräfte lauten nunmehr
l2
a2 1 - TT ) cos a •

Wasserflutung ohne Oberdruck Wasserfüllung mit Überdruck
f - a | f - m,om

3,18t/m

(2 - - 21 - 5,50m- H— -
Abb. 837 . Schnittkräfte und Spannungstrajektorien in einem Rohrabschnitt .
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2 . Lösung für Wasserüberdruck p x = 0 , p v — 0 , p z — — y (f — ci cos a ) (Abb . 836 ) . Die
Integration nach ( 1263 ) liefert

• (- L
\ a

\ £2 / ^ 2 \
saj , N ax = — yaxsina , N x = — y - ~ ( l cos a .

Die Schnittkräfte und Spannungstrajektorien sind bei Wasserfüllung ohne Überdruck , also
für / = a n 1,10 m auf der linken Seite , bei Wasserfüllung mit / = 40,0 m auf der rechten
Seite der Abb . 837 eingetragen . Die Hauptspannungen werden also bei wachsendem Überdruck
immer mehr zu Ringspannungen . Dabei wird die Durchbiegung des Rohres kleiner .

Die Tonnenschale mit Querstützung . Die Mittelfläche der Tonnenscliale
ist ein zum Meridianschnitt a = 0 symmetrischer Abschnitt einer Zylinderfläche
mit parallelen Rändern a = ot* = . const . Die Krümmung des Breitenschnittes 1 jr
ist eine Funktion von a , die W 'anddicke h in der Regel konstant . Das Flächen¬

tragwerk ruht entweder auf allen vier
Rändern oder trägt sich zwischen den
Querwänden frei . Daneben sind auch noch
andere Stützungsmöglichkeiten vorhanden .

Die Belastung p wirkt stetig , wird aber
im Hinblick auf die Anwendung im Bau¬
wesen derart angenommen , daß px = 0 und

p v , p z allein stetige Funktionen von a , also unabhängig von x sind . Die all¬
gemeinen Gleichgewichtsbedingungen ( 1263) lauten dann folgendermaßen :

Abb .

N a = - pz r , N .

N x = —x r
3

Pv +
dN a \ x 2 * dC 1 {a ) r , .

• “ T — - hC 2 (a ) .öoc

( 1265 )

Tragwerk und Belastung sind zum Querschnitt x = 0 symmetrisch , so daß zur
Berechnung der Integrationskonstanten C1 (a ) , C 2 («) bei freier Auflagerung der
Ränder x = folgende Bedingungen gelten :

x = 0 : N a
x = 1 :

Die Schnittkräfte sind daher

0 also (a ) = 0 ,
N x = 0 also C2 (« ) = - f

9
3a Pv + 1 3AT

a \ ß
2 • ( 1266)

Ist x = 0 der freie Rand einer einseitig eingespannten Tonne mit N x = 0 , Nax — 0 ,
so ist C1 (a ) = 0 und C2 (a ) — 0 .

An den Längsrändern a * = const werden in der Regel Längskräfte N£ und
Schubkräfte N£x an Randglieder abgegeben . Der Längsspannungszustand der Schale
bleibt dabei aber nur erhalten , wenn Dehnung und Spannung in der Grenzschicht
zwischen den benachbarten Bauteilen stetig ineinander übergehen , ohne daß
Biegungsspannungen entstehen .

Sind die Endtangenten des Breitenschnittes senkrecht (a * = 90 ° ) , so sind bei
lotrechter Belastung die Längskräfte N * Null und daher am Rande nur noch Schub¬
kräfte N£x vorhanden , die einem Randglied zugeführt werden müssen . Sie sind
nach ( 1267 ) zum Breitenschnitt x = 0 symmetrisch und erzeugen im Querschnitt x
des Randgliedes eine Längskraft

Py + 1 dN a\ /ß - x
3a ( 1268 )
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Die Längskräfte S der beiden Randglieder bilden mit den Längskräften Nx eines
Querschnitts der Tonne eine Gleichgewichtsgruppe

a *

5 + / N x r da. — 0
o

und erhalten damit die Bedeutung der Biegungslängskraft eines Balkenträgers.
Die Form des Breitenschnittes steht mit dem Spannungszustand in einer Be¬

ziehung, die sich bei der Belastung der Tonne durch Eigengewicht g = const leicht
verfolgen läßt , wenn der Parameter n in der Gleichung des Breitenschnittes
1 jr = l/a ' cos" a durch verschiedene ganze Zahlen ersetzt wird , n = 3 liefert eine
Parabel, n — 2 eine Kettenlinie , n — 0 einen Kreis und n = — 1 eine Zykloide.
Mit px = 0 , py = g sin a , p z = g cos a ist dann
N a = — g «/cos”“1 a , die Bogenkraft H = — Na cos a = g «/cos"“2 a , 1

N aa = — g x (2 — n) sin a , Nm (2 - n )

H = ga — const , N xa — 0 ,

cos n+1 “ y ( l - | ?) . J
; ( 1269 )

= 2 .
N x = 0 , S = 0 . ( 1270 )

Die Tonne überträgt das Eigengewicht abgesehen von Randstörungen biegungsfrei
nach den Bauteilen am Rande a* = const.

b ) Der Breitenschnitt ist der Kettenlinie einbeschrieben: n > 2 .
Der Bogenschub nimmt mit wachsendem a zu , die Schubkräfte Nxx — N xa und

die Längskräfte N x sind positiv und daher S negativ .
c) Der Breitenschnitt ist gegen die Kettenlinie überhöht : n < 2 .
Der Bogenschub nimmt mit wachsendem a ab, die Schubkräfte Nax = Nxa und

die Längskräfte N x sind negativ , die Längskraft S der Randglieder positiv . Bei
Tonnen mit senkrechter Endtangente (N * = 0 ) wird das Eigengewicht vollständig
nach den Querstützen abgetragen. Die Tonne wird zum Träger. Für freitragende
Schalendächer mit Querstützung durch Wände oder Binder sind nur die überhöhten
Breitenschnitte geeignet .

Nach diesen Untersuchungen kann das Gleichgewicht zwischen der stetigen
Belastung einer Tonnenschale und den inneren Kräften eines Längsspannungs¬
zustandes nur in Verbindung mit einem Randglied hergestellt werden, dessen Längs¬
kraft S die Schubkräfte Nax am Rande der Schale a* aufnimmt und ausgleicht .
Da jedoch der Sinn der Längskraft S des Rändgliedes dem Sinne der Längskraft N x
des Schalenrandes stets entgegengesetzt ist , so kann sich in der Randzone kein
Längsspannungszustand ausbilden. Die Unstetigkeit der Formänderung zwischen
Schalenrand und Randglied bedeutet vielmehr stets Krümmungsänderungen durch
Biegung . Sie sind um so größer, je mehr die mit der Angliederung besonderer Bau¬
teile verbundene unstetige Gewichtsvermehrung die Annahmen über die äußeren
Kräfte in den Gleichgewichtsbedingungen für den Längsspannungszustand ver¬
ändert . Dabei ist zunächst noch immer ein Breitenschnitt mit senkrechter End¬
tangente angenommen worden. Die Verbindung von flachen Kreiszylinderschalen
mit hohen Randträgem zwingt jedoch von vornherein ebenso wie die unstetige
Belastung oder die unstetige Krümmung der Tonnenschalen dazu, die Biegungs¬
spannungen des Flächentragwerks in den Vordergrund zu stellen . Dabei werden die
Anschlußkräfte zwischen Träger und Schale in ähnlicher Weise wie bei den rotations¬
symmetrischen Schalen als die überzähligen Größen eines Hauptsystems betrachtet ,
das durch die Trennung der Randträger von der Schale entsteht . Die überzähligen
Größen, also die Biegungsmomente , Längs- und Schubkräfte sind jetzt allerdings
nicht mehr konstant , sondern Funktionen von x , die als periodische Funktionen
in trigonometrischen Reihen entwickelt angenommen werden. Das Ergebnis entsteht
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aber ebenso wie bei den biegungssteifen rotationssymmetrischen Schalen durch
die Überlagerung des Längsspannungszustandes aus der vorgeschriebenen Belastung
mit den Biegungsspannungen aus den überzähligen Größen , für deren Berechnung
die geometrischen Bedingungen über die gegenseitige Verschiebung und Verdrehung
der Ufer der Anschlußquerschnitte von Schalen und Randträger verwendet werden .
Die Lösung des Problems ist von U . Finsterwalder gezeigt worden . Mit Rück¬
sicht auf Platzmangel muß auf die angegebene Literatur verwiesen werden .

1 . Der Breitenschnitt ist eine Ellipse .
a 2 A2

(a 2 sin 2 a + A2 cos 2 a )3/2
"

Schnittkräfte aus Eigengewicht p y = g sin a p z — g cos a .
cos aAT

ct = — g a? b 2
(a 2 sin 2 a -|- b2 cos 2 a )3A ’

. T 2 a 2 + (a 2 — b 2) cos 2 a* . » = - { * - r~ 5- r ~Ti- 2- SIn a >a 1 sm ! a 4- ö 2 cos 2 a
Abb . 839 . N x g l1 ( , #2 N 8 a 26 2— 3 a 2 (a 2 — A2) sin2a — (a2 sin2a + A2 cos 2a )2“ "

2 V ~ p ) ™ * - -
a 2A2 (a 2 sin2a + A2 cos 2a) %

Schnittkräfte aus Schneelast . p y = p B sin a cos a , p z = p s cos 2 a .
cos 2 a

Nol = — ps a * b 2

Nax = — 3 p s a 2 x

(a 2 sin2 a + A2 cos 2 a ) 3/2
sin a cos a

a2 sin 2 a + A2 cos 2 a

N ,
3 i2 / ,“
2 A2 V

1 ' #2 \ a 2 sin2 a — A2 cos 2 a
Z2 / (a2 sin2 a + A2 cos2 a) *4

11,0m-
Keftenlinie Zykloide

-Sl —20,0m

2 . Der Breitenschnitt ist eine Zykloide .
r = a cos a .

Schnittkräfte aus Eigengewicht
p , = g sin a , p z = g cos a .

V
N a = - g a cos 2 a , N xa = — 3 g a — sin a ,a

Ar 3 ( , x2^ = - 2
Die Schnittkräfte und Trajektorien sind in

Abb . 840 mit denjenigen für eine Kettenlinie als

Schnittkräfte aus Schneelast

Pt = Ps sin a cos a , = p Bcos 2 a .
= — p s a cos 3 a , ffj a = — 4 p,x sin a cos a ,

2 cos 2 a

N r

Abb . 840 .
Gleichung der

Kettenlinie

V = 8,28 — 4,78

a = 4,78

Zykloide
* = ! (,p - sin r )

y =
g (1 - cos cp)
0 ^ »r ^ 1
a = 2 /

Schwerin , E . : Über die Spannungen in
symmetrisch und unsymmetrisch belasteten
Kugelschalen . Berlin 1918 und Arm . Beton 1919
S . 25 . ■— Thoma , D . : Die Beanspruchung frei¬
tragender mit Wasser gefüllter Rohre . Z . ges .
Turbinenwes . 1920 S . 17 . — Schwerin , E . :
Über die Spamjungen in freitragenden gefüllten
Rohren . Z . angew . Math . Mech . 1922 S . 340 . —
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83 . Vieleckkuppeln .
Die Breitenschnitte der zyklisch symmetrischen Tragwerke sind in der RegelVielecke mit gerader Seitenzahl (2 n) . Sie bilden n Tonnenschalen , die untereinander

kongruent sind und sich gegeneinander in n Gratlinien abstützen . Die Krümmungdes Querschnitts \ jR ß kann sich beliebig ändern . Sie ist jedoch in der Regel mathe¬
matisch bestimmt , der Querschnitt also z . B . ein Kreis¬
bogen , eine Ellipse oder eine Zykloide .

Der Schalensektor ist durch einen Rand a = a3und durch zwei Gratlinien begrenzt , welche den Winkel
2q> — njn einschließen (Abb . 841 ) . Sind die Randbedin¬
gungen für a, = a 2 nach S . 794 erfüllt und Randstörungen
ohne Bedeutung , so erzeugt jede stetige Belastung allein
Schnittkräfte Na , Nax , Nx . Die allgemeinen Angaben
darüber auf S . 794 enthalten zwei Funktionen fi (oC) , / 2 (a)als Integrationskonstante , über die im Sinne des Längs¬
spannungszustandes in den Graten so verfügt werden J _kann , daß die Hauptschnittkräfte mit der Tangente an • i n

' '
die Gratlinien zusammenfallen und daher die Kompo¬
nenten in Richtung der Haupt - und Binormalen Null
sind . Die Anzahl 2 n der unbekannten Funktionen / (a)
stimmt mit der Anzahl 2 n der verfügbaren Bedingungs¬
gleichungen der Schale für den Längsspannungszustand
des Tragwerks in den Graten überein . Die Grate erhalten
daher bei jeder stetigen Belastung der Tonnen im wesentlichen nur Längskräfte .

Die Integration der Gleichgewichtsbedingungen (1262) für eine Belastung aus
px = o , py = py [a ) , p z — p z {a ) liefert mit Rß = r

AL* = - (S + **) * + h M = - P> + h (<*) .

Abb. 841.

N a = Pz Rß>
dPt

2Rßda .
d/i (a )

Rßda .

XßC

/ s («) ■
( 1271 )

Die Belastung ist entweder symmetrisch (Eigengewicht , Schneelast ) oder anti¬
metrisch (Windbelastung ) .

Die Unstetigkeit der Mittelfläche in den Gratlinien zwingt zur Zerlegung des
Spannungsbildes . Der eine Anteil beschreibt die Tragwirkung der Tonne zur Über¬
tragung der Belastung nach den Gratlinien , der andere die Tragwirkung der Kuppel
zur Übertragung der Randkräfte in den Gratlinien nach -i
den Stützpunkten und Randgliedern .

Lösung bei zyklisch symmetrischer Belastung .
Anteil I . Die Schubkräfte Nax sind in allen Symmetrie¬

ebenen , also auch in den Querschnitten x = 0 (Abb . 841 )
Null , so daß nach ( 1271 ) / x (a ) = 0 . Durch die Ausnützung
der Symmetrie ist in den Gratschnitten nur noch die Be- Abb . 842 .
dingung verfügbar , daß die Komponente Ba der Haupt¬
schnittkraft in x = 4 in Richtung der Binormalen Null ist . Darnach gilt für den
Grundriß eines differentialen Schalenteils (Abb . 842)

ß « = ( AL, t — 2 AL * , ; cos a tg tp + AL, i cos2 <x tg 2 (p) Rßda . cos <p = 0 ,
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und mit ( 1271 ) g
• N aBil = - p * l , N x>, =

2 g a P + / , (« )
also ,2 .. , :fr

k ( « ) = - y ~ 2 cosatg93 + />z Rß cos2 a tg2
93 . (1272)

Die Trägerwirkung des Schalensektors besteht daher aus den Schnittkräften

N a = - p,R ß , N ax = - p * x , N ™ = - - - --- ~ h ( « ) .

/3 (a ) = + 2 pyl cos oc tg 93 + lVa cos2 a tg 2
93 .

Sie sind jedoch nur durch die Längskraft Z{P eines
Zuggliedes am Rande oc = oc2 im Gleichgewicht

^
~

2
-- Pt + J kW Rßd « ■ ( 1274)

Anteil II . Der Spannungszustand durch die Kuppel¬
wirkung des Tragwerks besteht aus Längskräften N (f \
die von der nach den Graten abgetragenen Belastung
hervorgerufen werden . Sie lassen sich nach ( 1096) am
einfachsten als Zuwachs der Resultierenden aller
Längskräfte oberhalb eines Breitenschnittes a berechnen .

Durch diesen werden neben der Resultierenden Qa
der Belastung die Schnittkräfte Na , Z^ und die Längs¬
kraft Sa in Richtung der Grattangenten zu äußeren
Kräften , die miteinander im Gleichgewicht sind . Die
Summe aller senkrechten Komponenten liefert Sa
(Abb . 843) .

<2<x + 4« /iVo, sina + 2w5 a smy = 0 , also mit siny = l/jÜ + ctg 2 a/cos 2
93 , l

,n„ x _ ( 1275 )Sa = -
(j

- - - 2 pz Rß ra sm a tg 93J |T + ctg 2 a/cos 2
93 . j

Abb . 843 .

Zum Gleichgewicht der waagerechten Komponenten der Schnittkräfte Sa , Na mit
der Schubkraft Z^ an den Eckpunkten eines freien Breitenschnittes a ist die
Längskraft Z^ eines Zugringes notwendig (Abb . 843) .

z iK ) + S :
7

+ N « cos a + / / » (« ) R ß d <*- = 0

und
N ™ = -

2 sin (p

dz \v 5a cos y + ra N a cos x
'
j + / 3 (a ) .

( 1276 )

Rßda . Rßda . \ 2 sm <p

Durch die Überlagerung der Anteile I und II des Spannungszustandes entsteht die
gesuchte Schnittkraft

N . = NW + N <x > : l2 — x z dpf
mit Rßda '

Rß 9 a \ 2 sin cp

Sa cos y + ra N a cos txj

Sa cos y + N a cos a =
2 sin 99

Eigengewicht : px = 0 , p v = g sin a , p

^ ^ + Pz Rß ra2 n sin 2 9? r z P a 90 == it/2i

( 1277 )

’ cos a .
a

0a = 4ntgc F JgÄ jS
ra ^ a = 4 « tg ^ ßag. ( 1278)
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Schneelast : px = 0 , p y = p' sin a cos a , p z = p cos2 a

Öa = 4 « tgcp ^ . | . - = 4 « tgg
a) Der Meridian ist ein Kreisbogen (Abb . 844) :

Qal Po

a s/ncc-c

ga [a {l — cosa ) — ca ] , Qa2 = ^ (asina - cf

b ) Der Meridian ist eine Zykloide (Abb. 845) :

Qai = 2 g / 2
( asina + cos a

—
g

- cos ^ a ( 1281 )

799

( 1279 )

( 1280 )

Abb . 845 .

Qa 2 = j^ P (2 a + sin 2 a)2
Abb . 844 .

Ist die Meridiankurve anderweit festgelegt ,
so werden die Integrationen in Verbindung mit R

^ da. = ds ^ As als Summe
und die Differentialquotienten ebenso wie auf S . 763 angenähert als Differenzen¬
quotienten berechnet .

Berechnung einer Vieleckkuppel .
Die Kuppel hat einen achteckigen Grundriß nach Abb . 841 mit 2 n = 8 , <p = jr/8 und einen

Kreisquerschnitt mit dem Radius a = 20,5 m . Die Belastung besteht aus Eigengewicht
g = 0,20 tj m 2. Nach ( 1273 ) ist

N a = — ga cos a = — 4,1 cos a ,
N ax = — 2 g x sin a = — 0,4 x sin a ,

oder für
x = l = a sin a tg <p \

Wj , (x = l ) = — 3,39 sin 2 a .
Für den Kreisquerschnitt ist nach (1278 ) und ( 1280 )

Qa = 16ga 2 ( 1 — cosa ) tg <p und die Längskraft in den
Graten nach ( 1275 )

Sa = 2 ga - tg <p [( 1 + sin 2 a ) cosa - l ]
'
j/l4 - ^ ^ .

Die Ringkraft ist nach ( 1277 ) für x = 0

4_ _r \ ■
I \
|_ \ i +
-3,33 t/m . +y,8Ttfrn

Abb . 846 .

g a
Nx (x *s 0) = - r -7- r ~

sinket cos*<p
- cos a [1 -h sin 4a (3 — sin 2g?) ]

Die Schnittkräfte sind in Abb . 846 dargestellt .

Dischinger , F . : Die Theorie der Vieleckkuppeln . Diss . Dresden und Beton u . Eisen 1929
S . 100.
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