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Energiebetrachtungen. 19

Die Verformung ruft die inneren Kriifte ¢dF, TdF hervor, die ebenfalls als stetige
Funktionen der Koordinaten angenommen werden. Sie erzeugen in Verbindung mit
dem Bewegungsvorgang einen Arbeitsvorrat, also Forménderungsenergie, die bei
der Entlastung innerhalb eines ausgezeichneten Spannungsbereichs infolge der
besonderen physikalischen Eigenschaften des Werkstoffs wiedergewonnen werden
kann. Der Werkstoff heiBt dann elastisch, die obere Begrenzung jenes Bereichs
Elastizititsgrenze. Die Verformung wird als plastisch bezeichnet, wenn sie chne
Belastungsinderung fortschreitet und bleibende Forminderungen entstehen. Werk-
stoffe, deren Elastizititsgrenze gleichzeitig Bruchgrenze '
ist, heillen spriode. Die an dem infinitesimalen Parallel-
epiped angreifenden Spannungen werden in drei Normal-
spannungen ¢ und in sechs Schubspannungen r zerlegt.
Sie stehen mit den am Prisma angreifenden Massen-
kriften im Gleichgewicht. Hieraus ergeben sich nur
sechs Bedingungsgleichungen. Der Spannungszustand
ist daher statisch unbestimmt.

ErfahrungsgemiB sind die Spannungen mit den Ver-
zerrungskomponenten durch ein Elastizititsgesetz ver-
kniipft, dessen Form von der physikalischen und chemischen Konstitution des
Werkstoffs bestimmt wird. Sind die elastischen Eigenschaften isotrop und homo-
gen, so wird nach R. Hooke der folgeénde lineare Zusammenhang angenommen:
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E und die reziproke Poissonsche Zahl 1/m = u sind die fiir einen isotropen,
homogenen Werkstoff charakteristischen elastischen Konstanten. Der Ansatz gilt
mit groler Anniiherung fiir jeden Werkstoff innerhalb eines mehr oder weniger
begrenzten Spannungsbereichs. Er kann als das lineare Glied einer allgemeinen
Funktion angesehen werden, das zur Beschreibung der Abhingigkeit zwischen Form-
dnderung und Spannung innerhalb der Proportionalititsgrenze des Werkstoffs
genugt,

Der Spannungs-, Verzerrungs- und Verschiebungszustand eines Korpers wird
in jedem Punkte durch neun Spannungskomponenten o,, sechs Verzerrungskom-
ponenten ¢,y des differentialen Prismas und durch die drei zugeordneten Ver-
schiebungskomponenten #, v, % beschrieben. Die Spannungs- und Verzerrungskompo-
nenten werden mit dem sechsgliedrigen Ansatz des Elastizititsgesetzes (27), den sechs
Beziehungen zwischen Verzerrungs- und Verschiebungskomponenten (26) und mit
den drei Gleichgewichtsbedingungen gegen Verdrehung des Prismas eliminiert.
Daher bleiben die drei Projektionsgleichungen des Gleichgewichts der an einem
infinitesimalen Parallelepiped angreifenden inneren Krifte und Massenkrifte als
Funktionen der drei unbekannten Verschiebungen u, v, w tbrig. Die Ldsung ist
also eindeutig. Einer gegebenen Gruppe eingepragter duBerer Krifte ist nur ein
Spannungs- und Verschiebungszustand zugeordnet. Der Ansatz ist linear, das Er-
gebnis daher von der Aulteilung der eingepragten Lasten und von der Superposition
der Teilwirkungen unabhingig.

Energiebetrachtungen. Spannungs- und Formiinderungszustand werden durch
den Begriff der Formdnderungsarbeit verkniipft, die gegen die entstehenden inneren
Kriifte geleistet wird. Dabei wird allmihliche Steigerung der Belastung angenommen,
so daB die ersegten inneren Krifte mit den eingeprigten duBeren Kriiften im Gleich-
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20 Verformung und innere Krifte.

gewicht sind. Die aufgewendete Arbeit wird in diesem Falle vollstindig als Form-
inderungsenergie aufgespeichert. Betragen die Spannungen in einem Zwischen-
zustand o', 7', so ist die Zunahme der auf die Volumeneinheit bezogenen Form-
inderungsenergie A,

]
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In Verbindung mit dem Hookeschen Gesetz .r'.‘]'{_{il][ sich nach Abschlull des Be-
wegungsvorganges ¢,y mit ¢ und 7 als den Endwerten der Spannungen

J'gf,ﬂ_‘. = ,r'\' 75 Ela.l Ex + Ty &y 2k U, E; = Toy Yeu sIE TyzVYus =B 'E.:r}’:;n\-' . (28)
Die bezogene Formiinderungsenergie ist also halb so grob, als wenn die Endwerte
der Spannungen vom Beginn der Belastung an vorhanden gewesen wiiren. Sie kann
mit dem Hookeschen Gesetz zu einer homogenen quadratischen Funktion um-
geformt werden, deren Verdnderliche entweder die Verzerrungskomponenten oder
die Spannungskomponenten sind.

Av=Aule, ) Ai= Ao, 7).

Demnach lassen sich partielle Ableitungen der Formédnderungsenergie A; nach den

Forméinderungskomponenten und nach den Spannungskomponenten bilden. Mit
{27) ist
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Das vollstandige Differential der bezogenen Formédnderungsarbeit ist dann
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Die Forminde rililg%cn{rgiv kann daher als Potentialfunktion der inneren Krifte
angesehen w erden. Sie ist in bh«-nmmtlmmunw mit den gle 1lh;_hlrt1 ten HMI(.']NIH;}L‘D
der rationalen Mechanik des Massenpunktsystems unabhiingig von dem geo-
metrischen Ablauf der Bewegung und wird nur von den Anfangs- und Endwerten
bestimmt.

Die “‘u-"lfrm'rrurlgﬁkmnpmu'ntl‘n g, sind nach (26) Funktionen der Verschiebungs-
komponenten und kénnen in (28) eingesetzt werden. Die gesamte Formiinderungs-
energie 4, wird durch Integration iiber den ganzen elastischen Bereich erhalten und
durch !J.il'tllt“( Integration umgeformt. Das Ergebnis ist
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Hierbei bedeuten p., #,,p, die Komponenten der an dem infinitesimalen Ober-
flichenteil ,, 1" des Kérpers angreifenden Flichenkrifte und X, ¥V, Z die Kompo-
nenten der an dem infinitesimalen Volumenteil ,,1“ angreifenden Massenkriifte. Die
Arbeit der duBeren Krifte ist also halb so grol, als wenn die Endwerte wihrend der
Dauer des ganzen Vorgangs wirken wiirden (Clapeyronsches Gesetz).
Um die Beziehungen der Formiinderungsarbeit zum Forminderungs- und Span-
nungszustand zu untersuchen, wird das Ergebnis (31) mit ¢IL|1]cr11gm verglichen,

die sich entweder bei cinem benachbarten l1lr“l:ll‘ll[T'l"'l"‘\fll‘ﬁi\li!ti (¢ + de, y + 6y)
oder bei einem benachbarten HImmJunwuat‘-nd (¢ + da, T 4 61) ergeben. Die
Forménderungsarbeit A; = A; (¢ + &,y + 8y) oder 4] = .1,- (o + do, T+ dt) wird

hierzu nach Taylor in eine Reihe LElT.\'.'ﬂiki’.ll‘. deren l‘!":ﬂ,(.‘ "ariation nach den Ver-
zerrungskomponenten folgendermaBen lautet:

04; =[ (0,06, + 0, 08, + 0,08, + Toy 0Vpy + 7,,07,, + 1,. 07,04V, (32)
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Die Einfithrung der Verschiebungskomponenten und die partielle Integration des
Ausdrucks liefert im Falle des Gleichgewichts der inneren und #uBeren Krifte

8A;=[(p0ts + p,0v + p,00)d0 + [ (X 8u+ Yov+ Zéw)dV. (33)

Durch die Gleichsetzung der beiden Ausdriicke 84; werden die Spannungen o, 7,
die mit der Belastung p, & im Gleichgewicht L-.‘Lel:en, mit einem virtuellen Ver-
schiebungszustand du, év, dw verkniipft, der mit dem Verzerrungszustand de, dy
vertraglich ist. Die Strecken du, dv, dw sind verschwindend klein, um die Taylor-

entwicklung fiir A; — A, bereits mit der ersten Variation abbrechen zu kénnen.

84, = [ (pdu+ p,6v + $,8w)d0+ [(Xdu+ Yoo+ Zdw)dV
= J‘ (0,06, + a,0¢, + 0,de, + 7., 8y, + I”fﬁy” LS U (34)

Das Ergebnis wird als Prinzip der virtuellen Verriickungen bezeichnet. Die Arbeit
der eingeprigten dulleren Kriifte ist bei einer virtuellen Verriickung des elastischen
Systems gleich der virtuellen Arbeit der inneren Krifte, welche mit ihnen im Gleich-
gewicht stehen. Der virtuelle Verschiebungszustand unterliegt naturgemif den vor-
geschriebenen Randbedingungen. Die Anderungen d#, 8, dw sind daher iiberall
an der Oberfliche Null, wo die Verschiebungen vorgeschrichen werden. Die Ver-
schiebungen werden also nur dort variiert, wo die Oberflichenkrifte bekannt sind.
In dem Ansatz (33) ist daher f;':xrﬁ;mi() - 0 l‘_f P,1td0). Er kann daher folgender-
malen geschrieben werden:

0[d; — [(pote+ pyv + p,2)d0 — [ (Xt + Yv+ Zw)dV]=0.  (35)

Der Inhalt der Klammer ist ein Ausdruck fiir die gesamte potentielle Energie des
elastischen Systems. Sie ist ein Minimum, wenn die duBeren und inneren Kriifte im
Gleichgewicht sind.

Bei dem Vergleich der Forménderungsenergie 4, (g, 7) mit derjenigen eines be-
nachbarten ‘*1'7:umungs:/uuldlulf~; A; (0 + g, 7 + Ot) stehen die inneren Krifte
(o + do, T 4 d71) mit einer benachbarten (-rl'[lppt‘ der eingeprégten Krifte (p 4 dp,
§¢ + 0 §) im Gleichgewicht. Dasselbe gilt daher auch von der Anderung der Span-

nungen (do, rUTJ und der virtuellen Bel: 1911111{_) (0p, 6 ®). Die Reihenentwicklung von
Ay = 4;(0 + b0, 7 + O7) liefert nach Taylor

Al = A, (o, T) + I['(f,rin'__ 8,00, 4 6,00 T VeuO0Tay + You b1y + 7287, ) dV + 824 (o, 7).

Durch Einfilhrung der Verschiebungskomponenten u, v, w fiirr die Verzerrungs-
komponenten und partielle Integration wird die erste Variation
04, = | (e,00,+ ¢, 80, + &, b0, + Yoy OTay+ V3 0Ty, + 7,007, dV
= | (wdp,+ vdp,+ wdp,)dO + I(:: 0X +vdY + wdZ)dV. (36)
Die virtuelle Forménderungsenergie der inneren Krifte ist also auch fiir einen
virtuellen Spannungszustand gleich derjenigen der iuBeren Krifte. Die Ausdriicke
beider Seiten verkniipfen den wirklichen Verschiebungs- und Verzerrungszustand
mit einem von diesen unabhiingigen Spannungs- und Kriftebild.
Wird iiber die frei wihlbare Anderung des Kriftebildes (8p, &) derart verfiigt,
daBl 6§ = 0 und die Oberflichenkrifte nur dort abgeindert werden, wo die Ver-
schiebungskomponenten #, v, w vorgeschrieben sind (Anschlull oder Stiitzung), so

ist fw};bxa’.() - é{fu-pxcft?). Der Ansatz (36) kann daher folgendermaBen ange-
schrieben werden:

8{d; — [(upp+vp, + wp)d0) = 84} =0. (37)
Die Funktion A} wird als Erginzungsarbeit bezeichnet. Sie wird zum Minimum.
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wenn das Feld der inneren Kriifte mit der gegebenen Belastung des Kérpers im
Gleichgewicht ist.

Satz von Betti. Der Begriff der virtuellen Arbeit einer Gruppe von #dulleren
Kriften P bei einer virtuellen Verriickung ihrer Angriffspunkte d#, dv, dw kann
noch erginzt werden, wenn diese als Folge einer anderen Belastung &1 angesehen
und daher als ug,, vy, wy bezeichnet wird. Da die Belastung P ebenfalls einen
Verschiebungszustand hervorruft, der fiir die Belastung £ virtuell ist, entstehen
zwei virtuelle Arbeiten.

f{_’ﬁl:frq + p, 0+ P.we)d0 und J‘[tj‘x tp 4- ¢, vp + g, Wp) 40 .

Sie kinnen beide als Funktion der Komponenten des Spannungs- und Verschiebungs-
zustandes des elastischen Kérpers angegeben werden. Da nun 4; eine homogene
quadratische Funktion dieser Komponenten ist, 1aBt sich leicht einsehen, daB fiir
jeden elastischen Korper

04 .'{(GPJ Tp) (&g, Yo)} = 04, {(Ua- To) (ep. ¥p)} l
und hiermit (38)
J.r.P:ﬂ'Q "} ;bvvﬂ ._|.4 p;wﬂj dO — J-{E?::uP A gv I'IP' —E_ g:w}’) do' [

Damit ist der Satz von der Gegenseitigkeit der Wirkung allgemein bewiesen.

Anwendung bei technischen Aufgaben. Die Voraussetzungen zur Elastizitiits-
theorie bedeuten eine weitgehende Idealisierung der physikalischen Eigenschaften
der Werkstoffe. Die Ergebnisse sind daher auch nur unter dieser Voraussetzung im
Vergleich mit dem wirklich vorliegenden Verschiebungs- und Spannungszustand
streng. Das Bild bedarf in Wirklichkeit der Ergiinzung durch diejenigen Anteile,
welche sich aus der inhomogenen und anisotropen Beschaffenheit der Werkstoffe
und durch die Annahmen im Elastizititsgesetz ergeben. Aus diesem Grunde besitzen
auch angeniherte Losungen technischer Festigkeitsaufgaben Bedeutung, welche
die durch Messung oder Beobachtung festgestellten kinematischen Eigenschaften
am verzerrten Bauteil verwerten. Sie werden in der Regel aus Symmetriebetrach-
tungen und aus Annahmen iiber Randwerte des Spannungs- und Verschiebungs-
zustandes abgeleitet. Hierzu tritt die Beachtung der geometrischen Eigenschaften
des Bauteils, da sehr oft einzelne Abmessungen gegeniiber anderen als klein zuriick-
treten. Man unterscheidet hiernach die Schalen, die Platten, die Scheiben, die Stibe
und entwickelt aus besonderen Annahmen iiber den Spannungs- oder Verschiebungs-
zustand vereinfachte Losungen. Auf diese Weise entsteht neben der strengen Elasti-
zitdtstheorie eine Theorie iiber die Festigkeit der Schalen, Platten, Scheiben und
Stdbe, so dal der Festigkeitsnachweis irgendeines Bauteils oder Tragwerks stets
dessen Idealisierung nach einer dieser Bauformen voraussetzt.

Auch diese Ansitze rechnen mit einem gleichartigen Baustoff und homogenen
und isotropen Eigenschaften. Diese Voraussetzungen sind fiir Bauteile aus Eisen-
beton nicht erfiillt, so daB die Ergebnisse der Festigkeitslehre um so weniger be-
friedigen, je groBer die Forminderungen sind. Diese iindern sich hier nicht allein
mit den Abmessungen und der Form des Querschnitts, sondern auch mit der GréBe
und Art der Bewehrung, mit der Herstellung und dem Alter des Betons. Sie werden
auBerdem durch Haarrisse beeinfluBt, welche unter Umstinden wiihrend der Be-
triebsbelastung entstehen. Hieraus ergibt sich eine gewisse Unsicherheit in der Be-
urteilung der elastischen Eigenschaften der Bauteile aus Eisenbeton. Daher sind die
Ansitze fiir homogenen und isotropen Baustoff auf Veranlassung des Deutschen
Ausschusses nachgepriift worden. Die Hefte 18 und 28 der Forschungsarbeiten
enthalten einen Vergleich zwischen den gemessenen und gerechneten Forminde-
rungen. Hiernach stimmen die nach § 17 der Bestimmungen fiir homogenen und
isotropen Baustoff ermittelten Forminderungen bei sachgemifBer Bewehrung inner-
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