
Die Statik im Stahlbetonbau

Beyer, Kurt

Berlin [u.a.], 1956

Verzerrungs- und Spannungszustand am Querschnitt des geraden Stabes

urn:nbn:de:hbz:466:1-74292

https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:hbz:466:1-74292


Definition und Gleichgewicht der Schnittkräfte . 27
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tungen sind entgegengesetzt (Abb . 20) . Ä (a ) und Mg ] können für jeden Abschnitt
angegeben werden , wenn die Stützenwiderstände oder die an den Anschlußstellen
wirkenden Schnittkräfte bekannt sind .

Im allgemeinen besitzen nur drei Sonderfälle Bedeutung . Der erste behandelt
den Stab mit ebener Krümmung und beliebiger Belastung , die nach Komponenten
in seiner Ebene und senkrecht dazu zerlegt wird . Ä (a ) und MgJ werden dann mit
sechs Komponenten angegeben . Im zweiten
Falle sind die Kräfte senkrecht zur Stabebene
Null . R la ) und M {g ] werden durch die drei Kom¬
ponenten N , Q z , My
bestimmt . Der dritte
Sonderfall betrifft den
geraden Stab , dessen
äußere Kräfte mit sei- '
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ner Achse in einer
Ebene liegen . Ist deren
Spur sgegen die Haupt¬
trägheitsachsen des
Querschnitts geneigt , At>b . 21.
so werden die der Ge¬
raden s zugeordneten Kernmomente angegeben oder die Vektoren der resultieren¬
den Kraft und des resultierenden Moments auf die Hauptträgheitsachsen projiziert ,so daß die Spannungen aus
N = üa x dF , M v = $ crx zdF , M x = —J a x y dF , Qv = $ t xx dF , Q z = Sr :
abgeleitet werden . Der Belastungsfall wird als schiefe Biegung bezeichnet .

Bei zahlreichen Berechnungen fällt die Kraftlinie s in
die Richtung der Hauptträgheitsachse z des Querschnitts .
In diesem Falle sind M z , Qy Null und ax = ax (z) . Die Span¬
nungen ax , r xx können mit drei Schnittkräften angegeben
werden (Abb . 21 ) .
N = $ ax dF , M y = Ja x zdF , Q z = Jr xz dF . (46 )

Abb . 22 .

, dF (45)

Abb . 23 .

Aus dem Gleichgewicht der Schnittkräfte an einem differentialen Stabteil
ds — dx werden bei beliebiger Belastung p = px 4 - p y pz in t/m (Abb . 22 ) die
folgenden Beziehungen abgeleitet :

dM v
dx (4OII dM f

dx
dN
J7 — ~ i >x '

d * M „
dx 2 IIII ~ Pi > d* M z

dx 2
dQy .= - TF = 'Py

Schneidet die Ebene der äußeren Kräfte den Querschnitt in einer Hauptachse
(Abb . 23) , so ist einfacher

dM , _ u d Qz _ d* M , _ dN _
dx ~ U* ’ dx —

dx i — Pz > dx — Px - (48)

Verzerrungs- und Spannungszustand am Querschnitt des geraden Stabes .
Die relative Verschiebung du = Ads = ex {y , z) ds einander zugeordneter Punkte be¬
nachbarter Querschnitte ist bei ebener Verschiebung des Querschnitts linear . Das¬
selbe gilt bei gerader Stabachse , also unveränderlichem ds (y,z ) auch für die Deh¬
nung A ds/ds = £x . Die lineare Abhängigkeit zwischen Dehnung und Spannung führt
daher beim geraden Stabe zum Geradliniengesetz der Normalspannung a x , das
auch bei wenig gekrümmten Stäben als Näherung verwendet werden kann .
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Die gegenseitige Verschiebung zweier benachbarter Querschnitte wird durch den
Weg der Schwerpunkte du 0 = Ads 0 = e0 ds und durch die gegenseitige Neigung
dy> = dy>v 4 - dy>z beschrieben . Die relativen Verschiebungen und daher auch die
Spannungen ax sind in der Drehachse Null . Sie heißt aus diesem Grunde Nullinie .
Im übrigen ist

du = Ads = ex ds = e„ ds — ydw z + zdw y — ( «0 + — — ds — ^ ds .
\ Qz QyJ ■c '

Die Bezugsachsen sind Hauptträgheitsachsen , so daß mit (45)

ox = y + ^ z - yfy - Für y = 0 , z = 0 ist ox = o0 = ^ . (49)

Die Grenzwerte und aa entstehen in den Punkten i und a , in denen die zur Null¬
linie n parallelen Geraden die Umgrenzung des Querschnitts berühren (Abb . 24) .
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Abb . 26 .

Die Richtung von n ist der zur Kraftlinie s konjugierte Durchmesser der Träg¬
heitsellipse des Querschnitts (< (n , s ) = v)

N M v M ,
F + / ,

*‘ -a J , Vi ’ a '

Der Ansatz wird einfacher , wenn die Momente der inneren Kräfte (ax dF ) auf
die Kernpunkte i ' und a ' der Kraftlinie s bezogen werden (Kernmomente ) . Ist
A der Spurpunkt der Resultierenden der äußeren Kräfte im Querschnitt , so gilt
mit Rj,? 1 = AT(a> (Abb . 25) :

Mv = NM K + i wi I) = f <tx (4 + I Wi !) dF ,
'

Ma' — N ia ) (zq — \ wa \) = fa x (z' — \ wa \) dF .
Die Strecken wt , wa werden von der Kernfigur des Querschnitts auf der Kraftlinie s
abgeschnitten und als Kernweiten bezeichnet . Die Abstände der Punkte i und a
von der zur Nullinie n parallelen Schwerachse n ’ sind ei = j z\ \ sin v , ea = | | sinr .
Das Trägheitsmoment in bezug auf diese Achse ist J '

n . Mit

ist
F \ wi \ = w it

| z'
a J sin v

F l * « l ‘II

M, . M, - . -
F \ w ( \ wv a F \ w a j

-
Wa

(50)
Fällt die Spur s der Kraftebene mit der Hauptträgheitsachse z zusammen (Abb . 26) ,so ist M z = 0 , dytz = 0 , du = e x ds = s 0 ds + zdy>y . Die Nullinie n ist winkel¬
recht zur Kraftlinie s (< (n , s) — v — 90°

) .

W i = fTT

eo +

Jv

d v>v A a N , M v N M „~
ä7 z)

=
E7 ’ = ~

p +
Jv

Z ’ a ■ = - 1_ -v ° F +
J v

w a = Jv _
Aal ’

M {-a ‘ =
W7 > KS1IIeb

(51 )
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Die Beziehungen zwischen der Längskraft N ( + als Zugkraft ) , den Momenten der
inneren Kräfte (oxdF )■ in bezug auf den Schwerpunkt S und den Kernmomenten
Mv ., Ma- sind

N = My - M a . .
i + j !

’ M = My \ w a \ + M . - \ Wj ;
I » « | + | | ( 52 )

Das Spannungsbild des Stabes zeigt außerdem auch Schubspannungen t xz , t j: y .
Sie ergeben sich aus der Betrachtung des Gleichgewichts der Kräfte am differen¬
tialen Prisma :

*xz = Tz
dr z * I |

da *
dz ' dy ' q x (53 )

Für den allgemeinen Fall der schiefen Biegung ohne Längskraft ist nach (47) , (49)
da x
dx

-f - Z + £
J V J ,

(54)

Abb . 27 . Abb . 29 .Abb . 28 .

Für eine Fläche F b oder eine Fläche F c , die nach Abb . 27 durch die Parallele b , c
zu der Hauptachse y , z begrenzt ist , gilt unter der Voraussetzung

9 t ,— = 0dz v '
dr zx

dy
= 0

mit dy = d U sin (dU , z ) , dz = dUsin (dU,y ) ,

f [r, x sin (dU,z) + Tyx sin {dU , y ) ] d U = - Sby — ^ Siz . ( 55)
üb J V J Z

Die Belastung des Stabes ist senkrecht zur Oberfläche gerichtet , so daß am Rande
des Querschnitts

Tza, sin (dU , z) + r yx sin (dU , y ) = 0 . ( 56 )
Die Integration erstreckt sich also allein auf die Strecke b mit sin (dU , z) = — 1 ,
sin (dU , y ) = 0 oder c mit sin (dU , z) = 0 , sin (dU , y ) = — 1 . Daher ist

f r* x dy
b

f Tvx dz = Qz_ o i Qy

h ( 57 )

Die mittleren Schubspannungen r 0 im Schnitt b oder c lassen sich also folgender¬
maßen angeben :

t — Q’ 9 4 - 9

T — -Qi . 9 4 - -Qt - 9Tvx,o -
cJt

J cv -r cJi
J cz -

(58)

Sind die Hauptträgheitsachsen
Sb !. = 0 und Scy = 0 .

gleichzeitig Symmetrieachsen (Abb . 28 u . 29 ) , so sind

Daher t zx, o ~ YJ
~ ^ bv ' r vx,o= ~ $ cz ■ (59)
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Im Regelfall ist Qv = 0 , also r vx = 0 ; für den Rechteckquerschnitt ist außerdem

= = SD - (¥ )
'
] : Abb . 30 . (60)

Für Querschnitte , die sich nach Abb . 31 aus Rechtecken zusammensetzen , ist

In diesen einfachen Fällen kann auch die Normalspannung a z nach Abb . 32
aus dem Gleichgewicht der senkrechten Kräfte angegeben werden :

dT
pdx -jj dx + ba z dx = 0 , T

Rechteckquerschnitt : o . = —

= I br xz dz ,
- M 2

2/v
h3

12
h 3 z z3
t + a ) •

(62)
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Abb . 30 . Abb . 32 .

Die Schubspannungen und Normalspannungen r,a x , a z werden zu Hauptspan¬
nungen zusammengesetzt . Größe und Richtung werden analytisch oder graphisch
nach (40) bestimmt .

Verdrillung und Schubspannung . Die
Verdrillung des Stabes durch äußere Kräfte¬
paare M *?1 führt zur Verwölbung des

^ Querschnitts , wenn dieser
Jbh nicht rotationssymme¬

trisch begrenzt ist . Daher
ist der lineare Ansatz für
die Normalspannungen ax
auch bei gleichzeitiger Bie¬
gung nicht mehr gültig

und als Näherung nur brauchbar , wenn die Verdrillung im Verhältnis zur Biegung
klein ist .

Um Formänderung und Festigkeit abzuschätzen , wird der bezogene Ver¬
drehungswinkel d ’&jds dem Drehmoment M x des Querschnitts proportional gesetzt .
Als Faktor dient das Produkt aus Gleitmodul G und einer dem Trägheitsmoment
ähnlichen Querschnittskonstanten T

ds GT ‘ ' 63 '

O . Bach setzt in Anlehnung an einen Ansatz von St . Venant bei Rechteckquer¬
schnitten von Stäben aus homogenem Werkstoff auf Grund von Versuchen mit
bjh = A < 1

P
T =

( 3,645 - 0,061 TÜT + X2)
hi ■ (64 ^

Die Zahlen stimmen mit den theoretischen Ergebnissen überein , die A . Föppl und
C. Weber durch Integration der Differentialgleichung erhalten haben . C . Weber
setzt für den Rechteckquerschnitt und homogenen Werkstoff mit hjb — n > 1

dft
ds n

M x .
V>3 6 4 G ’

"̂ max — Vl ^ ^
d &
Ti ’ T — nip -̂ b* . (65)

n I 1 . 5 2 3 4 6 8 10 OO

Vi
Vs

0 .6753
0,1404

0,8476
0,1957

0,9300
0,2286

0,9854 0,9970
0,2633 0,2808

0,9990
0,2982

~ I ~ I

0,3070 0,3123
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