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Dic allgemeinen Ansdtze. 87

II1. Die Formanderung des ebenen Stabzugs.

17. Die allgemeinen Ansatze.

Scheibe und Triiger gelten bei ihrer Verwendung im Bauwesen in der Regel als
Stiibe, deren Quersc ]mLm bei der Formiinderung eben bleiben und nicht in ihrer
Ebene verzerrt werden. Diese Voraussetzung ist nur bei geschlossenem, unverinder-
lichem Querschnitt mit kleinen Abmessungen relativ zur Stablinge erfiillt. Die Form-
inderung des Stabes kann dann durch die Verschiebung des Schwerpunktes 4, v, @,
und durch die Verdrehung v, w,, w. des Querschnitts, also durch 6 Komponenten
beschrieben werden. Die Verschiebung eines beliebigen Punktes des Querschnitts
ist bei y, ~ 0 und bei Vernachlissigung von kleinen GroBen zweiter Ordnung v = ,,
W = w0y, 16 == iy, S0 daB nach (26) die folgenden Beziehungen zwischen den Ver-
schiebungen und den Komponenten des Verzerrungs- und Spannungszustandes
bestehen:
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Die allgemeinen Ergebnisse des Abschnitts 8 fiir die Forminderungsarbeit und fiir
das Clapeyronsche Gesetz lassen sich daher mit den duBeren Kriften Q,,, M,. und
b, Py, P, je Lingeneinheit folgendermafBen vereinfachen:

o é _.r {jb: L + P;‘r L )h: E*":\'I ds _i_ 'flé .l f‘u: Ef'm : 5 .}.“ Mm Pm

o %Jﬂru 8z 1 Tex Vs Tzy J'JJ'I.."{IL l'\lli]

Aie, ) =G 1+ pwe + 302, +22,)]4V, (145)
; ] of thy+ T3] 317 (146)
Ao, 7) = -zj lET = _ch- ! (146)

Variation nach den Verschiebungen (Prinzip der virtuellen Verriickungen):

_J‘[;-, dwtp, dudp,ov)ds + X 0nd83n+E Madyg ,.,—Ifl{r;; OBt Tos OYastTayO¥uy)dV. | 147)
« Variation nach den Spannungen (Castiglianos Prinzip):

.“5!"; wtdp.u+tdp,v)ds+X0680,8, +1Mp q:-‘_-”-':,i-fnitr, x0T s Ver+O8TayVey) dV. (148)

i
Bei einem Stab oder Stabzug mit einer Symmetrieebene, welche die Wirkungs-
linien aller duBeren Kriifte enthiilt, ist aus Symmetriegriinden

Py = 0; g = YPs p. =V, Yey = 0, Toy =0 (149)
und daher

1 1 0 |
";i — 3 v[.l:n’ Ezx T r:.—:"r:l d V= r"J (1 T ) 'l_ :rf'-'i‘f[ = :l_:.' J.:\ ,:. T

In den Variationsansitzen (147) und (148) scheiden die Glieder Y.y, Teys Yoz Tas
aus. Die Variation der stetigen Belastung dp,, dp,, dp, ist fiir die Anwendung ohne
Bedeutung.

Die Variation des Verschiebungszustandes besteht aus den virtuellen Ver-
u'hit-hU;lL;t-n du, dv, dw und aus den hiermit geometrisch vertriglichen Verzerrungen
0&,, 0¥ay, 0¥y, der differentialen Elemente des Stabes. Die Variation des Spannungs-

,*,1_1--1‘11.:].:\ besteht aus einer virtuellen Gruppe von #duBeren Kriften 48, dM,,,

&)av. (150)
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die untereinander und mit den Spannungen 00, 87.., 074y lim Gleichgewicht sind.
In der Baustatik sind hierfiir besondere Bezeichnungen iiblich. Man setzt:

Su=u, dv=1 oW =1, O, =& OVer= Vos fﬁ?'.u' Yoy -

Die Projektion von 88,, auf die Kraftrichtung £, ist die virtuelle Vers schiebung 6,5,

Die Komponenten des virtuellen Belastungs- und Spannungszustandes sind

g8, =B oM, =M, , do,= cr;, BT =Tuss  OTae = Tais

Bty 2

Die Gruppe der virtuellen &uBeren Krifte Q,, zerfillt in die virtuelle Belastung P,
und in die zugeordneten Stiitzkrifte C,. Die Projektionen der Verschiebungen
(0 F Uy - 1,,) = 8, auf die Kraftrichtungen P,, werden 6, die Projektionen der
bekannten V erschiebungen der Stiitzpunkte auf die Rl{h‘lung{ der Stiitzkrifte 4, ge-
nannt. Die Variationsansitze (147) und (148) lauten dann nach (149) fir ‘*t’th mit
einer Symmetrieebene, welche nach Abb, 21 die Belastung enthiilt, folgendermalien:

Variation der Forminderungsarbeit nach den Ver Hc]tluhungcn (Prinzip der
virtuellen Verriickungen):

P+ M+ IC, A, = [ (0.8, + Tar Ver) 4V ; (151)
Variation der Forméinderungsarbeit nach den Spannungen (Castiglianos Prinzip):
3P, 8y + SMug, +3C, 4, =] (0 6+ Tus V2 4V . (152)

Die Dehnung &, = &,(z) ist durch die Symmetrie der vorgeschriebenen Belastung
unabhingig von y und bei der angenommenen ebenen Verschiebung des Querschnitts
durch die Krifte (P, C,) und einem linearen Temperaturgefalle ¢ linear in z.

; Vil At
=i+ (ti—1t) ; =t+ 52

Y
ks R
] =
; A 153)
b\ N fdapy 4y
Ex(2) = (g9 1+ ote ) + Vas [ 4 i jlﬂ; .

Durch Einfithrung der Schnittkriafte nach (51) und (69) wird daher bei geraden
und mit geniigender Anniherung auch bei gekriimmten Stiben

; N i 'Lf ¥ : vi x 0 o
Ez I."":] — I f = ':HJ - oy et Yoz = .:'J.r.:,ll — (; J ; [:1:_)4)
i e .Uu a5s:, 1k
G Bee = T p (155)

Dabei ist fiir die Anderung der rechten Winkel v, (2) des differentialen Prismas durch
die Schubspannungen 7., ein Mittelwert v, , un;:{-fi'lhrt \\'uz'rle;-n -\' M., 0O, sind die
Schnittkrifte aus der vorgeschriebenen ]i{]aamnu (P,C), N,M,, 0, die Schnitt-
krafte aus der virtuellen Belastung (P, C). Sie werden nach cl{ n Angaben in den

Abschnitten 13ff. berechnet, so dafl die ‘C-":-arialjun der Forménderungsarbeit nach
den Spannungen in der folgenden Form verwendet werden kann:
.l‘ jsrrl r:}ﬂi 7 il r;l‘l"n Fm —i_ .E.E’.s 15‘
I !
(N : ) ¢ M, At . [ : .
\EF + o, )a‘. o dF + \ & fv+ai : -:f.\' O,2dF 1-Jh}'dx SiEH
¥ 0 ¥ 0 F
Dabei ist dV=Fds. Mit f.’.’d}" ==, fz*d’F = J, und J'.cif" =F ist
F F F

NP 0.4+ 'M,,,g:,” + 3C, 4, =

]

! 1 1 '
_ NN M, M, : 73 i R v At (156)
_.fﬁ?ds+fﬁj i J" GF d“"h.[‘?‘ “rid3+jMpﬁr",l- tfﬁ‘-[
(1] i} 0 0 0
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Die Erweiterung des Ansatzes fiir allgemeinere Belastungsannahmen nach (49) und
(68) bedarf keiner besonderen Erliuterung.

Die Integration erstreckt sich iiber diejenigen Teile des Stabzugs, deren Span-
nungen und Dehnungen nach dem Geradliniengesetz angegeben werden kinnen, so
daB die Stabzugecken und Stabzugknoten streng genommen ausscheiden. Bei dem
summarischen Charakter des Ansatzes wird jedoch in der Regel die theoretische
Stablinge zugrunde gelegt und der Stababschnitt im Knoten nur in Ausnahmefillen
mit [ = oo als starr angenommen.

Der Clapeyronsche Ansatz fiir den Stabzug. Der allgemeine Ansatz des Ab-
schnitts 8 kann nach den mit der Definition des Spannungszustandes eines Stabzugs
verbundenen Annahmen folgendermallen angeschrieben werden:

: '\-'r'{jvrl érn -'i_ -_Ig -'."‘_-Mru ‘? mo ‘.it' {l:}'?

Bei vorgeschriebenen Stiitzenverschiebungen tritt an die Stelle der Formédnderungs-
arbeit A; nach (150) die Erginzungsarbeit AF. Sie ist nach (37)

A= A; NCoA (158)

L
Andert sich wihrend der Forminderung auflerdem die Temperatur des Stabzugs,
so istmit M, =M, Q,=0
4 3 y Finy ; ajpdd ;. 0 M

:EJ,-l-Pmam + :Ia-le‘F':m:A:'_ al(’ni‘ie_!_" N :"'r:["l'l‘. L .r'l“f'-_l.' ds - ‘-li*' (159)
Auf Grund des Hookeschen Gesetzes kann jede Verschiebung 4, und jede Winkel-
inderung g, als lineare Funktion der einzelnen Lasten und Kriftepaare entwickelt
werden.

afu: ('Sml "nl 25 i am.:.' E“’J-‘ e ras i hi"] Pﬂl g e i ﬁ:mk‘ "‘ﬂi e s L

‘ ' _ L (160)
P =1 Prt - P Pt - RPN Y S P S |
Wird der Ansatz (159) mit dieser Superposition nach P, oder M, partiell differentiiert,
s0 ist A a2}
!f.l“: [-_' _\ 'P‘IIJ I:jm & = _' l M i ?:m] = ‘}kl L
) (161)

a M, 2 _E-‘P.-n "r.>m 1 l EMIJE {F\'ﬂ:] = QP I

e

Die Komponenten 8, oder g, des Verschiebungszustandes werden demnach als
partielle Ableitungen einer der Funktionen A4,, A¥ oder A} nach der am Quer-
schnitt & angreifenden Kraft P, oder dem hier wirkenden Kriftepaar M,. gefunden.

Richtung und Sinn von &, und ¢, stimmen mit P, und M, Giberein.

(7 .'}, rJ_'!.

h=3p P one: (162)
Nach (51), (59) und (154) ist die Forminderungsarbeit des Stabzugs
L s Mz Sk om e ¥
A= 5 j~ \EF =t EJ -+ % E-;_-E-',-:' ds, (163)

und demnach bei gleichzeitiger Anderung der Temperatur und Verschiebung der
Stiitzen ! )

i i !

; . 0N ds M ds g0 ds aC,
G | ol el SN 1 bt il g ok it B B el ]
O _[‘\' dP, EF ' f” dP. E]J +f" Jum GFE =~ ,a!*k'd=

] L]

[ L

anN ad M At
| [ ds - S “ds
f J-d P, 1I£ B J 0P oy h 5
0 0

(164)




90 Die allpemeinen Ansidtze.

Jede Stiitz- oder Schnittkraft kann nach dem Superpositionsgesetz als lineare
Funktion der Belastung angeschrieben werden.

] n :'i. - k ?l‘ i
'\‘ i .}.‘ ‘\'?rl j':'rri 3 M= .,:."'1'1 m ‘I-n.-?'. ] fLIJ E= .1 ("u: ‘”w; » E’ e .l C m "Pm :
1 1 1 1
Daher ist
d N = d M ) adC : e
— — = (], = ( 165
“'-flju = '\‘k' rh"_-.. ‘1Ik" d.P, fLﬁJ a.P°, k { )

Die partielle Ableitung der Funktion A}* nach P, fiihrt also zu dem bereits be-
kannten Ergebnis (156) mit der virtuellen Belastung P = 1.

Um die Verschiebung kE als partielle Ableitung einer der Funktionen A4; zu
berechnen, ist unter Umstinden die vorgeschriebene ﬁvl:relu!l‘g # durch eine in
Richtung £ %' wirkende Kraft P, = 0 oder ein im Drehsinn 2% wirkendes Kriifte-
' paar M, =0 zu erginzen, um im Ansatz iiber die fiir die
Ableitung der Funktion notwendige Verinderliche Py, M,
zu verfiigen.

Das Prinzip der Wechselwirkung fiir den Stabzug.
Das Prinzip der Wechselwirkung von E. Betti ist fiir die
virtuelle Arbeit zweier Kriftegruppen an einem elastischen
Kérper bewiesen worden. Es bedarf nach (156) fiir den
Stabzug keiner besonderen Begriindung, wenn die Anteile
(M ds/E ), (M ds/E J) des Integranden als die Verzerrungs-
komponenten aus zwei Kriftegruppen (%8, M) und (8, M) an-
gesehen werden., Die rechte Seite des Ansatzes (156) bedeu-
tet dann entweder die wvirtuelle Arbeit der Kriftegruppe
(B, M) wihrend der Forminderung (6, ¢) aus (B, M) oder
die virtuelle Arbeit der Kriftegruppe (B, M) wahrend der
Formidnderung (d_, @) aus (B, M)

.:E‘};m fﬁru ar ...“i-‘ Mm P ™= .}; Pm 5::'. i .2-' MT.'I ?%ﬂl J {lﬁﬁ}

Ist nur die Kraft P, oder das Kriftepaar M, vorhanden und
daher

ﬁr'j:'mz R s Mr']":r.lu = E‘Pm‘:‘)mr' (167)

so wird der Ansatz in der Regel nach J. Cl. Maxwell be-

>
nannt. Die virtuelle Arbeit der im Punkte # in Richtung r#’

Abb. B,

wirkenden Kraft P, wihrend der Verschiebung é,,, des Punk-
tes » in Richtung r# durch (Py...Py...) ist gleich der virtuellen Arbeit, welche
die Krifte (P,...P,, ...) wihrend der Verschiebungen d,, der Punkte m in-
folge P, leisten, Der zweite Ansatz kann dhnlich ausgesprochen werden. Die Be-
ziehung gilt auch . dr die virtuelle Arbeit j’:’-,-:‘r,h zweier gleichgroBer, entgegengesetzt
gerichteter, an den beiden Punkten # wirkenden Krifte P, und fiir die virtuelle
Arbeit M,-'T,.,._ gweier an den beiden Geraden » des Stabwerks angreifenden, im Gleich-
gewicht stehenden Kriftepaare M.. Dabei ist e,., die gegenseitige Verschiebung des
Punktepaares r und z,,, die gegenseitige Verdrehung der beiden ausgezeichneten
Geraden 7 infolge von (P,...P,...). Dagegen sind §,,, je nach dem Ansatz die
Verschiebungen der Punkte m des Stabzugs in Richtung von P,,, welche entweder
von der Belastung P, des Punktes r, der Belastung M, der Geraden 7, der Be-



EinfluBlinie der Verschiebung und Winkel:nderung. 01

lastung Iir des Punktepaares » oder der Belastung M, des Geradenpaares » erzeugt
werden (Abb. 96).
Einfluf3linie der Verschiebung und Winkelinderung. Wird P, = 1t und

M. 1 mt gewihlt und die beliebige Kréiftegruppe (F;... P, ...) durch eine
wandernde, d. h. an einem beliebigen Punkt m des Lastgurtes angreifende Kraft
P,. = 1t ersetzt, so bedeuten d,,,, ®rm: €rm: Trm die Ordinaten der Einflulllinien

dieser Komponenten des Verschiebungszustandes. Sie werden aus (167) nach dem
folgenden Ansatz berechnet:
1, "jr = lm h.'f; 3 L gim=1 4}Jm r Litrw= Ly Opm r i I B (168)

m

Jedes Produkt ist eine virtuelle Arbeit mit der Dimension mt. Die Drehwinkel
®rms Try Sind dimensionslos, die Einheit hat also je nach dem Ansatz die Dimension
der Kraft oder des Kriiftepaares. g

Die EinfluBgriben 6,,,, €rmy ®rm, Trm werden daher als Projektionen der
wirklichen Verschicbungen der Punkte m des Lastgurtes auf die Richtung der
wandernden Einzellast P,, bestimmt. Sie sind damit Ordinaten der Biegelinie des
Lastgurtes, welche je nach der Art der EinfluBlinie fiir die Belastungseinheit P, 1
am Punkte » oder fiir die Belastungseinheit P, = 1 am Punktepaare 7, fiir dic Be-
lastungseinheit M, = 1 an der Geraden r oder fiir die Belastungseinheit M, |
am Geradenpaar r nach einer durch die wandernde Last bestimmten Richtung auf
gezeichnet wird. Die EinfluBlinien der Formidnderungen werden daher nach den
Abschnitten 20 und 21 iiber Biegelinien entwickelt.

18. Die Berechnung einzelner Komponenten des
Verschiebungszustandes.

Die Form eines Stabzugs idndert sich durch Belastung, Temperaturwechsel und
Stiitzenbewerung, Der Vorgang kann durch die Messung der Verschiebung aus-
gezeichneter Punkte oder durch die Messung der Verdrehung cinzelner Stibe und
Querschnitte beobachtet werden. Der Vergleich mit den durch Rechnung gewonnenen
Ergebnissen ermaglicht die Nachpriifung der Annahmen der Theorie oder ein Urteil
iiber die Zuverlissigkeit des Spannungsna

chweises. Die gerechneten Verschiebungen
kéinnen auberdem zur Abschiitzung der Steifigkeit der Konstruktion und deren
niedrigster Eigenschwingungszahl oder zur Untersuchung von statisch unbestimmten
Tragwerken verwendet werden,

Aus diesem Grunde wird die senkrechte oder waagerechte Verschiebung einzelner
Punkte, also der Stabmitten, Gelenke und Rahmenecken bestimmt. Ebehso kann
die Verdrehung von Stiben und Stabknoten, die gegenseitige Verschiebung von
Punktepaaren oder die gegenseitige Verdrehung von Stében und Gelenkteilen be-
rechnet werden. Die geometrischen und elastischen Eigenschaften des Stabwerks
werden in jedem Fall als bekannt vorausgesetzt.

Ansatz der Rechnung. Die Aufgabe wird durch die Variation der Forménderungs-
arbeit nach den Spannungen geldst (156). Die virtuelle Belastung P, M ist frei wihl-
bar und kann daher auch so festgesetzt werden, dal die gesuchte Verschiebung 4,

eines Punktpgs & nach einer ausgezeichneten Richtung ﬁ.-#f' unmittelbar durch den
Ausdruck der Arbeit der virtuellen eingeprigten Krifte 1,-d, angegeben wird.
Die virtuelle Belastung ist damit als einzelne Kraft P, = 1t im Punkte % mit der
Richtung # .FF definiert. Dasselbe gilt bei der Berechnung der Verdrehung ¢, eines
Querschnitts oder einer ausgezeichneten Geraden k des Stabzugs. Die virtuelle
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Z : i

T s 3iEn Aiocarce Talle miif einem einzel yaar M, . ge-
Arbeit XM, g, wird in diesem Falle mit einem einzelnen Krifter :l oy
bildet. das an k in dem fiir ¢, positiv angenommenen Drel 1sinn k& wirkt, Mit der
virtuellen Arbeit 1,-¢, ist die gesuchte Verdrehung unmitte ]bar bestimmt. Fir die

Berechnung der L|E‘“I.,ITI seitigen Verschiebung zweier Punkte wird die \1“L.=,I]¢ Be-
lastungseinheit des Punkte-

paares, fir die gegenseit
Verdrehung zweier Geraden
die wirtuelle Belastungsein-
heit des Geradenpaares ver-
wendet.,

Die Formanderungen oy, ¢
werden im folgenden stets
unter der Voraussetzung an-
gegeben, dall die Verzer-
rung des Stabteils ds durch
die Komponenten g, dy,,
11|;|z.-:n und Verdrehungen aus- :"_]::1” ll!'li] damit ];:llfh HS-I-]
il durch die Stiitz- und Schnitt-
1 Belastung = P sind C, N, M, ¢. FR i = :

ung zur Berechnung der kriifte ( ! N ! M, (."‘l beschrie-
ben werden kann, die mit
der gegebenen Belastung
im Gleichgewicht sind. Die
Ebene der dulleren Kriifte
fillt in diesem Falle mit der Symmetrieebene des Stabwerks zusammen. Der
virtuellen Belastung 1, sind Stiitzkriifte C; und Schnittkrifte .'\ M, Q Zu-
geordnet. Beide Gruppen von Stiitz- und Schnittkriften sind uml hemgzg, von-
einander und werden je nach der Struktur des Systems statisch bestimmt oder un-
bestimmt berechnet. Jede Komponente des Verschiebungszustandes kann daher
folgendermalen angegeben werden:

- Ny N MM
lt{jk:J' jrlf ds 4 f%f ds '?'f (E, Qﬁ!’S--J‘i\I* g, b ds J‘U’k—m"‘l ds—‘-" Cfidf" (1'.59)

. 7

108

Abb. §7. Analytische E

gl‘:"}.'
a) Stitz- und Schoittkrifte der gegeb
Die folgenden Abbildungen stell

b} Vertikale Verschiebung d
des Gelenkpunktes C.
¢) Verdrehung des Stitzenquerschoitt A.

dem Scheitelgelenk bepachbarten Querschnitte.

Der Ansatz gilt grundsitzlich fiir alle Stabwerke. Er wird hier zunichst auf statisch
bestimmte Systeme beschrinkt, um bei statisch unbestimmten Aufgaben die Er-
gebnisse des Abschnitts 24 zu verwenden. Die Erw eiterung des Ansatzes bei schiefer
Biegung oder schiefer Biegung mit Verdrillung des Stabteils ds geschieht in An-
lehnung an die Angaben (49). In zahlreichen Fillen wird der E J,fache Betrag der
Verschiebungen berechnet. Das Vergleichstrigheitsmoment [, wird dabei so ge-
wahlt, daB die Funktion [,/ oder J./J cosa in moglichst groBen Integrations-
abschnitten ,,1* ist. Im iibrigen empfiehlt sich fiir J, entweder das kleinste oder
das grofte Tragheitsmoment des ganzen Integrationsbereiches, F_ ist ein Vergleichs-
querschnitt.

HET,6,) = J"x N ‘de—JuPJf{;m' JeE [ Q,0% ds

+EJ,|

[Notas + [M, %25 as| — E], 3C, . 4,. (170)
Die Anteile der Verschiecbung aus Belastung, Temperaturinderung und bekannten
oder geschitzten Stiitzenverschiebungen 4, sind unabhingig voneinander. Der Be-
lastungsanteil der Verschiebung §, htsteht aus drei Summanden, die sich in ihrer
GriBe wesentlich voneinander unterscheiden. Der Anteil aus r_lcu Querkriiften ist
stets sehr klein und besitzt nur in Ausnahmefillen Bedeutung. Auch der von den
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Lingskriften herrithrende Anteil darf fiir biegungssteife Bauteile meist vereinfacht
oder vernachlissigt werden. Man verwendet daher fiir N und N, oft die den einzelnen
Abschnitten des Stabwerks zugeordneten Mittelwerte. Dagegen sind die Léngen-
inderungen in Zug- oder Druckstiben, also die Anteile mit den Lingskriften S, 5;
wesentlich.

In vielen Fillen ist die Forminderung eines biegungssteifen Tragwerks aus einer
Belastung B bereits durch die Biegungsmomente mit geniigender Genauigkeit be-
stimmt, so daB je nach dem Stabnetz und dessen Unterteilung

..'11:;‘..'1}. '] - 1.J'rc : .J{. T..lrr Jr& : £ i
8y - [ gy dsi EJo - ) .nj MM _f‘*“=._\..'_;h,J‘-”-'--”,;...H.g'“- (171)

A i
Enthilt das Stabwerk auch unbelastete, gelenkig angeschlossene Stibe mit den
Lingskriften S, S,, so ist

e 1 : 7 iy  Fon B 5

Ef. 0,= 3 Je j M. M=2ds + 3= 3 S8 =3, (172)

i 7 F, Lt PR
l'f

Die Ansitze (171) oder (172) dienen auch zur punktweisen Bestimmung der Einflub-
linien der Verschiebungen d;.,. In diesem Fall sind N, M, S die Schnittkrifte des
Stabwerks aus der Belastung mit P,, = 1t in einem beliebigen Punkte m des Last-
gurtes.

Die Angaben fiir die Verschiebung d;, infolge Temperaturinderung stiitzen sich
auf die Annahme eines linear verinderlichen Temperaturgefilles A¢ und beruhen
meist nur auf groben Schitzungen des Temperaturunterschiedes - ¢. Daher genfigen
in der Regel auch die Mittelwerte von N, und (a;4¢): (h cos o) eines groBeren In-
tegrationsabschnittes,

d,

k

11 .

o i o & e ; T o, LAt
;= | Npo,fds 4 ’ M, ’J_ ds "«z"l Nypoyts -+ :

J"_u,.\. dx. (173)

e il LR

Die Verschiebung aus gemessenen oder geschiitzten Stiitzenverschiebungen A, allein ist

Si=—3Cd,: (174)

e

Der Integrand. Der Integrationsbereich erstreckt sich iiber alle Teile des Stab-
werks, deren Spannungen und Dehnungen nach dem Geradliniengesetz angegeben
werden konnen, In den Brech-
punkten des Stabzuges und in Elastizitits-
den Rahmenecken sind diese Baustoff }:‘:Pfluj
Annahmen ungiiltig. Die Stei- S50

fickeit ist hier griBer, Dasselbe  Beton (nach amtl. Bestimmungen) . . . 210000
gilt fiir die Knotenpunkte des Beton erdicucht I:2%:5 a5 « i o 446000
Xt - : :ton plastisc i e e g S 256000
Stabwerks, insbesondere bei :_Jf';_."h‘]l, plastisch 1 i3 = :: ;:::(:g(,
= ; 2ok & Tl Ld da e sz el e W WD B e et w mow 15 i ]
Verbindung von >Stutzen I]!ll Bantsandstein. . & 5 o 5 oemis @ we 75000
hohen Trigern. Der Begriff Keupersandstein. . . . . .. ... .. 36000

des Querschnitts verliert hier

seine Bedeutung. Trotzdem wird, abgesehen von einzelnen Ausnahmen, iiber die
theoretische Stablinge integriert, um einfache und kurze Ansiitze zu erhalten, die
dem Wesen der Untersuchung entsprechen und die Erscheinung mit gentigender
Genauigkeit beschreiben,

Die Forminderungen von Bauteilen aus Eisenbeton werden fiir den Spannungs-
zustand vor Eintritt von Zugrissen angegeben. Der Elastizititsmodul des Betons
betriigt dann im Mittel £, = 210000 kg/cm?, so daBl das Verhiltnis E, : E, = n = 10
ist. Die Rundeisenbewehrung ist daher fiir das Trigheitsmoment des Querschnitts
ohne groBe Bedeutung und kann meist vernachlissigt werden.




94 Die Berechnung einzelner IKomponenten des Verschiebungszustandes.

Die Rechenvorschrift (171) gilt nach der Ableitung fiir einzelne Stibe und 'l':';‘ig:-—r_,
die nach den Angaben auf 5. 27 belastet sind. Sie wird jedoch auch auf zusammen-
hingende elastische (Gebilde mit parallel laufenden Trigern ausgedehnt, die durch
Platten steif verbunden sind. Um deren Formiinderung quer zur Stabrichtung zu

beriicksichtigen, wird bei der Rechnung nach der elementaren
& Theorie nur ein beschrinkter Abschnitt der Platte als mittragend

- - =

angesehen, Er kann aus einem Vergleiche der Ergebnisse mit dem
Spannungs- und Verzerrungszustand der zweidimensionalen Kon-
struktion oder aus beobachteten Formiénderungen gefunden wer-
den. Die mittragende Plattenbreite ist nach den Bestimmungen des
Deutschen Ausschusses vom Jahre 1932, § A 25, 3b

a) beim beiderseitigen P JLlI.lL"[lllJn.l]ltl n nach Abb. 98a:

b=6d —+ 2 .:"is i \"'Jﬂ 5 I'lr}'.']J
aber nicht griBer als der Abstand der Feldmitten,
b) beim einseitigen Plattenbalken nach Abb. 98b:
b=225d 4 b, + by, (176)
aber nicht gréBer als die halbe lichte Rippenentfernung, vermehrt um b&,.
£ diese Weise entstehen die im Eisenbetonbau gebriuchlichen (Cuerschnitte
(Abb. 89), Das Trigheitsmoment J, wird am besten nach einer Unterteilung in
einzelne Rechtecke angegeben.

e Bl

Jy=J14

Abb. 0.

Das Tr..f_{m itsmoment [, eines Stabes ist zwischen je zwei Knotenpunkten, also im
Bereich eines Stabes [, stetig oder unstetig urmu]r[Ju]] in vielen Fillen auch
konstant. Die Ay nderung wird meist auf ein ‘.C]”](_]L‘lp-t[’l[ﬂhf itsmoment [, in Stab-
mitte bezogen und c]nun den Quotienten [,/] = &, beschrieben. Die Verinderlich-
keit des Querschnitts ].mrfT oft von konstruktiven oder dsthetischen Gesichts-
punkten ab, so dal die Funktion £, punktweise bestimmt ist.

Die 5tiitz- und Schnittkriifte C, N, M, ¢ aus der gegebenen Belastung und

Cir N My , @ aus der virtuellen Belastung 1, werden nach Abschnitt 13 zeichnerisch
”‘]R-' T'fff”'ll'lhl h angegeben. Bei statisch unbestimmten T ru'r:\r:*rkrn treten hierzu

die Angaben der Abschnitte 24ff. Die Siegungsmomente M und M, werden als

Schaulinien einzeln in Stabnetze derart e ingetragen, daB sie nur an der gezogenen (i)
oder : an der gedriickten (a) Stabseite erscheinen, um bei der Bildung des Integran-
1 M,-M Vorzeichenfehler zu \'l‘I']‘II'i"'-i']' Lings- und Querkrifte werden ebenso
wie die Stiitzkrifte neben den Stababschnitten als Zahlenwerte eingetragen. Das

‘R'm'-,:l_-irin-n der Produkte N, et und C,, A, ist durch ihre Bedeutung als virtuelle

Arbeit bestimmt. =
Mechanische Auslegung des Ansatzes. Die Berechnung einer Verschiebung

oder Verdrehung ist nach diesen Ber erkungen iiber den Integranden im wesentlichen

ine mathematicekbis Anfoatn  OF . P Pty : i
eine mathematische Aufeabe. Sic :}.<:|: jedoch auch mechanischen Inhalt, wenn die
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= . p - - A = A T HER '
Funktion M oder M, im Integrationsbereich I, linear ist. Mit & = T8 =3 und

L !

I In I
s s — E ! 3 Y . .
My= M, 4+ M,E ist J‘M'k M I dx= Muff' [ M T dx + n-!.,J‘s (M I |dx. (177)
2 Jir \ _4" r'l Jr !
] ]

Die Integrale sind die analytischen Ausdriicke fiir die Stiitzkrifte A, B,, eines
einfachen Balkentrigers mit der Stiitzweite I, und einer ideellen Belastung im Be-
trage von m = M J,/]. Hieraus entsteht die folgende Rechenvorschrift:

In

j_w,c M 5‘ d%x =M, A, + M,B,. (178)

1]

Die Verschiebung 4, und die Verdrehung ¢, des Querschnitts % eines geraden
Balkentrigers [, mit freidrehbaren Enden werden nach (171) mit

In In

1.(E J» 6,) =J ;11@1{,!‘“, 1,(E Jagu) = j M, M ‘; dx (179)
0 ; 0

bestimmt. Die Zustandslinien M, und M, fiir 1, und 1; (Abb. 100) kénnen mit den
EinfluBlinien fiir das Moment M, und die Querkraft Q, des Trigers /, im Quer-
schnitt & verglichen werden. Daher wird die Durchbiegung
E J, 8, als Moment My,,, die Verdrehung E [, @; als Quer-
kraft Oy im Querschnitt 2 des Balkentriigers I, fiir die -@;
ideelle Belastung w = M [,/] gefunden. Aus den Auflager- | Coga
kriften 4, und By, wird die Verdrehung der Endquer- | "%
schnitte abgeleitet. Unter Umstinden kann diese Berech- | 1
nung nach S. 125 auch auf Stabziige mit angenommenen = 3
Randbedingungen angewendet werden. 7 L———‘"_‘_{j
Numerische Integration. Der mathematische Teil je- ' e=—"—"
der Forminderungsberechnung besteht bei genauer Be- Abb. 100,
achtung der Verinderlichkeit des Querschnitts in einer
numerischen Integration. Hierbei werden diejenigen Methoden gewihlt, die das
Integral als Mittelwert von Funktionswerten des Intervalls bilden. Von diesen ist
die Simpsonsche Regel am meisten gebriuchlich. Sie liefert den Mittelwert des
bestimmten Integrals durch Unterteilung des Bereichs in 2 # oder 3 # Abschnitte
von der konstanten Breite Ax. Die den Intervallgrenzen m zugeordneten Funktions-
werte sind

Nm = "1'!1‘?: k M Jﬁ = "‘l'-‘rm k .1{“ ‘:m oder e = -':\".m k N =

L e ''m j'm =

(180)

In der Regel geniigt zu einem genauen Ergebnis die Unterteilung I, = 2#-Ax und
damit der Ansatz:

L]

dx,
[.r; dx = 31 Mo+ dm+2n, 440,420, 0+ 470y + Mo,) - (181)

a

Die Genauigkeit ist bei Unterteilung von I, in 3 - Ax etwas griBer. Sie fithrt zu der
folgenden Reihe:

i)
ndx =2Ax(n,+ 30, + 31+ 25,1+ 30, 1+ 3 + 2 e ‘
! f 8 Vo i Ta UE Ha s LT + ! (182)

+ 27303+ 3M3p-2+ B Hgn_y + Han) .




a6 Die Berechnung einzelner Komponenten des Verschiebungszustandes.

Beide Ansitze sind auf S. 176 angewendet und in ihren Ergebnissen verglichen
worden.
Um die mit der Reihenentwicklung nach Simpson verbundene Zahlenrechnung
zu umgehen, kann das Integral auch durch Zerlegung des Integrationsbereichs in
Stufen ¢,, mit geometrisch verdnderlicher, jedoch elastisch konstanter Breite
¢ = e, [, angeschriechen werden (Abb. 101). Mit

vl _Jr.\ JFJ\ - o

M, M,=2,, i i Cp and M e M s nls =1 . st
b - 1 7l T "
J‘de o \ L) ‘1 > .l 'i.l'.-u t'1-|-r1 zi"z‘m f:mi:m — .::.‘ ’J‘mc : l"_l "‘m' {]83}
-: 1 1 1 1
Der Bctrag €= €L, entsteht aus einer beliebigen Unterteilung Ax des
Integrationsbereiches: b
gl ;‘_,f/] B B o 1 A
= P < i " ;—f" I
/]
Das Integral | ndx wird danach als Summe iiber die mittleren Ordinaten 4,, der
o Intervalle e,, erhalten (Rechenvorschrift Abschn. 56).
~N—i— Die Stufenbreite ¢ dndert sich mit der Art des In-
;’f,r'; ol tegranden. Man unterscheidet
o : ;
3§ : EI:c’"'.f:-’ F= .’...cc:sxm’].
: n Lo (184)
A hr A
s 53 f 2 Gt F o COS J

Hierzu treten die Funktionswerte ...
. NS -'.I.’.'[m k‘jl' ’rm oder Jﬂ'ml = ‘:\rm k"\?m

| 2 Die Glieder der Reihe (183) sind also im Vergleich zu
L‘?iﬂﬂ.‘d‘ffﬁ“’;“;;mﬁrﬁ;’ii = [\]_5‘1} IlilLF (182) durch die bt'%o_lldem f\rt der Unter-
' & & teilung einfacher geworden., Diese wird aus den In-
i v tegralkurven zu den Funktionen [,/ [ .., Ja/Jm COS oty

oder Fy(F ,,, F}[F, cos «,, abgeleitet (Abb. 101).
Berechnung mit Annahmen iiber die stetige
Verdnderlichkeit des Querschnitis. Yerwendung
von Integrationstabellen. Um die numerische In-
tegration zu umgehen, begniigt man sich oft mit

Abb. 101. p Hilfswert fiir die graphische

Integration, einem angendherten Ergebnis und beschreibt die
* J-.K vorhandene Querschnittsinderung durch eine aus
d
,J‘ gl wenigen Gliedern bestehende Reihe. Hierbei werden

dann die einfachsten Ansatze gewdhlt, um die In-
tegration fiir die Funktion {, = J,/J abzukiirzen. In zahlreichen Fillen ist das Trig-
heitsmoment [, eines Stabes I, konstant oder durch einen Mittelwert [, geniigend
beschrieben, Der Integrand besteht dann nur aus zwei Faktoren. Mit x = £/, und

L= Je ist
Ja
.‘r!k.’\f o ; Sl ) L
;I 5;:—_)7 -dx=J315 T :'lfk.’l-'fd:,‘::‘th M .MdE. (185)
h h

Ia
j:rw

M M
EJ, k—j’f : Z j”"MIcos dx ;, f‘.fkﬂfdﬁ (186)

A

Bei gekriimmten Stdben mit - = =] “ist



Ber I‘l:]!]}ilﬂi.,_.f mit Annahmen iiber die sfetige Veriimderlichkeit des Cuerschnitts. ‘iT

Die Ergebnisse werden unter Umstinden wesentlich genauer, wenn die Stabform
im Ansatz mit zwei ausgezeichneten Querschnitten erscheint und £, angenihert
durch eine quadratische Parabel angegeben wird, Als Freiwerte dienen bei symmetri-
schen Stiben die Trigheitsmomente in Stabmitte J, und am Stabende J,, = [, fn,,
bei unsymmetrischen Stiben die Tragheitsmomente [, = i, Jro = Ja/n, der
Endquerschnitte (Abb. 102), so dall mit & = x/i,:

a} bei symmetrischen Stiiben

Ea sl ny) (1 ‘
b) bei unsymmetrischen Stiben

E=1—{1—m)l é"]*.‘

b
re
[

(187)

Die Parabel hoherer Ordnung enthilt in dem willkiirlich wihlbaren Exponenten

einen weiteren Freiwert, mit dem die Angleichung an einen gegebenen Funktions-
verlauf noch mehr verbessert werden kann. Mit & k 0.5 ist

a) bei symmetrischen Stidben: ¢, =1 (1 —n)(2 ;L-”]“.] ]

f (188)

b) bei unsymmetrischen Stdben: J, =1 — (1 — u) (1 — &)".

Die Funktionen M, und M sind meist linear, zweiten oder dritten Grades. Unstetige
Funktionen werden in stetige Abschnitte geteilt oder durch Superposition der
Biegungsmomente vereinfacht, indem deren Ordinaten geometrisch oder durch Uber-
lagerung der Belastung zerlegt werden. In einzelnen Fillen wird die Rechnung auch
durch Aufspaltung der beiden Funktionen in einen symmetrischen und antimetrischen
Anteil abgekiirzt.

M MEdt = [ (Myy+ Myg 4+ <) (My+ My+ - - ) EdE,

Z D, M;=M;; 4+ M;,, M=M; 4 M,.
- g E - .
fﬂ-f,;. MLdE =f_-h';_.1 M ldE+ | My, M LdE ;—I MM Zdé+ | M. M,Edé. (189)
] ] (] ] i}
Der Integrand ist in zahlreichen Aufgaben bei £, = 1 eine algebraische Fulnk[i:.-n

zweiten bis flinften Grades, so dall der Ansatz nach (181) oder (182) mit zwei oder
drei Intervallen die strenge Lisung des Integrals liefert. Die
Ergebnisse sind in der Integrationstabelle 12 zusamimen-
gefaBt worden. Sie geniigen bei gleichbleibendem Triig-
heitsmoment [, des Stabes zur unmittelbaren Berechnung
zahlreicher Verschiebungskomponenten. Die Integrale kin-
nen auch noch bei einer quadratischen, symmetrischen oder
unsymmetrischen Funktion {, leicht fiir zahlreiche Schau-
linien M, und M angegeben werden. Die Ergebnisse sind in
den Tabellen 13a, b enthalten.

Zur Berechnung einzelner Komponenten des Verschie-
bungszustandes eines Stabwerks werden daher zunichst die
geometrischen GroBen », und £, der Stibe [, festgestellt und

die Schaulinien der Biegungsmomente M, M, aus der vor-
geschriebenen Belastung 3 und der virtuellen Belastung 1,
unter Beachtung der Vorzeichen aufgetragen. Darauf wird
die Funktion (MM, {,) mit Hilfe der Tabellen integriert, falls nicht unter be-
sonderen Umstinden die numerische Integration notwendig ist. Ein positives Rechen-
ergebnis bedeutet die gleiche Richtung oder den gleichen Drehsinn wie fiir die an-
genommene virtuelle Belastung 1,.

Bever, Baustatik. 2 Aull, 2. Newdru

n=r
Abb, 102,

o |




1en Rand

e (1 — | '
3 2 ‘g
I oist
L [21(20+1)+-3 ¢ (a—1)]Ln' [Mettant—4ica?]).
n=]150m, &=T0m, I=15,0m,
' =8250m, ¢ =412 m , F=15,000m

Edid) = :’4 (3375 — 4060 — 3713) — — 183 5.

EinfluBlinien fir die relative Verdrehung der
Gelenkquerschnitte eines Bogentripgers

Die Mittellinie ist eine Parabel diaz i} 1.
J cosu
a) EinfluBlinie der Verdrehung des Scheitelgelenks ¢ nach (168):
Biegelinie infolge eines Momentenpaares M. =1 in ¢. Rechnung nach
(186) mit Abb. 104b. P = 1 fiber dem linken Bogenschenkel, () = £ = }:
1 5
EJ.:8 = 5 (4&- dwE) = 8 Ry

Die EinfluBlinie Abb. 105a ist symmetrisch
b) EinfluBlinie der Verdrel ing des Kampfergelenks a nach (168) : Biegelinie infolge Ma
in a. Rechnung nach (186) mit Abb. 104d. P = 1 iiber dem linken Bogenschenkel, 0 E
Al A e e 3 ', e
ETo O = MM = 55 15 (, — wp) — 8] = 5 (57— 1) = 2 ayp

=il

LA

35 =



Endverdrehung eines Stabes mit linear vertind chem Querschnitt. 99
E 1 iiber dem rechten Bogenschenkel, $ = £ = 1:
]2 2 12
- ] o T Y 28 ity R TR A &
J._Ilr: |\.l,|, L 30 [ch(lFb W) - 30 & \ow] I_: g 8 Ry’

Die Funktionswerte k,, &, gelten fiir jeden Dreigelenkbogen mit einer Parabel als Mittel-
linie und [./] cos x = 1.

3 = = > - Fon
P SRR IS
e . O = g 5 &y = T —

e — L i - B & _r'}_. i ts}/l -

Pk e e Vi A e R B - e N
= o L'i‘.;‘. i ! | S +“ o5 3‘._ :Eg 4
Sl A R ' =i S s

i & I'\.Jf |
\|/ l
¥

Abb. 1053 u. b.

Unstetig‘-. er Verlauf von (. I
ord nung v 1 Vouten und

Steifigkeit des
irch die biegungssteife Verbindung der Stiitzen mit hohen
Trigern we ."-:.'I'l'.lH_']! Ve ert, Sie kann stets durch numerische Integration des An-
satzes verfolgt \'.",'r{lL'n. Tm-— Abb. 106 vergleicht derartige Anordnungen mit den zu-
geordneten Funktionen {. Man vereinfacht aber auch hier den Integranden, um fiir
die wichtigsten Aufgaben geschlossene Lésungen zu erhalten und wihlt £, im
Bereiche der Voute linear (Kurve2 in Abb. 108).

Stabwerks wird oft durch die An-

di
1
|

Die wichtigsten Ergebnisse sind in den Tabellen. = v !
e N e e P :
14a, b eingetragen. f i 1
Linearer Verlauf der Trigerhthe d,, - | ‘
- . o /
2. Verlaufder Trigerhchefiir {3 = '; =1—(1—n)r, § . |1
- ) | 2
- Ja : in
RIS L L= i, . ¥
4. ¥ o ) Ly = f =1—(1—mn)»3, | !

luB hoher Triger an die Stiitzen
[Tigheitsmoment im Bereiche des Rechieckquersehnitt
zur Absi e

1 Steifigkeitsverhilt-
: unendlich groll, als 0 angenommen
Wi ‘1€|I n. Die Annahme ist in einzelnen Fillen auch bei Trigern brauchbar, die in
breite Stiitzen ecingebunden sind. Die Ansitze (171) sind daher auch mit diesen
Funktionen { fiir die wichtigsten Aufgaben ausgerechnet und in die Tabellen 15a, b
aufgenommen worden. Die Ergebnisse sind fiir die Untersuchung einzelner Klassen
statisch unbestimmter Tragwerke von Bedeutung und daher noch in Abschn. 46
erweltert worden.

Endverdrehung eines Stabes mit linear verdnderlichem Querschnitt
(Abb. 107). Um bei Stiitzen mit linear verinderlichem Querschnitt (J = bd?%/12)
den herauszugreifen, der bei Stiitzen mit konstantem Querschnitt ([, = £J,) die
gleiche Endverdrehung ergibt, 1aBt sich die Gl, (191) bilden und fiir die tiblichen Ver-
héltnisse # = J,/J, der Endquerschnitte einer recht-
eckigen Stiitze auswerten.

Abb. 108.

-{r-z _'ﬁ‘ﬂ'}r 3

i
.
'x=§ JE_H ]:rll;k.f(r:l :

] ] ,!b = ] 5 |

d—ri—I— —,}E

T2\l = of

f j 1 + (lf " J _}lﬂb 3 _-.M%':.-, 'I|"|".'I'.’E i .J-d& id
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1
‘MM j,' dx =M, M, | -

. R

0

-
L2
[

A

MM dn = o My My L= MM

C

Die Berechnung einzelner Komponenten des Verschiebungszustandes.

L L3
0
(8 v &
Wl 1 = ]_I
; \F = /I
T —
1 3 3 9
in | 4 6% n — [nd —
I‘\ H )'I 3 } 2 L 2
Tabelle 11 fiir & mit n = Je als Leitwert.
b
n 0,10 0,11 0,12 0,13 | 0,14 0,15 | 0,16 0,17 0,18 0,19 | 0,20 0,21
R 582 | 540 | 505 | 4,74 | 4.48 | 4.25 | 4,04 | 3,85 | 3.60 | 3.54 | 3,40 | 3,27
i 0,22 0,23 0,24 0,25 0,26 0,27 0,28 0,20 0,30 0,35 0,40 0,45
& 3,16 3,05 2,05 2,86 2,78 2,70 2,64 | 2,56 2,49 2,21 2,00 1,83
J 4 1 |
n 0,50 | 0,55 (e Mile] 0,b5 | 0,70 0,75 0,80 0,85 0,00 0,95 |
k 1,60 | 1,57 | 1,47 | 1,38 | 1,31 | 1,24 | 1,18 | 1,13 | 1,08 | 1,04 |

Verdrehungen der Endtangenten des Balkentrigers auf

Jir.’ o

Stiltzweite: /, Querschnitt — =, ¥=§
J cos o
e=Fmf—=F [F=iq

I. Belastung: Zwei an den Endquerschnitten angreifende Kriftepaare M,, M,:

L, 3 = ::_-P‘rl dx = lrn'."rf
i o e
Lo & -

M=MFEELaME.
Verdrehung der Endquerschnitte ¢,. @,: fiir @, ist M, = &; ebenso fiir ¢,
1 1
EJ g, =MV]&cde 4+ MV [EEEAE,
0 0
1 1
Ef.pp=M 1| 8 ZdE + MV ][ E2EdE.
LU (1}
Endverdrehung g,,, ¢y aus M, = 1l mt und g,,, @y aus My=1 mt,

@, = M, Paa

_1.!'., Pab Py =
1
1. {=1, Efl.-g'“rﬁfcq'“-- 3

2. Symmetrischer Verlauf von (:

b da

Pl F =1 f}'

ﬂvfl‘. l‘l"nll , "hfb !;TM‘_ .

4 I
E .Jlrfrruh e ‘r-...lrnrl'l‘.n_

—dm _ Jm
jul. ]FI'J

ik

zwel Stiitzen.

ba

i,

+3 X +4 i
EJewa=MIE|Lat" 4 [emae"| + MV [}[casr —[emtag,
-t -t = | i ]
: + 4 -4 -3
EJ.gp=M, 4"{&-}*-': dg" — [ e LdE) & MY Fleag’r+jentde,
; :
= 4 i
z P eu(r+ 1) 4 2r(dr + 5) I
o A ! o — L - — — =
Jepa Je @on rr Cr+1)2r4 3 8 Oy

‘!er Pra = Ef, Pabr = 'ﬁ' 2y

! 3n44r(r42) I
1)(2r+3) @



Verdrehungen der Endquerschnitte des Balkentrigers auf zwei Stiitzen. 101

Fiir zwei lineare Funktionen M und M wird hiermit
1

. : O et -
.-'ff.u MLd§ = [Ma(M, 01+ M, ) + M, (Mo 0 + M, 01)].

3. l.‘nsymmctﬁ:'srhc:r Verlauf von {:
t=L—1-a-me. n—;f:.
EJepra=EJ.@ar = i: ( =T f_'(;}%t_%“:;]} B :: L

. For o+ B(l—mn) r
-Efeﬂi-‘.sa;'é'{z_ )J

ST T 6'95-

Fiir zwei lineare Funktionen M und M wird

1
o & = =
FJ-M MEdE = Iy [M, (M, 0 + My p,) + My (M, 04 + M, 05)] .
0
II. Belastung: Gruppe von Einzellasten P,(h=1, ..., %) in ¥ =a,, ¥ =a},

afl=uy, ofl=cf; M=M{P ... +MyPy+---+M,P,.
Fiir Py =1t und x < a, ist M, =a} &, fir ¥ > a, ist M, =@, &

Verdrehung ¢,, ¢, der Endquerschnitte mit { =1: M, =§, .W-g = £,

1 ai
E ¢ ’
EJ.gan="V ﬂ},fE Fdf—Ula} [.E‘ 'il w— ;i} d& = !—; (e — 2f?) = t—f; wh
0 i
1 ok
EJc@oa= !'“mfs’f’ff = Jr"znj»: (l = 'E'\"'d'f =”-’iu.. — af) = ”'u:g
1] 1] ) . 8 R

o

: ¥ » I »
flfrﬁﬁa:ﬁEP;w;,; E_Lr;?.—---d%f’.wn-
1

wp und wyp bilden in Verbindung mit dem Multiplikator den analytischen Ausdruck fiir die
EinfluBlinien von ¢, und ¢,. Er wird fiir die Bestimmung der Verdrehung aus einer beliebigen
Streckenlast p(x) verwendet.

Py=pydx=pytdf. Fir p (&) =const im Bereich (o — a;) ist

i 2y o By .
EJe@a=— [ EVE — 808 =p 5 (o« — o) 2 — (af + 2],
Xz
zr g 7y
EJepp=—5Jp(8) € — &) dE =p5-(af—of) 2 — (af + ).
x1
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Tragheitsmoment. Bauing. 1928. — Biihler, A.: Ziel, Ergebnisse und Wert der Messungen
an Bauwerken. Bericht iiber die II, Int. Tagung fiir Briicken- und Hochbau S. 176. Wien 1929.
— Kleinlogel, A.: Belastungsglieder. Berlin 1931.
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19, Ldsungen der Funktion [MM(J./J)ds und Funktionswerte o.

Liosung fiir gerade Stibe mit konstantem -Ih_,l"J.

Kok Brrobel |

' | 3
— M (13 M M2 MY
130 .
A e i 5/
e ~ ¥
T —"'—h-:q_v_ = — &
v k
. ; : | > -
If‘ ¥ 'l"’_‘-‘_\-_'_‘—‘—-—._._‘lﬁ . M .3
— 3 {
& L e
¥ ¢+ = = . .
L™ s Fat S — ¥l ! I <45
g Ly
1 i :
= A | A
S — — M, M,
1 ? o




fir gerade Stibe mit k

ZUng) _;..

s == Parabelscheitel

= '\\'--::fic~1-1;ni-:1'
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Tabelle 12 (Fortsetzung). _r.'l.l' M 7

Lésungen der Funktion J M M (J./J)ds und Funktionswerte ew.

1
Te 74 FIMMAE, r=1de,
11 _J’ﬂ

{1}

- * Gl o oM R
Ea T T T R 3 i
T 1
& | 3 hadte T ki .@b_ M, M,[5—&(1 4+ 81¢
— 1Z i
1 f iy
= 1 n A 1 [ (& —C)?
; — 4 £, A E(r 4+ &) 4 X M. M. |z — _ ]
3 i =M, p[1 (x + &) = = ' I‘I_ ¥t 45
3 | I &= @ : e
o M, M2 — =V e AT bt
- 1 b | 6 L &5 = = 12 E
g gl S B I A &'s b - U e | f L2
| | M M, | - o EIF | A ! | — L'l- fig
= I SRS e T
=TS | M. M B SRl BT T - GEN
N s MM (1) Ty grths U e
e e f 2 = 0 - | : = ] 3
o ~ M, M, (1 L3 7 T4 I T
! A M, M, HEf ! s ﬂf, M4 E 2 it
e 3 \fté-3F) e e MM, (148 —3%]
P LM, i, p
- X z
""[:Z:::.'nn_ve Dier i EF: i
= I I o
“r&n__. i ""rra '1"r-' ¢ e i
s : i 3 4 = f, M,
g 2 ML o T
= G il B
1 . _ | =
’?'[:L_ M M E[2 4 (x + EYY Y ] | LM A ear
——gy - 12 e = 12 a B
- | ! s 1 — H I
’GE“*—‘-‘TM = M M QH[E: P % M, 3, & [10— & (5 — EF
g .
Sl ATIZ
e i _ (M, — M, M. M M2
g ¢ MMy — W) M_ .M M2 4
A T% [”5 LG e — 2= 'fi £, _ﬂ:.Js
i ) (A I "‘,I X7 T -
P i Y {Mc i, o M ”"J.L.' ,—M,) MM, M, M, o M a_u_(ﬂ g
- z 3 3 3 5

I
—(15M, 4+ s M, -+

3 ] 4
= 12 M,,) M, 1

—(15M,+ 25M, + 28 M ) M, ¥

Li%s]
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Lisung fiir gerade Stibe mit stetig verinderlichem J,,/J .

i
: : = T " ;
Tabelle 13a. ] MMZLE gy fur symmetrisches, stetig veranderliches :
1]

s Bt —m -2
e 2=t r=17;

I Ja

[
L
|
orr
-~

i

| 15 30

£

| I r ] i r I 1 i

AF&_\_ ':u M M. [(4+n)(r+&)+2(1—n) (35— 1)]F

ac{ I

1 - ; o, 1 i : v

P s

S % ‘ (2 (M M, 4+ M, M) (3+2n) + (M, M, + M, M) (4 4+ n)] ¥
o

il TN ‘ S (M, 4 M) BT, (44 )
1

~, T 7 5
LP_‘:L ‘ 15 M M [(4+ ) (14 wp) — 2 (1 — n)w}] ¥

8 £
— M, M, (n46)1'
Forobal 105




Lésungen

nktionswerte (V1

1 : A v A . J b
-hes, stetig verinderliches=
T

_,-—"""-H-r_"_:u‘ ' _‘_‘ v, 5 /u_-'—i:?;\ I':‘ 1 + 2a) 1
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J J
Tabelle 14b. [ M M —‘II’ dx fiir veranderliches =2 an einem Stabende.
i 4
(1]
G &
i Ja _ L =1—(1—u) — 1 — (1 —#n) {[ )s
- =)
" rry b 3 - .
== Kk it y i * et g po=— p! = S -EI< V= .i"'lrﬂ H = In
s E » - ‘| » -|| ¥ .F Jrn r ll{“
M‘;‘r\'_‘ln_
1 ; 1 e
A |4 M A= s | TR | M B e =
1

LM, M (4 — (t— w2+ (2 — 0D P

i = 2
-’:ﬂi | LM M, z2(x + 5*}_{1_”".{2—1«)]#‘
L 12 | £ ]
o llrf

3 [, L b : F:E-v St W ey 2 Efz 1 gy (L
‘ﬂ?;:;_ SM M4 ) = et -+ ) 2k e+ )]

: M, M, [5—(x—mn)y2 (0¥ 3920

ﬁ
= | = My M, [ — (1 = m)w] ¥ | =" ‘ &My M, [3 — (1 — )7 ¥

o =M, -1*“'{" 1+ —G-—mg|re—r-g (2 i i)”s

; M 1 =T S 3 £
5 i m”o-“r!LZ{H'E]"U—"}Z_f‘ R I;gMn”:[5--{r-=*=}v"{j—3v}]-’

& _ T P :
= M5 (14 o) — (1 — ) (s — 3w)|
15 L L =)

* ' o 1 — n[ & 1
A —_ 3 May '{:‘Hi‘ +oa) — —5—| > (5—3&) =58 —§+» (10 v’—?—Jv“}l}!’

:_' "fc 'ﬁz l: AT (I g ”) {i — 6y ':" z "'2) l‘llj F
e )
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i

Tabelle 15a. I['J!:ﬁ J
0

;dﬁr fiir unendlich groBes Tragheitsmoment an beiden Stabenden.

=1—1w»

a Z 5 Ja r=1de 5 o

i e M ] = ingern ae Mo

I In §=5 ]

‘{'b_
1 | 1 e
A~ | SMIa—a—w [ g | MRG0+
¥ i

I N ¥ u
Ry = M, (1 —29)[2 My + My — 2 (M, — My vw' )i
i 1 j i 2 X 1 ‘I i
| { 5 1 M, M, ’ a ap = Y
A& | l-' M, M, :| b & — i [3&—2y(1—2 5:]}-!‘ = - {wp—y*[3& —2p(1—28}
T 3 i (4] [

i e E | e e e i A T e e e ¥ W e kit s S B i 5
M, M : | = i
3 d i 3 3
1 1 e g 1 i
BTN | SM MOt 20a— 67 |7 LN MM, (1 —29) (1 42 0¥) ¥
t 12 - ) L 5
. - 1 |
a | 1 vV — g ’y
MM, G (1= 68 4 2w/ )l
t T Iz . s

fé:ﬁﬁ tI W=y [M(2M, + M)+ M, (2M,+M)—2p v (M, — .'1!5.1 (M, — M)

. m— AU AT ‘ e N e el
e x _ . Il R T 2N
it M., :,r_:—:r]cr+-w‘:f'l P | =tk — 3

b . 3 wa
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einem Stabende

B

Tabelle | MM '-'-.Ii dx fiir unendlich groBes Trigheitsmomeni

' ; M, M,V

@

T 1= =
) .-!—'_'_'_-_._._ Fr) f ¥ ¥ A 1 ) > 1T T b 1 y
2 # | s MoV 2 M ¥+ My (1429 + My [2 M, (149 +v%) + v M, (1 4-20}F

| T Mo—[M, (x —») + M, (1 4+ )7

W4V — 374 + My (1 — 49 + 39917

A : -l!”r. ..Ilr- B -
| [wp — &' (3 — 41

L 3 R



Lasung flir pekritm

Lisung fiir gekriimmte Stibe mit r = const und .J = const .

Tabelle 16, [ M M 224
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Verdrehungen der Endquerschnitte mit Angaben iiber die Biegelinien fiir
Balkentridger mit konstantem .J;/J.
Die Winkel ¢,, @, und die Ordinaten w, f der Bicgelinic werden im E [, fachen Betrag angegeben.

Tabelle 17. " Triager auf zwej Stitzen.

| ¥ (il : - : .
Ta f =R e @y | — = Ky werden auf 5. 208 als Kreuzlinienabschnitté verwendet,
f O = (5]
. - Abszissen der Belastung: &, &{; Abszissen der Stabquerschnitte:
| amind 1 ol B mmt ) " [} = B ; S
%&_—3?-&:&" L1, £'1; Schnitt h links der Last, Schnitt r rechts der Last.
- T - ¥ ; _|'r S
LR L B Rt
¥ IH
=— Plo',; gy =-— Plw,:
¥a 6 D P 6 o
r'l P l.”
" 2 e + - = [ B 3
£l £l —— oy PRELIE(r &) - w, = 3 PRELE (118 -7
. - - : ' R
w im Lastpunkt ({ =§&)r w=[f= PieEg'e

# ; .
-j:t fi—= Qo= :’ r:?,"lf; @y = 3 L’Fl“‘l ’: T i ’., T = @y = = ; Pl
rd ,F'f a I F 3 ..,|" L :} ..-" lrJ' g / . .1.
Lo ‘ e AL P i T fisla=st— s )
B o b T
m—b Pa="—% Plwh: ¢v= = Plajy e Pa=Pr="123 Plwg

1 £l =
2 |
il

=
T A ' n f 1 Tl iy o
i' :t :t 4 o= @y = ". Pi— (11— J.E) b £ o=l Pa=y=— Pl
i o Rl S —& 2
s | == [ >
e I Id # 2
¢ bl i ¢ \ | ! ¢
= l=n¢ = ! : 4.\ ) - I=dc I | b 24
r 2m 1 T
o= Pl = ;
¥ o -] (2n4 1)t |
I 2L 1] 2
p= P i T =
) 8 L (2n <4 1) (2 n 1)4 |
l, IIIl
= kR e i 120 a E ¥ EE
Fa h}.“l“"l'l ! il !\'-’"“Pg"a"‘:'t[' 7 =)
j' o o ’
Pa= B pltgyi iz —yY; Ty = 3 plzyE(z — 2%
- f-:—- g <= j: = ¥ -
AT o ¥ : P e e Ko
& 2 Fa=Py=— PP (3 — 49 B Gy = e 1 8
2| 6 ) e I" o= —b!
[ T tr.'--g;—r pi2 - J’PJ P in Stabmi 5
= B S L = —Ppfwp; winStabmitte: w= f= —= Ypp
0 4 =4 384
ol i I ﬁ
L Po=pr=g P (3— = 30)

il ¥ onf e~ = r
Sl —gid | PP tRT 20 M |q~,,._.,,\q_ﬁ;}.p.m
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Tabelle 17 (Fortsetzung)

O It - SR A
e o o e b 2 1 105 i
[ r 15 & 24
Yy = it y [iap ] 2 I > Y.
I8 Fa & |rJI f‘1|_‘= {1 L] “J&_ |
rpe g rFp , ;
Ta=ip e TIPSR ERREE s e R3]
IR | 3, = .'Ei lpjk gt (10 — 3 fi%) ; 1y = e g% (20 1508 3 p2
= LS. T : s R T f i ¥ 6 6o’ # i
I app P 2p R iz
el | po=— 1P g =l PT. Pl rolt43ly)
S = 6 6o i ] 15 3bo
|
| & 5 bF E = o
o= tPy¥ L+ -
F_q_._g_ 3o o 2
R e e
- o= PBPERE (14—

P L s D s 4 L] l’r f-’ ¥ - £ 17 15
ﬂ Myl | Po=@®= 5 ¥ (4—37) |Pa=0r =5 132"
ol :
P =5 D e+ ) — 3]
- T
it 2 b
o e i = pE[E (148 —397

0

= plpi= ’ o3 2a
Lhle, |po=g=¢ 2 pPy—2) | Epmell ‘lq—"a——%*“ S

eI | gy = L “2“5 —(14a)(7—32Y]): @ = - ﬁ'?[lf;- (r4a) (7 —32%)]
aloie gl 6 6o 6 6o
Pa=Ps :%’ P:: »@E—7 , M_;I_ | Pa=Ps = g -I-%Pf"
""’ . Pa= :-%(Emﬁ-?m]: ""b:'% {i-{m.+8m
-_; (= mﬁ% ?f[l -7 | L » o l¢a= Po= :r:“{f:*
M [ o .f:_ M.+ M); P = —:;— (M, + 2 M)

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. g
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Tabelle 18. Freitriager.

[ &' 1 Abszissen cla.'rf':'-Lsiu|::|'r’:-'|.‘||u:1 te; ;':.", .:".".

en der Belastung:
Schnitt & links, Schnitt » rechts der Last. ! J /[, =¥.

und die Ordinaten w, w, = f der Biegelinie sind E [, fache Bet

L - i L
g g e b S Fe g #8558 -H )
2. 30 L
1( I3 I.! iy
#;m_ o=—1F; [f= —p w=—p8 (4 — 50+ ")
1.'| 120
b | i

ﬁ" |
-3
-

[
I
(=]
-
e

1|

1
T
-
-

|
g
o
1
%
-
-
=

Tabelle 19. Ausleg

o Absaissen der ‘."“Lill:u']-llr':-,._l hnitte: Im Feld: —i L Lrl : im Kragarm:
e A I':-z":- {56, Schnitt A im Feld, Schnitt & im Kragarm. {[J./f,=1.
g u. die Ordinaten w, w,= f der Bicgelinie sind E J_fache Betriige.
| i o - 3 iy I
(e ) s JE '} i T > Lo 2 A
il L T G ¥ [-.| 1) G P2i St Py = v I ty 2z 4 .;']-]
jan }_;(Q i : r S " s I
Wy = G PiEsrl 2 1 (3 f=—PEy(1+9y)
3
| _ I" g o2 Py ¥ Ry " B =
n W= = i,ﬁf Pl — &1) =+ : p B wpg; Pa=—P (1 4 9)
é_—ﬂm 2 2 PR, =3
: ;--._—/.-f g - r :
i
f Yl 3 a3 L A ¢ A, i .
=g PR L4+ v L2+ (14 L9 f=—pBy 4+ 37)
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Verdrehungen der Endquerschnitte und Biegelinien fiir Balkentriger
mit veridnderlichem .J,/J aus einem Kriftepaar M, =1 mt am Endquer-
schnitt a.

Tabelle zo.

A\. Tragheitsmoment stetig verinderlich.

1. Verdrehungen der Endquerschnitte:
a) Symmetrischer Trager, M, = 1 mt

.'rn___;:___l_ (1 '\ "] &)

- - . " »
"’l—__TD Dgg = Ry Opo = Bo: F=I 'Ir-'f o= -—h' :

@ 2 6E ], SEE ™ T T
n
0,0 | 0,5 o4 | 0,3 | 0,2 | 0,15 | 0,12 | 0,10 | 0,08 | o,06 0,05 | 0,04
: el | = |
Ry 1,680 | 1,600 1,520 ! I,440 | 1,360 | 1,320 | 1,200 | 1,280 7204 | X, ) 1,232
th 0,920 | 0,900 | 0,330 | o 8Co (0,840 | 0,830 | 0,824 | 0,820 | 0,816 | 0,812 o, 808
b) Unsymmetrischer Trager.
Ja - ; { x\2 <
_fn = —1=—il ") Ll == 1 — (1 n) (1 — &)2 o= T
» I T
fir M, =1mt: §., 6= - Rate o B /= -
(- ~ Fga T 1 b a - g [ = i
n P "
_ . T : I

a b fir My=1mt: dgy=———hy: Gypy=———hy; n=
u;"..lll: 6 E Jf.- /4
0,6 o5 | 0.4 | o3 0,2 0,15 | 0,12 | o,10 i 0,08 | 0,06 | 0,05 | o,04
L 1 |
! 1 o
Ky 1,520 | 1,400 | 1,280 | 1,160 1,040 | 0,980 | 0,944 | 0,020 | 0,89 0,860 | 0,848
ka 0,880 | 0,350 | 0,820 | 0,790 | 0,760 | 0,745 | 0,736 | 0,730 | o, | 0,718 | 0,715 | 0,712
J'.’:l 1,020 | 1,000 | 1,880 1,860 | 1,840 ! 1,830 i 1,824 | 1,820 | 1,816 | 1,812 | 1,810 | 1,808
. z s X i1 - Ie
2. Ordinaten der Biegelinie fiir M, =1mt: d.= ——h; F=13Z  Werte k:
_ 6E]. I
a) Symmetrischer Triger,
# : 2 : : /
01 | o2 | 0,25 0,3 | i | 0,4 | o3 | 0,6 | g | 0,7 075 | 08 | og
: . [ | . | |
0,60 |0,1402 |0,2584 |0,2077 :il.f'i.'.':f‘:‘ 0,3407 [ 0,3500 |0,3500 10,3140 l']._‘?f)_-‘:, 0,2545 lo, 2180 E”'ITH[ |o,0913
0,30 I_l,,ZS 2302 2;‘_12\' 3041 3 T_S_-'] 3351 331z 2070 2017 2400 2057 1676 | 0856
0,20 1273 | 2288 | 2672| =2966] 3111| 3281 | 3250 2021| 2568 2360| :c:lr_'-I 1641 | 0836
0,10 1219 | 22I4| 2506 28go] 3037| 3211| 3188| 28B606] 2519 -.'313! 1975| 1607 o817
0,05 1191 | 2177 i 2558 | 28B53| 3000| 3176| 3156| 2838| =2404| 2200| 1054 | I_:r-“‘tj| olcR
)

b) Unsymmetrischer Trager.

n w
0,1 I 0,2 ' 0,25 | 0,3 | } ! 0,4 | o5 o,b | § I a7 | 0,75 | ©,38 0.9
0,60 0,1339|0_2313!u,2066|=J.2=_;3.: 0,306210,3213 'n.3wslo.:t$f_;.: 0,2568 10,2373 !r.v,sn_;_-'. o,1680 |o,0870
0,30 1060 | 1888 22035 2453 2580 2743 | 27066 [ 2542 2272]| z1o5| 1821 1501 | o780
0,20 | 0907 | 1746| =2051| 2203| z420| 2587| 20625 2425] 2173] 2016| 1746| 441 o750
o,10 | oB74| 1605| 1897| 2134| 2250] 2430| 2484| 2308| zoy4| 1927| 167r| 1381| o720
o,05| oBz28| 1534| 1820| 2054| 2179 2_1,j.t| 2414 | 2249 2o025| 1832] 1034| 1351| 0705

Fiir Zwischenwerte von n kénnen die Ordinaten geradlinig eingeschaltet werden.
g*
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Tabelle 22. Funktionswerte & und w nach 5. 120

'’ | ¥
£ £ | &8 | Ed ‘ wp | Wy wp ‘ TRTe | g ‘ wWpe ‘ wmp £
| !

0,00 0,0000 |0,0000 I(Jl"'L')("J |0, 0000 |0, 0000 0,00000 | — I,0000 |0,0000 |0,0000 (O, 0000 1,00
oI OO0 I | QOO0 L jule e o #l8 8] 0lo0 | — 0,00070 | — 0,90097 | 0001 I QLoo (s B e le] 99
0z 0004 | Q000 Qooo oIgh| o0z200| — 0,01882 | — 0,9058 0004 | o200 0200 05
03 0009 GO0 (o Tulnle] 0201 0300 | — 0,02730 004973 [aTuTale] 0300 0200 a7
04 0016| oooi| oooo| ©384| 0399 0,03532 | — 0,0952| o0016| 0400| 0399 [+14]
o5 0025| ©00l| 0000 04?:‘:' 0499 | — 0,04275 0,9925| ©0025| 0500/ 0408 95

- oy |
ob oo3b| oooz| o000 | 0504 0508 | — 0,04004 0,080z | o036 oboo| o590 04
o7 0040 | ©0003| ocooo| ob51| 0097 0,055¢ - 0,9863 | oco49| o7oo| 06493 a3
o8 oob4| ooo5| oooo| o736 OF95| — o,060182 | — 0,0808| oobg| oBoo| o790 g2z
0g coB81| oop7| ooor| o8rg| o893|— 0,06716|— 0,0757| ood1 08gg | oB8O g1

0,10 otoo| ooro| ocoor| ogoo| ocogo| — o,07200| — 0,0700| oloo| o0ggg| o981 0,90
11 OI21 0013 | O0OI 0g79 1087 - 0,07636 | — 0,0637 0I20 10049 1075 ag
12 o144| oo1y| oooz| Io36 1183 | — 0,08020 | — ,9568 0143 1108 1168 88
13 o16g| ooz2z| ocooj| T131| 1278 | — 0,08370 0,0403| o168 T207| 1259 87
14 orgh| T027| 0004 1204 | I373|- 0,08068 | — 0,0412| 0OIay4 1356 1349 86
I5 0225 0034 0005 IZ75 [ 1400 | — o,08G25 - 0,0325 0222 14095 14358 85

: 5 | .

16 0250| oo4r| oooy| 1344 | 1550| — o,00140| — 0,9232| 0253| 1593| 1525 B4

7 0289 | o049| cool| 1411| 1651|— 0,09312 0,9133| o0285| 169z2| 1610 83

18 0324 | D058| ooIo| I470 742 0,00446 | — 0,9028| o319| 1790| 1604 82
: | | :

19 0361 I o069 | ©or3| 1539 1831 | — 0,00542| — 0,8017| o0354| 1887| 1776 81

0,20 0400| ooBo| ooi6| 1600| I920|— 0,09600| — 0,8800| 0392 1984 | 1856 0,80
21 0441 0093 | ©O0Ig| 1650 2007 |— 000622 — U,Hr.'u}'ri: 0432 | zoB1 | 1934 79
22 0484 | oro6| oo23| I1716| 2004 0,00610 ( — 0,8548] o472| 2177| 2010 78
23 o529 orzz| ocoz8| I771| 2 178 | — 0,00564 | — 0,8413| 0515 | 2272 2085 irdr
24 o576| o138| oo033| 1824 2262 | — 0,00484 - 0,8272| o550 2367 2157 76
25 o625| ors6| cozg| 1875| 2344 | — 0,09375| — o,5125| obos| 2461 i 2227 75
26 an;-r;l o176 | 0046| 1924 3.;3,4| 0,00236| — 0,7072| 0653| 2554 | 2204 74
2 o729 | o1g9y| oos3| 1971| 2503 | — 0,09066| — 0,7813| o702 2647 | 2359 73
28 o784 | ozzo0| oob1| 2016| 2580| — o,08870 — 0,7648 | o0753| 2739( 2422 z
29 o841 | o0244| 0071| 2059 | 2050 0,08648 | — o,7477| oBoG| 2829| 2433 71

0,30 ogoo| o270 oo81| 2Too| 2730| — 0,08400| — o,;'_:;cm' o86o| 291g| 2541] 0,70
31 og61| o0208| oogz| 2139| 2802 — 0,08128| — o,7117| og915| 3008| 2597 69

2 1024| o0328| otos| =z176| 287z| — 0,07834(— 0,6928| og7z| 3095| 2049 68

0,33 1089 | 0350 | oIlg| 221I| 2041 |-— 0,07518 0,6733| 1030| 3181| 2700| 0,67
| s ]

s 1111| o370| orz3| 2222 20063| — 0,07407 | — 0,6667| To049( 32I0| 2710 2,

0,34 1156 0303 | o0134| 2244| 3007|— 0,07180( — 0,6532| 1089| 3266| 2748| 0,06
35 1225| o429 olso| 2275| 3071 0,06825 0,632z5| 1150| 3350| 2793 05
36 1206| o0467| o168| 2304| 3133| — 0,06452| — o,6112| 1212| 3432| 2835 64
37 1369| os07| o187 =233r| 3103|— o0,06060 o,5803| 1275| 3513| 2874 63
38 I444| o0549| o209 2356| 3251|— 0,05054 0,5668| 1340| 3501 | 2011 62
39 1521 | ©593| 0231| 2379| 3307|— 0,05234| — 0,5437| 1405| 3660| 2045 b1

0,40 16oo| objo| 0256 2400| 3360| — 0,04800( — 0,5200| 1472| 3744 l 2076] o,60
41 1681 | 068g| 0883 2419| 341I|— 0,04354 0,4957| 1540 3817 | 3004 59
42 1764 | o741| 0311| 2436| 3450 0,03898 | — 0,4708| 1608| 38Bg| 3oz9| 58
43 | 1849| o0795| 0342| 245I| 3505|— 0,03432| — 0,4453| 16781 3958| 3052} 57
44 1936| o852 o0375| 2464| 3548| — 0,02956| — 0,4192 1749 4025| 3071 56
45 2025| og9Il| o410 2475| 3580 0,02475| — 0,3925| 1820 4090 3088 55
46 2116| 0073 | o448 | 2484 3627| —o0,01988| — 0,3052 18g2| 4152| 3101 54
47 2200 | 1038 i 0488 | z401| 3662 0,01494 [ — 0,3373 1965| 4212| 3112 53
48 2304 | 1106| 0531 2496| 36094| — 000098 | — 0,3088| 2039| 4260| 3119 52
49 2401 | 1176| 0576| 2499| 3724| — 000500| — 0,2797| 21I3| 4324| 3124 51

0,50 [0,2500 |0,1250 [0,0625 |0,2508 [0,3750 | — 0,00000 | — 0,2500 |0,2188 |0,4375 |0,3125| 0,50
= ¥ 3 i
g e | os | #0on | 0b | —aj ok | op | ob | oF | &




Funktionswerte &* und . 117
Tabelle zz. (Fortsetzung.)
& £2 i & | & We p | Wy [y W | Wwp wp I £
| | |

0,50 [2,2500 |0,1250 iq_),r_a{_],:j :rml',‘;f,I}{I 10,3750 | + 0,00000 - 0,2500 |0,2 1848 o, 4375 |0,3125] 0.50
51 2601 | 1327| ©0677| 2499| 3773 + o.00500 | — ©,2197 | 2203 | 4423 3124 49
52 2904 | 1406| o731| 2496| 3794| + 000008 | — 0, 1888 | 233B| 4470| 3119 48
53 280g9| 1489| o789| 2491| 3817| 4 o0,01494| — 0,1573| 2414 4511| 3112 47
54 2016| 1575| o8s50| 2484| 3825| + 0,01088 | — o, 7252| 2491 | 4550| 3JIOI 46
55 | 3025| 1664| og15| 2475| 3836 0,02475 0,0025| 2567| 4585| 3088 45
56 3136| 1756| 008B3| 2464| ‘3844 | + 0,02056 [ — 0,0502 2644 | 40617| 3071 44
57 3249 | 1Bs2| 1056| 2451| 3848 |4 0,03432 | — 0,0253| z721| 4044| 3052 43
58 3304 1951 1132 2436 33_;9 - 0,035G8 | + o,00G2 | 2705 4008 3029 42
59 3481 | zo054| 1212| 2410| 3846 0,04354 | 4+ o.0443| 2875| 4688 3004 41
0,60 3600| 2160| 1206| 2400| 3840 o,04800 I | 0,0800| 2952| 4704| 2076 4o
61 3721| 2270| 1385] 2379 3-"]5ff: ™ 0,05234 0,1103 | 30291 47I5| 2945 39
62 3844 | 2383| 1478| 2356| 3817|+ 0,05054 |+ o0,1532| 3105| 4722| 29II 38
63 3969 | 2s500| 1575| 2331| 3800+ o,06060|+ o,1907| 31B1| 4725| 2874 37
64 4006| 26z1| 1678| 2304| 3779|+ 006452 |+ 0,2288| 3257| 4722| 2835 36
65 | 4225| 2746| 178s5| 2275| 3754| 4 o.06825| 4 0,2075 | 3332| 4715 | 2793 35
0,66 4356| 2B75| 18Bgy| 2244| 3725| 4+ o,07180| 4 o0,3068 ' 3407 | 4703| 2748] 0.34
2y | 4444| 2063| 1075| 2222| 3704|+ 007407 |+ 03333 | 3457| 4691 27161 Y/
0,07 4489 | 3008| 2o015| 2211| 3692| 4 0,07518 | 4 0,3467| 3481| 4685| 2700| 0,33
68 4624 | 3144| 2138 =2176| 3656| 4+ 0,07834 |+ 0,3872| 3555| 4066z | 2049 32
69 | 4761| 32B5| 2267| 2139| 3615|+ o,08128( -4 o,4283| 3628 4633| 2597 31
a,70 | 4900| 3430| z401| 2r100| 3570+ 0,08400| + 0,4700| 3700| 4599 2541| 0,30
71 5041 | 3579 2541| 2059| 3521+ 0,08648 | 4- o,5123| 3770| 4559 | 2483 29
72 5184 | 3732| 2687| 2016| 3468 | + 0,08870| + o0,5552| 3B40| 4513| 2422 28

73 | 5320| 3890| 2840| 1971| 3410| + 0,00066| 4 0,5087 | 3909| 4460 | 2359| 2
24 | 5476| 4o052| 20009| 1924 3348 |+ 0,00236| + 0,6428| 3077 | 4401| 2204 20

75 | 5625| 4219| 3164 1875| 3281 0,00375| + 0.6875| 4043 | 4336| 2227| 2
76 | 5776| 4390| 3336| 1824| 3210|+4 0,00484 |+ 0,7328| 4T08| 4264| 2157| 24

77 5020 | 4565| 3515| I771| 3135|-+ 0,00564| -+ 0,7787| 4171 4185 2083 2
78 6084 | 4746| 3702| 1716| 3054 |4 o,00610| 4 0,8552| 4233 4008 | 2010 22
79 6241 4.930! 3805| 1650| 2970| + 0,09622 |+ 0,8723| 4203| 4005| 1034 21
0,80 | 6400| s5120| 4006| 1600| 2880| 4 o,09600| + 0,9200| 4352| 3904| 185G| 0,20
81 6561 | 5314| 4305| 1530| 2786| 4 0,00542| + 0,0683| 4409| 3795| 1770 19
8z 6724 5514] 4521 | I476| 26864 0,00446 | + 1,0172| 4463 367a| 1604 18
83 6889 | s5718| 4746| 1411| 2582 | 4+ 000312 - I,0667| 4516| 3554 1010 17
84 w056 | 5027| 4979| 1344 | 2473| 4 000140+ I,1168| 4567 3421 1525 16
85 7225| 6141| 5220| 1275| 2359| 4+ o,08925| 4 1,1675| 4615| 3280| 1438 15
86 7396| 6361| 5470| 1204| 2239|-+4 008668 | 4 1,2188| 4661| 3130| 1349 14
87 7569| 6585| 5729 1131| 2115 0,08370| + I,2707| 4705| 2971| 1250 I3
88 7944 | 6815| 5097| 1056| 1985|+4 0,08026 |4 1,3232| 4746 2803| 1168 12
8g | 7921| 7050| 6274| og7o| 18s0|- 0,07636|+ 1,3763| 4784 2626| To075| II
0,90 | 8100| 7200| 6561| ogoo| 1710|+ o,07z00|+ 1,4300| 4820| 2430| oo0B1} o,10
o1 8281 | 7536| 6857| oBig| 1564| - 0,00716| - 1,4843| 4852| 2243| o886 og
gz | 8464| 7787| 9164|- 0736| 1413|+ o0,06182 |+ 1,539z | 4882| 2036| ojgo| oB
93 8640 | Bo44| 7481| o651| 1256|4 0,05598 |- 1,5047| 4900| 1819| 0693 o7
o4 | 8836| 8306| 7807| o0564| 1004|+ 004964 |+ 1,6508| 4932| I1503| 0596 ob
95 goz5| 8574 | BIq5| o475 09207 + 0,04275| + I,7075| 4952| 1355 | o408 05
9b 9216 | B847| 8403| o0384| o753|+ 0.03532| + 1,7648| 4969| I1Io7| 0300 04
97 | 9400| o1z7| BB44| o201| o573| + 0.02736| + 1.B227| 4983| o847| o209| o3
08 gbo4 | o412| o9224| o196| 0388 4 o,01882| 4 1,8812| 4992| o5706| ooo 02
99 |o,9801 |0,0703 |0,06006| o000g| ©I197 | - 0,00970 | + I,0403 4998 | o294 | o100 o1
1,00 |1,0000 i],mcn 1,0000 |0,0000 |0,0000 | 4 0,00000 | -+ 2,0000 |0,5000 |0,0000 |u.i.=r.xuu 0,00

& e 2L ] g | 0z wh [ wp Wy Wy wpe I wp &




118 Losungen der Funktion | M M (J./J)ds und Funktionswerte .

B. Tragheitsmoment unstetig verdnderlich.

l. Verdrehungen der Endguerschnitte.

1} b_\']];n:: trisch trager .-.|rl.J = ] mt
1 [ ] hl T
; . " ; Je ,E} T, -
Jjo= Ry; e = —— By ff= — =
T T £ o Ja i Lo =8
l s
i ; : et i
o600 | ¢ 0,40 | 0,30 | 0,20 | 0,15 | 0,12 | 0,70 | 0,08 | 0,06 | 0,05 | 0,04
¢ | | | 1
: = |
1,661 | 1,576 | 1,491 | 1.4006 | I 1,254 | 1,237 1,220 | 1,203 | 1,195
9,33 o,809 | 0,879 | 0,858 o, 0,822 | 0,818 | 0,814 | 0,810 | 0,808
| | |
: | 1,307 1,250 | 1,234 | 1,226
- 0,843 0,530 | 0,820 | 0,824
| 3 E
1,402 | 1,363 1,313 T,-zgﬁl 1,200 | 1
K, | %39 0,908 0,878 | 0,870 o,850 e'J.:-Z~5I:i 0,855
‘. 1,010 1,488 | 1,455 I 1,436 | 1,423 | 1,471 | 1,398 | 1,301
= 1OES H -l el
2 0,934 0,012 | 0,907 | 0,904 | 0,902 | 0,000 | 0,007 0,896 |
| | | ’
I 1,736 | 1,683 | 1,630 | 1,578 | 1,551 | 1,535 | 1,525 | I.5I4 | 1,504 | 1,493 | 1,493
' By 0,904 | 0,957 | o050 | 0,042 | 0,939 | 0,937 | 0,935 |f~"-‘.334 10,932 | 0,932 | 0,931

b) Unsymmetrischer Triager

fir M, ="1mt:
i r
a 2 - I3 i k :
aa GE ,_If.- 1 ba 6], S
J [
! y ]
fiir- Wy, =1 mt =7 =5 b
,j'rn 1 i
II' llf
r\ - l'lf.. -f&. X i .'Il
R ST
| 5 n
0,60 | 0,50 | 0,40 | 0,30 | o,z0 : 0,15 | o,12 | 0,10 i 0,08 | 0,06 | 0,05 | 0,04
Fy s,u'-.r:j:-c_; 1,587 | 1,504 | 1,421 | 1:339 | 1,298 | 1,273 | I,256 1,240 | 1,223 | T,215 | 1,207
' 0,35 o 200 | 0,049 | 9,939 | 0,929 | 0,919 | 0,914 | 0,911 | 0,90G | 0,907 | 0,905 | 0,904 | 0,903
Ky 1,001 | 1,989 | 1,987 | 1,685 | 1,983 | 1,082 | 1,081 | 1,081 | 1,980 | 1,680 | 1,080 1,970
iy 1,681 | 1,602 | 1,522 | 1,443 | 1,363 | 1,323 | 1,299 | 1,283 | 1,267 | 1,251 | 1,243 | 1,236
o 1 0,003 | 0,954 | 0,944 | 0,935 | 0,926 | 0,921 | 0,919 ‘t}.(ﬂ;‘ | 0,915 | 0,913 | 6,912 | 0,01
k4 1,993 | 1,991 | 1,980 | 1,087 . 1,985 | 1,084 | 1,084 | 1,983 | 1,083 | 1,083 | 1,082 | 1,082
'rt'] 1,707 | 1,633 | 1,560 | 1,487 | I.413 | 1,377 | 1,355 | 1,340 | 1,325 | 1,311 | 1,303 | 1,205
."n._: | @,30 0,060 | 0,961 0,954 | 0,945 | 0,939 | 0,935 | 0,933 | 0,931 | 0,030 | 0,928 | 0,927 | 0,927
by 1,995 | 1,993 | 1,992 | 1,091 | 1,989 | 1,089 | 1,988 | 1,088 | 1,988 | 1,987 | 1,087 | 1,987
o : il ] |
il = 1747 | 1,683 | 1,620 l I,557 | 1494 | 1,402 | 1,443 1—43“‘ 1,418 1,405 1,300 1,392
ts | 0,25 | 0,970 | 2,973 | 0,967 | 0,962 | 0,556 | 0,054 | 0,952 | 0,951 | 0,050 | 0,049 | 0,048 | 0,047
L1907 | 990 | 1,995 | 1,995 | 1,994 | 1,993 | 1,903 | 1,993 | 1,993 | 1,993 | 1,993 | 1,992
1,790 | 1,738 | 1,686 | 1,633 | 1,581 | 1,555 | 1,530 | 1,528 | 1,518 | 1,507 | 1,502 | 1,497
0,20 | 0,986 | 0,082 | 0,978 | 0,975 | 0,971 | 0,069 | 0,068 | 0,968 | 6,067 | 0,966 | 0,066 | 0,065
oy = 1 - i - -
1,998 | 1,998 | I-()f,‘;}'! 1,097 | 1,096 | 1,096 | 1,906 | 1,906 | 1,006 | 1,995 | 1,995 | 1,005

Fiir Zwischenwerte von n kénnen die Werte & geradlinig eingeschaltet werden.




Verdrehungen der Endqguerschnitte und Biegelinien for Balkentriiger. 119

Tabelle 21.

2. Ordinaten d, der Biegelinie fiir M, 1 mt.
a) Symmetrischer Trager.
&Ar e : .
r | . - j Fo e, P
n | el O == o k = i - Werte k:
Ayl ! i b‘r:.fl: .."l.':
¥ n ] - :
01 | 0,2 | 025 03 i o4 | o5 | o6 o8 | o
I
i . I
lo,bo |0, 1470 (0,2 0,2960%5 |0,3202 |0,3400 (10,3501 |0,3503 [0,3145 |0,
10,30 1300 2727 3152 g 3318 | 2084
0,35(0,20| 1242 2648 3108 3256 |
o, 10| 1184 6 3033 3104
10,05 II54 2I3 20 2560 3104 | 1590 oaoh
lo,60] 1480| 2500 2000 3289| 3432 3528 1764 | 0920
iu,;u 1323 | 2372| =z771| 30781 3: 33601 | 1700 o867
$ |o2z0| 1268 2290 20608 | 3008] 3160 3300 | 1668 0849
Ic';_m- 1212 | 2227 | 2626 | 2937| 3993 3250 | 1637 o831
lo,o5] 1185| 2101 2goz| 30359 222 i 1621 | ofz23
[o.60] 1515 3039 | 3340| 3482 3570 | 1819 | 0932
0,30| 1368 2858 | 3167| 3315 3435 i 1743| 0889
0,30 10,20 L1319 2?9?)' FI0G 3zbHo 3390 3050 17158 -:‘.lt?-';-'.!f
o, 10| 1270 2737 | 3o52| 3204 3345| 3o1z 1693 | o0B6o
lo,05| 1246 2707 | joz3| 3176 3322 I 20092 1680 | 0853
0,00| I555| 3100 | 3408 3547 30625 | 3254 =28500 2266 1852 0049
0,30| I438 2980 | 3286| 343c 3531 3174| 2709 2208 1300 0914q
0,25 0,20 1399 2: 2937 | 3245| 3301 3500 | 3148| 2975 2189 | -1783 | | 0909
0,10 1360 | 24706 2895 | 3204 3352 ZHE”'J, _1,125_ 2752 2170 I?U!.L odgo
o,05| I341| 2453| 2873| 3184 3333 3453 | jlos| 2740 21001 1759 | 0G4

2762 | 3169| 3464| 3602| 3747| 36;0! 3203

0,60| 1506| 2 2676 .!'..'*_}f.nl [&}?ﬁ oqh4
0,30 1510 | 2673| 30B5| 3385| 3526| 3678| 3610| 3242 2635 3-:00: 1847 0045
o,20 [0,20| 1482 | 2643| 3057| 3359 3654 '_1,590; 3226 2021 | 2248 r::«_gj.l 0938
o, 10| I453| 2614 3020 3332 3631 | 3570| 3200 2008 | =2236| 1820 og32
0,05| I430| 2599| 30I5| 33I9 3620 3560| 3200 2601 2230 | 1021 0029
0,60| I640| 2812 3217| 3510 3787 3705 2031 Ir'sr_}.":. au)?[:}
0,30| 1604 | 2761| 3160 3464 3748 | 3671 2007 1861 o0g0b
0,15 |0,20] 1580 | 2744 | 3153| 3449 3735| 3660 2808 1876 o962
o, I0| 1573| 2727| 3137| 3434 3722| 30649 2890 1870 0959
o,05| 1566| 2710| 3120 | 3427 3715| 3043 2886 1868 0957

Fiir Zwischenwerte von n kénnen die Werte & geradlinig eingeschaltet werden.

b) Unsymmetrischer Triger.

-ilf"' Fi IlI'_
’: = > & P == Werte k:

BEL i

Towlm 5 ]
o =
| 5
¥ 1 o : = o 2 o7 | o7s | 08 0.9
0,25 | 0,3 I é— I 0.4 0,5 | 1] I & ! 7 s ¥, | E
|r;,ht> € 2086 |o,3285 |0,3434 {0,3597 f_r_ji_-‘;..ﬁ ;(J.?,Irm'ln, T 00,0050
2,30 2765 | 3076| 3232| 3416] 3396| 3077 & ogig
9,35 |0,20 2691 | 3006| 3165| 3355 i o 3037 2 0609
19,10 2617 2035 3007 3294 | 2000 2 <J=:c1:,
@05 2580 | 2qo0| 3064| 3264 2976 2 0304

Fiir Zwischenwerte von n kénnen die Werte & geradlinig eingeschaltet werden,




120 Losungen der Funktion | M M (J,/J) ds und Funktionswerte w.

Ordinaten d, der Bicgelinie fiir M —1 mt.

b} Unsymmetrischer Triger (Fortsetzung).

r—=1 ic_

i = 4 Werte £:
1
¥y | # . E_ - o a

; 0,1 0,2 | o25 0,3 i o4 | 05 | 0,6 § a,7 | 075 | 0.8 0.9
|o,60 3457 3618 3212 2251 0053
(0,30 3272| 3451 3101 2182 0925
% |o.zo 3210| 3390 3064 2159 | 0g16
|9,1I0 3145] 3340 jozy 2135 | ogo7
|o,05 3117| 3312 joos 2124 0goz2
|e.bo 3500 _"-“5“! 3597 | 3233 2207 0959
|o,30 3347| 3510 3482 | 3146 2210 0936
0,30 |0,20 3206| 3473| 3444 | 3115 2191 0929
0,10 3245| 3427 3406 3085 2172 0g21
0,05 3219| 3404 | 3387| 3009 2102 0g17

|
0,00] 1550 3117 3558| 3700| 3641| 3272 | 28g0| =2664| 2289 og6H8
0,30] 1443 2994 3448]| 3610| 3559 | 3207 | 2835 2615 | 2243 0952
0,25 [0,20| 1 2053 3412| 3576| 3531| 3185| 2817| 2599| 2234 0946
jo,10 1307 2912 3378| 3545| 3504 | 3163| 2799 2582 | 2221 0041
o,05] 1348 28ga 3357 3528| 3400| 3152 | 2790| 2574 2214 0g38
1 1
o,60| 1597 I 3173 | 3469| 3612| 3754| 3678| 3302| 2015| 2687| 2308| 1891| 0076
©,30| I513| 309z | 3304| 3543| 3680| 3624 | 3250| 2879| 20654| 2281 1870| 00965
0,20 |0,20] 1485 | 3005 | 3308| 3520| 3007 | 3000 3245 2867 2044| 2272 1802 0901
10| 1457 | | 3038 | 3343 3497| 30646| 3588| 3230| 2855] 26033] 2263| 1855| o958
0,05 1443 | 3025 | 3331 34851 36135 | 3579 3223 | 2849] 2627 i 2258 | 1852 0956
|

0,60 1638| 2813| 3219 2| 3648 ) | 3708 | 3327 | z035| 2705| 2323 | 1903 o982
|2,30] 1504 2763 | 3172 3607 3677 | 3302| 2914 2686 | 2307 1801 0975
0,150,20] 1560| 2747| 3156 3593 3667 | 3293 | 2907| 2680 2302 1887 0973
0,10 1548 | 2730| 3141 3579 3656 | 3285 2901 2674 | 2207| 1883 0971
|cJ.u5 1539 2722| 3133 3572 3651 | 3281 | 28g7| =2691| 2294| 1880 | ogjo0

Fiir Zwischenwerte von » kénnen die Werte % geradlinig eingeschaltet werden.

Funktionswerte.

op=§8=8—E8=F_
wp=5—8B=E(1—-8)=82-384+8)=Bwp—ah)=0g(l+ & =wy (2— &),
wp=8—E3=8(1—E)=52—3&,+E)=8wp—wp=wg(l + &) =wy (2 —§&),
op=wp—wp=—E(1 —3{+28)=2w,— 3wy= 3wy — 2 awh,
Oy=38—1=2—-68+3=wy—302¢—1)=1—6wy— o)y,
wy=381—1=2—65+882=wy—302LE—1)=1— Bwy — iy,
Wy = ~_r wpdé,

..3
g, = E¥— 14— L] -—E}Ejzflfmbfff’,

(1]

tp =
#

Wp =

Wp =

), =




153
125
)10
)oF
)02

159
136
424
)21
17

)68
5%
146
141
)38

)76
G5
)61
)58
156
82
]
¥73
171
370

Ableitung der Differentialgleichung aus den Schnittkriften, 121

&

Die Funktionen w; und wj} sind symmetrisch zur Mitte, die Funktion e}, ist anti-
metrisch; wp und wj, wy und oy, w, und @;, wp uid wp, o, und @, sind ein-
ander spiegelbildlich gleich. Die Funktionswerte sind in den Tabellen 22, 23, S. 116,
117 und 121 enthalten.

Tabelle 23. Funktionswerte w;, und w}.

Ly
v T T T
= 0 I 2 | 5 § |
: T e R R
| I - I
0,0 3, OO0 |(I,IJUL’J‘J Q0004 (10,0000 :tl,m)] ] ;U,E:D,l.‘ 0,003 4 |0,0040 |0,0050 10,0074 |0,0000 0,9
[slalsls] | o108 0I27| ©OI47 OT{JI._'}' 0IgI | 0215 0240 | o200 oz02 | 0320 3
2 o320 0348| o0378| o0407| 0438| o460| os00| 0532| 0564 | 0597 ob3o 7
3 ob3o| o0663| obgb| o730 0763 | o796| of2g| oB62] oBgs| og28| ogbo b
4 ogbo| ogg2| r1o23| 1054| 1084 IIr4| 1143 117 1198 | 1225| 1250 5
5 1250 | 1274| 1298| 1320| 1341 1361 13801 1307| I4I3| 1427 1440 4
B 1440 | I451 1461 | 1460| I475| I479| 1481 | 1481| 1480| 1476| 1470 3
7 1470 | 1462 1451 1439 | I424| I406| 1386 1363 1338| 1311 | 1280 2
8 1280 | 1247 1210 117L| T129| 1084 | 1035| 0084 I og2g| oBjr| oBro T
0,9 jo,0810 |0,0745 lu,uf)';;' |o,=1r'_:(:5 0,0530 |u,u455 |u,u3b=_; 0,0282 |0,01G2 ;n,uo:).'i |u,oo:}u 0,0
T T 6|5 g 3 o [ &
oy

20. Die Biegelinie des geraden Stabes.

Der Verschiebungszustand eines Stabes, dessen Querschnittsabmessungen gegen-
iiber der Stablkinge klein sind und dessen Oberfliche durch parallele Erzeugende
gebildet wird, ist durch die elastische Bewegung der Querschnitte, also nach (42)
durch deren Komponenten #,, v,, w, und w,, ¥,, y. bestimmt. Sie beschreiben die
elastische Linie des Stabes durch die Ausbiegung, die Kriimmung und Windung der
Achse.

Beziehung zwischen Kraftebene und Biegungsebene. Die Verdrillung g, der
Stabachse wird meist durch die Form des Querschnitts und durch die Eintragung
der dubleren Krifte vermieden. Die Spur s der Kraftebene verlduft dann durch den
Querpunkt des Stabquerschnitts, der in der Regel mit dem Schwerpunkt zusammen-
tillt, und schlieBt im allgemeinen mit der Haupttrigheitsachse z des Querschnitts
einen Winkel (z7s) ein. Zwei benachbarte Querschnitte neigen sich relativ zuein-
ander um eine die Stabachse winkelrecht kreuzende Achse. Sie 1st die Nullinie n
der Normalspannungen g, und damit der zu s zugeordnete Durchmesser der Trég-
heitsellipse, welcher mit der positiven Richtung der Haupttrigheitsachse z den
Winkel (z7%) bildet.

i

v’
J, und J, sind‘die Haupttrigheitsmomente des Querschnitts. Die Biegungsebene
mit der elastischen Linie steht senkrecht zur Nullinie.

In der Regel fillt die Spur s der Kraftebene mit einer Haupttrigheitsachse zu-
sammen (2,5 = 0 oder 180°). Dann ist die Kraftebene gleichzeitig Ebene der Biegung.

Ableitung der Differentialgleichung aus den Schnittkriften. Die Annahme
einer ebenen Verschiebung der Querschnitte schlieBt die Mitwirkung der Schubspan-
nungen bei der Forminderung des Stabes aus. Die technische Theorie der Balken-
biegung ist daher nur brauchbar, wenn die Schubspannungen gegeniiber den Normal-
spannungen so klein sind, daB die Annahme einer mittleren Gleitung y,, o und y,, ,
fiir alle infinitesimalen Prismen des Stabteils ds geniigt.

Die beiden Querschnitte, welche einen infinitesimalen Stabteil ds begrenzen,
sind beim geraden Stabe parallel, beim gekriimmten Stabe im Winkel da geneigt.
Decken sich die Spur s der Kraftebene und die Haupttrigheitsachse z, also aucl.

tg(£s)-tg (s n) = (192)
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Kraftebene und Ebene der Biegung, so ist die relative Verschiebung & (z) ds zweier
Punkte der beiden Querschnitte nach S. 28 durch die gegenseitige Y{‘.l':-itllli.l:']_ﬂ'llt;_{ r_h_-r
benachbarten Schwerpunkte g,ds und die gegenseitige Neigung dy, bestimmt. Sie
wird durch die inneren Krifte odF und eine Temperaturinderung hervorgerufen,
die linear angenommen und durch die Anderung ¢ im Schwerpunkt und den Tem-
peraturabfall A¢ zwischen den Randpunkten ¢ und a beschrieben wird. 4¢ = #; — ¢,.

P |" .
p et de — [ g —
€12 d5= ...t_n i )

; apdid N 5 Fai
z)ds + (gct.’. F——z)ds. (193)
Die Ausdriicke d,/ds und a«,A¢fh sind die Anteile der Kriimmung der elastischen
Linie infolge der Normalspannungen ¢, und der Temperaturinderung Atl. Sie ist
durch die Definition des positiv drehenden Biegungsmomentes M, in bezug auf die
Lage des Koordinatensystems Abb. 109 negativ. Wird mit ¢ der Winkel bezeichnet,
welchen die Tangente an die Biegelinie mit der x-Achse einschlieBt, so bedentet
ein positives Biegungsmoment eine Abnahme von ¢ beim Fortschreiten in der

ri
(Erees £/ ds "1""—@;
O i | gl & oyl &
L E: e s o {?. T ¥ -.-F)
T aedt
4| . yyt—g A 5 &

af-——- £
f i
. wcp At

dyy*—g a5

Abb. 108, Abb. 109. Abb. 110,

1-Richtung. Der Kontingenzwinkel d ¢ ist daher negativ und mit Verwendung von (51)

et s ol L G sl (194)

ds o ds Bl h ; £

Fiir d s darf bei kleinen Ausbiegungen an Stelle des Bogenelements ds die Strecke dx

pesetzt werden. Mit derselben Begriindung wird in dem Ausdruck der Kriimmung

als Funktion von w die erste Ableitung vernachlidssigt.

s e e L

o T PO,

Obwohl die Voraussetzungen des Ansatzes nur bei Stdben mit konstantem

Querschnitt zutreffen, wird die Gleichung der Biegelinie nach (195) auch bei Stiben

mit verinderlichem Querschnitt angewendet, um eine einfache und fiir technische

Bediirfnisse brauchbare Lésung zu erhalten. Nach Einfithrung eines Vergleichs-
trigheitsmomentes [, ist

. d=i [

B =

N fi ¥ Jf

Da die Schubspannungen t,, bei einer ebenen Verschiebung des Querschnitts im Ver=

gleichzu den Normalspannungen g, nurklein sein kénnen, geniigt die Abschitzungihres

Einflusses auf die Ausbiegung w durch eine mittlere Winkeléinderung y., ,. Die re-

lative Verschiebung zweier benachbarter Querschnitte ist dann dw=y,. ,dx, sodal}

nach Abb. 110 : .
i d (a0

= dx \GF/"

(195)

D (196)

dx2
Beide Anteile kénnen als lineare Differentialbezichungen addiert werden:

dgp dtw M, o, At d 20\
dx a7~ EJ, Y Ay EELT (197)

In der Regel wird auf den aus den Schubspannungen herriihrenden relativ kleinen
Anteil der Ausbiegung w verzichtet.
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Integration der Differentialgleichung. Die Differentialgleichung ist eine Be-
zichung zwischen Verschiebungszustand und Schnittkriiften. Sie wird durch zwei-
malige Integration gelost, wenn Biegungsmoment M und Querkraft Q als Funk-
tionen von x bekannt sind. Die Integrationskonstanten C,, Cy ergeben sich aus
den Bedingungen fiir w und @ an den Stiitzpunkten oder Anschlubiquerschnitten.

il .'j Ll .(1? .
x4 '1' -dx + Cy, (198)

dw M
—g=—0r= [Fas— 22 [

b M " x0 r oo, At s X
— 1 = ey o e Al L v ! | A - O
w Jfijw i — | Zrda+ [dx [ 25 dx+ €+ Gy (109)
Die Aufteilung einer beliebigen Belastung nach (P, . .. P,, . ..) fiihrt zur Super-
position (M, .. . M, ...) und (¢,...@n...), so daB der Verdrehungswinkel g
und die Ausbiegung w aus einzelnen Anteilen durch Superposition nach
=1 01+ @ Pyt r o+ Pt o0, W= P+, Pyt -+ w, Pyt
entwickelt werden kénnen.
Bei konstanter Querschnittsfliche treten die Steifigkeitsziffern EJ und GF vor
das Integrationszeichen. Dann sind die Anteile des Verdrehungswinkels g, und der
Ausbiegung w, aus Querkraft und Temperaturverinderung in (198), (199)

Jr
x o At x M o, At A2
=Zr—x, W= (200)
Po=GF TR s S PR Uik

Sie werden mit Riicksicht auf die Fehlerquellen des Ansatzes oft auch bei ver-
dnderlichem Querschnitt verwendet. Die Schubverteilungszahl x ist durch die
Form des Querschnitts bestimmt, fiir die Fliche F wird ein mittlerer Betrag ver-
wendet.

Die Forméinderung des geraden Stabes mit gleichférmig verteilter Be-

lastung. Statisch bestimmte Stiitzung. J = J. Ansatz: EJuw"” = — M(#)
T R
A e i'lTT S :
i el s
£ 1 i i
xrw xm= x = }2 x|
ww(, we=i w =0 wl = o= )

inf. Symmetrie
Randbedingungen der Forménderungen.

Abb. 111.
(T b Lidsiny 7 '(:2_” !
—Ejw=—2lg, —Ejw=2"ca—p,
we PiB-dE+ey, wegle T E—28+8Y.
wmg=—F -8, Wemp=gli (18848

Rechnerische und zeichnerische Entwicklung der Biegelinie. Der Kon-
tingenzwinkel der Biegelinie ist nach S.122 — dg = vdx = + dy, so dab die Dif-
ferentialgleichung (197) in der folgenden Weise gelost werden kann:

dy dw

d%w e
TR N Wt I

—g=—v+C; w=—[ypdx+ Cix+C,. (201a)

An einer beliebigen Stelle x = x, der Biegelinie ist

Tk
w=1w,, 1;;_—;J‘|u¢ix=1pk, !;sz—‘.!—'k-i'c]- (201b)

Ta




124 Die Biegelinie des geraden Stabes.

am Randpunkt x = x, (Abb. 112) ist w =Wy, $ =Fas ¥ = Y = 0. Daher wird

{
Ee
=, Co=1w,— X, Qs Wp=1",1 @ (2 — x,) — J.y'-' ax.
Ta
Die partielle Integration der Loésung liefert

Tk Tk
w0, =, + (0 — %) — % [ dy + [ 5 dy
Ta a

o
Tk

= W; T @q '.\IIJ.' i ﬂ-tl] = f (% — q‘] d w. {2{'” c)
Ta

Wird & — b und (w, — w,) Null oder zunichst Null gesetzt, so ist mit
dy=twdx und x —x,=1
'-rk
(%, — x) dx=Ay, @r=0@re= dp— J wdx=Opni,
g (202)

=
B
I
-
B
=
e | et
b
& C_};

Tk

W — W, = Wy g = Ap(x — %) —J (£, — 2) wdx =M, ;.
Ta

Erhiilt demnach der Ausdruck v () die Bedeutung einer ideellen, von den elastischen
Eigenschaften des Stabes abhingigen Streckenlast, so kann fiir w, — w, = 0 die
Verdrehung ¢, des Endquerschnitts @ des Stabes als
T ] 'fn s & Stiitzkraft A., eines Triigers [ auf frei drehbaren Stiit-
zen, die Verdrehung g, eines Querschnitts k als dessen
Querkraft Qy, &, die Ausbiegung w, eines Punktes &
der Achse als Biegungsmoment M, ; des Stabes in-
folge der ideellen Belastung i (x) berechnet werden.
Abb, 112, Hierfiir stehen die zeichnerischen oder rechmerischen
Methoden des Abschn. 13 zur Verfiigung.
Diese Rechenvorschrift ergibt sich auch unmittelbar durch Vergleich der Diffe-
rentialgleichung der Biegelinie mit derjenigen fiir das Biegungsmoment M eines
Stabes als Funktion der Streckenlast p(x) (48).

T =—m(), Ta=—p). (203)

dxt

Aus (201) wird mit dem Ausdruck ro(x) nach (197)
T
oy, At

Ik
_JF= | I e ) € ‘Fc \
EJ.gx=E ], —j.-w Tdut Mf (fgkﬁ- 0] — Efcj = dzx, (204a)

Tk Tk
- - -~ E & ‘}:1'
"—".-Tc"'i"sz'.rcwa 'I' ch'pes{xk_xu:' _J.(Ik_x)lu '\jidx = (,jj J'HQ L‘d'x
Ta Ta
Tk
= o, At
- ﬁfcj(xk — %) 824, (204 b)

Werden die Verdrehung und die Verschiebung der Querschnitte % bei w, = w, =0
mit @, o, Wi, o bezeichnet (Abb. 112), so ist mit
b gy b P @ g i),

— Lof ) LN | [
=" 1 + Pr,0: Wy = it E o w, lE = m"klg . {20-))




Rechnerische und zeichnerische Entwicklung der Biegelinie. 125

Um diese einfache Rechnung auch bei Stiben mit anderen Randbedingungen bei-
zubehalten, werden die Verschiebungen der Endquerschnitte zundchst Null gesctzt
und dic auf die Sehne der Biegelinie bezogenen relativen Verschiebungen und Ver-
drehungen wyg o, und @ o bestimmt. Der wirkliche Verschiebungszustand mit den
absoluten Verschiebungen und Winkeliinderungen ergibt sich durch die nachtrigliche
Erfiillung der Stiitzenbedingungen.

Die Biegelinie kann demnach zeichnerisch ebenso wie die Linie der Biegungs-
momente nach (93) aus der gedachten Belastung E J,-tv (%) oder der zu ihr dquiva-
lenten Gruppe von Einzelkriften E J . -8,, mit Kraft- und Seileck entwickelt werden.
Die Polweite ist in beiden Ansidtzen (93) und (203) gleich der Einheit mit der Di-
mension m-t/m und m-mt. Die Ordinate des Seilecks wird in beiden Fillen im Mal-
stab der Zeichnung gemessen und liefert mit H = 1t oder mit Hy = 1 tm? mul-
tipliziert das Moment in mt oder die Durchbiegung EJ w in tm3 Die Wahl einer
Polweite H in t oder H,, in tm? &ndert nur den MaBstab. Die Polweite Hy, = EJ,
El.w
EJ.
MaBstab der Zeichnung. Die Polweite EJ /n liefert dann als Ordinate der Seilkurve
EJ w:(EJ n). Dies ist bei dem Zeichnungsmalistab g
1 : n die wirkliche Grofe der Ausbiegung w. Um dem-

nach eine Biegelinie als Seilkurve zu entwickeln, 2.
deren Abszissen im MaBstab 1:#n aufgetragen sind g || I Iniatn
und deren Ordinaten w, natiirliche Grife erhalten ‘“{.%333 mei *"\K,\;;

ergibt mit der Belastung EJ w(x) als Ordinate der Seilkurve n = =@ im

sollen, wird zu den ideellen Kriiften (elastischen Ge- ¢ 'T :
wichten) £], %, ein Richtungsbiischel mit einer Pol- S 3 ;
weite E [, /n gezeichnet. Die Bezugsachse fiir die ab- & o
soluten Verschiebungen ist durch die Bewegung der bt &

Stiitzpunkte bestimmt.

Diese zeichnerische Darstellung kann auch unmittelbar eingesehen werden,
wenn 1o (x¥)dx nach (197) als der Kontingenzwinkel zweier um dx benachbarter
Tangenten der Biegelinie verwendet wird. Sie ergeben ein Richtungsbiischel, das
die erwihnten ideellen Gewichte v (x)dx als Strecken auf einer Parallelen zur Aus-
biegungsrichtung im Abstand 1 vom Pol abschneidet.

Die E J,fachen Verdrehungen und Verschiebungen werden in der Regel nur
fiir den Anteil der Biegungsmomente angegeben. Daher wird zunichst die der vor-
gelegten Belastung zugeordnete Funktion des reduzierten Moments EJ.wo(x)=M]J.J
punktweise gebildet, und durch eine Gruppe von dquivalenten Einzelkriften
...EJ B,_,, EJ. B, ... ersetzt, die in den Intervallgrenzen ... (m —1), m...
einer Unterteilung des Integrationsbereiches a,b wirken. Die Angleichung der
Funktion o (x) durch einen Geradenzug liefert ebenso wie in (91)

Com . Cms c 1
B, = & (g + 210,,) + ﬁ% (210 + Wpsa) = B,y + B,
: (206)
& [-'n 1
ﬁBn = ﬁl (2 g + 10;); B, = 6 (1051 + 2mﬂ} =
Bei gleichgroBen Intervallen ¢, = ¢y = € ist
6
|.5 ﬁBm = |U‘m_1 _]‘ 4IU',,,—[— mm_l.
Die Angleichung der Funktion als Parabelabschnitt durch 3 aufeinanderfolgende
Punkte fiihrt nach (92) bei gleichgrolen Intervallen ¢ zur Verwendung von

1—2 %B! == |U‘m_1 + 10 mm _E_ |um+1 »
12 98 1 1298 1 &
_G' 2 = '2_ (? ]Uo + 6 TU‘]_ — mg:l 5 _ME t = ? (7 mﬂ _J-- E Inﬂ—l b luﬂ—g) »
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Damit ist die Grundlage gefunden, um die Form der Biegelinie mit w, = 0, w, =0
durch Rechnung oder Zeichnung zu bestimmen. Die Strecke ab wird als einfacher
Triger angesehen, an dem eine Gruppe von positiven oder negativen Kriiften

By ... B,,..., W, angreift, Die Rechnung liefert nach (202)
Aw= @a,0: Bp= @o, 0 Qm.-‘; = Pr, 0 My o= Wy o-
Der wirkliche Verschiebungszustand @, , ¢, @y entsteht durch Bertuicksichtigung der

Stiitzenbedingungen nach (205).

Untersuchung der Formiinderung eines Auslegetrigers.

La= 1001
W

I o & = e
v ¥ T 2 Booh > /
1 £l B = A e e e r o] GEY | { Wi | |
= P50 116043 40 23 (¥ E E ;
& f ¥ PO
= ey 7 i
a Tga e W gl
(f_,.l’ =% __'_'___-":
= - =L
L s /
- % J..
el ! e ==l
| Ve < it o
S T .
i — i 5
T moimimgeom | L+ i =~
e o I P e e ! = Mol Aoy
T m 0 imfmggem | oL +] ||} " nemw; m~%
L
Malsiab ~_¢ B B o .
¥, R e 3 Z0cm oy f=10888 tina )

Die EinfluBlinien ) und g) sind im Ber

>chlepptrigers gerade Linien.
Alb, 114.

1. Zeichnerische Entwicklung der Bi
lastung (Abb. 114a}:

£ v

eine vorgeschriebene Be-

Querschnittsgest: *Ithnh .." /. 114b), [.= [, = 0,806 m*.
Angabe der Momente: graphi ler rechnerisch nach Abschn. 13.
Reduzierte Ordinaten des Seilecks: 5" = n . J./J (Abb. 1144d).
Reduzierte Momente: M = M. | — '
Berechnung der E [ _fachen elastischen Go

=1,
ichte aus der ideellen Belastung M’ nach (206):

MWy =~ (20, + ;) | W, == (Wasy2m,),
L1 i1
Ty Cm ., : -
S = (Wpeg + 2104 + Waag)s
@ 1 1)

1t Hilfe der Werte 3 '?n.h in einem Richtungsbiischel
)

Abbildung der elastischen Gewichte n

mit der Polweite Hyy .,
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| o |
_ Bt |2 . ; |
_ __,ir{ ., = +2iD L me1/2 i m, 1 Lﬁm.ﬁ - M.
m | ey | Ma = - f m B | W
| Te |Mratidia .
[}
: | Wmey =4 Wy <+ Wagg
T .
o o0 I 1,000 0.0 — | 33.9 | 0,333 — 1 11,3 | 11,3
T 2,00 | 9,045 | 0,333 00,2 TTh5
2 | 2,00 0,876 2
3 | z,00] 107,06 | 0,824
4 | o,761
5 | 0,687
6 0,612
g |
|
Q |
10 | 2,00]| 3588 |
I1
4 0,085 | @333
12a 1,25] 364,5 | 0,103
13 | 1,25| 300,8 | 0,126 37.9 113,3 u._w:"wl 113,1
| 0,163
166,9 | 0,208
106,6 | 0,275 20,3 [
{ 1,50 52,5 | 0,351 18,4 |
|
17 | 1,50 0,0 | 0,403 0,0 15,4 : ".15‘J| = e I 4.6 |

Mit Hy, = E [.f(n:m) ergeben nach S. 1256
die mfach verzerrten Durchbiegungen w (Abb. 11
E = 2100000 t/m?;

die Ordinaten 5y des

4 e),

unmittelbar

chkes

E [.= 1692600 tm#;

» = 100; m = 10; Hyp = 1682,6 tm?;
J,}Ll[CIJlFl:,‘Hl]I'I_'__l'!". i M) 100 in mm:
T T T T T T
mlo| 1 | 273 4 5 & 7 8 | g | 10| 11 |12 |12a|13a| 14 |T4a|T52{16a] 17
| [ e | R | : it | |

il |L'>.U =1, 2 =2

Berechnung von Aw., D, Om.q
als Auflagerkrifte und Durchbieg
Einfiihrung der Stiitzenbedingung 8, = 0 durch Drel

LinfluBlinie der E [ fachen )
5 Trigers unter der Last 1 t in d nach (168). Ermittlung der J&-Gewic
unabhingig von der vorgeschri
Balkens auf d
eny der Ac

| | |
2 =3,0 |~4:3 |~4:5 |44 [-3.9 |-

gen elnes

3.21=2,3 |-

Durchbiegung

- 0,8 3.5 14 I.;I;"_I'l

§. des

0,0 | 7.3
d. Biege-
@ unter I
nen Stiitzung des Trigers
Stiitzen a und 4. Nachtragliche
se um a:

| “rf

QOuerschnitt

')b = ‘j!-.l \ = r‘:,.l,:I 4. 'Ili — ] o O g g, i &
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- ’ — 0= | ; > [ - e
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| | — Vm JofS'm |
1
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1 112 | 0,83333 | 0,9449 0,78741 1,53660 |o,05882 | 0,04118 1,440622
2 2f1z | 1,66667 | 0,8761 1,40017 2,80611 | 0,11765 | 0,83235 2,55538
16
| = 1Ry
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3 | h2 19 1618 [ 0 [+ S T ]
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2 | 29,63560 | 50,27120 | 121,6150 -34,3231 | 87,2925 1
: : N : — — 3117220,

8, . = 205,9384 tm?,

Bl

: Abb. 114 {.
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3 EinfluBlinie der EJ.fachen Verdrehung z,, des Q m'r-cc_hni._tt-.-:sd'.. Biegelinie rh.-_-:
Trigers unter dem Angriff des Momentes M, = 1,0 mt. I":J'nut_tlung der Gewichte wie unter E._ .I_'lu-
ungen g,, ¢, der Querschnitte a und & werden im Gegensatz zu 2. unter gleichzeitiger

Verdrel 'y
Beriicksichtigung der Stiitzenbedingungen berechnet.
11
mo= 5 E 2 250 m? ) = VIR & = — 237200 tm3;
..Im — B, =50 & 2,25014 tm? . [ Ty -3 A EE 37200 tm?;
1 u
o ¢ o | o & o _qn o | &7 0 -| 0 : L
ad B | M i I-f & --"r:-u LS ™ ‘ =g | Sm Domem| m"—Em =1, | |‘(~;;},1.4 m 'ljm
| |

. 0,00000 0,00000 | 0,0000
1 |1/12| 0,08333 | 0,0449|0,07874 | ©0,15360 o,u?f;ﬁ_ﬁ | 091667 o,01280 I 0,I4086 -i.ﬁ_—';t_?l.‘l 4,51829 -!.5183
0,28061 |0,16667 |0,83333 | 0,04827 | 0,24134 | 2,10548 | 4,21097 | 8,7203

0 0 0,00000 | I,0000 | O, 00000 I:F:-,L'lll‘_’ﬁ'l 0, 00000 | I,00000

2 | 2/12| 0,16667 | 0,8761 | 0, 14602 |
| . . | . | 4 : ‘ : i |
| Pk A G B | e T S

T
Om (E0%) 4 pb. 1145
1,00 (m)

E ].fache Verdrehung 7, =

Ableitung der Biegelinie aus der Belastung. Die Biegelinie des geraden
Stabes ist bisher aus den Schnittkriften M, Q entwickelt worden, die oft jedoch selbst
nicht bekannt sind, sondern nur als Differentialbeziehung verwendet werden kdnnen.

dM d*M ag
Z{)= - — == = :—;Jl:x)_

dx dx? dx

Mit diesen lautet dann die Gleichung (197) der Biegelinie fiir A¢ = 0 ohne Be-
riicksichtigung der Querkraft:

JBEw o d (J aMEJ w) a (] d*(E ], w)

T o ) % aa T an

) = p(%), (208)

il T
] d2w dd . Alw :
fir J=J,=const EJGo=—M, EJ5%=—0, EJfa=p(. 209

Damit ist eine Differentialbeziehung zwischen Belastungsfunktion und Ausbiegung
entstanden, deren Losung fiir jeden stetigen Bereich getrennt mit vier Kon-
stanten angeschrieben wird. Diese sind durch Bedingungen fiir die Forminderung
und fiir die Schnittkrifte an den Stiitzen, den Stabenden und an den Unstetigkeits-
stellen bestimmt.

Die Forminderung des geraden Stabes mit statisch unbestimmter Stiitzung.
a) Gleichformige Belastung p, f = [, Ansatz E JulV) = $,

[T |I!'
v o
- e |
w=0 w'=1( w=0, a'=0
Abb. 115.
| p = o AL FL =
shetrry e s v=gegy E 28+,
i 8 . A & B
W=t (1= 98+ 88 wep= b -3nt28
" i’ [ Ea g #
—Ejuw’ =M -—-t. (—482 438, —Efuw" =M= ﬁ‘]—-ntti-'f —6&2—1),
I
—EJu'" = @ = f’H (—BE+3), —Ejuw"=Q _;:23_{1 — 2B).

b) Unstetige Belastung durch eine Einzellast P. Der Angriffspunkt C der Last P teilt den
Integrationsbereich in die Abschnitte 4 und b mit w, und w, Fiir beide ist E Juwi/F) = (0. Die
8 Integrationskonstanten werden durch die Randbedingungen in 4, B und C bestimmt. w und
w’ sind an den Stiitzpunkten Null, Auslenkung w und Biegungsmoment M an der Unstetigkeits-
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stelle € stetig und die Differenz der beiden Querkriifte O

fn=0:w,=0, w =0; Fp=0: wy
smp=a und xH=>d:w=w, w=-wi w!=
s g
{ fay f @
ep={1—2|=—)+ | /]) foes
1 | 1 T | ¥ 3
¥ AP S
rf] 3{, a\t o ra 3
g - \ =\ “|= ,-I ,-J =
Foad | fa S ¥ ‘.“!
E L . ke 1
A 6 | ‘llelj.'l é rJ,JIi
PV [, (%! (2,19
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S w,y 8| Gth 4'\EJ,JJ"
Pa® x fa v .
e 2 : oyl e
‘lr 2 { Y\ \@ f
PR [ f Xg fx,\%
Efw,=——{2¢ 2 éal==1] .
2 B8 s T e

: e ¥ - (1) .
_If wy =M, =1I ‘Q{['z lll1 r‘-i_jl_(l}‘

: [ [#g)
_Ejl =M= MJLc, () - cu},

—EJul =0 =Peg,

Bereich a:

_IJF Hr_gz—ftq'

g=wi, Q=04;
Bereich b: ¢ =—uw), Q=—0,;.

(2. Bleich der Last P (Abb. 118).
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rl o =]
\ L J W J ).
N ’ H Y
(s 2
||\ \ i jl )I

b ) |vr...,= T T e
W ;."-H?-’W{ﬂr
‘fJ LL : r TT1 = T#_:Ej
SR ==L Ty
g1
OO =TT rg
g=-Ey™

Abb. 118.

Lisung der Differentialgleichung mit Differenzen. Da ein geschlossenes Inte-
gral der Differentialgleichung in der Regel nicht angegeben werden kann, wird in die-

sem und &dhnlichen Fillen eine Niherung verwendet,
um die Funktionswerte w0, einer regelmidbBigen Punkt-
folge ... (m — 1), m des Integrationsbereiches /
zu berechnen. An die Stelle der stetigen Integral-
kurve tritt damit ein der Kurve einbeschriebenes
Vieleck. Die Differentialquotienten der stetigen
Funktion werden durch Differenzenquotienten er-
setzt. Die Differentialgleichung wird zur Differenzen-
gleichung, deren Randbedingungen in bezug auf
Richtung und Krimmung der elastischen Linie eben-
falls durch Differenzen ausgedriickt werden.

Der Integrationsbereich ! der Funktion wird durch
die regelmiBige Punktfolge ... (m — 1), m in #

[
m-3 m-3 m-l W Rl e ?H‘J

"l |r ‘m Fmag

°‘\

Abb.

ol e B £ e £ ]

gleiche Strecken geteilt. Der Teilpunkt m erhilt die Abszisse m:Ax und die Or-

dinate mm’ =

ersetzt, so ist im Punkte m

dW Wy — Wy

ar 24 x g dx?

Die Richtung der Kurve in m/,
durch die Richtung (m — 1), (m + 1)’

d2w Wy —

bestimmt durch dw/d %,

der Sehne beschrieben.

w,,. Wird die Integralkurve im Bereich von (m — 1), m, (m - 1)
angenihert durch einen Parabelabschnitt durch die Punkte (m — 1),

m', (m+ 1)

2w,

A x*

‘1:' !U..".;.[

(210)

wird damit angenihert

Der zweite Diffe-

rentialquotient kann bei flachen Kurven aus dem Kontingenzwinkel der Kurve in m’

Beyer, Baustatik, 2 Aafl. 2 Newdrock

9




er dem Punkte m
cen gelten auch

'

iy | L LA £ W ] :
L ot 48 1 L = 1 : , :_'..}II_J

der Durch-

Bezeichnung w,, fiir den EJ fachen Betr:

und mit £, fiir den reziprokenm Wert der Funktion

X

Differenzenbezichunegen an die Stelle der Differen-

— [\ ].L': G (T 1 21 . W 1! [
-y —’{."I m 1} bm+1 Panin ” n+1 =1 :fi |I iy, 2 bm-1 W I
S L (212)
Pm (%) d2¢ =L, s 21 Gt T Cm) = (Cmer T 460+ Cona
i o -1 w 1 m = 1 |

Biegungsmoment
Durchbiegun
stimmt

und Cuer

, EINNEr ausgeze

Ordinate

, Punkt
- unstet
} Lo e | P 1 L i
ATt AT = Ar den 1 1igreifende  Gruppe ve

wird (Abb. 119),

gun; w = 0 und M = 0 bediirfen
lages die Integralkurve zur Einfiihrung der Randbedingung
dw/dx in der Umgebung des Punktes 0 durch eine kubische Parabel ersetzt:

Diskus

a2 ; .'] i
w 1 ez 1 Ly eih| I"fl:"r,
GA" S L 457 S

Ber Einspannung des T

daher

6 1 1] x
Fiir die kubische Parabel gilt
[dtuy .y b Wy — 3wy + Juwy, — w_,

|2l1:'

| — ronet
= | = COnst =
|I 1"{'|| /_] i

T,

so dab als Bedingung fiir die Einspannung des Triigers im Querschnitt m = 0 die
folgende Beziehung entsteht:

W= 3 oy —

&

(215)

Dhe Rn’_-_!_]]n"l'\'u]"if.'t rift wird an dem beiderseits l-j[|gg\f;‘1;1n11t;:|]. gleichfdrmip be-
lasteten Trager mit { = 1 erldutert, um die Genauigkeit der Erg se zu priifen. Dabei
wird der Integrationsbereich [ durch die Punktreihe 0,1,2, 3 4in4 Strecken A geteilt. Infolge
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Symmetrie ist w, wy, 50 dafB die Differenzengleichungen nur fiir die Punkte 1 und 2 aufgestellt
werden (Abb. 118)

b
5 j'. Adxt=w_;—4dw,-- Bu 1 — 4wy

T Ws,
F’:
JT_{ A4 = w, 4wy Gwy— 4 Wy - Wy,
Hierzu treten die Randbedingungen wy = 0, w_; = 3wy, — 1 w,. Die Verschiebungen wy und w,
ergeben sich daher aus den folgenden beiden Gleichungen.
P P
10wy — 4,6 weg=— — A4, —Bw+ Bwy=—— At
" e ol 5 Y ET
mit
0,001m1 22 0,00203 2%
wy =0, Tl R wy =0,00203 -_— .
: E] > E]

Die Momente werden mit w, und w, nach (212) berechnet.

; o 2 Ef 15 p 2 b2 __
I'rigermitte: M;—= — Tt (wy — 2w,y + wy) = 16 24 e 51 If_flh}

. EJ ; : 33 plI2 # 2 =
Auflager: M,= — T (o, — 2w, + wy) = — B 15 i e (217)

Die Naherungsrechnung fiihrt also trotz der geringen Anzahl der Intervalle
auch fiir die Schnittkrifte zu relativ guten Ergebnissen, da die Unterschiede zwischen
den Differential- und Differenzenquotienten selbst dann noch klein sind. Die Unter-
suchung muf nur im Bereiche von singuliren Stellen der Funktion mit einer engeren
Teilung wiederholt werden.

Ritter, A.: Die elastische Linie und ihre Anwendung auf den kontinuierlichen Balken.
Ziirich 1 «—Mohr, O.: Abhandlungen aus dem Gebiete der Techn. Mechanik 3. Aufl. Berlin 1928.
— Hencky, H.: Die numerische Bearbeitung von partiellen Differentialgleichungen in der
T angew. Math. Mech. 1922 S. 68. — Marcus, H.: Armierter Beton 1919 S. 107 ;
a n: Die Theorie el cher Gewebe und ihre Anwendung anf die Berechnung biegsamer
Platten, Berlin 1924, — Runge, C., u. H. Konig: Vorlesungen iiber numerisches Rechnen,
Berlin 1924. — Nddai, A.: Die elastischen Platten. Berlin 1025.

21. Die Biegelinie von gekriimmten Stdben und Stabziigen,

Die ebene Verschiebung eines Querschnitts wird auch bei gekriimmten Stiben
als brauchbare Annahme verwendet, wenn eine Symmetrieebene vorhanden ist,
die mit der Kraftebene zusammenfillt. Sie wird dann ebenso wie beim geraden
Stabe durch die bezogene Lingeninderung e, der Stabachse und durch die gegen-
seitige Verdrehung dy zweier benachbarter Querschnitte beschrieben. Die Ver-
anderlichkeit von ds mit z schlieBt hier zwar die lineare Abhiingigkeit der Normal-
Spannungen o, (z) aus. Die Spannungen o, ¥ und die Verzerrungskomponenten &, dy
sind aber nach (70), (71) trotzdem wieder Funktionen der Schnittkrifte N, M,Q
und der Temperaturinderung ¢, At = ¢, —¢,.

Ableitung der Differentialgleichung. Wihrend sich die Querschnitte gerader
Stibe durch die Belastung mit groBer Genauigkeit winkelrecht zur Stabachse be-
wegen, sind zur Beschreibung der Verschiebung der Querschnitte gekriimmter Stiabe
zwei Komponenten #, w notwendig. Sie werden hier im Gegensatz zu der fritheren
Definition waagerecht und senkrecht angenommen, um das fiir die geometrische
Dursteiiung von Stabziigen iibliche Koordinatensystem (Abb. 120) beizubehalten,
In diesem Fall ist

dy =dssina, dx=dscosa, (218a)
Diese geometrischen Beziehungen dndern sich durch die Belastung des Stabes.

y—=>y+8y, z>x+8x, a—>a+tda, ds—>ds+ d(ds).
g’
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Nach Abb. 120 ist

dx=u, dy=—w, Oau=—g, d(da) = d(0a) = dy.
Durch Variation von (218a) entsteht
8(dy) = d(ds)sin « + dscosada = d(dy) = —aw, l
d(dx) = d(ds)cosex —dssinada =d(0x) = du, (218b)
d; (By) = gptg o + da, jy (6x) = ggctg e — Bux .
=N Damit sind die Differentialgleichungen fiir

die senkrechte und waagerechte Ausbiegung
gefunden:

dtw _ d Sl d: Sos
_ca'.r?"_d.-l:' @) + dx (0 T8 %) 5 .
Py _ 3 (219)
G L
S e (ﬁo‘.J e (ggctz o) .

Die Verzerrungskomponenten d(da) — dy
und &, sind in Abschnitt 10 fiir den ge-
kriimmten Stab als Funktionen der Schnitt-
krifte abgeleitet worden. Bei p > h ist je-
doch mit groBer Genauigkeit ebenso wie
fir den geraden Stab

M oy At \
Eil;} = :\}ﬁ—ﬁ——"j" -)l’l':\, deﬂ_dlbf ‘+ Ly & )
also
dtw f M e dn 1 d rf N dy 99
~ga =57+ 5 ) et wler 2z i
dtu ) M epdth 1 cg' [ N \ d & ‘06
SRy I::}- T Jres J'»mz dy l'! F = K‘U dy|’ (221)

Der Ansatz wird bei gleichbleibender Temperatur (¢ = 0, 4¢ = 0) und kleinem ¢,
meist in der folgenden Abkiirzung verwendet:

d2w - M i RE T, IJ‘J' = Je 290
T dx*  EJcosa’ = __5' A B Jeosa ' aE)

diuy M y U‘ Je 1) - .f.: ¢
T dyt Ejsina’ dy: = Jsing " {22¢)

Die Ausbiegungen #,, w, werden daraus formal ebenso wie in (199) berechnet oder
durch Integration won {"2{]') und (221) nach (201) entwickelt. Die Integrations-
konstanten sind wie in (201) durch die Verschiebungskomponenten u,, w,, ¢, des
linken Endquerschnitts 2 bestimmt. Auf diese Weise entsteht mit g, = N, /EF,

Tk Ik
W), = W, + ('xk vH xa:' Pa — En{:”'k — Ya) '_f (% — x}d'i'—" il _r (J’k— '}'.:' dtﬂ:
Ta Ta
TE E (224)
e =ty + (Vi — ¥o) Pa + &a (% — %) —f (ye — y)dy + [ (2 — %) d
e e
Pr = 4Pg - fdrp. (225)

Ta
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Die Verdrehung des Endquerschnitts a ist fir w, — w, = 0 und mit x, — %, = [,
Vo — Ve ¢
Ih £b
A I P 1 -
Pu=Fao= TEa+ 7 | (% —3) dy 4 ] (4 — ) d &g . (226)
Ta B

£

Sie erhiilt wiederum die Bedeutung des Stiitzendruckes 4 ,,; eines Stabzuges a b aus einer
Gruppe von senkrecht gerichteten ideellen Drehungsgewichten dy und einer Gruppe
von waagerecht gerichteten ideellen Dehnungsgewichten ¢, , d&;. Demnach darf die
Verdrehung @, eines beliebigen Querschnitts k& des Stabes als die Querkraft Qy,;
LEL‘r Drehungsgewichte dy, die Ausbiegung w) als das statische Moment M, ; von

A, den senkrecht gerichteten Drehungsgewichten dy und den waagerecht gonch—
t{.tE_‘U Dehnungsgewichten dg,, die Ausbiegung u, als das statische Moment My
derselben, jedoch um 90° im Sinne von da« gedrehten Kriftegruppe dy, de, hu—
rechnet werden.

Die Dehnungsgewichte ,, d £, sind im Vergleich zu den Drehungsgewichten dy
meist ohne groBen EinfluB auf die Verschiebungen w,, #,. Sie werden daher in der
Regel vernachlissigt. Die E J,fachen Verschiebungen werden fiir A¢ = 0 folgender-
malen bezeichnet:

EJow,= wi, EJ = ug, EJewa= tPrT .

Tk
wi =wh 4+ (2, — %) gn —| (5 — )M fa{n»z x, (227)

Uk
j ] 'f‘! [y o
up =t + e — ) @s --—J (v — vIM s ady, (228)

Ya
b
' - : 1

fir w, =w,=0 st q:: = = : jrxb ) M ][J’H Idf;t'. (229)

Fiir die zeichnerische und rechnerische Auswertung der Ansitze dienen die Angaben
auf S. 125, so dab
;c [ j; L

My e =i M=

wiederum ideelle Streckenlasten bedeuten, welche nach (206) und (207) durch zwei
Gruppen #quivalenter Einzellasten %,,, ), ersetzt werden. Mit diesen wird dann

fiir w,= w,=0 Pa.o=Aw;: @Qro= (Jl'u_i-: who= My ; wo=>My,

nach bekannten Regeln (Abschn. 13) numerisch berechnet oder graphisch durch
Kraft- und Seileck bestimmt. Um hierbei w, und #; in natiirlicher GréBe anzugeben,
wird nach S. 125 die Polweite Hlu — EJ./n gewiihlt. Da unter den Voraussetzungen

der Rechnung ¢, At = 0, & = 0, also nach (218b)
dw. dy o
e E] (230)

ist, stehen einander zugeordnete Tangenten der beiden Biegelinien, also auch ein-
ander zugeordnete Seilstrahlen der beiden Richtungsbiischel senkrecht aufeinander,
so daB die waagerechte Biegelinie als Normalenzug zu den Tangenten der senk-
rechten Biegelinie oder zu den Seilstrahlen ihres Richtungsbiischels gezeichnet
werden kann,
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Lingeninderung einer Stabzugsehne. Zur Bestimmung der Lingeninderung
einer Stabzugsehng wird die x-Achse mit dieser zusammengelegt. Dans st in (224)
Yor Yo=2a=0, yo—y
%= 0, 2, = x, = | (Abb. 121)

w, — 16, = Al = le, 4 __|* ydy -+ r (I — x) deg. (231)

Biegelinie des Dreigelenkbogens. Die Biegelinie
kann ebenfalls nach der Anweisung auf S. 133 gezeich-
net werden, wenn die Verschiebungen wu,, w, des Ge
lenkpunktes ¢ oder die relative Drehung . der bei-
den Bogenschenkel bekannt sind. Diese wird dann
als Drehungsgewicht M, ebenso verwendet wie die
tibrigen Drehungsgewichte 3, , 987 (Abb. 122). Aus
diesem Grunde kann g, =%, auch aus der als
Stiitzenbedingung vorgeschriebenen Lingeninderung
Al der Sehne des Dreigelenkbogens berechnet werden.
Bei unverschieblichen Widerlagern ist Al = 0 und

i { |

10 e . .
Po=— (le, J”\j,r.:. | {g_x]a'.su.-:"
Abb. 122, 0 i l. | & .'”
Bezeichnungen s. Abb, 121; : 7 A ; \
ve=1_1ab, xl=l o= "J' fr - %)y — r‘.{' ydey). |

Ableitung aus einem Differenzenansatz. Die Verschiebung w,, und %, einer
ausgezeichneten Punktfolge ...m,m 4 1... des Stabes kénnen auch als die Un-
bekannten wvon Differenzengleichungen
abgeleitet werden. Der Stab wird in
diesem Falle durch eine Stabkette aus
geraden Elementen ... s, S50 ... €I-
setzt, welche konstantes Trigheits-
moment ... J., J..q... besitzen und
gelenkig verbunden sind (Abb. 123). An
dem Spannungszustand #ndert sich
nichts, wenn an der Gelenkkette neben
der vorgegebenen Belastung 9 die Bie-
gungsmomente des Stabes in den Punk-
ten ...m,m 4+ 1... als #duBere Krifte
S0 S M, ke wirken. Die Belastung besteht dann aus
J‘foﬂqm,,.&,,.,,,;rﬁ;n,,, zwei Teilen,

g Die Endpunkte der senkrechten und
waagerechten Verschiebungen w,,, u,
der Gelenkpunkte s werden durch je
einen Geradenzug miteinander verbun-

den, dessen E l(m{me Sehnen der Biege-
linien des Stabes sind. Ihre Richtungen schlieBen Winkel T8/ . 98" ein, die aus den

g L
Verschiebungen w,,, #,, berechnet werden kénnen.

| Ymar

‘m:.';: r
—_—

Abb, 123.

Wy — Wy w
|13 =

mi1 — Wy $ Pl L R Uy — Mgy
m = - alley — = .

~ ]
sl “m

1= (233)

Werden beide Seiten des Ansatzes durch \‘[L'ltipl{k'l ion mit der Belastungseinheit
des anliegenden Sehnenpaares (in mt) erweitert, so ist der Ausdruck fiir die virtuelle

Arbeit auf der rechten Seite das Produkt der virtuellen ZuBeren Krifte Yoo e
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€msg Mit den senk

und 1/e, 1/ rechten oder waapgerechten Verschiebungen w,,, #

(Abb. 123). Sie kann in beiden Fillen als Funktion der Stabdrehwi 7 /S
und der Lingeniinderung der Stibe As,,, 45, angegeben werden
gy A e - S ;. 15
m = Uy ‘-"Lva:-:-i [ e < go 14
il s
1 (2:34)
y Lo s il o S 41
By =y —Onn+ S e CLE Rony
S m4

Die Differenz der Stabdrehwinkel, gleichbedeutend mit der Anderung der Stabzug

winkel, wird fiir die beiden Belastungsanteile getrennt berechnet. Der Anteil
1 — Pimena Yo, 1 wird von den Biegungsmomenten ... M, M., ..., nun-
mehr duBeren Kriften der Stabketten, hervorgerufen (Tabelle 12). Die Belastu ng P
der einzelnen Elemente s,;, Sy erzeugt den Anteil (9, o — Pp4qy,2) Yonon- Jedes

Element wirkt nach Abb. 123 als frei drehbar gestiitzter

- — !f'lm,[ _:_ rﬂ‘"‘m.'ﬁ:: I‘l"rr o JJm..J 'I -14{,_-, l\-r 1} -1f"-r(| o —Jli_:'l
.!r- .'r! 9 i1 i _I'lu B lhf )Lr _Il.. w4 1G] 'ﬁf Rl
b 'J":'-" m1— Yim4+1),1) = Jf|-|. COS o Wy e _._J'l-._;- S By T ] W}
I £ q \ ’l"_ “m Y EJE JII( 1 k = ¥ y ek
6E[, (2= Pmenre) = T COB s Moredbt: L L Mor s és g
m mi+ 1

Der Ansatz kann nach S. 96ff. auch fir stetig verinderliches Trigheitsmoment der
Elemente s, angeschrieben werden. Besteht % aus einer Gruppe von Einzellasten,
deren Ang |f]~.]}1]|:1]\1| mit ...m,m-+1... zusammenfallen, so ist &, s— P2

Wen 3 0 und mit Beriicksichtigung der Lingskriifte N und einer Temperatur-
inderung £, _If

T ‘
6E], -3 i

oM, + M

i1/

-h- i Jlr m COS My
6 : i
El ‘E."rc ot :tg-x_," Fi Lgxmi—ll:' 3 ..ln \ , o : =11, (238)
L - Nim Fimg ]
I e 'lm e é Jr,-
6EJ, By = o (Mo, 4 2M,) + - L (2 M, 0

Jm cosog z fomg COS Gmagy

x Je | F, r Fo -
an o F A il Ft'}”,‘- Eon — \“ m+l J Ll:r L ni+1
e A\ " w1
LR { N4 o, AL f5m p BTNy
+6E], ! ot (ctg oy, — ctgany) + =5 (= + (239)

Die Integrale fiir ., 4, & » sind in der Tabelle 12 enthalten und werden hier
(=3 . & {m+ 1| : ' 5 s -
iir lotrechte Einzellasten und lotrechte, gleichférmige Streckenlast wiederholt:
Einzellasten:
- :
B \ Ja v T T | [a “an k1 ™ 2 A
(' ‘F'Jrﬂ {;}n:,'.! o i'rj'-:n_-: i ll.E-I == ",.I_, Cos o e P ‘ﬂ'}u T v COS ‘L-r.'---'s "r "”U o --"1'“'
Gleichférmige Streckenlast;
P T Ja
6ET, (0, — fa) = e ! R

a
m, {m-41),2 4 Jllr.'. cos® o g

st (241)
m1

Sind die Abschnitte s, des Stabzugs gekriimmt, so erzeugen die Liangsk
gungsmomente, welche bei der Berechnung der Stabdrehwinkel in einem Anteil
beriicksichtigt werden. Ahnliches gilt von der Entwicklung der Biegelinie fiir
Gurt eines mthtll'[llg{t:]. Stabwerks. Bel geraden Abschnitten s, sind die Beitrig
der Lingskrifte N,, zu den Stabdrehwinkeln in der Regel so unbedeutend, dal ste

vernachlissigt werden, In diesem Falle ist /), = I8;;.
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a1

Um sie in einem Richtungsbiischel zusammenzufassen, werden ibre positiven Werte

Die Grilen %/, %/ sind Kontingenzwinkel der Sehnen der Biegelinien w, u.

als gerichtete Strecken W, , W im Sinne von w, u auf einer Parallclen im Ab-
stand 1 vom Pol des Richtungsbiischels und zwar in der Regel mit dem 6 E J fachen
Betrage aufeetragen. Wird daher bei einem Linrenmalistab 1:#n die Polweite
G I-_',I’I.i,-.' an Stelle der Einheit verwendet, so licfert das Seileck wie auf S. 125 unter

: der Stiitzenbedingungen die absoluten Verschiecbungen in natiirlicher
Ibenso gelten die iibrigen Bemerkungen der S. 125 zur rechnerischen Lisung
der Aufgabe. Die Lingeninderung der Stabzugsehne ist z. B.

Al =S W"y. (Abb, 121). (242)

Die Biegelinie eines gekriimmten Trigers mit
r = const. Der Verschiebungszustand eines Bogentragers
mit # = const liBt sich einfacher durch die radiale Aus-
biegung Ar(r — » 4+ Ar) beschreiben (Abb. 124). Die
Biegelinie mit ¢ als Kriimmungshalbmesser wird dann
auf Polarkoordinaten (R, oo + d«. Ao =~ 0) bezogen.
Nach bekannten Regeln der Geometrie ist

ALL. 124
v 1 Rt 2 R'*— R R" >
e T (% 4 R 2N R=vr - Ar i ‘ |
i I 2 ( (243)
Ri b F_ K = / F’, RH X ri{f — A |
de lfﬂ'_'—

Bei Vernachlissigung von kleinen Gréfen zweiter Ordnung
entsteht daher die folgende Differentialgleichung:
1 - 1 r.i'fp_ — Ay — A"

Yo =
0 } = £ Yo e = }:__f M L:I]l . f\.'!‘:l-‘i}
Um ihre Lésung mit den Ergebnissen (224) und (225) zu
vergleichen, wird Ar durch Integration nach bekannten

Regeln berechnet (Abb. 125).

o x
Ay = (C, _‘l‘;‘k! ;J_'F sin o a':x:} Cos o -+ |f3 -i-j'ﬂf }-:i} (‘.n:-a-xdux) sina.. (245)
0 0
rdoe =ds, rsine = rsina, — (v, — ¥), reoso = rcoso,+ (2 — %),
/ Vi . . ; . Tk ; \
Ar = (C; -4 j.” x r" ds l.| cos oy + (Cy jﬁf X—I: T ds ) sin oy, [
] 0 il 7 0 = ' l| (246)

Ary= Ax,cosa,+ Ay,sine,.

Spannungszustand in Rohren und Ringen. Um
die Differentialgleichung (244) zur eindimensionalen Be-
rechnung der Spannungen in Rohren und Ringen zu
verwenden, werden die statisch unbekannten Schnitt-
krifte M., N,, O, im Scheitelquerschnitt (Abb. 126)
zundchst bekannt angenommen und zu den Integrations-
konstanten gezihlt. Bei einer zur senkrechten Achse
symmetrischen Belastung und Punktstiitzung in C nach
Abb. 126 sind @, — 0 und mit —z < o < z die

Biegungsmomente aus Eigengewicht Yol = ¢

M=(M,+ N;r—qr*) — (N,r — gr*)cosa + griasina;
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Biegungsmomente aus Wasserdruck ¢ (k — r cos a):
M= M+ N,y —yh?*) — N,y —yhr?)cosa + Jyrtasina ;

Biegungsmomente aus einer zur waagerechten Achse antimetrischen Wind-

belastung $ = p, cos a:

M= (M,+ N,r) — N,rcosa + L pyr?asina.

Mit der Abkiirzung fir M = A4, -+ 4; cosa + Ao sin o wird ans (245)
EJ 4 il Ay o e : s o
—dr, =4+ 4-[....-!1-, As)orsing, — 5 %ECOS%y + (Ci—Ap) cosap+Cosine, (247)
EJ 4. 1 5 | | \ As 1 2 o \
— A — y (2 4, + A,) (siney + oy cosey,) — 3 (2 otp cOS oty — af sin o)

— (C;— Ag)sine; + Cocosoy. (248)

Die vier Konstanten M, N, C;, C, der Losung sind zunéichst durch drei Bedingungen :
AY =0fire=0 und Ar=0, A¥=0fira=an

bestimmt. Wird aulBerdem die Lingeninderung der Mittelebene des Rohres ver-

Fud

nachlissigt, so gilt als vierte Bedingung .Jﬂ Arde = 0. Daher ist
U

1 : g — ot :
.’10 _— 3!2 - Il = 5 _-12, — ('l 7 & _42, {_.2 — 0 i
Eigengewicht:
M=—41-, N=+%, l
M=—gr*(l —asine — cosa), max M = + 0,6408 g 7%, }(249)
a ¥ 2 @ ".I
Ar = "_J’EE’ :l — f/: — 1) cose — ; sina + Z [.‘f}H'Ijl ‘
Wasserdruck :
; yr - , ¥t
M,=— T -\\“:T"_i--lf-if.!—f}_
M = -—2_;J (1 —esing — ]) cos Ot.:} , maxM =+ 0,3204y 73, }(250)
ayd [ — gt b
| = =5 | P = —— | C —_ =5 ;
Ar SF ] ._\1 iz 1{_, cos — 5 sina)

Windbelastung nach Abb. 126:

8

Fsices S W
j{f '—'—_J—?‘?u?’zJ '\‘"‘_-_-EPU" ]
M =—1p$,7(1 — asina — zcosa). |

Das Biegungsmoment erhilt daher mit g, = 1 — asina — 3 cos o (Abb. 127) die
Form von M = — u, R7/2 n. Die Biegungsmomente unterscheiden sich nur durch
den Betrag der Resultierenden R aus der Belastung. Dieser ist bei Eigengewicht
R - 2 wrg, Wasserinhalt R ayr:, Wind R = ap,r.

Die Loésung gelingt dank der besonderen Stiitzung ohne Unterteilung des Inte-
grationsbereiches . Um daraus den Spannungszustand M* fiir die normale Ab-
stiitzung (Abb. 128) zu entwickeln, werden geeignete Gleichgewichtsgruppen von
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Kriften mit den Biegungsmomenten M iiberlagert, fiir welche die Schnittkrifte
nach S. 195 berechnet werden. Auf diese Weise entstehen die folgenden Ergebnisse;

a) Senkrechte Be-
lastung: P = Rf2 (Abb.
128) .

Eigengewicht:

R =2mryg,

Wasserinhalt:

&
Funktion: g Funktion: (g, — i) fitr (f=—]. Funktion: sy fiir / ;
4 4
© o oo® | t8an of gl 1350 "3 3o L: 359
£y 0, 500 0,571 1 it i 0,26 0, 3¢ 0 Ha + 0,556 | + 0,771 | — 1,462

0<o<<¢: M,=0, 8 < & <7 M,=+4 Pr(sinff —sin«),

= Py(fsinfi + cosfi—1).
= | | |

M,= 4 -_,1_{ Rr (14 sin*f — Bsinf — cosB), N, =X,.
M = My+ M.+ N,r(l —cosa);
M¥=M+ M= (pg,— ;) R-7/2m7; 1

' I u.--,-||5..'§ cOs o )

Sh (e
sin? f cos e + 7 (sin B — sin«) . ‘

b) Antimetrische Belastung durch Wind: R = @p,» (Abb. 129).
Die Stiitzung ist ebenfalls antimetrisch P = R/2 sin

-
g S X< My=-+Rrcosa; oy <0<y M, = Prsin (os— ) ;

= = £ " 4
Xy=+ Lot g == o Lot P ctg ."? ' Xo=+4 = P, 7*

4 a g o’

1 =, % ol B : |l - ;
ﬂf“ = 2 Pot* T l. d N e i Pa?, !:.;.! = 5> Po? .J;—'I ctg .'-il
M=M,+ M, 4+ N,r(l— cose) Q.7 sing.

M¥=M-4 M=y, -R-r/21 = T 'f".'}'d ; ‘
-0ty < O <T -0 My = :!n' ctg L) si

By << < Ol py=(fctg

\

}) sino o cose — m (ctg f sino — cos e . I

In (253) bedeutet M das Biegungsmoment nach (251) fiir o — o - 90° und
— 7 << (ot | 90°) < m.
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Die wirkliche Verschiebung der Punkte des Stabzugs. Die wirklichen Ver-
schiebungen u,, 1 w,, der Punkte m des Stabzugs sind durch die Biegelinien fiir die
senkrechte und waagerechte Richtung bestimmt. Sie kéinnen aber auch unmittelbar
aufgezeichnet werden, nachdem der Stab in einen St: tbzug mit # geraden I“h’:m'n{[*n
§y0 5+ 5y . . 8, unterteilt worden ist_ deren V t"[Hf}lll“l:LlHl'&]\r‘)[]]!]\J],g nten As,,
berechnet sind. Dabei ergeben sich die St: 1.j.||.]“|11|\51 #,, aus &, und den '\mlx
rungen A, der Stabzugwinkel. Der Verschie-
bungsvektor des I.,ml]mnl\tu m des Stabes s,
wird aus der Verschiebung des Endpunktes (m—1)
der Lingeninderung As, und der Bogenlinge
Smttm = P €rhalten (Abb. 130), Diese ist bei Ver-
nachlissigung von kleinen Grollen zweiter Ord-
nung als Abschnitt der Tangente senkrecht zu
$q+ Der Verschiebungsplan kann daher durch
Wiederholung dieser Konstruktion unabhingig
vom MaBstab des Lageplans in einem Polplan
entwickelt werden. In diesem muB3 daher die Ver-
schiebung eines Punktes und die Verdrehung
eines anschlieBenden Stabes bekannt sein oder o e
angenommen werden. In der Regel ist das letz- =~ = —— = =
tere notig, so daBl zunichst drei geeignete Para- i
meter des Plans Null gesetzt werden. Ihre wirk-
liche GréBe wird nachtriglich aus einer Drehung des Stabzugs derart bestimmt,
daB die Stiitzenbedingungen erfiillt sind. Die Punkte beschreiben dabei Wege,
die den zweiten Verschiebungsplan bilden (Abb. 131).

m

pm = (5m + J3m) Pm == S Irm

Abb. 151.
Wy = A g 4 a3y, g =—dums,
fe = d s, By =— (d oy + dge),
s =0, e = — (A epy & dgpg -+ dops)e

Berechnet sind Jds5 und 4 o als Anderungen der Stabrog-
winke

Annahmen fiber die i ersten Planas

notwendigen Fo
g =0, vy =11, =0,

5" & ||zur Rollenbewegung in &, a'" &' | ab,

Abb. 131.

>
Hiernach liefert der erste Plan fiir Punkt 5 die Verschiebung 0 4', fiir den Punkt a

» - 2 s » = o Sdla
die Verschiebung Oa’, fiir den Punkt & die Verschiebung 0. Um die Stiitzen-
bedingung @ zu erfiillen, tritt zu allen Verschiebungen des ersten Plans der Ver-

* . ] L ..“ o 3
schiebungsvektor a’0, so daB fiir b die Verschiebung a'0 + 00 =a'b’ (-.'rh;l]i-cnlwml,
Da jedoch die wirkliche \’t‘r‘schii‘hdﬂg von b parallcl zur Rellenbewegung gerichtet

ist, treten zu den Verschiebungen a’s’ uSW. a b die Wege aus einer Drehung des
Stabzugs um den Punkt a. Der Weg b'a ” des Punktes b -.t{ht senkrecht zum zu-
geordneten Fahrstrahl ¢b. Die Linge des Drehweges b”a” ist bestimmt durch die

= »* = :
bekannte Richtung der resultierenden Verschiebung "%'. Mit a'a” und 5”3 ist
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der zweite Verschiebungsplan als eine zur Grundfigur dhnliche, um 90° gedrehte

Figur (@ ...3"...10") bestimmt. Die wirkliche Verschiebung des Punktes % ist
»

daher &"X'.

- _1--;..1“_.;,':“-5{]. T E.;_;.”]-l_\.[ rend. Bd. 96 (1883) S.843. — Forchheimer, Ph.: Uber d!c

Festigkeit weiter Rohre, Z. 6st. Ing.- n. Arch.-Ver. 1004 5. 133. — Miiller-Breslau, H.: Die

neueren Methoden der Festigheitslehre 4. Aufl. 1913. — Mayer, R.: Uber Elastizitit und Sta-

bilitit des geschlossenen und offenen Kreisbogens. Z. Math. Physik Bd. 61 (1913) S. 246. — Der-

selbe: Versuche iiber die ebene Biegung gekriitmmter Stibe. Z. angew. Math. Mech. 1826 5. 216.

22, Der gerade Stab auf elastischer Unterlage.

Elastizitdtsgesetz. Der durchgehend elastisch gestiitzte Stab kann als Grenzfall
eines Trigers auf unendlich vielen elastisch senkbaren Stiitzen angesehen werden.
Eine beliebige Teilbelastung, unter anderem die Einzellast P iiber einer Stiitze,
fiihrt auch zur senkrechten Verschiebung der benachbarten Stiitzpunkte. Thre
Abstinde sind im Grenzfall verschwindend klein, so daB das Gleichgewicht

der Schnittkrifte fiir einen infinitesimalen Abschnitt dx
=L des Stabes nach (48) angegeben werden kann:

_//i _BM k) — p)]b. (254)

Abb. 132, B
b ist die Breite des Stabes, p(x) die Auflast und p(x)
der auf die Flicheneinheit bezogene Widerstand der Unterlage. Dieser ist eine
Funktion der Ausbiegung des Stabes und der physikalischen Eigenschaften des
stiitzenden Mittels und wird nach der Begriindung in Abschn. 7 mit

/

P(x) = cw(x) (255)

eingefiihrt. ¢ ist ein von den Eigenschaften der Unterlage und von der Form und
Grobe der stiitzenden Fliche abhiingiger konstanter Leitwert. Der waagerechte
Widerstand in der Grenzschicht gegen eine Richtungsinderung der Stabtangente
wird nicht berticksichtigt.

Ansatz und Losung der Differentialgleichung. Die Kriimmung des Stabes

. / A% M . o BY ’ -
ist nach L2U':l\lli-d-{-: S i und damit die Gleichgewichtsbedingung (254)
arif —dR -
ii\E] ) Hebw=0p(x), (256)
oder
a4 M E d? . 5 dt M . d%u d*p(x)
T hE,riH)Lx'r —2(91, dxd ch dr: b dz? "
also
M b Pp(x) .
ey A T (257)

Die Differentialquotienten werden bei verinderlichem Tréigheitsmoment oder bei
wechselndem Leitwert ¢ am einfachsten durch Differenzenquotienten ersetzt und
nach (212) zu linearen algebraischen Gleichungen entwickelt. Die Anzahl der un-
bekannten Einsenkungen w, oder der Biegungsmomente M, ist ebenso grol wie
die Anzahl der verfiigbaren Bedingungen.

Bei konstantem Tridgheitsmoment ist

i M b ; .
E] gu+ebw=bp(x) oder Tt piM=—pT0H (29
5 x

Die Losung w, M besteht aus einem partikuliiren Integral w,, M, der vollstiindigen
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Gleichung und der allgemeinen Ldsung w,, M, der homogenen Gleichung. Diese
wird aus

+E [diu, | 4EJ dM, :
ve gk o ka=0, e ad T r=0,
oder mit
4E ] [AE ] o TN
L=, L:l; T E= < (259)
aus
g4 4 M
‘_d.;‘: 4w, =0, “d;l' +4M,=0

erhalten. Aus dem Ansatz w, oder M, = ¢*% folgt die charakteristische Gleichung

pt+ 4 =0 mit den vier Wuarzeln p; = (1 +14), yp=(1 — 1), pg= — (1 +14),
pg = — (1 — 4). Die Losung lautet nach einer Umformung:
w =1y +wy =y -+ [UycosECojé+ UycosEGink 4 U, sinECof &+ UysinE Sin &, (260)1

M= My+ M; = Mg+ [C; cosEBof &+ C; cos & Bin & + Cy sin ECof & + C, sin £ Sin £]. (261)!
Die Ahleuungen werden fiir die Funktion w angegeben:

'it: = ﬁ;i" + L -[U;(cos & Giné — sin & Coj &) + Ug(cos ECof & — siné Sin &)

+ U,(sin& @iné& + cosECof &) + U, (siné Coj & + cos& Sin k],

~M=E] T2 —EJ o5 _2E U, sing Gin & + U, sin £Gof &

— U,cos & Gin & — U, cos £Gof £],((262)
_Q=E]§:;:E-_‘E]%—f}:ﬁ 1(sin £ Cof & + cos £ Gin §)

+ U, (siné @iné + cosEBojé) — UylcosECpj & — sinf Gin é)
— U, (cos & Biné — sin & Eoj )]

Aus dem zweiten Ansatz kann folgendes Ergebnis angeschrieben werden:

aM, 1 dM s | 1w, M,
.Q_ dx 5 p= 'L 'ds 3 F:E-'---f-’(-)‘rb u‘l.l"' +bLg 'dn..'l 263
dw  dp(x) | 1 BM, | 1 M, (263)
“dx = dx T B dx " bL® dE

Die Integrationskonstanten U/, C werden aus den Randbedingungen bestimmt, von
denen zwei an jedem Stabende und vier an jeder Unstetigkeitsstelle vorgeschrieben
sind. L ist die fiir einen elastisch gestiitzten Stab charakteristische Linge.

Die Diskussion des homogenen Anteils der Losung wird durch eine andere Zu-
sammenfassung der Integrationskonstanten und damit durch den folgenden An-
satz M, oder w, erleichtert:

w, = C,eScos (& + ay) + Cae5cos (§ + 03)
Verschiebung und Spannung klingen nach einer gedimpften harmonischen Schwin-
gung ab, deren Nullstellen um die gleichbleibende Strecke

f/
;:c.,-—:l'.r.f_—;w:‘(-.M"lf

voneinander entfernt sind. Die logarithmische Abnahme der Amplituden w, und M,
ist zz. Sie klingen um so schneller ab, je kleiner x,, also je kleiner J und je groBer
der Leitwert ¢ ist.

! Hayashi, K.: Fiinfstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen. Berlin 1921.
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142
st fiir den vom Nullpunkt

Lésung fiir den unendlich langen Stab. Die Losung i
aus nach einer oder beiden Seiten unendlich langen Stab bei Belastung durch die
besonders einfach. Nach dem Ansatz u w' =0

fiir & oo wird U, 5 U,. Uy und U, erg h d

A : ben sich dann aus zwei
Randbedingungen fiir £ =0. Das Ergebnis enthiilt zwel charakteristische Funktionen:

Einzellast P, oder das Kriiftepaar

3 . F ol - o1 £
= £ C0S 5, ca = £ *"38lllg,

=l
in denen die Verinderliche & stets mit threm abscluten Werte emnzusetzen ist, um

den Ansatz auch fiir negative Werte & verwenden zu konnen.

a) Der nach beiden Seiten unendlich lange Stab mit einer Einzellast P, in & = 0,

g NN jw P, ket Pt
e dx  Lthe™" et Mg g
P d B B i (264)
- 0: o 92 i | 1/ i | =0 :
e omid 2Lbe’ Tt 3 4 x Do | Abb.133

b) Der nach beiden Seiten unendlich lange Stab mit einem Kriftepaar M, in £ = 0.

M = - Wy ""u =
= Tape et L : g *1 Q zL""-l
5 ) e ¢ (265)
(1 0 ol V La 0 .__-||:| | 3
o . [3b e 2 - 2] | Abb. 134

c) Der einseitig unendlich ausgedehnte Stab mit einer Einzellast Pin £=0.

w2 Ps . 2 i FH o T i |
Lbe" dz TR : gl

- E () T 2 Iy & = | ) | "Bijb}

. e ol R e R R T

d) Der einseitig unendlich ausgedehnte Stab mit einem Kréftepaar M, in & = 0.

A M dw dM, : S s M.,
w — TEhp 2L T suls day © I_‘a]- M = M,(L, + &), Q= I bt} J
(267)
= i div 4 M |=td
r=f=0: w=——23, —=_—1, M=M, Q=0. s
LEh e dx  \L¥b ¢ ] Abb. 136

Lisung fiir den starren Stab. Ein anderer Grenzfall
1st der durchlaufend elastisch gestiitzte Stab von der Linge a
und einem [ s oo. Die Durchbiegung w ist dann eine lineare,
durch die Randwerte w, und w, bestimmte Funktion.

a) Lastangriff Py, M, in Stabmitte (Abb. 137).

] 120,

ab a*h dx ad b

=t o OM, cdw LA
6wy = L - (268)

b) Lastangriff Py, M, am Stabende (Abb. 138).

25, 6 M 4 P 6 M
Ciy = — -|" - = 3 .'I " Gty = I_t' _|_ — o . ‘
1 b ahb ab a* b
ORI
Abb, 138 : b f A 2 1;” (-UJ)
: ath ' aib

Liosung der homogenen Gleichung des kurzen Stabes fiir vorgeschriebene
Randkrifte. Zur einfachen Verwendung der Theorie im Bauwesen wird die allge-



Lésung der homogenen Gleichung des kurzen Stabes

meine Losung (260) der homogenen Gleichung fi

Randkrifte angegeben. Bei Symmetrie verschwin

Losung

5

260) mit U, und U,, bei Antimetri
Das Ergebnis lautet mit den Abkiirzungen®
cos£CGoj & = 1y,

I e T
sing S s = 1y,

folgendermalien:

Symmetrischer Belastunesfall:

a)

- e :
W= (Uym+ U,

s (270)

LT )
= = 20 |.{‘-! [?“ = J‘l'.:t':l nE

dx Lt
'{-", !“) ,

M=2
';". = 2 JfI’fnl-'r?] (7a i -’,u;:J L {-4(",:_ ’m-:la

{_ -.'l ,:' 1ot

‘."::]] »

PoL(Uymy -

4P g :
: = (Us N2+ Uy ";‘.r‘"-

Lbe L
L:'?‘:l 41 ,ll
dx Lah

M =2 P, L (U, 7a -

(272)

Q =2 Py [U, (my+m4)

i

e die geraden Funktionen mit [

cosEEBmE =

.H;-z ':'ﬁ'j W ";‘4) =+ {f'.s[F.-l—:" 1‘;.:]]- =
Us ), M =2M,(Uyny—

9
- Uy (= 1)), =

[ur vorgeschricbene Randkriafte.

143

r symmetrische und antimetrische

1 die ungeraden Funktionen der
'y und Uy,

(L

e, Sin&GojE = n,,

(273)
- [Us (1, — 1) = {:;1{-'.'1 + 541,
Usna),

11 Ta) _{;l'.if".".l_ ’Il}]l

S / Pl | A =t
cos “m — sin @i - cos — (o)
[’7 b 2 {, 2 2 2 2
g = = = e e T O 3
= &in A sin A’ . Sin A sin A4 2
e | e B | A . A
- sin 5 Eoj 3 ; sin 2 Em 5 4 cos 5 Eof 5
¢ Sin i — sind’ 2 Eini—sind
= 2
2z 24 98 25 D6
Mm=1 — 4" &_ = ru ity TRy
4! Bl 12! 111! 131
ST e 27 28
'Iz-—-— - £ ] S o ¢ Al Sty 7 |
£ . arr F T 141° » T
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Unstetige Ansiitze: a) fir Einzellasten, b) fiir verinderliches Trigheits-
moment. a) Bei cinem nach beiden Seiten unendlich ausgedehnten Stabe darf der
Angriffspunkt einer jeden Einzellast Py und eines }'_i_-L_Lcu ]:{1'&{1[3[).‘1_:.1!'1‘.5 M, als Sym-
metriepunkt angesehen werden, so daB der Verschiebungs- und bp;mnungs:—tuat:md
eines ausgezeichneten Querschnitts im Abstand x,, (&) von dem Lastangriff Py, M,
durch Superposition gefunden wird (Abb. 143).

1 3 e dw 1 5 -
w=g5—— 2Py (Lixt Goa) - = — g &L ES2ks
oL b dx L o
: (274)
1R it = f d s
M= 4;});‘_(:7]};_.52&]| Q:—z .?.-Pk"’].'&." I

Bei stetiger Belastung werden die Krifte P, durch p(¥) Ld & und die Summenbildung
durch Integration ersetzt.

Die Schnittkrifte aus der beliebigen Belastung eines unendlich langen Stabes
gelten auch fiir den Stab mit einer vorgeschriebenen Linge /, wenn neben der

Brr
:_':G.JE’-" ! { .-'L"':;.iw :"";\0J
» | 5

Abb. 143. Abb. 144,

Belastung die den Enden a, b zugeordneten Schnittkrifte M,, Q. My, Qp des
unendlich langen Stabes als duBere Krifte wirken. Uberlagert man diese Schnitt-
krifte nachtriglich mit einer Zusatzlésung, welche fiir die negativen Krifte
(M, ...0Q,) als Randkrifte des Stabes / berechnet wird, so sind die Bedingungen
fiir Gleichgewicht, Elastizitit und geometrische Vertriglichkeit unter den Einzel-
lasten erfiillt, Damit kann die Losung fiir den kurzen Stab ohne Zerlegung in stetige
Integrationsbereiche angegeben werden. Die Randkrafte werden nach Abschn. 27
in symmetrische und antimetrische Anteile zerlegt, um das Ergebnis aus den be-
kannten Teillosungen (270) bis (273) unmittelbar zu entwickeln.

b) Die Bestimmung der Integrationskonstanten 1iBt sich auch bei wechselndem
Trigheitsmoment umgehen, wenn die Losung (260) fiir jeden Abschnitt (#—1),4
des Trigers mit der vorgeschriebenen Belastung und den Schnittkriften M,
Qi—y, M,,Q, als duberen Kriften angeschrieben wird. Diese zundchst unbekannten
Schnittkrifte sind aus der Kontinuitit der Formiinderung des Stabes an den Inter-
vallgrenzen bestimmt. An jedem Querschnitt 4 ist die gegenseitige Verschiebung
&% und die gegenseitige Verdrehung 6§ der beiden ¢ benachbarten Querschnitte
Null. Bei zwei verschiedenen Trigheitsmomenten, also einfacher Unterteilung des
Stabes ist daher nach dem Superpositionsgesetz

0, = 01p— Qi dyy — M; 0, =0,

; _ (275)
0y = 0ay — Q; 00y — M, 0ps = 0.
Hirrjt)ei bezeichnen d,;, 6,3 nach S.159 die gegenseitigen Verschiebungen der Quer-
_»;(:hmtt_e infolge — 0, =1 und — M, = 1, dy,, d,, die gegenseitigen Verdrehungen
der beiden Querschnitte infolge von — M; =1 und — Q; = 1 (Abb. 144).
Beispiel zu a).
]I_Pie Slc_hrlittkr:;ifte in dem Triiger eines Briickenrahmens. (Abb. 145, 146.) Abmessun-
gen des Tragers: | =110m, b=20m, k= 08m, J= 008538 m* E = 210000 kg/cm? Der
Leitwert ¢ des Ansatzes (255) licgt zwischen den Grenzen 10 < ¢ < 200 kgfcm?. Die Untersuchung
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wird daher fiir die beiden Grenzwerte durchgefiihrt, die Rechnung fiir ¢ = 10 kg/cm?® angegeben I
und das Ergebnis fiir ¢ = 200 kg/em? in ( ) hinzugefiigt. Nach Gl. (259) ist
1 /42100000 . 0,0853

Jl. =3 = ) _-J' ¥ £
5010000 2,447 m (1,157 m)

Die Stiitzen des Rahmens {ibertragen die Belastung des Uberbaues aus Eigengewicht, Nutz-
last und Wind. Hierbei ergeben sich die folgenden Liangskrifte der Pfosten:
P,=83t, P,=01t, Py=99t, P,=107t.
1. Losung fiir den unendlich langen Stab. Nach (274) wird

k=4

1 o _ o) '
G S Eaoip ey (90 TR b ey I
A T R ;-"'.;kiﬂk o .1'“4:-_1]"IH* A
o = k=i k=4
2.44 , e R - & 1 Lt
M= M e = 018 D P D= B L
4 = r=1 k=1

Die Lasten wirken in gleichen Abstidnden, die auf ein Vielfaches einer Linge @ = o L bezogen

werden. Daher werden die Funktionen
-—— errAme -

———

cw(k), M(&), 2(&) auch nur fir eine B LR B U R R g-ﬁ 4
Last P = 1 t berechnet (cw,, M,. 0, und ! ! : - ,
an jedem Querschnitt die mit den einzel- hl”f h]% h[‘% h{e |
nen Lasten P, ... P, erweiterten Betrige 1 I i ” s :I
vorzeichengemall addiert. S S S - A 2 !
| 11 | | L5 ]
7 -10 i
5
i
. z Tyt lem
E (Gt ' c-emkgfem? |
: 7,
g
2
[ - &
| i P W
| a f ] + &7
| R [~ b &y
TR, A W b L 8 T R bl ] F 2
[ ] g_ b S /! ' [ &
| | ¥ \'," ]: &£
fe—— 1 m——a] | ¥ o
mi
Abb. 145, Abb, 146,
F=txsa, n=0,1,2...28, a=006m, S=no=x/L.
Bl | e | -~ e ix PR BT S e | AT ~
”| # & ‘ g | sin § s T 5 Ga !“:-:'i';:.' (G1—6z)| €y | My 2o
1 | |
| | | | | -
ol O (5] I (s] I | I o 1 1§ | @,1022 | 00116 | — 0,500
1|05 0,204 | 0,815 | 0,202 | 0,979 | 0,798 | 0,165 | 0,063 | 0,633 | 0,0984 | 0,3875 | —o,300
2| 1,0 | 0,409 | 0,664 | 0,398 | 0,918 | 0,610 | 0,204 0,874 | 0,346 | 0,0894 | 0,2120 | — 0,305
- : . - ] . . | . " . - | - |
k=4 k=4 Le _ k=4
cw =3 Pycibyy, M= P, My, Q=2 PO
k=1 k=1 k=1
Die Superposition mit P;=83t, ..., P;= 107 t ergibt:
® | o.. [ St | .9 10 11 12 13 Thos leatgis| waz |
| |
cw 5,6 13:2 16,1 19,7 20,1 20,4 | 20,5 20,5 16,1 7.3 |t/m?
M| —16,5 30,6 1,3 12,4 3.4 4.5 15.9 37.8 46,3 | —17,3 | mt
+ 44, 43, T : 53.5 | +48,8 :
J |+ 7.0 7| T3] e | — 28| 12,3 | 432,87 —10, t
0 707 | —38,3 | —g7.1 77 7 FAR3 ford®s | 26| 8.2 9

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Newdruck. 10
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2. Zusatzlbsung fiir

langen Stabes fir

m=10: = T,07 t; n=23; M =

—(

27

des kurzen Stabes eingefithrt und nach (270) bis (
Anteile zerlegt:

werden als Randkriifte
und antimetrische (2)

den kurzen Stab., Die negativen Schnitt

17,3 m

krifte des unendlich

t, —0Q=—10,9t¢

3.| in .-._\.':rl:sn:lr:i:-‘-f_‘.l'l.l: {1

)

e, —=9.0t, MM, = 16,9 mt, WP =—1893t, M, = —0,4 mt.
Berechnung von #, ... 7, bezogen auf die Abszisse uw = u-L
| | e = | |
" I- # | I | sin g cos i | Emp | Lo p M | M L/ Ta
| | ! |
12 0,25 0,102 : 0,101 0,905 0,102 1,005 I 0,101 i 0,102
13 0,75 0,307 | 0,302 0,053 | 0,311 | 1,047 0,908 0,004 0,290 0,316
| |
i hE : ‘ J Ao e T SR I : ;
i 5 ? A o A i
A= - 11'- X470, sin A = — 0,999, sin — = 0,711, cos = —0,703,
L 2,447 - 2 9
A 4,70 o AT 5 Lok tho s
5 = - : — L Bin d = Bin - = 5,185, Eof — = 5,290.
Symmetrische Lasten WP, = 9,0t. Gl
i 0,703 90 Sl 0,711 - 5,195 3
Uy = = —0,0689, = ere— — 0,0884 .
1 54,969 — 0,999 54,969 — 0,999
[r I & l g o . n Ir | BERY 7| Ir e ]
" 1 | YAt s wp 1T = i | 1zt 15} | U, | Up
1 1 1 1 1
Iz I — 0,009 0,001 — 0,50 — 0,001 0,068 i — 3,04 | — 0,014 Q
13 —o0,000 | 0,006 —0,46 | —o,006 | 0,068 —2,82 | — 0,042 — 0,001
|

Symmetrische Lasten (MM, = 16,9 mt. Gl (271)

5,200 <4 0,703 - 5,195 0,711 - 5,290 - 0,7(

= 01374, U,=

)3 - 5,195 — _0.,0020.

e - Y -
- 54,969 — 0,999 54,969 — 0,999
. Ir or I Ne o I1 o | ir W Ul \IT . [+ \ i1}
i 171 2, o O Rt it B/ | ‘4 M1 My | Viiat0s) | ValNa—Ns) Qu
| |
12 0,137 o 0,97 0,001 | —0002 | 0,10 0,028 | o 0,30
13 0,137 0 0,79 0,013 0,002 | 0,51 i o 1,16

In der gleichen Weise wird die Berechnung fiir die antimetrischen Anteile
gebnis ist fiir die andere Stabhilfte symmetrisch oder antimetrisch.

n LI |.I e i 10 11 12 13 | 14 . S R B A
1 1 1 T T 1 I

g wp | 3.74 1,07 | —0,37 | —0,40 I — 0,50 0,50 | —0,46 | —0,37 | 1,07

e wy| —2,03 0,05 0,76 | o277 eayl| og7| 077 0,76 0,05

Bl wp | —0,78 0,25 | —0,0I | —0,00 | —0,00 0,00 | 0,00 0,01 | 0,25

@ wy| 0,07|—0,00|—0,01|—0,01 | —0,00 0,00 0,01 0,01 | 0,00

(LM o —6,06 | — 3,79 | 2,82 | —3,04 | —3,04 2,82 | —3,90 | —6,06 (] mt
M 16,90 | 10,26 | 1,29 0,51 0,10 | 0,10 | a,51 1,29 10,26 16,00 3
B Q 1,55| ©,63 0,39 0,13 -0,13 | —0,39 0,63 | 1,55 a i
My | —0,40 | —0,26 | —o,06 0,03 | —0,01 0,01 0,03 o,00 | 0,26 0,40 T
'-”{_:"P - 0,00 0,23 i I,15 0,74 0,25 | —0,25 0,74 |— I;15 | —0,2% | g,00 |
Moy | o —4,60 | —1,04 | — 1,16 1,16 1,04 | 4,60 o 5
210, 1,93 | —0,03 | —o0,50 0,51 — 0,51 0,03 | —0,40 Az L
R0 o | o0 ,05 0,05 0,05| o0,05| o010 ¢} o
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3. Die Superposition der Ergebnisse aus 1, und 2. liefert Bodendruck und
Schnittkrafte:
Fiir ¢ = 10 kg/em?

n o 2 4 5 | 6 7 8 9 ‘ 10 : 11

cw=p| 57 | 103 | 147| 155| 167 178 | 187 | 105 | 200 | 20,4 |t/me
M o 7.0 | 1;; | 173 7.2 6,1 | 11,7 _:{f?,{ 10,5 u,.!'z | mt
g | © 16,3 | _:_? I 28,2 | —11,8 5.7 23.5 _4%:4 | —.ﬁlﬁ’i —8.4 ‘ t
n I 12 | 13 14 i 15 10 | 17 I8 | 9 | 2x L 23 i

cw p 20,7 l 20,8 | 20,9 zo.?. 20,3 14,5 188 | 19,5 13,6 8.8 -t'mi
M 1,4 ! 13,2 33.1| 17.0| 104 T3:1 26,0 I 48,3 11,0 o mt
Q 11,9 i 32,8 ;;2 —24,3| —4.2 | 160 35,4 ! —E,;g —22,8 o t

Fiir ¢ = zo0 kgflem?

M 0 2 4 5 6 vd 8 | g 10 | 11

[ za-=§ —2,0 0,0 19,0 | 18,5 17,0 17,0 1¢,0 20,5 190 | 17,2 |t/m?
M o 1,2 21,1 2,7 | —6,6 — 7.4 0,6 180 | — 0,1 —8,7 mt
Q o 6,6 : :::': —27,5| —98 6,9 24,9 —:46.2 | —26,3| —8.3 | t
0 12 13 14 15 ‘ 16 17 | i8 ] 19 | 21 | 23

cw=p| 17,6 | 20,2 | 22,4 21,3 | 20,0 20,8 | 23.4 24,5 | 12,5 | —3.6 | t/m?
M — 8,7 0,4 19,5 | o1 | —88 | —7.4 4.5 28,0 1,2 o mt
o 8,7 | z7.6 _‘:'l;; I —27.9 '| —2.3 12,8 l 34,9 _i?'; —8,7 o r

f und M sind in Abb. 146 dargestellt. =

Bei Anwendung des Geradliniengesetzes fiir $
alsNaherungslosung ergeben sich die in der Abb.146
mit — — — pgezeichneten Bodenpressungen und
Biegungsmomente.

Beispiel zu b).

Die Berechnung der Sohle eines Trocken-
docks. (Abb. 147.) Spannungen bei gefiillter Dock-
kammer infolge Eigengewicht, Wasser und Erd-
druck. Ein Unterdruck auf die Sohle soll nicht
vorhanden sein. Der Leitwert ¢ des Ansatzes (255)
liegt zwischen den Grenzen 10 < ¢ < 200 kg/cm?.
Die Untersuchung wird daher fiir die beiden
Grenzwerte durchgefithrt, die Rechnung fir
¢ = 10 kg/em® angegeben und das Ergebnis fiir
¢ = 200 kg/cm? in () hinzugefiigt,

=380 m, a="175m, b=10m,

- / | | | & e
. oD 4 = y B | r fem 2
Ji= 922mi, [, =0, E=210000kg/cm?, | cﬂ{yfm}\r o /if__\ e
N 099 — i |
Gl (259) L = L 4- 2100000 - 9,22 = 9,38 m (4,44 m). ! Fasn S : % 0
1,0 10000 L2

G = 2305.1“. (r =0,606 m), W="T7t/m, L+g
Ey=T8t/m, E, =26 t/m, ik ek
g=108t/m?, p:=124t/m* p=gFp,=2321t/m2.
Die duBeren Krifte an der Seitenwand werden im Schnittpunkt der beiden Achsen I, IT
Abb. 144 zusammengefaBt.
Py=250t/m, Hy=1t/m, My = 83,0 mt/m.
10*
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Bodendruck fiir Seitenwand und Sohle und Forminderungsgrbben 8,,, d;; usw. fiir die rechte
Halfte des Systems (andere Halfte symmetrisch) infolge:

PPy, Mg

: o B R ORBNI I (= SR e e s e g
Pso = i rf FT 7.5-1.0 T AR LD 43,280 t/m®, fyo = p = 23,200 t/m?,
b & [ 5.5 [ f.'l Wy
._,,a Wag _ |._{ M, - 12 ( : 85,5) . 9.440, 0 _ 0,
dx ath 7.5%: 1,0 dx
B1o = Pag — Pro = 43,280 — 23,200 = 20,080 t/m* (20,080 t/m?),
4w LS e OB Wgel 2,440 — 0 = — 2,440 t/m® (— 2,440 t/m?).
g d 3 dx
2. —Qy=1t/m, —@y=—1tm,
Seitenwand :
= 40 i | cdw,; 60, 6-1 4
gy = e — = — 0,534 tfm?®, —— = = = 0,107 t/m?3,
Py ab 7.5-1,0 O b, — @tk 1510 i

Sohle (symmetrischer Belastungsfall, Abb. 139, P, = 1t) Gl (270):

! 38 A - A )
A=—=— =405, sin A =— 0,789, 5in = (),808 , cos = —(,438,
L~ 93 5 5
A 05 4 A o | =
f, - ?LJ—J = 2.025, Sini= 28,6090, Ein - = 3,723, Eof = 3,853.

i
Filr 3= 5 wird nach Gl. (270):

o= cos - Gof - =~ 0,439 3,853 =— 1,693, ,;FL--Jsg Sin 5 =—0,439. 3,723 = — 1,638,
ol : LI e Gt I : .
Ta=sing Gingy = 0898-3,728= 8,345, Fy—sing Gof 5= 0,808-3,853= 3,460,
1,693 3,345
| X = .06 I, = —— = 0,120,
1= 37 901 D001, Y= gago1 — 0120
: i i e
s (0,061 - 1,603 + 0,120 - 3,345) — 0,215 t/m?,

8,38 . 1.0

cdwy, 4.1
dx  938%.1,
Oy = P — P, = — 0,534 — 0,215 = — 0,749 t/m? (— 0,983 t/m?),

0 (0,081 . 5,008 + 0,120 - 1,822) = 0,024 t/m?;

cdwg, ¢ duy B T ’ iy
dyy = — T e = L = 0,107 — 0,024 = 0,083 t/m? (0,005 t/m?) .
B M;=1mt/m, — M= 1mt/m,
Seitenwand :
" 6 M, 6(—1) dw 12M,  12(—1)
- Fomies T = U,hj" fm*2 iyl P Il g = — 0.029 +/m?.
Paz b 750 1 i tfm*, ¢ o aih 759 1.0 0,029 t/m

Sohle (symmetrischer Belastungsfall, Abb. 140, M, = — 1 mt) GL (271):
17, 3,460 + 1,638 3,460 — 1,638
; 27,901 001 -
4l—1)
9,38%. 1,0
¢ d wy, 4{—1) .
Tdx  9,389.1,0 |
d1a = Pag — J-f;iz = 0,107 — 0,024 = 0,083 t/m? (0,005 t/m?2) ,
cdw,, cduy,

dr — ax = 0.029—0,005 =— 0,034 t/m*(— 0,074 t/m?).

=0,183, U,= — 0,065,
(— 0,183 . 1,693 — 0,065 - 3,345) = 0,024 t/m®,

— 0,183 - 5,008 — 0,085 - 1,822) = 0,005 t/m?;

.fjﬂ —




Unstetige Ansitze: a) fiir Einzellasten, b) fiir verfinderliches Trigheitsmoment, 149 |

Bedingungen fiir die Schnittkrifte aus der Kontinuitat (275):
20,080 4+ 0,749 0, — 0,083 My=0,
— 2,440 — 0,083 0, + 0,034 My, =0,

WOraus .
My=M,= 8,87 mt/m( 31,40 mt/m), '
—Qp=0, =—2585t/m (— 20,25t/m). |

4. Schnittkrifte in der Sohle aus p = 23,2 t/m?. |
p(x)=p=232¢/m, M=0, 0=0. i

5. Schnittkrifte in der Sohle aus M;, M,, 0;, ._Qm Berechnung von #,...%,.

i £ J sin & 1 cosé | Giné | Eojk T | 4 ‘ 7‘1‘1"'"7}”; Ma—Na it
| | | , | |
. | o o 1 @ kT 1 0 o . | o TR o 1
2,72 | 0,29 | 0,286 | 0,058 | 0,204 | 1,042 1 0,084 | 0,283 208 | 0,580 | —0,016 1
5.44 | ©,58 | 0,548 | 0,836 | 0,613 | 1,173 | 0,981 | 0,336 | o, ':H o hH 1,157 i —0,1317 |
1 | | |
. " . . . | | : |
| | | ! 1
|
Symmetrische Belastung WP, = — @, = — 25,85 t/m. GL (270). Nach 2. ist U, = — 0,061,
U, = 0,120. 1]
: . l¢s ; | ¥+ A |
& Uiy Uany Npp Uy : Ugmy " Mp I{-'1“32'”‘73};!1(’?:“ ma)| VO ]
- 1
g T T i
o —0,061 o | —o,67 o 0,120 | —58,3 o (= o i
2,72 | —0,061 o,010 | —0,56 | —0,005 o,110 | — 60,7 —-0,035 | —o0,002 —1,7L I
544 | —o0,060 0,040 | —0,22 | —0,021 0,118 | —67,6 | —o,070 — 0,016 —2.40 |
|E2Se ] ' |
| | [ |
Symmetrische Belastung ‘WM, = M, = 847 mt/m, GL (271). Nach 3. ist U, = 0,183, |
U, = — 0,085. A
i
= | 5 T f
¥ Uyny Uy, i Mpy Uiy U | WMy ' "1 (Mt 'h}“ al ’}nJ‘| M0 3 |
0 0,183 o ‘ 0,07 o =0 r;f)j I,I0 o | o
2,72 0_133 — 0,005 0,07 | ©,002 — 0,005 | | I,14 0, IUb ' 0,001 0,10
5,44 0,180 — 0,022 0,06 | 0,061 0 n:lh.; 2,12 0,212 | o000 0,37
| . . i |

6. Die Superposition der Ergebnisse aus 4. und 5. liefert Bodendruck und

Schnittkrifte:
Fiir ¢ = 10 kg/ecm?
t E = 272 | 544 8,08 108 | I3:5 16,16 | 19,0 26,5 m
: 1
ps) | 226| 227 [ a3 | 237 | aes| 26| 270 | ame [ 328 | me
M (x) | -57,2 | —50,60 | —E:S 5 — 92,0 —75,5 —609,5 | —45.0 1 8,7 s mt/m
2 () | o | — 1,5 ! — 2.4 ! — 2,1 0,6 520 vy | 25.9 R t/m
Fiir ¢ = zoo kg/cm?
x | 2,72 R 10,8 13,5 | 16,16 i 19,0 26,5 | o
f : | | .
P(x) | 230 | 230 | 230 | 230 | 234 | 246 237 20,1 | 33.7 ‘ t/m?
M {x) 1,2 o5 |—1.4 i —100 | —13,1 | —5.0 F3r,4 — | mt/m
Q(x o | —o,4 i —1,0 —17 | = 18| — oz 6,6 203 | — | tm

# und M sind in Abb. 147 dargestellt.
Bei Anwendung der ]\a_homng;]‘el,hnung nach Foerster: Taschenb, f Bauing. Bd. 2,

5. Aufl, S. 585 ergeben sich die in der Abb. 147 mit —— — gezeichneten Bodenpressungen und
Biegungsmomente.
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Anwendung der Theorie auf die angeniiherte Berechnung des Triiger-
rostes. Wird eine Anzahl von Nebentrigern () winkelrecht zu # Unterziigen (b)
derart in gleichen Abstéinden ¢ angeordnet, dall e im Ver-

Y L..f"ﬁ. haltnis zur Linge { der Unterziige klein ist, so kann die

i # o von einem Nebentriger H auf den Unterzug k iibertragene

= W g Kraft Xj , durch gg ;€ ausgedriickt werden. Nach einem

b “a . Grenziibergang e=dx—>dx erhilt 9, % = g, (x) die ]’n.--

b i L 12  deutung einer stetigen Belastung des Unterzuges &. Dic
| i B Einsenkung des Schnittpunktes (H, k) als Punkt des Neben-

o l E[© trigers H ist

i | | B =

B A i -—LF i=# 3 f=n

: E R e e e S e ST s O e (278)

T aN &z e,k H, k0 = Hyi “H, ki H, k0 = H, i ski

..-—-!ﬁ‘ﬂ'ﬁﬂ' e : %

A ek at Hierbei bedeuten dy 4o, g, §; die Einsenkung des Punktes &

ABE: 148 des Nebentrigers H infolge dessen Belastung $, P und

— X,=1. Da die Nebentriger gleichartigz ausgebildet
werden, sind die Vorzahlen 8y ., stets die gleichen, also dy ;; = 0;;. Bel einer
alleemeinen Belastung ist g zo = 8o (%) fiir veriinderliches H eine Funktion von x.

Fiir die Einsenkung des Punktes (H, i) als Punkt des Unterzuges i gilt
EJwi% — g, 4 = qg,¢- Setzt man dieses in den Ansatz (276) ein, so entstehen
mit einem Ubergang von H auf die Variable x und mit 8}; = ¢ EJ,;d;,; insgesamt
n simultane Differentialgleichungen vierter Ordnung von der Form

i

360w () 4+ we (%) = O (%), ke=laame | (200
1

Ist die Belastung in x» konstant, stetig oder unstetig, so gilt von d,,(x) dasselbe.
Fiir den Trégerrost mit einem Unterzug lautet der Ansatz (277) folgendermalen:

~p dfw(x) | w(x)  i(r) o
'r_'f AR e ,,)“ e £ dyy 4 f‘_‘h]

Winkler, E.: Die Lehre von der Elastizitit und Festigkeit. Prag 1867, — Zimmermann, H.:
Die Berechnung des Eisenbahnoberbaues. Berlin 1888. — Schwedler, J. W.: Beitrige zur
Theorie des Eisenbahnoberbaues. Z. Bauverw, 1880 5. 86. — Freund, A.; Theorie der gleich-
miBig elastisch gestiitzten Korper. Beton u. Eisen 1917 5. 144; 1918 S, 105. — Havyashi, K.:
Theorie des Trigers auf elastischer Unterlage. Berlin 1921. — Derselbe: Fiinfstellige Tafeln
der Kreis- und Hyperbelfunktionen. Berlin 192]. Wieghardt, K.: Uber den Balken auf
elastischer Unterlage. Z. angew. Math. Mech. 1922 8. 165. — Miiller, E.: Uber die lastverteilende
Wirkung von Briickenbeligen. Bauning. 1923. — Freund, A.: Beitrag zur Berechnung der bieg-
samen Griindungssohlen. Z. Bauwes. 1924 5. 108. — Craemer, H.: Zur Berechnung geschlos-
sener Kastenrahmen auf elastischem Baugrund. Bauing. 1925 S. 527. — Derselbe: Zur prak-
tischen Statik der Kranbahnfundamente. Bauing. 1925 5. 417. — Schilling, W.: Statik der
Bodenkonstruktion der Schiffe. Berlin 1925. — Pasternack, P.: Die baustatische Theorie
biegefester Balken und Platten auf elastischer Bettung. Beton u. Eisen 1926. — Sanden, K., u.
F. Schleicher: Zur Theorie des Balkens auf elastischer Unterlage. Beton u. Eisen 1926 S. 83, —
Freund, A.: Erweiterte Thearie fiir die Berechnung von Schleusenbéiden und &hnlichen Griin-

dungskérpern, Z. Bauwes. 1927 5. 73. — Chwalla, E.: Die Stabilitit eines elastisch gebetteten
Druckstabes. Z. angew. Math. Mech. 1927 5. 276. — Prager, W.: Zur Theorie elastisch ge-
lagerter Konstruktionen. Z. angew. Math. Mech. 1927 S. 354. — Neménvi, P.: Theorie durch-

laufender trigerloser Fundamentstreifen auf elastischer Bettung. Beton u. Eisen 1028 S. 448.
— Geckeler, J. W.: Elastostatik, Kap. 3 im Handb. Physik Bd. 6; Mechanik der elastischen
Korper 5. 178. Berlin 1928, — Fritz, H.: EinfluBfliche des biegefesten Balkens nuf elastischer
Bettung. Beton u. Eisen 1930 5. 442, — Scheidig: Die Berechnungsgrundlagen durchgehender
Fundamente und die neue Baugrundforschung. Bautechn. 1931 S. 275. — Neményi, P.: Trag-
werke auf elast. Unterlage. Z. angew, Math. Mech. 1831 S. 450. y
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