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II1. Die Formanderung des ebenen Stabzugs.

17. Die allgemeinen Ansatze.

Scheibe und Triiger gelten bei ihrer Verwendung im Bauwesen in der Regel als
Stiibe, deren Quersc ]mLm bei der Formiinderung eben bleiben und nicht in ihrer
Ebene verzerrt werden. Diese Voraussetzung ist nur bei geschlossenem, unverinder-
lichem Querschnitt mit kleinen Abmessungen relativ zur Stablinge erfiillt. Die Form-
inderung des Stabes kann dann durch die Verschiebung des Schwerpunktes 4, v, @,
und durch die Verdrehung v, w,, w. des Querschnitts, also durch 6 Komponenten
beschrieben werden. Die Verschiebung eines beliebigen Punktes des Querschnitts
ist bei y, ~ 0 und bei Vernachlissigung von kleinen GroBen zweiter Ordnung v = ,,
W = w0y, 16 == iy, S0 daB nach (26) die folgenden Beziehungen zwischen den Ver-
schiebungen und den Komponenten des Verzerrungs- und Spannungszustandes
bestehen:
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Die allgemeinen Ergebnisse des Abschnitts 8 fiir die Forminderungsarbeit und fiir
das Clapeyronsche Gesetz lassen sich daher mit den duBeren Kriften Q,,, M,. und
b, Py, P, je Lingeneinheit folgendermafBen vereinfachen:
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Aie, ) =G 1+ pwe + 302, +22,)]4V, (145)
; ] of thy+ T3] 317 (146)
Ao, 7) = -zj lET = _ch- ! (146)

Variation nach den Verschiebungen (Prinzip der virtuellen Verriickungen):

_J‘[;-, dwtp, dudp,ov)ds + X 0nd83n+E Madyg ,.,—Ifl{r;; OBt Tos OYastTayO¥uy)dV. | 147)
« Variation nach den Spannungen (Castiglianos Prinzip):

.“5!"; wtdp.u+tdp,v)ds+X0680,8, +1Mp q:-‘_-”-':,i-fnitr, x0T s Ver+O8TayVey) dV. (148)

i
Bei einem Stab oder Stabzug mit einer Symmetrieebene, welche die Wirkungs-
linien aller duBeren Kriifte enthiilt, ist aus Symmetriegriinden

Py = 0; g = YPs p. =V, Yey = 0, Toy =0 (149)
und daher
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In den Variationsansitzen (147) und (148) scheiden die Glieder Y.y, Teys Yoz Tas
aus. Die Variation der stetigen Belastung dp,, dp,, dp, ist fiir die Anwendung ohne
Bedeutung.

Die Variation des Verschiebungszustandes besteht aus den virtuellen Ver-
u'hit-hU;lL;t-n du, dv, dw und aus den hiermit geometrisch vertriglichen Verzerrungen
0&,, 0¥ay, 0¥y, der differentialen Elemente des Stabes. Die Variation des Spannungs-

,*,1_1--1‘11.:].:\ besteht aus einer virtuellen Gruppe von #duBeren Kriften 48, dM,,,

&)av. (150)
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die untereinander und mit den Spannungen 00, 87.., 074y lim Gleichgewicht sind.
In der Baustatik sind hierfiir besondere Bezeichnungen iiblich. Man setzt:

Su=u, dv=1 oW =1, O, =& OVer= Vos fﬁ?'.u' Yoy -

Die Projektion von 88,, auf die Kraftrichtung £, ist die virtuelle Vers schiebung 6,5,

Die Komponenten des virtuellen Belastungs- und Spannungszustandes sind

g8, =B oM, =M, , do,= cr;, BT =Tuss  OTae = Tais

Bty 2

Die Gruppe der virtuellen &uBeren Krifte Q,, zerfillt in die virtuelle Belastung P,
und in die zugeordneten Stiitzkrifte C,. Die Projektionen der Verschiebungen
(0 F Uy - 1,,) = 8, auf die Kraftrichtungen P,, werden 6, die Projektionen der
bekannten V erschiebungen der Stiitzpunkte auf die Rl{h‘lung{ der Stiitzkrifte 4, ge-
nannt. Die Variationsansitze (147) und (148) lauten dann nach (149) fir ‘*t’th mit
einer Symmetrieebene, welche nach Abb, 21 die Belastung enthiilt, folgendermalien:

Variation der Forminderungsarbeit nach den Ver Hc]tluhungcn (Prinzip der
virtuellen Verriickungen):

P+ M+ IC, A, = [ (0.8, + Tar Ver) 4V ; (151)
Variation der Forméinderungsarbeit nach den Spannungen (Castiglianos Prinzip):
3P, 8y + SMug, +3C, 4, =] (0 6+ Tus V2 4V . (152)

Die Dehnung &, = &,(z) ist durch die Symmetrie der vorgeschriebenen Belastung
unabhingig von y und bei der angenommenen ebenen Verschiebung des Querschnitts
durch die Krifte (P, C,) und einem linearen Temperaturgefalle ¢ linear in z.
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Durch Einfithrung der Schnittkriafte nach (51) und (69) wird daher bei geraden
und mit geniigender Anniherung auch bei gekriimmten Stiben

; N i 'Lf ¥ : vi x 0 o
Ez I."":] — I f = ':HJ - oy et Yoz = .:'J.r.:,ll — (; J ; [:1:_)4)
i e .Uu a5s:, 1k
G Bee = T p (155)

Dabei ist fiir die Anderung der rechten Winkel v, (2) des differentialen Prismas durch
die Schubspannungen 7., ein Mittelwert v, , un;:{-fi'lhrt \\'uz'rle;-n -\' M., 0O, sind die
Schnittkrifte aus der vorgeschriebenen ]i{]aamnu (P,C), N,M,, 0, die Schnitt-
krafte aus der virtuellen Belastung (P, C). Sie werden nach cl{ n Angaben in den

Abschnitten 13ff. berechnet, so dafl die ‘C-":-arialjun der Forménderungsarbeit nach
den Spannungen in der folgenden Form verwendet werden kann:
.l‘ jsrrl r:}ﬂi 7 il r;l‘l"n Fm —i_ .E.E’.s 15‘
I !
(N : ) ¢ M, At . [ : .
\EF + o, )a‘. o dF + \ & fv+ai : -:f.\' O,2dF 1-Jh}'dx SiEH
¥ 0 ¥ 0 F
Dabei ist dV=Fds. Mit f.’.’d}" ==, fz*d’F = J, und J'.cif" =F ist
F F F

NP 0.4+ 'M,,,g:,” + 3C, 4, =
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Die Erweiterung des Ansatzes fiir allgemeinere Belastungsannahmen nach (49) und
(68) bedarf keiner besonderen Erliuterung.

Die Integration erstreckt sich iiber diejenigen Teile des Stabzugs, deren Span-
nungen und Dehnungen nach dem Geradliniengesetz angegeben werden kinnen, so
daB die Stabzugecken und Stabzugknoten streng genommen ausscheiden. Bei dem
summarischen Charakter des Ansatzes wird jedoch in der Regel die theoretische
Stablinge zugrunde gelegt und der Stababschnitt im Knoten nur in Ausnahmefillen
mit [ = oo als starr angenommen.

Der Clapeyronsche Ansatz fiir den Stabzug. Der allgemeine Ansatz des Ab-
schnitts 8 kann nach den mit der Definition des Spannungszustandes eines Stabzugs
verbundenen Annahmen folgendermallen angeschrieben werden:

: '\-'r'{jvrl érn -'i_ -_Ig -'."‘_-Mru ‘? mo ‘.it' {l:}'?

Bei vorgeschriebenen Stiitzenverschiebungen tritt an die Stelle der Formédnderungs-
arbeit A; nach (150) die Erginzungsarbeit AF. Sie ist nach (37)

A= A; NCoA (158)

L
Andert sich wihrend der Forminderung auflerdem die Temperatur des Stabzugs,
so istmit M, =M, Q,=0
4 3 y Finy ; ajpdd ;. 0 M

:EJ,-l-Pmam + :Ia-le‘F':m:A:'_ al(’ni‘ie_!_" N :"'r:["l'l‘. L .r'l“f'-_l.' ds - ‘-li*' (159)
Auf Grund des Hookeschen Gesetzes kann jede Verschiebung 4, und jede Winkel-
inderung g, als lineare Funktion der einzelnen Lasten und Kriftepaare entwickelt
werden.

afu: ('Sml "nl 25 i am.:.' E“’J-‘ e ras i hi"] Pﬂl g e i ﬁ:mk‘ "‘ﬂi e s L

‘ ' _ L (160)
P =1 Prt - P Pt - RPN Y S P S |
Wird der Ansatz (159) mit dieser Superposition nach P, oder M, partiell differentiiert,
s0 ist A a2}
!f.l“: [-_' _\ 'P‘IIJ I:jm & = _' l M i ?:m] = ‘}kl L
) (161)

a M, 2 _E-‘P.-n "r.>m 1 l EMIJE {F\'ﬂ:] = QP I

e

Die Komponenten 8, oder g, des Verschiebungszustandes werden demnach als
partielle Ableitungen einer der Funktionen A4,, A¥ oder A} nach der am Quer-
schnitt & angreifenden Kraft P, oder dem hier wirkenden Kriftepaar M,. gefunden.

Richtung und Sinn von &, und ¢, stimmen mit P, und M, Giberein.

(7 .'}, rJ_'!.

h=3p P one: (162)
Nach (51), (59) und (154) ist die Forminderungsarbeit des Stabzugs
L s Mz Sk om e ¥
A= 5 j~ \EF =t EJ -+ % E-;_-E-',-:' ds, (163)

und demnach bei gleichzeitiger Anderung der Temperatur und Verschiebung der
Stiitzen ! )

i i !
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Jede Stiitz- oder Schnittkraft kann nach dem Superpositionsgesetz als lineare
Funktion der Belastung angeschrieben werden.

] n :'i. - k ?l‘ i
'\‘ i .}.‘ ‘\'?rl j':'rri 3 M= .,:."'1'1 m ‘I-n.-?'. ] fLIJ E= .1 ("u: ‘”w; » E’ e .l C m "Pm :
1 1 1 1
Daher ist
d N = d M ) adC : e
— — = (], = ( 165
“'-flju = '\‘k' rh"_-.. ‘1Ik" d.P, fLﬁJ a.P°, k { )

Die partielle Ableitung der Funktion A}* nach P, fiihrt also zu dem bereits be-
kannten Ergebnis (156) mit der virtuellen Belastung P = 1.

Um die Verschiebung kE als partielle Ableitung einer der Funktionen A4; zu
berechnen, ist unter Umstinden die vorgeschriebene ﬁvl:relu!l‘g # durch eine in
Richtung £ %' wirkende Kraft P, = 0 oder ein im Drehsinn 2% wirkendes Kriifte-
' paar M, =0 zu erginzen, um im Ansatz iiber die fiir die
Ableitung der Funktion notwendige Verinderliche Py, M,
zu verfiigen.

Das Prinzip der Wechselwirkung fiir den Stabzug.
Das Prinzip der Wechselwirkung von E. Betti ist fiir die
virtuelle Arbeit zweier Kriftegruppen an einem elastischen
Kérper bewiesen worden. Es bedarf nach (156) fiir den
Stabzug keiner besonderen Begriindung, wenn die Anteile
(M ds/E ), (M ds/E J) des Integranden als die Verzerrungs-
komponenten aus zwei Kriftegruppen (%8, M) und (8, M) an-
gesehen werden., Die rechte Seite des Ansatzes (156) bedeu-
tet dann entweder die wvirtuelle Arbeit der Kriftegruppe
(B, M) wihrend der Forminderung (6, ¢) aus (B, M) oder
die virtuelle Arbeit der Kriftegruppe (B, M) wahrend der
Formidnderung (d_, @) aus (B, M)

.:E‘};m fﬁru ar ...“i-‘ Mm P ™= .}; Pm 5::'. i .2-' MT.'I ?%ﬂl J {lﬁﬁ}

Ist nur die Kraft P, oder das Kriftepaar M, vorhanden und
daher

ﬁr'j:'mz R s Mr']":r.lu = E‘Pm‘:‘)mr' (167)

so wird der Ansatz in der Regel nach J. Cl. Maxwell be-

>
nannt. Die virtuelle Arbeit der im Punkte # in Richtung r#’

Abb. B,

wirkenden Kraft P, wihrend der Verschiebung é,,, des Punk-
tes » in Richtung r# durch (Py...Py...) ist gleich der virtuellen Arbeit, welche
die Krifte (P,...P,, ...) wihrend der Verschiebungen d,, der Punkte m in-
folge P, leisten, Der zweite Ansatz kann dhnlich ausgesprochen werden. Die Be-
ziehung gilt auch . dr die virtuelle Arbeit j’:’-,-:‘r,h zweier gleichgroBer, entgegengesetzt
gerichteter, an den beiden Punkten # wirkenden Krifte P, und fiir die virtuelle
Arbeit M,-'T,.,._ gweier an den beiden Geraden » des Stabwerks angreifenden, im Gleich-
gewicht stehenden Kriftepaare M.. Dabei ist e,., die gegenseitige Verschiebung des
Punktepaares r und z,,, die gegenseitige Verdrehung der beiden ausgezeichneten
Geraden 7 infolge von (P,...P,...). Dagegen sind §,,, je nach dem Ansatz die
Verschiebungen der Punkte m des Stabzugs in Richtung von P,,, welche entweder
von der Belastung P, des Punktes r, der Belastung M, der Geraden 7, der Be-



EinfluBlinie der Verschiebung und Winkel:nderung. 01

lastung Iir des Punktepaares » oder der Belastung M, des Geradenpaares » erzeugt
werden (Abb. 96).
Einfluf3linie der Verschiebung und Winkelinderung. Wird P, = 1t und

M. 1 mt gewihlt und die beliebige Kréiftegruppe (F;... P, ...) durch eine
wandernde, d. h. an einem beliebigen Punkt m des Lastgurtes angreifende Kraft
P,. = 1t ersetzt, so bedeuten d,,,, ®rm: €rm: Trm die Ordinaten der Einflulllinien

dieser Komponenten des Verschiebungszustandes. Sie werden aus (167) nach dem
folgenden Ansatz berechnet:
1, "jr = lm h.'f; 3 L gim=1 4}Jm r Litrw= Ly Opm r i I B (168)

m

Jedes Produkt ist eine virtuelle Arbeit mit der Dimension mt. Die Drehwinkel
®rms Try Sind dimensionslos, die Einheit hat also je nach dem Ansatz die Dimension
der Kraft oder des Kriiftepaares. g

Die EinfluBgriben 6,,,, €rmy ®rm, Trm werden daher als Projektionen der
wirklichen Verschicbungen der Punkte m des Lastgurtes auf die Richtung der
wandernden Einzellast P,, bestimmt. Sie sind damit Ordinaten der Biegelinie des
Lastgurtes, welche je nach der Art der EinfluBlinie fiir die Belastungseinheit P, 1
am Punkte » oder fiir die Belastungseinheit P, = 1 am Punktepaare 7, fiir dic Be-
lastungseinheit M, = 1 an der Geraden r oder fiir die Belastungseinheit M, |
am Geradenpaar r nach einer durch die wandernde Last bestimmten Richtung auf
gezeichnet wird. Die EinfluBlinien der Formidnderungen werden daher nach den
Abschnitten 20 und 21 iiber Biegelinien entwickelt.

18. Die Berechnung einzelner Komponenten des
Verschiebungszustandes.

Die Form eines Stabzugs idndert sich durch Belastung, Temperaturwechsel und
Stiitzenbewerung, Der Vorgang kann durch die Messung der Verschiebung aus-
gezeichneter Punkte oder durch die Messung der Verdrehung cinzelner Stibe und
Querschnitte beobachtet werden. Der Vergleich mit den durch Rechnung gewonnenen
Ergebnissen ermaglicht die Nachpriifung der Annahmen der Theorie oder ein Urteil
iiber die Zuverlissigkeit des Spannungsna

chweises. Die gerechneten Verschiebungen
kéinnen auberdem zur Abschiitzung der Steifigkeit der Konstruktion und deren
niedrigster Eigenschwingungszahl oder zur Untersuchung von statisch unbestimmten
Tragwerken verwendet werden,

Aus diesem Grunde wird die senkrechte oder waagerechte Verschiebung einzelner
Punkte, also der Stabmitten, Gelenke und Rahmenecken bestimmt. Ebehso kann
die Verdrehung von Stiben und Stabknoten, die gegenseitige Verschiebung von
Punktepaaren oder die gegenseitige Verdrehung von Stében und Gelenkteilen be-
rechnet werden. Die geometrischen und elastischen Eigenschaften des Stabwerks
werden in jedem Fall als bekannt vorausgesetzt.

Ansatz der Rechnung. Die Aufgabe wird durch die Variation der Forménderungs-
arbeit nach den Spannungen geldst (156). Die virtuelle Belastung P, M ist frei wihl-
bar und kann daher auch so festgesetzt werden, dal die gesuchte Verschiebung 4,

eines Punktpgs & nach einer ausgezeichneten Richtung ﬁ.-#f' unmittelbar durch den
Ausdruck der Arbeit der virtuellen eingeprigten Krifte 1,-d, angegeben wird.
Die virtuelle Belastung ist damit als einzelne Kraft P, = 1t im Punkte % mit der
Richtung # .FF definiert. Dasselbe gilt bei der Berechnung der Verdrehung ¢, eines
Querschnitts oder einer ausgezeichneten Geraden k des Stabzugs. Die virtuelle
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