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Numerische Integration . 95

ist = + : . (177 )

Funktion M oder M k im Integrationsbereich lh linear ist . Mit £ = f ' = - ■ und
*h l h

lh lh lh

M t = M „ £ ' + M b £
Ö 6 0

Die Integrale sind die analytischen Ausdrücke für die Stützkräfte An , B m eines
einfachen Balkenträgers mit der Stützweite lh und einer ideellen Belastung im Be¬
trage von tu = MJ h/J . Hieraus entsteht die folgende Rechenvorschrift :

JM k M ]-jdx = . Ma A n + M b B t0 . ( 178)

Die Verschiebung ök und die Verdrehung <pk des Querschnitts k eines geraden
Balkenträgers lh mit freidrehbaren Enden werden nach ( 171 ) mit

h h
l k (EJM = jl M k M ]-jdx , i '

k {EJ h <pk) ■- ^ M '
k M ^ - dx (179 )

bestimmt . Die Zustandslinien M k und M '
k für \ k und I( (Abb . 100 ) können mit den

Einflußlinien für das Moment M k uild die Querkraft Qk des Trägers lh im Quer¬
schnitt k verglichen werden . Daher wird die Durchbiegung
E Jh bk als Moment Af* w , die Verdrehung E Jh cpk als Quer¬
kraft Qkt0 im Querschnitt k des Balkenträgers lh für die
ideelle Belastung tu = M J hjJ gefunden . Aus den Auflager¬
kräften A m und Bm wird die Verdrehung der Endquer¬
schnitte abgeleitet . Unter Umständen kann diese Berech¬
nung nach S . 125 auch auf Stabzüge mit angenommenen
Randbedingungen angewendet werden .

Numerische Integration . Der mathematische Teil je¬
der Formänderungsberechnung besteht bei genauer Be¬
achtung der Veränderlichkeit des Querschnitts in einer
numerischen Integration . Hierbei werden diejenigen Methoden gewählt , die das
Integral als Mittelwert von Funktionswerten des Intervalls bilden . Von diesen ist
die Simpsonsche Regel am meisten gebräuchlich . Sie liefert den Mittelwert des
bestimmten Integrals durch Unterteilung des Bereichs in 2 n oder 3 n Abschnitte
von der konstanten Breite Ax . Die den Intervallgrenzen m zugeordneten Funktions¬
werte sind

Abb . 100.

V« J m
Mmk Mm C m oder rjm = N mk N,

In der Regel genügt zu einem genauen Ergebnis die Unterteilung lhdamit der Ansatz :

.£ • ( 180 )•* m

2 n -Ax und

OJY] dx ■ Ax
(Vo + ±Vi + 2 % + 4 % -|- 2 % „_2 + 4 % „_1 + % „) . ( 181)

Die Genauigkeit ist bei Unterteilung von lh in 3 n -Ax etwas größer . Sie führt zu der
folgenden Reihe :

S V dx = | Ax ( rioA- 3 ^ + 3 % + 2iy 3 + 3r?4 + 3 % + 2 % +a
• • • + 2 % n- 3 + 3 % n- 2 + 3 >?3 n - l + Van ) ■

( 182 )



96 Die Berechnung einzelner Komponenten des Verschiebungszustandes .

Beide Ansätze sind auf S . 176 angewendet und in ihren Ergebnissen verglichen
worden .

Um die mit der Reihenentwicklung nach Simpson verbundene Zahlenrechnung
zu umgehen , kann das Integral auch durch Zerlegung des Integrationsbereichs in
n Stufen em mit geometrisch veränderlicher , jedoch elastisch konstanter Breite
c — em Cm angeschrieben werden (Abb . 101 ) . Mit

i Jh _ ] TTr tut J »
M mk M m :

b
jrjdx

Jn
Cm Ulld. M m %M m XmCm ]̂mJ m

2 ?! A X =~ ^ em — Xm Cm 2 c c 2 ( 183 )

Der Betrag c em Cm entsteht aus einer beliebigen Unterteilung A x des
Integrationsbereiches :

< = ± ^ * = 1 2r * Ax .3 -V7 f

Das Integral f rjdx wird danach als Summe über die mittleren Ordinaten Xm der
0 Intervalle em erhalten (Rechenvorschrift Abschn . 56) .

Die Stufenbreite c ändert sich mit der Art des In -
tegranden . Man unterscheidet

Ä - — -C ~ 6m J m
c = e„ Jm COS « „

( 184)
c = e„1 F m

’ m F m COS a .

Hierzu treten die Funktionswerte X m .
Xm = M mk M m oder X.mk lv± m uuci N mkN m .

Die Glieder der Reihe ( 183 ) sind also im Vergleich zu
( 181 ) und ( 182 ) durch die besondere Art der Unter¬
teilung einfacher geworden . Diese wird aus den In¬
tegralkurven zu den Funktionen J hjJ m , J hlJm cos am
oder F h jF m , F h/F m cosa m abgeleitet (Abb . 101 ) .

Berechnung mit Annahmen über die stetige
Veränderlichkeit des Querschnitts . Verwendung
von Integrationstabellen . Um die numerische In¬
tegration zu umgehen , begnügt man sich oft mit
einem angenäherten Ergebnis und beschreibt die
vorhandene Querschnittsänderung durch eine aus
wenigen Gliedern bestehende Reihe . Hierbei werden
dann die einfachsten Ansätze gewählt , um die In¬

tegration für die Funktion £Ä
— J h jJ abzukürzen . In zahlreichen Fällen ist das Träg¬

heitsmoment Jh eines Stabes lh konstant oder durch einen Mittelwert J h genügend
beschrieben . Der Integrand besteht dann nur aus zwei Faktoren . Mit x = £ lh und

Abb. 101. q Hilfswert für die graphische
Integration .

x x

f i ix = g f — ix .
S S e

l '
h h y; ist

£ /A = / c J ^ dx = 2l h
A

J M k Md £ = 2l '
h jM k Md $ . ( 185)

Bei gekrümmten Stäben mit - Jh
J cos a

1 ist

E JcK = Jcl
^

j
i ds = ^ ^ M k Mj ^ raL

dx = 2l '
h ^ M k M d £ . ( 186 )
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