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Ableitung der Differentialgleichung aus den Schnittkriften, 121

&

Die Funktionen w; und wj} sind symmetrisch zur Mitte, die Funktion e}, ist anti-
metrisch; wp und wj, wy und oy, w, und @;, wp uid wp, o, und @, sind ein-
ander spiegelbildlich gleich. Die Funktionswerte sind in den Tabellen 22, 23, S. 116,
117 und 121 enthalten.

Tabelle 23. Funktionswerte w;, und w}.
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20. Die Biegelinie des geraden Stabes.

Der Verschiebungszustand eines Stabes, dessen Querschnittsabmessungen gegen-
iiber der Stablkinge klein sind und dessen Oberfliche durch parallele Erzeugende
gebildet wird, ist durch die elastische Bewegung der Querschnitte, also nach (42)
durch deren Komponenten #,, v,, w, und w,, ¥,, y. bestimmt. Sie beschreiben die
elastische Linie des Stabes durch die Ausbiegung, die Kriimmung und Windung der
Achse.

Beziehung zwischen Kraftebene und Biegungsebene. Die Verdrillung g, der
Stabachse wird meist durch die Form des Querschnitts und durch die Eintragung
der dubleren Krifte vermieden. Die Spur s der Kraftebene verlduft dann durch den
Querpunkt des Stabquerschnitts, der in der Regel mit dem Schwerpunkt zusammen-
tillt, und schlieBt im allgemeinen mit der Haupttrigheitsachse z des Querschnitts
einen Winkel (z7s) ein. Zwei benachbarte Querschnitte neigen sich relativ zuein-
ander um eine die Stabachse winkelrecht kreuzende Achse. Sie 1st die Nullinie n
der Normalspannungen g, und damit der zu s zugeordnete Durchmesser der Trég-
heitsellipse, welcher mit der positiven Richtung der Haupttrigheitsachse z den
Winkel (z7%) bildet.

i

v’
J, und J, sind‘die Haupttrigheitsmomente des Querschnitts. Die Biegungsebene
mit der elastischen Linie steht senkrecht zur Nullinie.

In der Regel fillt die Spur s der Kraftebene mit einer Haupttrigheitsachse zu-
sammen (2,5 = 0 oder 180°). Dann ist die Kraftebene gleichzeitig Ebene der Biegung.

Ableitung der Differentialgleichung aus den Schnittkriften. Die Annahme
einer ebenen Verschiebung der Querschnitte schlieBt die Mitwirkung der Schubspan-
nungen bei der Forminderung des Stabes aus. Die technische Theorie der Balken-
biegung ist daher nur brauchbar, wenn die Schubspannungen gegeniiber den Normal-
spannungen so klein sind, daB die Annahme einer mittleren Gleitung y,, o und y,, ,
fiir alle infinitesimalen Prismen des Stabteils ds geniigt.

Die beiden Querschnitte, welche einen infinitesimalen Stabteil ds begrenzen,
sind beim geraden Stabe parallel, beim gekriimmten Stabe im Winkel da geneigt.
Decken sich die Spur s der Kraftebene und die Haupttrigheitsachse z, also aucl.

tg(£s)-tg (s n) = (192)




129 Die Biegelinie des geraden Stabes.
Kraftebene und Ebene der Biegung, so ist die relative Verschiebung & (z) ds zweier
Punkte der beiden Querschnitte nach S. 28 durch die gegenseitige Y{‘.l':-itllli.l:']_ﬂ'llt;_{ r_h_-r
benachbarten Schwerpunkte g,ds und die gegenseitige Neigung dy, bestimmt. Sie
wird durch die inneren Krifte odF und eine Temperaturinderung hervorgerufen,
die linear angenommen und durch die Anderung ¢ im Schwerpunkt und den Tem-
peraturabfall A¢ zwischen den Randpunkten ¢ und a beschrieben wird. 4¢ = #; — ¢,.

P |" .
p et de — [ g —
€12 d5= ...t_n i )

; apdid N 5 Fai
z)ds + (gct.’. F——z)ds. (193)
Die Ausdriicke d,/ds und a«,A¢fh sind die Anteile der Kriimmung der elastischen
Linie infolge der Normalspannungen ¢, und der Temperaturinderung Atl. Sie ist
durch die Definition des positiv drehenden Biegungsmomentes M, in bezug auf die
Lage des Koordinatensystems Abb. 109 negativ. Wird mit ¢ der Winkel bezeichnet,
welchen die Tangente an die Biegelinie mit der x-Achse einschlieBt, so bedentet
ein positives Biegungsmoment eine Abnahme von ¢ beim Fortschreiten in der

ri
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Abb. 108, Abb. 109. Abb. 110,

1-Richtung. Der Kontingenzwinkel d ¢ ist daher negativ und mit Verwendung von (51)

et s ol L G sl (194)

ds o ds Bl h ; £

Fiir d s darf bei kleinen Ausbiegungen an Stelle des Bogenelements ds die Strecke dx

pesetzt werden. Mit derselben Begriindung wird in dem Ausdruck der Kriimmung

als Funktion von w die erste Ableitung vernachlidssigt.

s e e L

o T PO,

Obwohl die Voraussetzungen des Ansatzes nur bei Stdben mit konstantem

Querschnitt zutreffen, wird die Gleichung der Biegelinie nach (195) auch bei Stiben

mit verinderlichem Querschnitt angewendet, um eine einfache und fiir technische

Bediirfnisse brauchbare Lésung zu erhalten. Nach Einfithrung eines Vergleichs-
trigheitsmomentes [, ist

. d=i [

B =

N fi ¥ Jf

Da die Schubspannungen t,, bei einer ebenen Verschiebung des Querschnitts im Ver=

gleichzu den Normalspannungen g, nurklein sein kénnen, geniigt die Abschitzungihres

Einflusses auf die Ausbiegung w durch eine mittlere Winkeléinderung y., ,. Die re-

lative Verschiebung zweier benachbarter Querschnitte ist dann dw=y,. ,dx, sodal}

nach Abb. 110 : .
i d (a0

= dx \GF/"

(195)

D (196)

dx2
Beide Anteile kénnen als lineare Differentialbezichungen addiert werden:

dgp dtw M, o, At d 20\
dx a7~ EJ, Y Ay EELT (197)

In der Regel wird auf den aus den Schubspannungen herriihrenden relativ kleinen
Anteil der Ausbiegung w verzichtet.
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Integration der Differentialgleichung. Die Differentialgleichung ist eine Be-
zichung zwischen Verschiebungszustand und Schnittkriiften. Sie wird durch zwei-
malige Integration gelost, wenn Biegungsmoment M und Querkraft Q als Funk-
tionen von x bekannt sind. Die Integrationskonstanten C,, Cy ergeben sich aus
den Bedingungen fiir w und @ an den Stiitzpunkten oder Anschlubiquerschnitten.

il .'j Ll .(1? .
x4 '1' -dx + Cy, (198)

dw M
—g=—0r= [Fas— 22 [

b M " x0 r oo, At s X
— 1 = ey o e Al L v ! | A - O
w Jfijw i — | Zrda+ [dx [ 25 dx+ €+ Gy (109)
Die Aufteilung einer beliebigen Belastung nach (P, . .. P,, . ..) fiihrt zur Super-
position (M, .. . M, ...) und (¢,...@n...), so daB der Verdrehungswinkel g
und die Ausbiegung w aus einzelnen Anteilen durch Superposition nach
=1 01+ @ Pyt r o+ Pt o0, W= P+, Pyt -+ w, Pyt
entwickelt werden kénnen.
Bei konstanter Querschnittsfliche treten die Steifigkeitsziffern EJ und GF vor
das Integrationszeichen. Dann sind die Anteile des Verdrehungswinkels g, und der
Ausbiegung w, aus Querkraft und Temperaturverinderung in (198), (199)

Jr
x o At x M o, At A2
=Zr—x, W= (200)
Po=GF TR s S PR Uik

Sie werden mit Riicksicht auf die Fehlerquellen des Ansatzes oft auch bei ver-
dnderlichem Querschnitt verwendet. Die Schubverteilungszahl x ist durch die
Form des Querschnitts bestimmt, fiir die Fliche F wird ein mittlerer Betrag ver-
wendet.

Die Forméinderung des geraden Stabes mit gleichférmig verteilter Be-

lastung. Statisch bestimmte Stiitzung. J = J. Ansatz: EJuw"” = — M(#)
T R
A e i'lTT S :
i el s
£ 1 i i
xrw xm= x = }2 x|
ww(, we=i w =0 wl = o= )

inf. Symmetrie
Randbedingungen der Forménderungen.

Abb. 111.
(T b Lidsiny 7 '(:2_” !
—Ejw=—2lg, —Ejw=2"ca—p,
we PiB-dE+ey, wegle T E—28+8Y.
wmg=—F -8, Wemp=gli (18848

Rechnerische und zeichnerische Entwicklung der Biegelinie. Der Kon-
tingenzwinkel der Biegelinie ist nach S.122 — dg = vdx = + dy, so dab die Dif-
ferentialgleichung (197) in der folgenden Weise gelost werden kann:

dy dw

d%w e
TR N Wt I

—g=—v+C; w=—[ypdx+ Cix+C,. (201a)

An einer beliebigen Stelle x = x, der Biegelinie ist

Tk
w=1w,, 1;;_—;J‘|u¢ix=1pk, !;sz—‘.!—'k-i'c]- (201b)

Ta
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am Randpunkt x = x, (Abb. 112) ist w =Wy, $ =Fas ¥ = Y = 0. Daher wird

{
Ee
=, Co=1w,— X, Qs Wp=1",1 @ (2 — x,) — J.y'-' ax.
Ta
Die partielle Integration der Loésung liefert

Tk Tk
w0, =, + (0 — %) — % [ dy + [ 5 dy
Ta a

o
Tk

= W; T @q '.\IIJ.' i ﬂ-tl] = f (% — q‘] d w. {2{'” c)
Ta

Wird & — b und (w, — w,) Null oder zunichst Null gesetzt, so ist mit
dy=twdx und x —x,=1
'-rk
(%, — x) dx=Ay, @r=0@re= dp— J wdx=Opni,
g (202)

=
B
I
-
B
=
e | et
b
& C_};

Tk

W — W, = Wy g = Ap(x — %) —J (£, — 2) wdx =M, ;.
Ta

Erhiilt demnach der Ausdruck v () die Bedeutung einer ideellen, von den elastischen
Eigenschaften des Stabes abhingigen Streckenlast, so kann fiir w, — w, = 0 die
Verdrehung ¢, des Endquerschnitts @ des Stabes als
T ] 'fn s & Stiitzkraft A., eines Triigers [ auf frei drehbaren Stiit-
zen, die Verdrehung g, eines Querschnitts k als dessen
Querkraft Qy, &, die Ausbiegung w, eines Punktes &
der Achse als Biegungsmoment M, ; des Stabes in-
folge der ideellen Belastung i (x) berechnet werden.
Abb, 112, Hierfiir stehen die zeichnerischen oder rechmerischen
Methoden des Abschn. 13 zur Verfiigung.
Diese Rechenvorschrift ergibt sich auch unmittelbar durch Vergleich der Diffe-
rentialgleichung der Biegelinie mit derjenigen fiir das Biegungsmoment M eines
Stabes als Funktion der Streckenlast p(x) (48).

T =—m(), Ta=—p). (203)

dxt

Aus (201) wird mit dem Ausdruck ro(x) nach (197)
T
oy, At

Ik
_JF= | I e ) € ‘Fc \
EJ.gx=E ], —j.-w Tdut Mf (fgkﬁ- 0] — Efcj = dzx, (204a)

Tk Tk
- - -~ E & ‘}:1'
"—".-Tc"'i"sz'.rcwa 'I' ch'pes{xk_xu:' _J.(Ik_x)lu '\jidx = (,jj J'HQ L‘d'x
Ta Ta
Tk
= o, At
- ﬁfcj(xk — %) 824, (204 b)

Werden die Verdrehung und die Verschiebung der Querschnitte % bei w, = w, =0
mit @, o, Wi, o bezeichnet (Abb. 112), so ist mit
b gy b P @ g i),

— Lof ) LN | [
=" 1 + Pr,0: Wy = it E o w, lE = m"klg . {20-))
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Um diese einfache Rechnung auch bei Stiben mit anderen Randbedingungen bei-
zubehalten, werden die Verschiebungen der Endquerschnitte zundchst Null gesctzt
und dic auf die Sehne der Biegelinie bezogenen relativen Verschiebungen und Ver-
drehungen wyg o, und @ o bestimmt. Der wirkliche Verschiebungszustand mit den
absoluten Verschiebungen und Winkeliinderungen ergibt sich durch die nachtrigliche
Erfiillung der Stiitzenbedingungen.

Die Biegelinie kann demnach zeichnerisch ebenso wie die Linie der Biegungs-
momente nach (93) aus der gedachten Belastung E J,-tv (%) oder der zu ihr dquiva-
lenten Gruppe von Einzelkriften E J . -8,, mit Kraft- und Seileck entwickelt werden.
Die Polweite ist in beiden Ansidtzen (93) und (203) gleich der Einheit mit der Di-
mension m-t/m und m-mt. Die Ordinate des Seilecks wird in beiden Fillen im Mal-
stab der Zeichnung gemessen und liefert mit H = 1t oder mit Hy = 1 tm? mul-
tipliziert das Moment in mt oder die Durchbiegung EJ w in tm3 Die Wahl einer
Polweite H in t oder H,, in tm? &ndert nur den MaBstab. Die Polweite Hy, = EJ,
El.w
EJ.
MaBstab der Zeichnung. Die Polweite EJ /n liefert dann als Ordinate der Seilkurve
EJ w:(EJ n). Dies ist bei dem Zeichnungsmalistab g
1 : n die wirkliche Grofe der Ausbiegung w. Um dem-

nach eine Biegelinie als Seilkurve zu entwickeln, 2.
deren Abszissen im MaBstab 1:#n aufgetragen sind g || I Iniatn
und deren Ordinaten w, natiirliche Grife erhalten ‘“{.%333 mei *"\K,\;;

ergibt mit der Belastung EJ w(x) als Ordinate der Seilkurve n = =@ im

sollen, wird zu den ideellen Kriiften (elastischen Ge- ¢ 'T :
wichten) £], %, ein Richtungsbiischel mit einer Pol- S 3 ;
weite E [, /n gezeichnet. Die Bezugsachse fiir die ab- & o
soluten Verschiebungen ist durch die Bewegung der bt &

Stiitzpunkte bestimmt.

Diese zeichnerische Darstellung kann auch unmittelbar eingesehen werden,
wenn 1o (x¥)dx nach (197) als der Kontingenzwinkel zweier um dx benachbarter
Tangenten der Biegelinie verwendet wird. Sie ergeben ein Richtungsbiischel, das
die erwihnten ideellen Gewichte v (x)dx als Strecken auf einer Parallelen zur Aus-
biegungsrichtung im Abstand 1 vom Pol abschneidet.

Die E J,fachen Verdrehungen und Verschiebungen werden in der Regel nur
fiir den Anteil der Biegungsmomente angegeben. Daher wird zunichst die der vor-
gelegten Belastung zugeordnete Funktion des reduzierten Moments EJ.wo(x)=M]J.J
punktweise gebildet, und durch eine Gruppe von dquivalenten Einzelkriften
...EJ B,_,, EJ. B, ... ersetzt, die in den Intervallgrenzen ... (m —1), m...
einer Unterteilung des Integrationsbereiches a,b wirken. Die Angleichung der
Funktion o (x) durch einen Geradenzug liefert ebenso wie in (91)

Com . Cms c 1
B, = & (g + 210,,) + ﬁ% (210 + Wpsa) = B,y + B,
: (206)
& [-'n 1
ﬁBn = ﬁl (2 g + 10;); B, = 6 (1051 + 2mﬂ} =
Bei gleichgroBen Intervallen ¢, = ¢y = € ist
6
|.5 ﬁBm = |U‘m_1 _]‘ 4IU',,,—[— mm_l.
Die Angleichung der Funktion als Parabelabschnitt durch 3 aufeinanderfolgende
Punkte fiihrt nach (92) bei gleichgrolen Intervallen ¢ zur Verwendung von

1—2 %B! == |U‘m_1 + 10 mm _E_ |um+1 »
12 98 1 1298 1 &
_G' 2 = '2_ (? ]Uo + 6 TU‘]_ — mg:l 5 _ME t = ? (7 mﬂ _J-- E Inﬂ—l b luﬂ—g) »
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Damit ist die Grundlage gefunden, um die Form der Biegelinie mit w, = 0, w, =0
durch Rechnung oder Zeichnung zu bestimmen. Die Strecke ab wird als einfacher
Triger angesehen, an dem eine Gruppe von positiven oder negativen Kriiften

By ... B,,..., W, angreift, Die Rechnung liefert nach (202)
Aw= @a,0: Bp= @o, 0 Qm.-‘; = Pr, 0 My o= Wy o-
Der wirkliche Verschiebungszustand @, , ¢, @y entsteht durch Bertuicksichtigung der

Stiitzenbedingungen nach (205).

Untersuchung der Formiinderung eines Auslegetrigers.

La= 1001
W

I o & = e
v ¥ T 2 Booh > /
1 £l B = A e e e r o] GEY | { Wi | |
= P50 116043 40 23 (¥ E E ;
& f ¥ PO
= ey 7 i
a Tga e W gl
(f_,.l’ =% __'_'___-":
= - =L
L s /
- % J..
el ! e ==l
| Ve < it o
S T .
i — i 5
T moimimgeom | L+ i =~
e o I P e e ! = Mol Aoy
T m 0 imfmggem | oL +] ||} " nemw; m~%
L
Malsiab ~_¢ B B o .
¥, R e 3 Z0cm oy f=10888 tina )

Die EinfluBlinien ) und g) sind im Ber

>chlepptrigers gerade Linien.
Alb, 114.

1. Zeichnerische Entwicklung der Bi
lastung (Abb. 114a}:

£ v

eine vorgeschriebene Be-

Querschnittsgest: *Ithnh .." /. 114b), [.= [, = 0,806 m*.
Angabe der Momente: graphi ler rechnerisch nach Abschn. 13.
Reduzierte Ordinaten des Seilecks: 5" = n . J./J (Abb. 1144d).
Reduzierte Momente: M = M. | — '
Berechnung der E [ _fachen elastischen Go

=1,
ichte aus der ideellen Belastung M’ nach (206):

MWy =~ (20, + ;) | W, == (Wasy2m,),
L1 i1
Ty Cm ., : -
S = (Wpeg + 2104 + Waag)s
@ 1 1)

1t Hilfe der Werte 3 '?n.h in einem Richtungsbiischel
)

Abbildung der elastischen Gewichte n

mit der Polweite Hyy .,
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Mit Hy, = E [.f(n:m) ergeben nach S. 1256
die mfach verzerrten Durchbiegungen w (Abb. 11
E = 2100000 t/m?;

die Ordinaten 5y des

4 e),

unmittelbar

chkes

E [.= 1692600 tm#;

» = 100; m = 10; Hyp = 1682,6 tm?;
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Einfiihrung der Stiitzenbedingung 8, = 0 durch Drel

LinfluBlinie der E [ fachen )
5 Trigers unter der Last 1 t in d nach (168). Ermittlung der J&-Gewic
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eny der Ac

| | |
2 =3,0 |~4:3 |~4:5 |44 [-3.9 |-

gen elnes

3.21=2,3 |-

Durchbiegung
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0,0 | 7.3
d. Biege-
@ unter I
nen Stiitzung des Trigers
Stiitzen a und 4. Nachtragliche
se um a:

| “rf

QOuerschnitt

')b = ‘j!-.l \ = r‘:,.l,:I 4. 'Ili — ] o O g g, i &
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16
| = 1Ry
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| ! sk e a — — 23,73446,
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o 0,00000 0,00000 | 0.0000 | — 0,0000 00,0000 17
3 | h2 19 1618 [ 0 [+ S T ]
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: : N : — — 3117220,

8, . = 205,9384 tm?,

Bl

: Abb. 114 {.
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3 EinfluBlinie der EJ.fachen Verdrehung z,, des Q m'r-cc_hni._tt-.-:sd'.. Biegelinie rh.-_-:
Trigers unter dem Angriff des Momentes M, = 1,0 mt. I":J'nut_tlung der Gewichte wie unter E._ .I_'lu-
ungen g,, ¢, der Querschnitte a und & werden im Gegensatz zu 2. unter gleichzeitiger

Verdrel 'y
Beriicksichtigung der Stiitzenbedingungen berechnet.
11
mo= 5 E 2 250 m? ) = VIR & = — 237200 tm3;
..Im — B, =50 & 2,25014 tm? . [ Ty -3 A EE 37200 tm?;
1 u
o ¢ o | o & o _qn o | &7 0 -| 0 : L
ad B | M i I-f & --"r:-u LS ™ ‘ =g | Sm Domem| m"—Em =1, | |‘(~;;},1.4 m 'ljm
| |

. 0,00000 0,00000 | 0,0000
1 |1/12| 0,08333 | 0,0449|0,07874 | ©0,15360 o,u?f;ﬁ_ﬁ | 091667 o,01280 I 0,I4086 -i.ﬁ_—';t_?l.‘l 4,51829 -!.5183
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E ].fache Verdrehung 7, =

Ableitung der Biegelinie aus der Belastung. Die Biegelinie des geraden
Stabes ist bisher aus den Schnittkriften M, Q entwickelt worden, die oft jedoch selbst
nicht bekannt sind, sondern nur als Differentialbeziehung verwendet werden kdnnen.

dM d*M ag
Z{)= - — == = :—;Jl:x)_

dx dx? dx

Mit diesen lautet dann die Gleichung (197) der Biegelinie fiir A¢ = 0 ohne Be-
riicksichtigung der Querkraft:

JBEw o d (J aMEJ w) a (] d*(E ], w)

T o ) % aa T an

) = p(%), (208)

il T
] d2w dd . Alw :
fir J=J,=const EJGo=—M, EJ5%=—0, EJfa=p(. 209

Damit ist eine Differentialbeziehung zwischen Belastungsfunktion und Ausbiegung
entstanden, deren Losung fiir jeden stetigen Bereich getrennt mit vier Kon-
stanten angeschrieben wird. Diese sind durch Bedingungen fiir die Forminderung
und fiir die Schnittkrifte an den Stiitzen, den Stabenden und an den Unstetigkeits-
stellen bestimmt.

Die Forminderung des geraden Stabes mit statisch unbestimmter Stiitzung.
a) Gleichformige Belastung p, f = [, Ansatz E JulV) = $,

[T |I!'
v o
- e |
w=0 w'=1( w=0, a'=0
Abb. 115.
| p = o AL FL =
shetrry e s v=gegy E 28+,
i 8 . A & B
W=t (1= 98+ 88 wep= b -3nt28
" i’ [ Ea g #
—Ejuw’ =M -—-t. (—482 438, —Efuw" =M= ﬁ‘]—-ntti-'f —6&2—1),
I
—EJu'" = @ = f’H (—BE+3), —Ejuw"=Q _;:23_{1 — 2B).

b) Unstetige Belastung durch eine Einzellast P. Der Angriffspunkt C der Last P teilt den
Integrationsbereich in die Abschnitte 4 und b mit w, und w, Fiir beide ist E Juwi/F) = (0. Die
8 Integrationskonstanten werden durch die Randbedingungen in 4, B und C bestimmt. w und
w’ sind an den Stiitzpunkten Null, Auslenkung w und Biegungsmoment M an der Unstetigkeits-
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stelle € stetig und die Differenz der beiden Querkriifte O

fn=0:w,=0, w =0; Fp=0: wy
smp=a und xH=>d:w=w, w=-wi w!=
s g
{ fay f @
ep={1—2|=—)+ | /]) foes
1 | 1 T | ¥ 3
¥ AP S
rf] 3{, a\t o ra 3
g - \ =\ “|= ,-I ,-J =
Foad | fa S ¥ ‘.“!
E L . ke 1
A 6 | ‘llelj.'l é rJ,JIi
PV [, (%! (2,19
EJw =—-:13¢ =) — gy | =
S w,y 8| Gth 4'\EJ,JJ"
Pa® x fa v .
e 2 : oyl e
‘lr 2 { Y\ \@ f
PR [ f Xg fx,\%
Efw,=——{2¢ 2 éal==1] .
2 B8 s T e

: e ¥ - (1) .
_If wy =M, =1I ‘Q{['z lll1 r‘-i_jl_(l}‘

: [ [#g)
_Ejl =M= MJLc, () - cu},

—EJul =0 =Peg,

Bereich a:

_IJF Hr_gz—ftq'

g=wi, Q=04;
Bereich b: ¢ =—uw), Q=—0,;.

(2. Bleich der Last P (Abb. 118).

=0, w;=10;
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Abb. 118.

Lisung der Differentialgleichung mit Differenzen. Da ein geschlossenes Inte-
gral der Differentialgleichung in der Regel nicht angegeben werden kann, wird in die-

sem und &dhnlichen Fillen eine Niherung verwendet,
um die Funktionswerte w0, einer regelmidbBigen Punkt-
folge ... (m — 1), m des Integrationsbereiches /
zu berechnen. An die Stelle der stetigen Integral-
kurve tritt damit ein der Kurve einbeschriebenes
Vieleck. Die Differentialquotienten der stetigen
Funktion werden durch Differenzenquotienten er-
setzt. Die Differentialgleichung wird zur Differenzen-
gleichung, deren Randbedingungen in bezug auf
Richtung und Krimmung der elastischen Linie eben-
falls durch Differenzen ausgedriickt werden.

Der Integrationsbereich ! der Funktion wird durch
die regelmiBige Punktfolge ... (m — 1), m in #

[
m-3 m-3 m-l W Rl e ?H‘J

"l |r ‘m Fmag

°‘\

Abb.

ol e B £ e £ ]

gleiche Strecken geteilt. Der Teilpunkt m erhilt die Abszisse m:Ax und die Or-

dinate mm’ =

ersetzt, so ist im Punkte m

dW Wy — Wy

ar 24 x g dx?

Die Richtung der Kurve in m/,
durch die Richtung (m — 1), (m + 1)’

d2w Wy —

bestimmt durch dw/d %,

der Sehne beschrieben.

w,,. Wird die Integralkurve im Bereich von (m — 1), m, (m - 1)
angenihert durch einen Parabelabschnitt durch die Punkte (m — 1),

m', (m+ 1)

2w,

A x*

‘1:' !U..".;.[

(210)

wird damit angenihert

Der zweite Diffe-

rentialquotient kann bei flachen Kurven aus dem Kontingenzwinkel der Kurve in m’

Beyer, Baustatik, 2 Aafl. 2 Newdrock

9




er dem Punkte m
cen gelten auch

'

iy | L LA £ W ] :
L ot 48 1 L = 1 : , :_'..}II_J

der Durch-

Bezeichnung w,, fiir den EJ fachen Betr:

und mit £, fiir den reziprokenm Wert der Funktion

X

Differenzenbezichunegen an die Stelle der Differen-

— [\ ].L': G (T 1 21 . W 1! [
-y —’{."I m 1} bm+1 Panin ” n+1 =1 :fi |I iy, 2 bm-1 W I
S L (212)
Pm (%) d2¢ =L, s 21 Gt T Cm) = (Cmer T 460+ Cona
i o -1 w 1 m = 1 |

Biegungsmoment
Durchbiegun
stimmt

und Cuer

, EINNEr ausgeze

Ordinate

, Punkt
- unstet
} Lo e | P 1 L i
ATt AT = Ar den 1 1igreifende  Gruppe ve

wird (Abb. 119),

gun; w = 0 und M = 0 bediirfen
lages die Integralkurve zur Einfiihrung der Randbedingung
dw/dx in der Umgebung des Punktes 0 durch eine kubische Parabel ersetzt:

Diskus

a2 ; .'] i
w 1 ez 1 Ly eih| I"fl:"r,
GA" S L 457 S

Ber Einspannung des T

daher

6 1 1] x
Fiir die kubische Parabel gilt
[dtuy .y b Wy — 3wy + Juwy, — w_,

|2l1:'

| — ronet
= | = COnst =
|I 1"{'|| /_] i

T,

so dab als Bedingung fiir die Einspannung des Triigers im Querschnitt m = 0 die
folgende Beziehung entsteht:

W= 3 oy —

&

(215)

Dhe Rn’_-_!_]]n"l'\'u]"if.'t rift wird an dem beiderseits l-j[|gg\f;‘1;1n11t;:|]. gleichfdrmip be-
lasteten Trager mit { = 1 erldutert, um die Genauigkeit der Erg se zu priifen. Dabei
wird der Integrationsbereich [ durch die Punktreihe 0,1,2, 3 4in4 Strecken A geteilt. Infolge
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Symmetrie ist w, wy, 50 dafB die Differenzengleichungen nur fiir die Punkte 1 und 2 aufgestellt
werden (Abb. 118)

b
5 j'. Adxt=w_;—4dw,-- Bu 1 — 4wy

T Ws,
F’:
JT_{ A4 = w, 4wy Gwy— 4 Wy - Wy,
Hierzu treten die Randbedingungen wy = 0, w_; = 3wy, — 1 w,. Die Verschiebungen wy und w,
ergeben sich daher aus den folgenden beiden Gleichungen.
P P
10wy — 4,6 weg=— — A4, —Bw+ Bwy=—— At
" e ol 5 Y ET
mit
0,001m1 22 0,00203 2%
wy =0, Tl R wy =0,00203 -_— .
: E] > E]

Die Momente werden mit w, und w, nach (212) berechnet.

; o 2 Ef 15 p 2 b2 __
I'rigermitte: M;—= — Tt (wy — 2w,y + wy) = 16 24 e 51 If_flh}

. EJ ; : 33 plI2 # 2 =
Auflager: M,= — T (o, — 2w, + wy) = — B 15 i e (217)

Die Naherungsrechnung fiihrt also trotz der geringen Anzahl der Intervalle
auch fiir die Schnittkrifte zu relativ guten Ergebnissen, da die Unterschiede zwischen
den Differential- und Differenzenquotienten selbst dann noch klein sind. Die Unter-
suchung muf nur im Bereiche von singuliren Stellen der Funktion mit einer engeren
Teilung wiederholt werden.

Ritter, A.: Die elastische Linie und ihre Anwendung auf den kontinuierlichen Balken.
Ziirich 1 «—Mohr, O.: Abhandlungen aus dem Gebiete der Techn. Mechanik 3. Aufl. Berlin 1928.
— Hencky, H.: Die numerische Bearbeitung von partiellen Differentialgleichungen in der
T angew. Math. Mech. 1922 S. 68. — Marcus, H.: Armierter Beton 1919 S. 107 ;
a n: Die Theorie el cher Gewebe und ihre Anwendung anf die Berechnung biegsamer
Platten, Berlin 1924, — Runge, C., u. H. Konig: Vorlesungen iiber numerisches Rechnen,
Berlin 1924. — Nddai, A.: Die elastischen Platten. Berlin 1025.

21. Die Biegelinie von gekriimmten Stdben und Stabziigen,

Die ebene Verschiebung eines Querschnitts wird auch bei gekriimmten Stiben
als brauchbare Annahme verwendet, wenn eine Symmetrieebene vorhanden ist,
die mit der Kraftebene zusammenfillt. Sie wird dann ebenso wie beim geraden
Stabe durch die bezogene Lingeninderung e, der Stabachse und durch die gegen-
seitige Verdrehung dy zweier benachbarter Querschnitte beschrieben. Die Ver-
anderlichkeit von ds mit z schlieBt hier zwar die lineare Abhiingigkeit der Normal-
Spannungen o, (z) aus. Die Spannungen o, ¥ und die Verzerrungskomponenten &, dy
sind aber nach (70), (71) trotzdem wieder Funktionen der Schnittkrifte N, M,Q
und der Temperaturinderung ¢, At = ¢, —¢,.

Ableitung der Differentialgleichung. Wihrend sich die Querschnitte gerader
Stibe durch die Belastung mit groBer Genauigkeit winkelrecht zur Stabachse be-
wegen, sind zur Beschreibung der Verschiebung der Querschnitte gekriimmter Stiabe
zwei Komponenten #, w notwendig. Sie werden hier im Gegensatz zu der fritheren
Definition waagerecht und senkrecht angenommen, um das fiir die geometrische
Dursteiiung von Stabziigen iibliche Koordinatensystem (Abb. 120) beizubehalten,
In diesem Fall ist

dy =dssina, dx=dscosa, (218a)
Diese geometrischen Beziehungen dndern sich durch die Belastung des Stabes.

y—=>y+8y, z>x+8x, a—>a+tda, ds—>ds+ d(ds).
g’
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