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Ableitung der Differentialgleichung . 131
Symmetrie ist wj — w3, so daß die Differenzengleichungen nur für die Punkte 1 und 2 aufgestelltwerden (Abb . 118 ) .
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Hierzu treten die Randbedingungen w3 — 0 , - - 3w1 — ) zi/2 . Die Verschiebungen wt und w2ergeben sich daher aus den folgenden beiden Gleichungen .
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Die Momente werden mit w1 und w2 nach (212 ) berechnet

w . = 0,00293

15 pP
16 24 '

Auflager :

Die Näherungsrechnung führt also trotz der geringen Anzahl der Intervalle
auch für die Schnittkräfte zu relativ guten Ergebnissen , da die Unterschiede zwischen
den Differential - und Differenzenquotienten selbst dann noch klein sind . Die Unter¬
suchung muß nur im Bereiche von singulären Stellen der Funktion mit einer engerenTeilung wiederholt werden .
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21 . Die Biegelinie von gekrümmten Stäben und Stabzügen .
Die ebene Verschiebung eines Querschnitts wird auch bei gekrümmten Stäben

als brauchbare Annahme verwendet , wenn eine Symmetrieebene vorhanden ist ,die mit der Kraftebene zusammenfällt . Sie wird dann ebenso wie beim geradenStabe durch die bezogene Längenänderung e0 der Stabachse und durch die gegen¬
seitige Verdrehung dtp zweier benachbarter Querschnitte beschrieben . Die Ver¬
änderlichkeit von ds mit z schließt hier zwar die lineare Abhängigkeit der Normal¬
spannungen ax (z) aus . Die Spannungen er , t und die Verzerrungskomponenten e0 , dtpsind aber nach ( 70) , (71 ) trotzdem wieder Funktionen der Schnittkräfte N , M , Qund der Temperaturänderung t , At = t{ — ta .

Ableitung der Differentialgleichung . Während sich die Querschnitte geraderStäbe durch die Belastung mit großer Genauigkeit winkelrecht zur Stabachse be¬
wegen , sind zur Beschreibung der Verschiebung der Querschnitte gekrümmter Stäbe
zwei Komponenten u , w notwendig . Sie werden hier im Gegensatz zu der früheren '
Definition waagerecht und senkrecht angenommen , um das für die geometrische
Darstellung von Stabzügen übliche Koordinatensystem (Abb . 120) beizubehalten .In diesem Fall ist

dy = dssm . «. , dx = ds cosa . (218a )
Diese geometrischen Beziehungen ändern sich durch die Belastung des Stabes .

y -> y + <5y , x -̂ - x -\ - 6x , <x - > a -!- (5a , ds - *■ds + ö {ds ) .
9*



132 Die Biegeiinie von gekrümmten Stäben und Stabzügen .

Nach Abb . 120 ist

öx — u , öy = — w , öa. — — <p , d (da .) — d (öa .) — dip .

Durch Variation von (218 a ) entsteht

d (dy ) — d (ds ) sin a + ds cos a <5a = d (dy ) = — dw ,

d (dx ) = ö (ds ) cosa — ds sin endo. = d {dx ) = du ,

Ji ^ y ) = c0 tg « + ^ a . = £0 ctga - <5a .
(218b)

Damit sind die Differentialgleichungen für
die senkrechte und waagerechte Ausbiegung
gefunden :

d2 w~~
1

'
dx ^ + dx

d . ,
(e0 ctg a ) .

d
(<5 <* ) + ^ (eotga ) ;

d^u d , s .
■dy

(219)

Abb . 120
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Die Verzerrungskomponenten d (da.) — dy>
und e0 sind in Abschnitt 10 für den ge¬
krümmten Stab als Funktionen der Schnitt¬
kräfte abgeleitet worden . Bei p > Ä ist je¬
doch mit großer Genauigkeit ebenso wie
für den geraden Stab

N
ds 0 = d f — + oct t

also
d 2w
Up
d2u
dy 2

j M oc* At
\ El + ~

h\EJ
/ M
\ EJ

ds ,

+ i [ (Ä + a ‘ *) Ä] ’
+ a , At \ 1 — [Y—

dy l \ EF + dx
dy

(220 )

(221 )

Der Ansatz wird bei gleichbleibender Temperatur (t = 0 , At — 0 ) und kleinem e0
meist in der folgenden Abkürzung verwendet :

d 2 w M d* (EJ c w ) M Yc
dx % E J cos a ' dx 2 J.TX jJ cos a

d%u M d 2 (E J c u) M Ye
dy 2 E J sin a ’ dy 1 J sin a

(222 )

(223)

Die Ausbiegungen u k , wk werden daraus formal ebenso wie in (199 ) berechnet oder
durch Integration von (220 ) und ( 221 ) nach (201 ) entwickelt . Die Integrations¬
konstanten sind wie in (201 ) durch die Verschiebungskomponenten ua , wa , <pa des
linken Endquerschnitts a bestimmt . Auf diese Weise entsteht mit e0 = NjEF a + Mit

w )t = “ 'a + (* * — x a ) <Pa ~ EaiVk ~ Va ) ~ J (x k ~ x ) dtp - / (y * — y ) de 0 ,
Xa Xa

Xk Xk

u k = » a + (y * — y a ) <Pa + £a (x k ~ x a ) ~ J (Vk ~ V) df + / (x k ~ x ) d £„

(224)

<Pk = Cpo - Jdy . (225)
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Die Verdrehung des Endquerschnitts a ist für wb — wa = 0 und mit x b — x a = l ,
jt - y « = e

Sie erhält wiederum die Bedeutung des Stützendruckes A w eines Stabzuges a b aus einer
Gruppe von senkrecht gerichteten ideellen Drehungsgewichten dtp und einer Gruppe
von waagerecht gerichteten ideellen Dehnungsgewichten ea , de ü . Demnach darf die
Verdrehung tp k eines beliebigen Querschnitts k des Stabes als die Querkraft Q m , k
der Drehungsgewichte dxp , die Ausbiegung wk als das statische Moment M '

w, * von
, den senkrecht gerichteten Drehungsgewichten dtp und den waagerecht gerich¬

teten Dehnungsgewichten de 0 , die Ausbiegung u k als das statische Moment
derselben , jedoch um 90 ° im Sinne von da . gedrehten Kräftegruppe dip,ds 0 be¬
rechnet werden .

Die Dehnungsgewichte sa , ds 0 sind im Vergleich zu den Drehungsgewichten dtp
meist ohne großen Einfluß auf die Verschiebungen wkl u k . Sie werden daher in der
Regel vernachlässigt . Die EJ e fachen Verschiebungen werden für At = 0 folgender¬
maßen bezeichnet :

EJ C wk — wk , EJ C uk — u*
. , EJ c <pa = cp

* ,

< + (* * ~ Xa ) <Pt J cos a (227 )
Xa

Vk

»a + (y, J sin a (228 )
Va

Xb

J cos a (229 )für wa == wb = 0 ist

Für die zeichnerische und rechnerische Auswertung der Ansätze dienen die Angaben
auf S . 125 , so daß

wiederum ideelle Streckenlasten bedeuten , welche nach (206 ) und ( 207 ) durch zwei

Gruppen äquivalenter Einzellasten W m , 3Bersetzt werden . Mit diesen wird dann

für w. ro , i- >

nach bekannten Regeln (Abschn . 13 ) numerisch berechnet oder graphisch durch
Kraft - und Seileck bestimmt . Um hierbei wk und u k in natürlicher Größe anzugeben ,
wird nach S . 125 die Polweite H m = EJJn gewählt . Da unter den Voraussetzungen
der Rechnung t,At = Q,e 0 f*sO , also nach (218b )

d w d y
ß x d u (230 )

ist , stehen einander zugeordnete Tangenten der beiden Biegelinien , also auch ein¬
ander zugeordnete Seilstrahlen der beiden Richtungsbüschel senkrecht aufeinander ,
so daß die waagerechte Biegelinie als Normalenzug zu den Tangenten der senk¬
rechten Biegelinie oder zu den Seilstrahlen ihres Richtungsbüschels gezeichnet
werden kann .
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