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140 Der gerade Stab auf elastischer Unterlage .

der zweite Verschiebungsplan als eine zur Grundfigur ähnliche , um 90 ° gedrehte
Figur (a"

. . . 3"
. . . b"

) bestimmt . Die wirkliche Verschiebung des Punktes k ist

daher k" k' .
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22 . Der gerade Stab auf elastischer Unterlage .

Elastizitätsgesetz . Der durchgehendelastisch gestützte Stab kann als Grenzfall
eines Trägers auf unendlich vielen elastisch senkbaren Stützen angesehen werden .
Eine beliebige Teilbelastung , unter anderem die Einzellast P über einer Stütze ,
führt auch zur senkrechten Verschiebung der benachbarten Stützpunkte . Ihre
Abstände sind im Grenzfall verschwindend klein , so daß das Gleichgewicht

der Schnittkräfte für einen infinitesimalen Abschnitt dx
des Stabes nach (48 ) angegeben werden kann :wor>

= (254)

b ist die Breite des Stabes , p (x) die Auflast und p (x)
Abb . 132.

der auf die Flächeneinheit bezogene Widerstand der Unterlage . Dieser ist eine
Funktion der Ausbiegung des Stabes und der physikalischen Eigenschaften des
stützenden Mittels und wird nach der Begründung in Abschn . 7 mit

3> (x ) = cw (x) (255)

eingeführt , c ist ein von den Eigenschaften der Unterlage und von der Form und
Größe der stützenden Fläche abhängiger konstanter Leitwert . Der waagerechte
Widerstand in der Grenzschicht gegen eine Richtungsänderung der Stabtangente
wird nicht berücksichtigt .

Ansatz und Lösung der Differentialgleichung . Die Krümmung des Stabes
ist nach (209) = — ~ , und damit die Gleichgewichtsbedingung (254)

{E jS ) + c f> w = bp (x ) , (256)
oder

d* M
d x4

d2
= - bjy i [ß (x) - dl M ^ d* w , d?p (x)

also

b
d'p ( x)

(257)

Die Differentialquotienten werden bei veränderlichem Trägheitsmoment oder bei
wechselndem Leitwert c am einfachsten durch Differenzenquotienten ersetzt und
nach ( 212 ) zu linearen algebraischen Gleichungen entwickelt . Die Anzahl der un¬
bekannten Einsenkungen wk oder der Biegungsmomente M k ist ebenso groß wie
die Anzahl der verfügbaren Bedingungen .

Bei konstantem Trägheitsmoment ist

+ cbw = bp (x) oder (258)+ TJ M = ~ b

Die Lösung w , M besteht aus einem partikulären Integral w0 , M0 der vollständigen
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Gleichung und der allgemeinen Lösung w1 , M 1 der homogenen Gleichung . Diese
wird aus

iE J d i w1
b c dx 4 + 4 wx = 0 ,

4 E J di M 1
b c dx 4 4 M , = 0 ,

oder mit

L* -- 4 EJ
b c 1

X

T (259)
aus

d i w1 4 wx — 0 ,
d* M x
df * + 4 Mj = 0

erhalten . Aus dem Ansatz oder M 1 = ef‘ Z folgt die charakteristische Gleichung
fi* + 4 = 0 mit den vier Wurzeln /x x = ( 1 + i ) , // 2 = ( 1 — i ) , /i z = — ( 1 + i ) ,
Hn = — ( 1 — i ) . Die Lösung lautet nach einer Umformung :
w — w0 + w1 — w0 + [ f7r cosf (£off + U2 cos £ <& inl ; + t / 3 sin £ gof f + t/ 4 sin £ ©tn £] , (260 )

1

M = M a + M x = M 0 + [Cx cos | Eof I + C2 cos f ©in f + C3 sin £ gof £ + C4 sin £ ©in £] . (261 )1

Die Ableitungen werden für die Funktion w angegeben :

~ = ^ + jr [ *Mcos £ © in £ - sin £ Gof £ ) + U2 (cos £ Gof £ - sin £ © in £)
-f U3 (sin £ ©in £ + cos £ Go ) £ ) + Ui (sin £ Gof £ + cos £ © in £] ,

- M = EJ
d2 w
Ix *

_ T d2 t£>„ 2 EJ rTT . . .
: E J ~

d ^ - FT " C*7 ! Sln ^ Sttl ^L2 U 2 sin £ Gof £
— U3 cos £ © in £ — U4 cos £ Gof £] ,

Q EJ ^ = EJ
d-̂ £ - [ U1 (sin £ Gof £ + cos £. © in £)dx3 Z.3

(262)

+ ü 2 (sin £ © in £ + cos £ Gof £ ) - U3 (cos £ Gof £ - sin £ ©In £)
- U4 (cos £ © in £ - sin £ Gof £ ) ]

Aus dem zweiten Ansatz kann folgendes Ergebnis angeschrieben werden :
dM a
dxQ
M 0 1 dM 1
ix ' L dS ’ CW . 1 d *M ° . 1

' *" 6 rf * 2 + 6 L 2 d £ 2 ‘6L2
d w

C dx
d P (x)

dx + 1 d3 A/ 0
dx*_ L» J _

b dx 3
~

b L 3
1

(Tf3
“

(263)

Die Integrationskonstanten U , C werden aus den Randbedingungen bestimmt , von
denen zwei an jedem Stabende und vier an jeder Unstetigkeitsstelle vorgeschrieben
sind . L ist die für einen elastisch gestützten Stab charakteristische Länge .

Die Diskussion des homogenen Anteils der Lösung wird durch eine andere Zu¬
sammenfassung der Integrationskonstanten und damit durch den folgenden An¬
satz M x oder wx erleichtert :

wi — e 5 cos ( £ + o-j ) + C2 cos (£ + a 2)
Verschiebung und Spannung klingen nach einer gedämpften harmonischen Schwin¬
gung ab , deren Nullstellen um die gleichbleibende Strecke

r 1/4 ^ 7
x0 = 7i L = n y

--jy
voneinander entfernt sind . Die logarithmische Abnahme der Amplituden wx und M x
ist 7i . Sie klingen um so schneller ab , je kleiner x0 , also je kleiner / und je größer
der Leitwert c ist .

1 Hayashi , K . : Fünfstellige Tafeln der Kreis - und Hyperbelfunktionen . Berlin 1921 .
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