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IV. Stiitz- und Schnittkrifte statisch
unbestimmter Stabwerke.

23. Die Grundlagen der Ldsung.

Die Festigkeit eines beliehig gestalteten, elastischen Tragwerks wird nach
Abschn, 8 durch den Spannungs- und Forminderungszustand beschrieben. Die
Losung des Ansatzes ist fiir eine gegebene Belastung bei stabilem Gleichgewicht
der inneren Kriifte eindentig. Die Bedeutung des statisch unbestimmten Stabwerks
im Bauwesen rechtfertigt einen besonderen Beweis dieser aus der Elastizitéitstheorie
gewonnenen allgemeinen Erkenntnis,

Die Beziehungen zwischen Verzerrung und Spannung sind nach dem Hookeschen
Gesetz linear. Die Spannungen kénnen daher ebenso wie die Verschiebungen des
Tragwerks durch Superposition entwickelt werden. Aus der Definition des elastischen
Systems als Stabwerk folgt nach M. Navier die Annahme der ebenen Ver-
schiebung aller Querschnitte. Die Spannungen des Querschnitts sind also statisch
Bestimmt und Funktionen der Schnittkrifte (N, M, Q). Ein Stabwerk ist daher
statisch unbestimmt, wenn die Stiitz- und Schnittkrifte nicht mehr allein aus den
Gleichgewichtsbedingungen berechnet werden kiénnen, sondern auch von geometri-
schen Bedingungen iiber den Verschiebungszustand abhingen. Ein beliebiger,
riumlich gekriimmter, aus dem Zusammenhang gelster Stabzug zeigt sechs
statisch unbestimmte Schnittkrifte und sechs unbekannte ]\cam]m]wmu ‘n der Re-
lativbewegung der Endquerschnitte. Diese kénnen aus den vorgegebenen Anschluli-
kriften ebenso berechnet werden wie die Schnittkrifte aus den wvorgeschriebenen
Komponenten der Relativbewegung.

Die Querschnitte des ebenen Stabwerks liegen symmetrisch zur x, z-Ebene, in
der auch alle #ulleren Krifte angreifen. Daher sind die Anschlulikriifte des Stabes &
am Knoten J in dem AnschluBquerschnitt J'
durch drei Komponenten NP, M®, O be- N zi
stimmt. Die elastische Bewegung des Quer-
schnitts J™ wird durch dieVerschiebungena!f?, v =
des Schwerpunktes und durch den Drehwin-
kel g beschrieben.

Das Stabwerk kann nach den Bemerkungen
auf 5. 39 in s einzelne offene, freie Stabziige
mit je zwei AnschluBquerschnitten aufgeteilt
werden, die unter der Wirkung der Lasten und
der Schnittkrifte N, M, Q an den Stabenden im Abb, 149,
Gleichgewicht sind. Sie sollen durch & freie
Knoten zusammengefaBt und auBerdem mit ¢ Stiitz- oder unbelasteten Ver-
bindungsstéiben untereinander oder mit dem Erdboden verbunden sein (Abb. 149).
Die Verbindung zwischen Stab und Knotenpunkt gilt entweder als Einspannung
oder als reibungsloses Gelenk mit drei oder zwei entgegengesetzt gleichen
Schnittkriften an den beiden Ufern des AnschluBiquerschnittes. Daher werden
durch jeden Schnitt zur Aufteilung des Stabwerks drei oder zwei unbekannte
Schnittkriifte zu #ulleren Kriiften, die mit der Belastung 9, des freien Knotens |
oder mit der Belastung B, des freien Stabzugs () im Gleichgewicht sind.
Auf diese Weise besteht die Anzahl s der freien Stabziige (k) je nach der Anzahl
der an den beiden AnschluBBquerschnitten vorhandenen 6, 5 oder 4 unbekannten
Schnittkriifte aus der Anzahl 5y, 55 und sy (s = 53 + 5; +55). Ebenso wird die
Anzahl k der freien Stabknoten in die Gruppen %, und k, zerlegt, je nachdem hier
zwel oder mehr Stabziige steif miteinander verbunden sind und daher an den
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chlullquers hnitten Kriiftepaare als dubere Krifte .":ilf?h'lf;]'. oder {-:I.]t- T‘l'!u.'.|.}.'”;.|'_'\{'

i : L Der Index bezeichnet also die Zahl der
das Gleichgewicht der duleren Krifte am Knoten.
- nnbelasteten Zusatzstiibe als Hilfsstiitzen, Zugbidnder,
' 1 den Knotenpunkten vorhanden sind.
szustand der Stibe (B) ist durch die Belastung P, und die Be-
unkte J bestimmt. Die Verschiebung eines reibungslosen Ge-
d senkrechte Komponente u;, v, beschrieben.

Verankeru

: TRTE l_'I:‘.L LR}
e f e U R R I ) s Drel o e
cines steifen Knotens erfihrt auBerdem noch eine rehung ¢;. Jeder

starr, so dall die geometrischen Randbedingungen der an einem
enen Stabziige miteinander iibereinstimmen,

Stabwerks in s Elemente ergibt (6 s; -+ 55, + 4 5,) Schnittkrifte,
Verschiebungszustand des Stabwerks ist geometrisch durch
timmt und daher die Anzahl der Un-
). Zur Berechnung der Unbekannten
N f abzug drei Bedingungen fir das Gleich-
ge mlI - d1 1 Kriifte zur Verfiigung. An jedem Knotenpunkt sind drei oder
' gen fiir die dulleren Krifte vorhanden, je nachdem
bverbindungen gelist worden sind oder nicht. Die gegenseitigen Verschie-
querschnitte [ und K ecines Stabzugs (ug — #;), [ vy
nach Abschnitt 21 durch die Belastung und die Anscl 1|1>Lm1 ifte
am Querschnitt J | K desiStabzugs [ fy bestimmt. Der Ansatz (224ff.) ist
daher eine Bedingung rir die geometris [|c Vertriglichkeit der Verschiebung der
Knotenpunkte und der V u*m mung der Stibe, die je nach dem Anschlull des Stabes(i)
als steife o ler g ndung in J 11rnl K aus dre1, zwel oder einer Gleichung
Mit 1 sind stets auch { Komponenten des Vers
zustandes vorzeschrieben. I

unbekannten AnschluBkrifte und Knotenverschie-

ausgezeichnete Komponenten

Zwel [:‘.
steife
bungen der Ansc

und !:‘a’fh.' {;. sind

b

chiebungs-

bungen sind daher durch folgende Bedingungen verkniipft:

Gleich en der Kréfte an den Stabziigen 35,4+ 35,435,

Gleichgew an den Stabknoten Shy+ 24k,
Vertriglichkeitshedingungen 3sg+ 255+ 5, (279)

satzbeding

Verfighare

Die Gleichungen sind linear. Thre Anzahl stimmt mit der \.rrx']]w[ der Unbekannten
iiberein. Damit ist ¢ vom Ausnahmefall mit D die hinreichende und
notwendige Be , ur erfiillt, dafl d _‘\I|.~|'t|]‘.|_|.'ikr:1;'tv m'.el ||,1i- Komponenten
(17, vy, py) des Verse 1|I|. 1gsziustan bel gegebener Belastung, Temperatur-
dnderung und Stiitzenbewegung eindeutig angegeben werden kinnen. Umgekehrt
bedeutet auch jede Annahme iiber den Verschie
HiL{}f\\'L'['k‘; welche die Gleichungen (279) befriec

Um die ( Jl-lrlu.uum aufzulbsen, werden zunichst drei Schnittkriifte eines jeden
Stabes mit Hilfe Gleichgewichtsbedingungen der duleren Krifte als Funktion
der Belastung “J.-_. -mti der ibrigen Anschlufil angegeben, so dall nunmehr
(3 35 + 2 55 + s,) unbekannte Schnittkrifte mit (3 & 4 2 £,) unbekannten Kom:
ponenten des Verschicbungszustandes ebenso vielen ]-nflnwmv'nlfluc] lungen gegen-
tberstehen. Die { unbekannten Zusatzkrifte sind durch ebenso viele vorgeschriebene
Komponenten der Stiitzung untd rbindung bestimmt. Die (3 &k, - 2 &,) Kompo-
l]i_'n'n'tl icbungszustandes kinnen darauf mit cbensoviel Be-
dingungen fir das Gleichgewicht der Krifte am Knoten ausgeschlossen und als
Funktion der unbekannten Anschlulkrifte in die (3 s¢ + 2 5, -+ s5,) Vertriglichkeits-

bedingungen eingesetzt werden. Auf diese Weise |T]|11.l ht ein geometrischer Ansatz

ungs- und Spannungszustand eines
, das richtige Ergebnis.

(g, vy, @) des Versc
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zur Berechnung derjenigen (3 s, + : s,) Stiitz- und Schnittkrifte, die nicht
durch Gleichgew LtEIlet‘fElIl;‘Lm;\f n .mg{l a,a-l:{n werden !\un.wu und daher statisch
unbestimmt heilen. Die statisch bestimmten Anschlulkrifte und die Verschie-
bungen werden durch Rekursion berechnet.

Formale Abzihlung der iiberzihligen statischen GroBen eines ebenen Stab-
werks:

.\a

+ s, +t—3k — 2k, (Abb.150). (280)

Die Auflosung des-Ansatzes (279) kann auch mit der Elimination der (3 s,
2 s, -+ s4 + ¢) unbekannten §
verfiigharen ;_,E’(Jllliflllﬁ-:!l[‘l'l Vertriglich-
keitsbedingungen eingeleitet werden. Sie
erscheinen dadurch als Funktionen der
(3 &y + 2 k) unbekannten Komponenten
der Knotenbewegung (#,, vy, @;), die da-
mit aus den (3 &k, 4 2 &) Gleichgewichts-
bedingungen fiir die duberen Krifte am
Stabknoten (J) eindeutig berechnet wer- 8%
den konnen. Die Schnittkrifte ergeben =
sich daraus durch Rekursion.

Die Reihenfolge der Elimination be- . 2| sl sl s]| o] zelrs g
stimmt demnach zwei grundsatzlich ver- L )
schiedene Losungen, deren Eignung wvon ks | 1 B Rk
der Art des Stabwerks abhingt und am t|6|s 2 | + 2
besten in zwei Grenzfillen zum Ausdruck ' R
kommt. Ist die Anzahl der unbekannten z
Schnitt- und Zusatzkrifte gleich der Anzahl der verfiigbaren Gleichgewichts-
bedingungen, also

Stiitz- und AnschluBkrifte ausden (3 s; + 2 5, 4 5, -

=54

Bsg+ b8+ 4s, 1t =3(sg+ 55+ 5;) + 3”1+ 24,

b1 i 5l 1} 5

5 Sz 2 S5+ 38 =i Ir~, + 2 -‘rcl_g :

so sind alle Schnittkrifte statisch bestimmt, der Spannungszustand ist von den
Knutf:-n\-'crsc]n'{_-bungen, also auch von Temperaturwechsel und Stiitzenbewegung
unabhidngig. Das Stabwerk ist ohne Belastung spannungslos. Die Verschiebungen
konnen aus den Schnittkriften nach S. 133 bestimmt werden.

In dem anderen Grenzfall sind die Komponenten des Verschiebungszustandes
Null, so daB jc_-.cla_nr Stab beiderseits starr eingespannt ist. Die sechs AnschluBkriifte
sind von den benachbarten Stiben unabhiingig. Sie werden aus den 3 Gleichgewichts-
bedingungen der duBeren Krifte und den drei Vertriglichkeitsbedingungen be-
stimmt, da mit u,, v,, @y auch die relativen Verschiecbungen der Endquerschnitte
Null sind.

Es liegt nahe, die statische Untersuchung eines Stabwerks von allgemeiner An-
ordnung auf den einen oder anderen Grenzfall zuriickzufiihren, je Tl’schdr'm die
Anzahl der statisch unbestimmten Schnittkrifte kleiner ist als die Anzahl der un-
bekannten Komponenten des Verschiebungszustandes oder umgekehrt. Unter Um-
stinden ist auch die Fehlerfortpflanzung in der Elimination entscheidend. Man
bezeichnet das System, welches mit dem vorgelegten Stabwerk der Form nach
tibereinstimmt, dessen statisch unbestimmte Stiitz- oder Schnittkrifte oder dessen
Knotenverschiebungen jedoch Null gesetzt worden sind, als Hauptsystem und be-
trachtet Verschiebungen im stz rtisch bestimmten Hauptsystem und Schnittkriifte
im geometrisch bestimmten Hauptsystem.

Sind die statisch unbestimmten Schnittkrifte die iiberzihligen Groflen des
]f:lllpis}'ﬁtcm.;-;l s0 kann nach dem 51111!,'r]1<Isilimlsgt":-‘-tt?. j{‘ti(‘ Kl.ﬂ'llptlllE‘lltﬂ einer

e e i~
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Verschiebung oder einer relativen Verschiebung aus den Anteilen der Belastung
und der st: atisch unbestimmten Schnittkrifte gebildet werden.

e s e (281)

J.
Sind die geometrischen Komponenten des ‘ulwInvbnn,:a.'unun les tberzdhlige
Grilen eines Hauptsystems, so kann jede Schnittkraft nach dem Supe rprmhn]w-
gesetz aus den Anteilen der H: lastung und den Beitriigen dieser unbekannten Gréllen
angegeben werden.

Kp=Kno+ 3lps Kyt 1y KL+ v KLs) - (282)

Das raumliche Stabwerk mit & I\'Jlutvn[uln!-:h n. dessen s Stabelemente wieder-
um nur in zwei Querschnitten starr in Knoten miteinander verbunden sind, zihlt
12 5 AnschluBkrifte. Hierzu konnen noch { Zusatz-

krifte treten, welche einzelnen Zwischenstiitzen oder

Zuebindern zugeordnet sein sollen. Der Verschiebungs-

zustand wird an jedem Knoten durch sechs Kn:mpnm-:t-

b ten beschrieben. Dies sind drei Verschiebungen «, v, u
#—=6-5+3.14+1—6-2=22 und drei Drehwinkel g, ¢, @.. Zur Be 11‘1"!11.11[1L: der
unbekannten Gréfen (Anzahl 1.3. 4 6k -41) stehenb6s

Gleichgewichtsbedingungen der an jedem Stab an-
greifenden #dulleren Krifte, 6% Gleichgewichtsbe-
dingungen der an jedem Knotenpunkt angreifenden
duBeren Kriifte und 6s Vertriglichkeitsbedingungen
zwischen relativer Verschiebung der Endquerschnitte
und Verformung des Stabes zur Verfiigung. Durch ¢
Zusatzstibe sind ¢ Verschiebungen gegeben. Die Anzahl
der Bedingungsgleichungen stimmt also auch hier mit
derjenigen der Unbekannten iiberein. Das Ergebnis
ist demnach, abgesehen von dem AusnahmefallD =0
wiederum eindeutig.

Il-'r:rmzll{‘. Abziahlung der iiberzihligen Grilen des rdumlichen Stabwerks mit
steif oder gelenkig angeschlossenen Stiiben:

w=6.4+3.4—6.4=12
Abb, 151.

n==05.+35,F s, +t—6k — 3k (283)

B

(Abb.151). Daher kann das riumliche Stabwerk, dessen Elemente in allen Knoten steif
angeschlossen sind, statisch bestimmt berechnet werden, wenn 125 - £ =65+ 6 &
oder 6 s + t = 6 k. In diesem Falle ist das Stabwerk ohne Belastung spannungslos
und der Spannungszustand unabhingig von Temperaturinderung und Stiitzen-
bewegung. Die Berechnung eines beliebigen rdumlichen Stabwerks kann ebenfalls
1’.1[1;\\':‘:1{']' :111! einen Ansatz peometrischer Bedingungen mit den statisch unbestimmten
Stiitz- und Schnittkriiften als Unbekannten oder auf die Gleichgewichtsbedingungen
‘],"T Schnittkrifte am Knoten zuriickgefiihrt werden, in denen die sechs geometrischen
Komponenten der Knotenverschicbung als Unbekannte auftreten.

A. Die Berechnung durch Elimination der
Komponenten des Verschiebungszustandes.
24. Die geometrischen Bedingungsgleichungen.

. I)Ir‘r spannungszustand eines sfach statisch unbestimmten Stabwerkes kann
ir jede Belastung nach S, 153 ecindeutig beschrieben werden, wenn n von-




	Seite 151
	Seite 152
	Seite 153
	Seite 154

