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154 Die geometrischen Bedingungsgleichungen.

Verschiebung oder einer relativen Verschiebung aus den Anteilen der Belastung
und der st: atisch unbestimmten Schnittkrifte gebildet werden.

e s e (281)

J.
Sind die geometrischen Komponenten des ‘ulwInvbnn,:a.'unun les tberzdhlige
Grilen eines Hauptsystems, so kann jede Schnittkraft nach dem Supe rprmhn]w-
gesetz aus den Anteilen der H: lastung und den Beitriigen dieser unbekannten Gréllen
angegeben werden.

Kp=Kno+ 3lps Kyt 1y KL+ v KLs) - (282)

Das raumliche Stabwerk mit & I\'Jlutvn[uln!-:h n. dessen s Stabelemente wieder-
um nur in zwei Querschnitten starr in Knoten miteinander verbunden sind, zihlt
12 5 AnschluBkrifte. Hierzu konnen noch { Zusatz-

krifte treten, welche einzelnen Zwischenstiitzen oder

Zuebindern zugeordnet sein sollen. Der Verschiebungs-

zustand wird an jedem Knoten durch sechs Kn:mpnm-:t-

b ten beschrieben. Dies sind drei Verschiebungen «, v, u
#—=6-5+3.14+1—6-2=22 und drei Drehwinkel g, ¢, @.. Zur Be 11‘1"!11.11[1L: der
unbekannten Gréfen (Anzahl 1.3. 4 6k -41) stehenb6s

Gleichgewichtsbedingungen der an jedem Stab an-
greifenden #dulleren Krifte, 6% Gleichgewichtsbe-
dingungen der an jedem Knotenpunkt angreifenden
duBeren Kriifte und 6s Vertriglichkeitsbedingungen
zwischen relativer Verschiebung der Endquerschnitte
und Verformung des Stabes zur Verfiigung. Durch ¢
Zusatzstibe sind ¢ Verschiebungen gegeben. Die Anzahl
der Bedingungsgleichungen stimmt also auch hier mit
derjenigen der Unbekannten iiberein. Das Ergebnis
ist demnach, abgesehen von dem AusnahmefallD =0
wiederum eindeutig.

Il-'r:rmzll{‘. Abziahlung der iiberzihligen Grilen des rdumlichen Stabwerks mit
steif oder gelenkig angeschlossenen Stiiben:

w=6.4+3.4—6.4=12
Abb, 151.

n==05.+35,F s, +t—6k — 3k (283)

B

(Abb.151). Daher kann das riumliche Stabwerk, dessen Elemente in allen Knoten steif
angeschlossen sind, statisch bestimmt berechnet werden, wenn 125 - £ =65+ 6 &
oder 6 s + t = 6 k. In diesem Falle ist das Stabwerk ohne Belastung spannungslos
und der Spannungszustand unabhingig von Temperaturinderung und Stiitzen-
bewegung. Die Berechnung eines beliebigen rdumlichen Stabwerks kann ebenfalls
1’.1[1;\\':‘:1{']' :111! einen Ansatz peometrischer Bedingungen mit den statisch unbestimmten
Stiitz- und Schnittkriiften als Unbekannten oder auf die Gleichgewichtsbedingungen
‘],"T Schnittkrifte am Knoten zuriickgefiihrt werden, in denen die sechs geometrischen
Komponenten der Knotenverschicbung als Unbekannte auftreten.

A. Die Berechnung durch Elimination der
Komponenten des Verschiebungszustandes.
24. Die geometrischen Bedingungsgleichungen.

. I)Ir‘r spannungszustand eines sfach statisch unbestimmten Stabwerkes kann
ir jede Belastung nach S, 153 ecindeutig beschrieben werden, wenn n von-
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cinander unabhiingige, statisch nicht bestimmbare Stitzenwiderstinde € oder
Schnittkriifte N, M, ¢ ausgezeichneter Querschnitte bekannt sind. Sie werden
in Zukunft unabhingig von ihrer Eigenschaft als Kraft oder Kriiftepaar mit
X,k 1...n) bezeichnet. Dic Ansitze (281) stiitzen sich allein auf das Gleich-
gewicht der inneren und duberen Krifte und werden daher durch jede Annahme
iiber die Grabe und den Richtungssinn der statisch unbestimmten Kriifte X, erfiillt.

Statisch iiberzidhlige Griéflen X, und Hauptsystem. \Wird eine Anzahl der
a statisch nicht bestimmbaren Stiitz- und Schnittkrifte X; Null gesetzt, so entsteht
ein Hauptsystem des vorgelegten Stabwerks. Es ist statisch bestimmt oder statisch
unbestimmt, je nachdem alle statisch nicht bestimmbaren Schnittkriifte oder nur
eine Anzahl /s von ihnen als | iiberzihlig'* ausgeschie-
den werden. Das Hauptsystem heilt in diesem Falle
(n — i) fach statisch unbestimmt. Als statisch iber-
zithlige GriBen lassen sich einzelne Komponenten
einer Stiitzkraft oder einzelne Komponenten der
cinem ausgezeichneten Querschnitt & zugeordneten
inneren Kraft f['q I 1)dF verwenden. Selbstver-

3
stindlich kénnen auch zwei oder alle drei Kompo-
nenten (N, M, Q) eines Querschnitts gleichzeitig
Null gesetzt werden.

Dieser Eingriff in den Spannungszustand des
vorgelegten Tragwerks kann durch reibungslose Ge-
lenke, Fiithrungen oder durch die vollkommene Tren-
nung des Stabes verwirklicht werden, ohne damit
das Kriftebild des Hauptsystems zu indern.

a) Xy= M, —-E'-rTr:{.E,"_

Mit X, = 0 bestehen die inneren Krifte im Quer-
schnitt £ nur aus einer Lings- nnd Querkraft, die
von einem Gelenk Abb. 152a iibertragen werden
kinnen,

b) X,=N.= [odf.
%

Mit X, = 0 bestehen die inneren Krifte im
Ouerschnitt 2 nur aus einem Biegungsmoment und
einer Querkraft, die von einer Fiihrung Abb. 152b
iibertragen werden kénnen.

Xo= Q) = J.th,.".
£

Mit X, = 0 bestehen die inneren Krifte im Querschnitt & nur aus einem Bie-
gungsmoment und einer Lingskraft, die von einer Fithrung Abb. 1520 iibertragen
werden kénnen.

d) X, =M, Xo=N,, X;=10,.

Mit X, =0, X, =0, X, = 0 sind alle inneren Kriifte im Querschnitt 2 Null,
so dal das Tragwerk hier unterbrochen werden kann. Das Hauptsystem Abb. 1 a_d
ist statisch bestimmt und besteht aus zwei Kragtrigern.

Gleichgewicht einer beliebigen Gruppe von fubBeren Kriften ist nur an einem
Hauptsystem mit kinematisch starrem Aufbau mdéglich. Der Ausnahmefall der un-
endlich kleinen Beweglichkeit des Hauptsystems ist ebenfalls ausgeschlossen. Im
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n X, nach Art, Lage und Richtungssinn

{ibricen kénnen die iiberziihligen Grdal _
erundsitzlich beliebig ausgewiihlt werden. Ist das Hauptsystem jedoch aus beson-
nL’T{']' Gr -'"lm!l-n beweelich, so sind zum Gleichgewicht ausgezeichnete Eigenschaften
der Belastung B und der statisch unbestimmten duberen Krifte X notwendig.

(JLUI‘I‘IEIFI‘:(hE‘ ‘ferutuﬂh{hken und “1-[]])LI‘]JDS!U!]-I‘IH;,L"-PI’! im kinematisch
starren Hauptsystem. Die Gleichgewichtsbedingungen werden bei jeder Annahme
iiber die Grisbe der statisch unbestimmten Krifte X, erfiillt. Dagegen 1st nach -:_:I?‘}}_-

nur eine durch Grofe und Richtungssinn ausgezeicl hnete Gruppe vorhanden, die i
Verbindung mit der Belastung B die mit dem vorgelegten Stabwe rk vertriglicl
Forméinderung des Hauptsystems erzeugt. Diese ist durch die Stiitzung und durch Ll]q,.
h die Schnittkriifte bestimmt. Spannung

Dehnung und Biegung der Stibe, also

sizen Tragvermdgens durch das

und Formiinderung sind im Bereiche des zuli
Hookesche Gesetz linear miteinander verknipft. Daher entstehen zwischen der
Belastung B (P, . . P,), den Schnittkriiften und der Verschiebung oder Verdrehung
ausgezeichneter |._‘_Jl_]c"|-ll|'.l:iT'.l k lineare algebraische Gleichungen oder lineare
Different:
_‘:\u}u-[lp- cition der dulleren Krifte '.B und der anderen fiuberen Ursachen ‘fL‘|-;~i.t
werden kinnen. Das Hookesche Gesetz ist also die Voraussetzung fiir die Giiltig-
keit nach dem irgend eine mechanische oder geometrische
Wirkung W, (Kraft oder Verschiebung) eines statisch unbestimmten Tragwerks als

lgleichungen, welche durch SL'.-|:E.-1|:-f.J-1'IinH der Absolutglieder, also durch

des Superpositionsgesetzes

k=n
W, = 3 W, P, (284)

h T o

angegeben werden kann,

Die statisch iiberzihligen Stiitz- und Schnittkriifte X, (& l1...n) des Stab
werks sind als innere Kriifte stets Doppelkriifte und neben dér Belastung 8 duBere
Kriifte des Hauptsystems. Ihr Richtungssinn und ihre Gréfe werden derart bestimmt,
dab cdie Form .m:]ulm_" des Hauptsystems aus seiner Belastung B, X, (k | SR

aus seiner Temperaturinderung {, A¢ und seinen Stiitzenversc hiebungen A, mit
der Formiinderung des vorgelegten Tragwerks iibereinstimmt. Dies gilt insbesondere
auch an denjenigen Querschnitten k£, an welchen Schnittkrifte zur Bildung des
Hauptsystems als statisch iberzdhlig angeschen und durch HuBere Krifte X, er-
setzt worden sind I}u- relativen elastischen Verschicbungen oder Vi whdnmg{{‘n
85" = i (g, xx) der Ufer dieser Querschnitte £ des Hauptsystems sind daher Null,
Damit treten zu den G !‘-‘LII_L{L“[" htsbedingungen fiir die #Auberen Kriifte
B, X.(k=1...5n) noch geometrische Vertriglichkeitsbedingungen fiir den Ver-
schiebungszustand des Hauptsystems. In diesem werden die [{H]Hi)'_l]'ll'l'll-.']i oy, die
stets als gerichtete Groben anzusehen sind, in der Regel nach Vereinbarung ent-
gegen dem Richtungssinn von X, positiv gerechnet. Die Vertriglichkeitsbedingungen
werden nach (281) in der fu'un-:t n Form angeschrieben:

10 dip,>x =108, =0, (=l ) )
oder b (285)
1= et gy = 1M 6, = 0 e e

|

=y

Die Anzahl der \'Lr'[[’iif_fli[']tki'i!:-&hu'ih‘.;,_[lnL;j_‘i_"n stimmt mit der Anzahl n oder k& der
tiberzihligen Groflen X, tberein, so dall die notwendige und hinreichende Grund-
lage zu ihrer Berechnung vorhanden ist.

Entwicklung der Elastizititsgleichung aus den geometrischen Vertrig-
lichkeitsbedingungen. Die relative Verschiebung 6, der Ufer & eines ebenen, statisch
bestimmten oder (# — h) fach statisch unbestimmten Hauptsystems durch duBere
Krifte B, X, durch Temperaturinderung und :‘;',I-';L]{t']]lj['\‘.'el-glllll:f: im Sinne von

- X, wird nach (35) aus dem Vergleich mit einem dem vorhandenen Kriftebild
benachbarten Spannungszustande abgeleitet. Hierbei entstehen die Ansiitze (285)

mit der Arbeit aus einer virtuellen Belastung X 19 oder X J{p=h
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und den Komponenten des vorgeschriebenen statisch unbestimmten Versc hiebungs-
zustandes (&,, £, o).

= Nds I I i Mds , : T {_-":"\‘
a) 19, = [ N EE L J M o J QP x G
J N© o, { ds _-j.-w;_m “‘:‘%f ds — Y COA, = 0. (286)

bl} IUB ki s ('\‘ {n=h) 'lﬂls | J“L’I”L —h) _‘fti“i J‘QHI .i'll-— (‘}“'"

j NNy, tds + jM;n wadl g ycamA, =0, (287)
Diese werden nach (281) durch Superposition in die Anteile aus den iiberzidhligen
GroBen X, und in die Anteile aus der Belastung B (Index 0), aus der Temperatur-
dnderung ¢, A¢ (Index ¢), aus den Stiitzenverschiebungen 4, (Index s) zerlegt. Die
Stiitz- und Schnittkriifte des Hauptsystems aus allen dufleren l rsachen (R, ¢, A¢, A,)
zusammen (k= 1...#) oder (¢ = 1...h) erhalten die Bezeichnung Cg, ?\ 2, Me,
()z. Die Definition der positiven Rlchtung des Vektors 8, des Hauptsystems nach
S. 156 bestimmt mit den Schnittkriiften C{®, N9, M, O oder Cit~M, NN,
Mir=%, Q=3 aye —Xj = 1 die Form der Superponitum
a) Sup( rposition im statisch bestimmten Hauptsystem:

C.G} f; {0} : '\'in-] N rm .wgl(l-l S ﬂﬂ]ﬂl : Q.'ﬁ} =3 Qli;,l;- :

C=CH — N X N =NP—- VX NO:
0 2 gLy 0 T ApiVy (288)
M=M®— X MDO. Q=0"M— 33X 00.
k=1,..., 10
b) Superposition im (» — k)fach statisch unbestimmten Hauptsystem:
(J.i?—}e] > (l.‘au—h:l _1_ C;‘"_M _l_ Cf”_mi (“ ZC.;:'_M _E-Y_L- (:‘IJ_N_’.)JI
ﬂ':i?hf‘l i i\,"{t‘lt-ﬁ? _i— ‘.‘\,"l[n—hr i_ ‘.\'-_?[u--.ﬁ.!; ‘.‘\‘_7 == :\,-';.él-ah.‘ 4 E‘\"k ‘.N\'L\.:.l.-hr;
MR = M=% 4 M8 MbH-N, M=ME"_— 3X M, (289)
Q:iru—.h] — Ql:ipn—f:] = Q[h;—h] - Q*!N—llﬂ; (_} st Q_;J—hl = L'\l :{k @kl_u-lr]:
=120 0

Die V ertriglichkeitsbedingungen (286) und (287) lassen sich darnach folgender-
malen entwickeln:
Elastizitatsgleichung (k) fiir das statisch bestimmte Hauptsystem:

Form a:

16, =0 = j - Lis *J"‘ﬂ W__rf*_+j Qag":'#f '='j*\x°‘:"“"+jﬂfs.&”“ o7
—23C,d,— X, U\',, 1;“ +J'3;rk_f”_‘_‘f_ J‘ %0, 91#51 =

JN Eds i M[(h +j‘ Q{j:,sj —

x|
X*[‘[NLP\ nds | j"*fk 'If_cxs + ""ng.-_’:;iﬂ

(290)
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Zlastizititsgleichung (k) fiir das (n — h)fach statisch unbestimmte Haupt-

system:
Form a:

108, =0= [Np =22 [ =l ,:”-a-J'zugl-’--‘g" i |
3 J.’\'J_f""“-x,!ds 4 J'.-u;”'f“ “"f“ ds — 3 CoMA,
— X, | j\i : J‘n"" Pliss j ()‘*"f”{ ‘rT == .[-:1391]
x[J +] j e R
— X[ [N 4 [peh = 7 ’—‘-FJ 2 Q- g*thf
Das erste Glied des Ansatzes (280)
j‘\,. 2= 0ds —}—.]1_11,_ 1:::'.::3‘ +4 IJ'/” _. J‘\; o, Eds -J-J M, Z p “ds
— 3 Cp 4, = 13040+ iy + 6)) = L i g
ist der Ausdruck fiir die Arbeit einer virtuellen Belastung — X; = 1 bei einer Form-

inderung des Hauptsystems durch eine Belastung ‘B, die Temperaturdnderung
(¢£,'41) und durch Stiitzenverschiebungen A .. Das positive Ergebnis bedeutet daher
die gegenseitige Verschiebung oder \e_n]n}mng des Punkte- oder Geradenpaares &

des Hauptsystems aus diesen fuleren Ursachen im Sinne von — X,. Der Ansatz
et e L P
[N Ny 25+ 1;, M, = =+ [204 ol = 1,8, (202)
wird als Arbeit der virtuellen 1"--,-];1.-'.L1I1L;; X, = 1 bei einer Forminderung des

Hauptsystems durch — X, = 1 erkannt. Das pos itive Ergebnis jal die gegenseitige
Verschiebung [.dg v Verdrehung des Punkte- oder Geradenpaares & des Hz mpihutc ms
infolge — X,; = 1. Die entsprechenden Teilwerte von (291) sind Arbeiten einer vir-
tuellen l,%:-!;lsil.mg — X, 1{"=# bei einer Forminderung des statisch unbestimmten
Hauptsystems. Das pupnn. Ergebnis bedeutet daher auch die gegenseitige Ver-
schiebung oder Verdrehung &% L1 o™ im Sinne von — X, . Die Ansitze (290
und (281) kénnen damit folgendermalien verwendet werden:
Elastizititsgleichung (&) fiir das statisch bestimmte Hauptsystem:

Form b:

O, =0=08pe — X6, — Xobpo—+- - — X0 — -+ - — X, 0p.. (293)
Elastizititsgleichung (k) fir das (n — h)fach statisch unbestimmte Haupt-
system:
Form b:
gy =10 — X, 0N — ... — X, ek . X DRy, (294)

Die Form b bestitigt das Superpositionsgesetz (284) fiir die Verschiebungen eines
statisch bestimmten oder statisch unbestimmten Systems und kann daher auch un-
mittelbar angeschrieben und nach (290) entwickelt werden. Sie bildet durch ihre
iibersichtliche geometrische Bedeutung die einfachste Grundlage fiir die unmittel-
bare Berechnung der statisch berzihligen Schnittkrifte (X, ... X,).

Die von der Belastung unabhingigen Verschiebungen §,;, 613" des Haupt-
systems werden im Rahmen der algebraischen Losung als Vorzahlen der iiberzihligen
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Grofen bezeichnet, Die Verschiebungen 8,5, 652" des Hauptsystems aus Belastung,
Temperaturdnderung und Stiitzensenkungen sind die Absolutglieder des Ansatzes
und heiben Belastungszahlen. Sie werden bei einer in dem beliebigen Punkte m des

Lastgurtes wirkenden Einzellast P,, = 1t mit §,,,, 6{%~* bezeichnet und bedeuten
dann die Uulm iten der E nnluLiimu n der gegenseitigen Verschiebung oder Ver-
drehung der Ufer des Querschnitts & im Sinne von — X,

In den f‘-'-."iw.t-n von Betti und Maxwell (38) wird die virtuelle Arbeit einer
Kriftegruppe P,, bei der Verschiebung &, eines mfach statisch unbestimmten
Stabwerks infolge der Belastung durch eine Kriiftegruppe P, mit derjenigen der
Kriftegruppe P, bei der Verschiebung 6{*) dnrch die Belastung P,, verglichen.

3P, 00 =3P, ow. (295)
Daher ist in einem statisch bestimmten Hauptsystem
Lz ) =2 Pulur— Xy 0o — -+ — X3 —+ + + — Xabpe=0, (296)

so daBl noch eine dritte Form ¢ der Elastizititsgleichung entsteht.
Elastizititsgleichung (k) fiir das statisch bestimmte Hauptsystem:

Form c:
X bt oo+ -+ X byt -+X,6,, =3P, 0 .+ Oy + 0z, (207)

Elastizitatsgleichung (k) fiir das (n — k)fach statisch unbestimmte Haupt-
system:
Form e:
\1 (SI_E:L—M S J\'_: ,53-1.'1.1 B J\’L{jlq_f:{_—.'.l 4 ‘YA ’55’L'J"h
= ZP, 85N+ 8N+ S5V, J

Die Vorzahlen §; ; jeder Clmc!mng (%) sind jetzt Verschiebungen oder Verdrehungen
ausgezeichneter Querschnitte 7 des Hauptsystems im Sinne von — X, durch die Be-
lastung — X, = 1. Die Belastungszahlen 4,,, und 62" sind \1r.a(]n:im11__=;e n der
Punkte s des Lastgurtes im Sinne der Last P,, infolge — X, = 1. Besteht die
Gruppe X' P,, aus gleichgerichteten Lasten, so sind d,,;, 6!";" Ordinaten der Biege-
linie des Lastgnrtes des Hauptsystems fiir — X, = 1. Sie werden bei einer gra-
phischen Untersuchung nach den Abschnitten 20, 21 zusammen mit den Vorzahlen
aus einem Verschiebungsplan des Hauptsystems fiir — X = 1 erhalten.

Berechnung der Yorzahlen und Belastungszahlen. Die Ansitze a bis c unter-
scheiden sich nur durch die Form der Rechenvorschrift. Die Vorzahlen und Be-
lastungszahlen des Ansatzes a werden als Ausdriicke fiir die Arbeit einer virtuellen
Belastung angeschrieben und durch Integration mathematisch gewonnen. Die Vor-
zahlen d,,;, 8., und die Belastungszahlen d;+ der Ansitze b und c sind relative
Verschiebungen oder Verdrehungen ausgezeichneter Querschnitte % des Haupt-
systems im Sinne von — X .. Sie werden nach den Tabellen des Abschn. 19 einge-
setzt, nach Abschn. 18 berechnet oder zeichnerisch gefunden.

Die vollstindigen Vorzahlen und Belastungszahlen bestehen im allgemeinen
aus drei Summanden, welche den Einflull der Lings- und Querkrifte und den-
jenigen der Biegungsmomente getrennt zum Ausdruck bringen. Der Anteil der
Querkrifte ist stets unbedeutend und kann gegeniiber dem Fehler aus anderen
ungenauven Annahmen der Rechnung vernachlissigt werden. Dasselbe gilt bei bie-
gungssteifen Stiben zumeist auch von dem Anteil der Lingskrifte, Daher werden
in der Regel die Vorzahlen und Belastungszahlen, abgesehen von Temperaturwirkung
und ‘;!utz.t_rmslu]-,ung_, auf den Anteil der Biegungsmomente beschrinkt. Dies gilt
besonders bei neu zu entwerfenden Bauwerken, deren Querschnitte zunichst aunf
Grund von Schitzungen oder iiberschligigen Berechnungen angenommen werden
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iissen. Da die Abschittzung von Verhiltniszahlen cinfacher ist, wird ein EJ facher
Betrag der Vorzahlen und Belastungszahlen berechnet. [, ist ein Vergleichswert,
durch welchen das Verhiltnis [ /] in méglichst einfachen Zahlen angegeben werden
kann. Dasselbe gilt von der Einfithrung eines Vergleichsquerschnitts F,, so dal
der EJ.fache, vollstindige Betrag einer Vorzahl folgendermaben lautet:

EJ.di= jj\JL N, ';_f ds Jj.w,f u’} ds i ;T— % Qn Qi ‘: ds z.fﬂk -”ﬁ}r ds.  (299)

Da der EJ fache Betrag der Forminderungen aus diesem Grunde bei der Be-
rechnung statisch unbestimmter Tragwerke die Regel ist, werden in Zukunft zur
Abkiirzung des Ansatzes die E]J -fachen Betrige der Verschiebungen oder Ver-
drehungen mit 8z, 0xx, Sk bezeichnet. Der absolute Betrag von [, ist nur zur
Berechnung von d;, und é;, notwendig.

Die analytische Berechnung der Vorzahlen und Belastungszahlen zwingt in der
Regel zur Aufteilung des Integrationsbereiches in einzelne Strecken I, deren ela-
stische Eigenschaften durch ein mittleres Trigheitsmoment [, und eine die Quer-
schnittsgestaltung bestimmende Funktion I»lJ = &, beschrieben werden.

Tl iz g Nl T T TR A fas
biv=_" -j.u; Fsi du= [.w,. MyFdss b= 25| My Mo _;'3“"\
; “ - (300)

AR
Skr }-_'j‘.‘.':f[‘,\f’,‘x,!sfs ,L-l.wt"’f ds);  Su=—EJ ZCud. J

he i '

h h

Die Integrale werden nur dann formal integriert, wenn Ju/J und F,/F konstant
sind oder durch eine leicht zu integrierende algebraische Funktion ersetzt werden
konnen.

In vielen Fillen ist & = J/J = 1 oder J,/J cos« = 1. Die Rechnung ist dann
besonders einfach. Sie wird mit Hilfe der Tabellen 12 und 16 ausgefiihrt. Andere An-
nahmen iiber die Funktionen J,/J und J,/J cose sind in Abschn. 18 und in den
Tabellen 13 bis 15 ausfiihrlich erértert worden. Dasselbe gilt von der numerischen
oder graphischen Lésung des Integrals.

Die EinfluBlinien der iiberzihligen GroBen setzen sich aus den erweiterten Biege-
linien §,,5(k = 1...n) zusammen, welche fiir den Lastgurt des Hauptsystems be-
rechnet werden. Dies geschieht nach den Angaben in den Abschnitten 20 und 21,
Sie werden je nach der Richtung der wandernden Last P, = 1¢ in senkrechter,
waagerechter oder beliebig schriger Richtung aufgetragen.

Berechnung der virtuellen Arbeit in statisch unbestimmten Systemen mit
einer Zerlegung der virtuellen Belastung. Die Vorzahlen of5", {5 ™ und die
Belastungszahlen 845" der Elastizititsgleichungen fiir das (» — ) = rfach statisch
unbestimmte Hauptsystem werden nach S. 158 als Ausdruck fiir die Arbeit einer Vvir-
tuellen Belastung 1, bestimmt. Sie bedeuten geometrisch den EJ,fachen Betrag
der gegenseitigen Verschiebung und Verdrehung der Ufer eines ausgezeichneten
Querschnitts & des Hauptsystems im Sinne von — X,. Der Einflub der Léngs-
und Querkrifte wird auch hier nach Abschn. 18 vernachlissigt, so daBl nach (289),
(291) und S.160 die Ansitze eines (n — h) =rfach statisch unbestimmten Haupt-
systems folgendermalen lauten:

e I

. e b dn v1J J
1 an = e | prdrge. g — Y ‘ Arie) a3 e
L a&.i. > hf Il-” J @53 lj( ki = ) J,A;i “Lf.li]“'ﬁ ! 7 ds;

(301a)

.
1§ 8f3 = _l j A J.Mif'l M J} tds,




Berechnung der virtuellen Arbeit in statisch unbestimmten Systemen, 161

b ds
F < F, . J
ke k
a5 \.-T I ir) £ 1 ] gir) At
EJ, 2, _ N tds : Myt ——és |, (301b)
h A E .
] .Jrc \_“r AL AT L) JLRI \.1.Jrc AL AL .J'l.h 7 o o ot £ | |
gt = F. L F, N N§ o ds+ 2 7 M M 7 ds—EJ, 2Clid,. !
h h J

Die Rechenvorschrift (301) 4Bt sich wesentlich vereinfachen, wenn die virtuelle
Belastung 1§ des rfach statisch unbestimmten Hdl]["lq‘,‘-ta ms durch die ihr dqui-

valenten duleren Krifte 1{9, VI (H =1 ... r) eines darin enthaltenen, beliebigen,
statisch bestimmten I‘i:Llll?t}-VhTHﬂ:\ mit d( n Uberzihligen Yy ersetzt wird.

1P = (10, Yoy, (H=2L...%)s (302)

In derselben Weise kénnen auch die Komponenten &ff}, 6% ... des Verschie-

bungszustandes des statisch unbestimmten Hauptsystems als im. tion der wvor-
geschriebenen Belastung ‘B und aller {ibrigen duBeren Ursachen aus der Forminde-
rung eines statisch bestimmten Hauptsystems abgeleitet werden. Die Forminderung
wird, abgesehen von der Temperaturinderung und Stiitzenbewegung, von einer
Gruppe von dulleren Kriften hervorgerufen, die aus der Belastung 8 und den ihr
zugeordneten statisch unbestimmten Schnittkriiften Y} besteht. Diese enthalten
unter Umstdnden auch Anteile aus Temperatur- und bluizenﬁnch-rung.

F
O =8 — SO VR, 8= — Somvey: | o
H=1 Hu=1 (303)
o) — &0 j(0) 1 D). 7o) (o) 0) 710 [
éx 2 i + oY + o }}m Y Ho T + Y }Ha' J

In Verbindung mit (302) ist

1 8, = 10 8k, — STV, 85 = 10 8¢%, (H=1. ) ] 304)
1810 =108 — SYP. 8 =108)7, (H=1...r), ), | ;

da die relativen Verschiebungen o'y, 6§} der Quersvhnim- H des statisch un-
bestimmten Hauptsystems nach Vorschrift Null sind. Die Ansitze (301) zur Berech-
nung der Verschiebungen eines statisch unbestimmten Stabwerks werden daher nach
der folgenden Rechenvorschrift abgekiirzt:

1 &) = 19 §fn) = 2’; f‘”i'w M) ‘—5’9:!5; 19784 =10 8} = J{; j M .u;ﬂ{r L
A
h h

e . y ) [ {5 -Jr 1F =f i o 3
1 ofn) = 119 85 = Eij‘”?’ M;;l{r“! ds; dP SR =108l === Yce J-:\f“ Nir E;_’.' ds
A

F, o= Fy
h

" e
+ 2&}: j..U'utu- M -_?(js +E]J. Z[ INF' a;ids +j;wio: _'1%,55 |;
h h =

fi

F e 7 T
108 =10 s =Jde SEe | yowor Erge o Ve fuw' Minidds _EJ, ¥ C94,.
O =11 F, -—'-> 7y J TR e e Iny i fo &

Die virtuelle Belastung — X, = 1 wirkt hier an einem beliebigen, in dem rfach
statisch unbestimmten Hauptsystem enthaltenen statisch bestimmten Stabwerk
und erzeugt in diesem die Schnittkrifte Ni®, M{®. Sie treten in den Integralen
an die Stelle von N{, M{" des rfach statisch unb{‘wtlmmien Hauptsystems. Der

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neadruck. 11

' (305)
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uf diese Weise kleiner, daher sind auch die Ansitze fiir

Integ |1lun-1u-'lln.|l a
82, 8¢} einfacher und im Ergebnis genauer. e
""Der Ansatz (b) zur Berechnung von A iiberzihligen (}r{'ulf-.-;.'. Xp(h=1...h)
aus einem rfach statisch unbestimmten Hauptsystem kani hiernach folgender-

malen entwickelt werden:

X4 ; X, 801 Loe e X0l =8,
-\-l (1 10} ")_i,r[ ] (1] _! 0 i
7 y T
e gs 4 [y e-m e as
me o oo el O 7L as
- } { i 7 i
4 ‘\ l._. " -.\.;.._ \J 3 _-':-.l. ds i\ _lur:::n-. 'll,r SN .::-_ as [3:06]
Lo I ATL00 (A=) N (n=h) \":._—.';-} F. is - ”f L)) r \fis=h)_L Q _{_ '|l_|r'“"-f:' 'Ir‘
= F, j Lt S e m4AYy SO F Ho .J 0 I
T™ {1 )] b 1 '.'.'1 .'\ = L% LU |
E _Jlrc - N ;.I oL b S ‘J il\ i i P { ok ] . |

Werden die Verschiebungen dii, 6ff] des rfach statisch unbestimmten Stab-
werks aus (B, ¢, 4¢, A,) oder aus — X; = 1 nach (305) in einem statisch bestimmten
Hauptsystem abgeleitet, so ist

];-.ni (5: = l:;..'m '}";\.“:- I 1] (\}

e pres 1980 = 1080 + 10 8%y, . (307)

Der erste Anteil kann als die Arbeit einer virtuellen Belastung nach Abschnitt 18
berechnet werden. Der zweite Anteil ist, nach Maxwell umgeformt,

1080 rg0=— Y208k 10002y, = —IYH:0f, (H=1...r) (308)

ittkrifte des rfach statisch unbestimmten

1

die Arbeit der statisch unbestimmten Sch
Hauptsystems aus den vorgeschriebenen duBeren Ursachen mit den Komponenten
o des Verschiebungszustandes des statisch bestimmten Hauptsystems aus
Xype= L

Die Vorzahlen 13" - 0 und die Belastungszahlen 13"« 6% werden daher nach (306)
als Funktion von inneren, nach (308) als Funktion von dulleren Kriften berechnet,
so daB mit dem Vergleich eine Nachpriifung der Ergebnisse erreicht wird.

Berechnung der virtuellen Arbeit in statisch unbestimmten Systemen

mit einer Zerlegung der Verschiebungen. Die gegenseitige Verschiebung oder
Verdrehung d;¢s, di1 der Querschnitte (k) eines rfach statisch unbestimmten Stab-
werks kann ebenso wie die virtuelle Belastung 17 in (302) auf ein statisch be-
stimmtes Hauptsystem bezogen werden. Sie besteht dann aus einem Anteil dil),
welcher von der Belastung 5§, der Temperaturinderung und der Stiitzenverschiebung
herriihrt, und einem zweiten Anteil aus den diesen Ursachen zugeordneten 7 statisch
unbestimmten Schnittkriften Yi's des “;‘sul]rf&}'slu]i[ﬁ..

1;'5:{ — ]; fﬁ;\i“, — lr rjk:l"‘\_.'- ¥iis 2 ];‘l I'j’ P = I’f)_'lI i

(309)

Da nun auch die Belastung 17 auf ein statisch bestimmtes Hauptsystem bezogen
und durch eine dquivalente Bumtuug 1, Y% (H =1...r) ersetzt werden kann,
so 1st nach Maxwell

r '-""!. A £r) al 1= Lo} (i} iny i

k ék.,:_ — ]|l.' f ol i | bk _'}I! = S H-': rj‘ff \1"[{ —— OIL T \ } 2 dfja1

iy giry 120} b RiF
1" 0k = 1078 — 3TV 0% .
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Da ferner die Verschiebungen 4{). des statisch unbestimmten Hluptsystcms nach
Vorschrift Null sind, so ist auch (llL Arbeit der Kriifte Yg's, Y& Null und damit

4

li.” (5:"? llr‘ 6'01 . nr] hlr] 1[1-'5 61(” [:] IOJ

Die Verschiebungen eines statisch unbestimmten Stabwerks kénnen daher im Ver-
gleich zu (305) auch folgendermalen berechnet werden:

180 — 10 5(0) - z’l-j:f.wgu_rgl-*-f;,15; 107810 = 1080 =Ej:jﬂ:f,“”.1ﬁ“"‘;*dx;
h i

li_rl a1 = ].E-”‘jm - __}_.T j:J M MO J}h ds; W8N — — EJ. JCRnA,;
e =110 =EJ, \J Ve tds IU'” o (“d 1|
1 L d
Die vollstindige Elastizititsgleichung (%) eines in der Form b nach (294) ange-
schriebenen Ansatzes liBt sich ebenso umformen:
X, 60 +- - X, 600 + .. - X, 600 = 51--’*1 -
X, (1060 + - - - X, (10 08) + - - - X, (19 88) = 10 2
[ in.- }u,m]"e m-m g e 2 74
X L f\ NO e gs +Jlf M “rds| +
4+ X k| - J'\ {n—h! ‘h'm Sds —f—jU“‘ B Ao h {fs_| By
i ? _J{r T{n— AT lT_l: . =N jr .
+ '1Lh.'|.i.- ]M NN s -I-j-”i- MM ffs - (312)
et ’F‘ (1= k) r[mrr {n—h) HJ!'"II
..j“]x NP S ds 4 Ju M5
+EJ, 'L _[.\-'}:"*” oyt ds —:Pj‘_wg."—’"’ﬁ ds — YChMA4, |
Da die virtuelle Belastung 1{"’ nach (302) durch 1, Y0} (H = 1. . .7) iquivalent

ersetzt werden kann, ist
I;__ﬂ !s}jkn_;_: = 1:[,-”]53'-’;;- \T}’CLH ‘SH . ]-E-ﬂ a'i-ail = liﬂia:{m 2' y{m 51“] : {313)

Der erste Anteil der Ansitze besteht aus Verschiebungen eines statisch bestimmten
Hauptsystems durch (R, ¢, A¢, 4,) oder —X; = 1, die nach Abschnitt 18 berechnet
oder aus Tabellen 12ff. entnommen werden konnen. Der zweite Anteil ist die Arbeit

der statisch unbestimmten Schnittkrifte Y, (H = 1...7) aus der virtuellen Be-
lastung — X, =1 mit den Komponenten dg's, d5; des Verschiebungszustandes

des statisch bestimmten Hauptsystems. Die Vorzahlen werden auf diese Weise als
virtuelle Arbeit von duBeren Kriften angegeben. Der Vergleich mit (311) bildet
wiederum eine Priifung fiir die Richtigkeit der Rechnung.

Die Elastizititsgleichung als Minimalbedingung der Formanderungs-
energie. Die Forminderungsenergie 4;, die Ergiinzungsenergie . 4F eines Stabwerks
oder die erweiterte Funktion . A ¥ ist Imth (37) bei Gleic hgev.ldlt der inneren und
duBeren Krifte ein Minimum. Da nun die statischen Redm"ungm durch beliebige
Annahmen iiber die Selbstspannungszustinde X, (k = 1...#) erfiillt werden, er-
halten diese in den Funktionen A;, A%, AT* die ]{igmf-c]mh von unabhingigen
verinderlichen GréBen, nach denen die Funktionen partiell abgeleitet werden kon-
nen. Nach dem Minimalprinzip E. Castiglianos entstehen daher bei n statisch
iiberzithligen GroBen mit » partiellen Ableitungen nach X, die folgenden n Be-

11%*

(317)




Die geometrischen Bedingungsgleichungen.

164

dingungsgleichungen:
ad, DA% d A¥X*
—=10; L =10; —_ =
dX, vs X, : X, !
Diese geniigen, abgesehen vom Ausnahmefall, zur eindeutigen leiu:lmu_[m :th-r
i iiberzihligen GroBen X, die hier nicht mehr auf den Begriff der einzelnen Schnitt-
krifte beschrinkt werden mussen, sondern beliebig aus ihnen zusammengesetzt sein
kénnen, wenn die Gruppen unabhéngig voneinander bleiben.
Die Ercinzungsenergie eines Stabwerks, dessen Symmetrieebene mit der Kraft-
ebene zusammenfillt und dessen Spannungen nach den Regeln der technischen Biege-
lehre berechnet werden, ist nach (158) und (163) mit den vorgeschriebenen Stiitzen-

(B=1...n). [314)

verschiebungen
e EpANE L My N VO a1E)
Al = 3 Jﬁ EE T I'Jf} T &F -;I ds g ﬂ‘. . {31!3.’

Soll auBerdem eine Temperaturinderung des Baustoffes beriicksichtigt werden,
so tritt hierfiir die Funktion
. I prN? M3 N P oty A 1Y : .
4% — S Hihenoct P0G ) Nat-+M2"\ds —3C, A, . (318
ar= [+ 57+ o)+ [(Nor+ M E)ds —3C.4,. (a16)

Die Stiitz- und Schnittkrifte sind nach dem Superpositionsgesetz Funktionen
der unbekannten X .. Als Ansatz wird (288) gewihlt.
B =) G X =X, — e — X Gy,

=0
NNy =R N RN, e Ny — X N
Ml — X My KMy v XMy — o= X M,
{n.] = — -Tl = "‘:2 g =—isits ‘Y.‘. l‘\.}n g = :“.n [;"]?I

Die partielle Ableitung der Funktion 4}* nach X, und damit die Minimalbedin-
gung k ist

rN oN M 8A r N
J Ly P M s + | x Q 99 4 J — o tds

gFax Bt Ejox CEIX, X,
P oM e, Al = N7 dC, et b
' J VX, ® GS— 0 X l, =0. (317)
Mit
dN ; aM aQ Jac 5, -
=N e M, =0, ox=-—C (I8

wird dieselbe Elastizititsbedingung erhalten wie unter (286), welche mit dem An-
satz (288) weiter entwickelt worden ist.

Die Ableitung der Elastizititsgleichungen mit dem Prinzip E. Castiglianos
nimmt im Gegensatz zu der anschaulichen geometrischen Methode nach (293) die
Zwangliufigkeit der mathematischen Behandlung als Vorteil fiir sich in Anspruch
und. bietet die Moglichkeit, aus statisch unbestimmten Schnittkriften Yx neue
iiberzihlige GréBen X, zu bilden, mit denen Ansatz und Losung vereinfacht werden
kénnen. Dies wirkt sich jedoch meist nur in einzelnen Ausnahmefillen aus, so dab
die Losung nach E. Castigliano in der Regel einen Umweg bedeutet, da der Ansatz
(293) und seine Ergiinzung durch den Abschnitt 19 die Elastizititsgleichungen be-
reits in integrierter Form bieten. -

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wird jede Elastizititsgleichung in Zu-
kunft nach dem Ansatz (293) oder (294) entwickelt.

Worch, G.; Beispicle zur Anwendung des Reduktionssatzes. Beton u. Eisen 1924 S. 39
— Pasternack: Berechnung wvielfach statisch unbestimmter biegefester Stab- und Flichen-
tragwerke. 1. Dreigliedrige Systeme. Ziirich 1927.
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25. Die Grundlagen fiir die Bildung der Matrix.

Ansatz. Die # Elastizititsgleichungen zur Berechnung von n iiberzihligen
GriBen X, aus einem statisch bestimmten Hauptsystem erhalten nach der Be-
griindung in Abschnitt 24 folgende Form:

-'YI 6“ ER -XE ake i -er a.f;k = AN ‘-!{n—l é;‘.-[u—n + -'l';n (S_L.” = éf.a .

Bei einem (# — k) fach statisch unbestimmten Hauptsystem erscheinen nach (204)
die Verschiebungen &, é2~™, 6% ™. Die # Gleichungen werden zur besseren
Ubersicht in einer Zahlentafel (319) zusammengefaBt:

S X Xy Xy ir : X

‘511 : 612 l | l5’-51nc-—u f-su.- 'S!(M-A-ll 'snn—n din fjm

Oy | O Btk 1) dy g e 41y | O tn—1) O n Oa

Oy diq | Brie—1) (159 Orean | Jetn—1 Oin dig (319)

| | :

a‘“-—]'l éfﬂ'-l.l'.‘. :él'l"'.l.il“f-ll 'Esl'i—llt 1-Elli—lilfk+1i aiﬂl—tllﬂ—l.l 6{“—1"“ |ai"'--'i“i-

Oy I (2 ‘ LY Onz Opisn) Gntn—1 Oin Sno
Fiir den allgemeinen Belastungsfall tritt an die Stelle von 6,

O = Oro+ Ope + Op, -

Die gegenseitigen Verschiebungen oder Verdrehungen 8., .... 0., ... der Ufer
des Querschnitts (k) infolge von — X, =1 (h=1...#n) werden als virtuelle Ar-
beiten 1,8, ... 1.*8.p . . . der Kriiftegruppe — X, = 1 berechnet. Sie erhalten den

gleichen Richtungssinn wie die Krifte — X,.. Die Summe der Vorzahlen einer
Zeile (k)

Oyt 0ot e o Oppgt - dpp=20cx, (320)
kann als die wvirtuelle Arbeit der Kraft — X, = 1 bei einer Formiédnderung des
Hauptsystems aus dessen Belastung durch — X; =1.--— X, =1, also durch
die Nachrechnung von 1,:8;» gepriift werden. Hieraus entsteht mit k=1,..n
k=n

2oz =1583

k = [611 “=ia e -(E'“,‘) v (JEI i 'aEN.‘]; S ('rjnl_:_ Tk 'éﬂn) {32'1}
¢=

und damit eine allgemeine Rechenprobe fiir die Richtigkeit des Ansatzes.

Die Matrix der Elastizititsgleichungen ist mit é;, = d,; zur Hauptdiagonale
symmetrisch. Die Tafel (319) kann daher abgekiirzt angeschrieben werden. Im Grenz-
falle sind entweder die n iiberzahligen GriBen in allen # Gleichungen enthalten oder
sie sind unabhiingig voneinander. Die Matrix ist dabei voll besetzt oder auf die
Hauptdiagonale beschriinkt. Die Nebenglieder sind dann Null, Beide Grenzfille sind
Ausnahmen. Der Aufbau der zahlreichen, fiir das Bauwesen charakteristischen,
statisch unbestimmten Stabziige fithrt vielmehr zu ausgezeichneten Klassen von
mehrgliedrigen Bedingungsgleichungen. Sie unterscheiden sich nach der Anzahl der
Unhekanntr-.n, die in jeder von ihnen auftreten und den aufeinanderfolgenden Glei-
chyngen gemeinsam sind. Die Zuordnung der iiberzidhligen Gréfien begriindet in der
Regel die Zusammenfassung einer ungeraden Anzahl von ihnen, also drei-, fiinf-,
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sieben- und neungliedrige Gleichungen. Aus dem gleichen Grunde enthalten die
ersten und letzten Gleichungen des Ansatzes im Vergleich zu den mittleren eine ge-
ringere Anzahl von Unbekannten.

Auflésung und konjugierte Matrix. Die Auflosung einer Gruppe von # linearen
Gleichungen begegnet in formaler Bezichung keinen Schwierigkeiten. Jede Un-
bekannte kann mit den aus der Determinantentheorie bekannten Symbolen unmittel-
bar angegeben werden.

Dy s Dy 8

- D, it . gk g | nk & e
Xy = D =D %t O30+ * * * =5~ Ono- (322)

In diesem Ausdruck ist D;, die Adjunkte zu der Vorzahl §,;. der Matrix. Sie entsteht
aus der Nennerdeterminante durch Streichung der t¢ten Zeile und der Aten Spalte.
Ihr Vorzeichen wird durch (— 1)#** bestimmt. Dem Bruch D, /D = fi;, liegt ein
ausgezeichnetes Hauptsystem zugrunde, Er ist von der Belastung unabhingig und
allein durch die ;,:rgo}n{-h‘isr]mn und elastischen Eigenschaften des Stabwerks be-
stimmt.

JL—;‘.- = .I!LJ:I & ESlfl L, ['-::e k fjau =i JII?-\ k ‘5.'.-9 P IHJ! k ﬁﬂ 0 {323)

Mit 6, — 9, wird nach einer Vertauschung der Zeilen und Spalten der Determinante
ebenfalls D, = Dy, damit auch f;; =f,; und

Xi= Bt Bribiot - - - Prrdpo+ =+ * PrnOno- (324)

Hiernach erhilt fi,.; die Bedeutung der iiberziihligen Grole X, wenn die Belastungs-
zahl d;4 allein gleich 1 und alle iibrigen é,, Null gesetzt werden. Der Index 4 durch-
liuft dabei die Zahlenreihe 1, 2 iiber £ bis n. Bei n iiberziihligen GréBen X, ent-
stechen auf diese Weise der Zahl nach n® Vorzahlen fi;;, von denen jedoch nur
1/2:n(n 4+ 1) untereinander verschieden sind. Sie werden auch hier unabhiingig von
der Belastung allein aus den elastischen Eigenschaften des Hauptsystems Lestimmt
und bilden, als Spalten einer Tabelle angeschrieben, die konjugierte, zur Haupt-
diagonale symmetrische Matrix zu {319)

ém ‘S:u él’k-—ll&l ")xu ‘!’[h—:u-n '54--110 dnl}
'YI rgtl. | .312 | | ﬁiﬂ—!l IHIH I :rl}l[k-‘li ‘ ﬁlfn—ll ﬁln
X‘a ﬁil 1821 | ﬁail—ll ﬂzk ﬁﬁ[k.p]) ﬁ!lq_“ ; ﬁgn

X | B | B | | Boawt| B | Bruen | | Bacw | B | (320

ﬁln—l]l ﬂtl—],lt ﬁ[ﬂ-][lk—]l !ﬂhl-lll ﬁfﬂ—ll‘[t+1b :ﬁtn—]lln—ﬂ .ﬁbu—],!n

i

Xu -‘qﬂl | .5.; [ ﬁnlw—u ﬁnk ﬁn_lh-n ﬁnin-—” : -ﬁ“

Die Auflésung der geometrischen Bedingungsgleichungen mit Determinanten ist
nur bei einer Verkniipfung von wenigen Unbekannten méglich. Bei groferen An-
sitzen wird stets nach den Vorschriften des Abschnitts 29 gerechnet. Dies geschieht
bei vorgeschriebener Belastung unter Einbeziehung der Belastungszahlen. Bei

mehreren Belastungsfillen wird in der Regel die konjugierte Matrix der Vorzahlen B
(325) verwendet

Xe=2 Bridio (k=1...n). (326)
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Werden an Stelle der Vorzahlen §,; der geometrischen Bedingungsgleichungen (319)
gur Vereinfachung der Zahlenrechnung Vielfache dieser Werte, also ¢d;, verwendet,
so ist :

i=n
Xy=2 Biilcdio) (f=1...n), (327)
t=1
Die Glieder der konjugierten Matrix fi; = fixsfc (k=1...n) werden dann fir

{¢d;0) = 1 berechnet.

Steht eine wandernde Last P,, = 1 in einem beliebigen Punkte m des Lastgurtes,
s0 ist 849 = Oxm die Ordinate der EinfluBlinie der gegenseitigen Verschiebung (k)
des Hauptsystems. Sie wird nach Maxwell als Biegelinie des Lastgurtes fiir — X, =1
berechnet. Demnach entsteht die Einflublinie

i=fn
X}.‘ =._'11 ﬁkiﬁmi {k:] ...”) (3:8:’
=]
durch Uberlagerung der mit den Vorzahlen f§; erweiterten Ordinaten der Biege-
linien 8,,; (i=1...n) oder als einzelne Biegelinie des Lastgurtes unter der gemein-
samen Wirkung der iiberzidhligen Grofen
_Xlz.&lkl "'_}L'fz}enks '-\'n=ﬂleﬁ'

am Hauptsystem.

Die Aufldsung der Matrix wird durch Einsetzen der einer vorgeschriebenen
Belastung zugeordneten Wurzeln X, in die geometrischen Bedingungen (319) nach-
gepriift. Dasselbe gilt von den Vorzahlen ;. Sie miissen den Ansatz (319) mit
dem Leitwert 4, also mit den Belastungsgliedern d, =0,...8;=1,...0,=0
identisch erfiillen.

Fehlerempfindlichkeit der Losung. Die Fehlerempfindlichkeit der Lisung
kann entweder nach dem EinfluB von Fehlern in den Vorzahlen d;, aus ungenauen
Annahmen oder nach dem EinfluB von Abrundungsfehlern in der Zwischenrechnung
beurteilt werden. Sie unterliegen gleichen mathematischen Kennzeichen, da die Ab-
rundungsfehler als ungenaue Vorzahlen des Ansatzes gelten kinnen.

Die Wurzeln der Lésung werden nach S. 166 mit X, — D,/D angegeben, so dal
mit der Nennerdeterminante D auch deren Fehler allen tiberzdhligen Groben X,
gemeinsam sind. Daher untersucht A. Hertwig den EinfluB der um -+ Pixdip VoD
dem wahren Betrag 8,, abweichenden Vorzahlen (d;) - p¢0y;) auf die Nenner-
determinante D. Wird #;, = p konstant angenommen und darunter ein griBter oder
mittlerer Fehler verstanden, um den sich alle Vorzahlen von den wirklichen Werten
unterscheiden, so ist mit D' = D + AD fiir (8;z + p ;) an Stelle von 9,

ADy

: i D, - D, AD
D, Dy _ D: = (1 -5 =X:(1—9g). (329

s e S o Y R Y 1

'

Xk
Der Fehler p der Vorzahlen ist eine kleine Zahl, so daB die Entwicklung der Nenner-
determinante D' als Reihe von Potenzen in p mit dem linearen Gliede abgebrochen
werden kann. In diesem Falle ist

AD _ FpbénD - .
G = PG =Zpdubu. (330)

Der Unterschied pX; wird im Vergleich zum wahren Wert der Wurzeln X am
groBten, wenn die Summe nur aus positiven Gliedern besteht. Die Fehlerempfind-
lichkeit der Losung wird daher unter der Annahme eines Betrages -4 p, also eines
Fehlers

'-uixrl i 1 e
p=p 2100 =2+ 3 5] furdue| (331)
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Die Schnittkrifte des statisch unbebtxmmtul ‘ilubwerks Die stati
tiberzdhligen Schnittkrifte X, aus den vorgesch 1 Ursachen (B, ¢, 4,) sind
neben der Belastung B duBere Kriifte des Hau ._\_er.f*.rn-:. Die Schnitt]
Verschiebungen lassen sich daher den Abschnitten 13ff. und | i ff. wie bei
jedem statisch bestimmten Stabwer ir eine Belastune aus B und X, (& 1...%)
berechnen. Sie kénnen aber auch nac 289) durch die Qil]jlﬂt_'!".\.l'iﬁt
Uberl: Mousw. mit C,.» X, My X,
USW. ( . [ usw, angeschrieben werden.
15w, sind einzeln und daher auch nach

ren und negativen Beit
' f:.\l*'f;.llufﬂ"'

i

rerung einzelner statisch bestimmter Bei
r einzelner

Verschiebung

Die statisch bestimmten Schnittkrifte M, J
der Gruppenbildung im Sinne von (284) im 1igewicht.

Die Einflulllinien der Schnittkrifte wn-rc]vn muh denselben Regeln aufgezeichnet.
Sie entstehen entweder durch die nnmittelbare {berl erung der Anteile M, mit
M, X, nach (288) oder durch die Verwendung der Ans: X . In diesem
Falle ist

e 1SW. mit

M=M,—SMX, s e O L :
% T
=T ht’) - _l. .-]"r.-' .l‘.lr}l iPmils . I:_-}II __:',i(:]
i k

(332)

Die EinfluBlinien s
unri einer resultier

ach aus dem statisch bestimmten Anteil M,, @
zusammen, die entweder durch Uberlagerung von

1 Biegelinien oder ebenso wie auf S. 167 als cinzelne Biegelinie des Lastourt
H.lll!‘!"h‘natt.ln fiir Krifte — X M,

1 ]J]{ 'fL_- |,“'|I

es des

=1...n) gefunden wirc

Nachpriifung :ler huntlmm.n des ‘:Hbmgs als Rechunpmba fiir die
Schnittkrifte. Da die statischen B rungen durch die Art der Untersuchung an
jedem Abschnitt des Stabwerks von vornherein erfii " t sind

kinnen die Stiitz- und

R : = Frsinte

Schnittkrifte des statisch unbestimmten '.“I:'.]‘.-\\'l_':l'f{.-'u (C,N,M,Q)
(C,N,M,(

nur durch die
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Untersuchung des zugeordneten Verschiebungszustandes als richtig festgestellt wer-
den. Dies geschieht durch Nachpriifung der Randbedingungen des freien Stabwerks,
welche durch die Abs tiitzung vorgeschrieben sind und durch Nachrechnung der
relativen Be Wegung o ™ der Ufer von # Querschnitten, Das Ergebnis r):'” = 1)
(q. —1...n) bestitigt die Ri chtigkeit der Rechnung. In der Regel begniigt man
sich mit einzelnen fiir die Nachpriifung geeigneten Ansitzen. Dabei sollen die Bie-
g11t]z:f-l‘[‘1c1tm‘ht{~ M, (171) in einem moglichst groflen Bereich des Stabwerks vorhanden
sein und sich von den Biegungsmomenten M, wesentlich unterscheiden.

Ergeben sich die 8™ == 0, so muB diec Rechnung wiederholt werden. Eine
Abschatzung des Fehlers df" = A in seiner Bedeutung fiir den Spannungszustand
geniigt nur bei kleinen Unterschieden. Sind die Vorzahlen 0;; der Elastizititsglei-
chungen richtig, so konnen die 8" = A zugeordneten U nterschiede A X, der iiber-
zahligen GroBen mit den Vorz: hlen der konjugierten Matrix ausgerechnet werden.
Um sich jedoch von allen Voraussetzungen der vorhandenen Lésung frei zu machen,
wird die dem Fehler 6/ = A zugeordnete Anderung der Stiitz- r:{ln Schnittkraft Z,
in einem (7 — 1)fach statisch unbestimmten Hauptsystem festgestellt. Bezeichnet Z,
die genaue Stiitz- oder Schnittkraft, Z§ ihren fehlerhaften Wert in der vorhandenen
Lisung, so bestehen die folgenden Beziehungen:

oD — 2,80 =0,
oy — 2o = 4.
Die Subtraktion dieser Gleichungen liefert den Fehler
AZ = Z, — ZF = A3l (333)

Er laBt sich zur Vereinfachung der Rechnung mit

AZ,= A8 < AZ, (334)
abschatzen,

Das System wird daher von den Stiitzen gelést oder an einer geeigneten Stelle
durchschnitten, um die ihrer GréBe nach bekannten gegenseitigen Verschiebungen oder
Verdrehungen als Funktion der nachgewiesenen Schnittkrifte nach Abschnitt 131,
zu berechnen. Die virtuelle Arbeit 1{".6{ ist dabei Null oder vorgeschrieben, Sie
kann nach (293) als Funktion duflerer Krifte angegeben werden:

10 3 = 10968 = 1980 — 3 X0 60) (335)
Fmi

In der Regel wird jedoch die virtuelle Arbeit der inneren Krifte nachgepriift, so daB
mit der {iblichen Abkiirzung In‘:igcnde Gleic.']mm{ identisch erfiillt sein muB:

{6y = 11V o) = J. N{©] \“' tds 4 j M©® M ;;F ds=0. (336)
Fir die Schnittkrafte aus —i:?nqwr:Lf ur- und Stiitzenbewegung ist
ltf!] aim — "r (o) tn] i (0} Jfin) o I ; 4
i 4 IJn\ N{ = . ds [U M| 7 ds
[ ¥ { M’Jl' Pror
+-E_f¢i r~ N ot ds -} l'_MiD]IF; fﬁsN‘ =0, (337)

108w — .giij’,.\-*gm- L s 4 j M© M j ds —EJ,3C9A,=0.

Die Schnittkrifte M{® eines geschlossenen oder beiderseits eingespannten Stabzugs
sind in Abb. 153 eingetragen, so daB durch die Kontinuitiit des Stabwerks am Quer-
schnitt ¢ die folgenden drei Bedingungen nachgewiesen werden miissen:

zj‘l-"lf!f" ‘-';‘ ds =0; i‘f v M J’;‘ ds=0; '?‘J‘:cM‘m Jegs—o. (338)
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In diesem Falle ist die Summe der positiven und negativen mit [ /] reduzierten
Momentenflichen aus der vorgeschriebenen Belastung Null. Dasselbe gilt von ihren
Momenten bezogen auf die Achsen # und v.

Abb, 163,

Wahl des Hauptsystems. Das Hauptsystem soll nach diesen allgemeinen Ge-
sichtspunkten, abgesehen von besonderen Ausnahmen, kinematisch starr sein und
keine unendlich kleine Beweglichkeit enthalten. Dabei sind die statisch unbestimmten
Schnittkrifte derart auszuwihlen, daBl die Schnittkrifte des Hauptsystems der
GréBenordnung nach mit denjenigen des vorgelegten Stabwerks iibereinstimmen
und der dem Ansatz (285) zugrunde liegende Stabzug nach Moglichkeit symmetrisch
ist. Zumeist ergeben sich Vorteile fiir die Losung, wenn alle iiberzihligen Grélen
die gleiche Dimension besitzen, also entweder Momente oder Krifte darstellen. Die
Brauchbarkeit des Hauptsystems zeigt sich im Ansatz durch kleine Verschiebungen
8, relativ zu 8,,, also durch geringe gegenseitige Abhingigkeit der iiberzihligen
GroBen. Die Auflosung des Ansatzes wird um so giinstiger, je enger der Bereich ist,
in dem sich die Schnittkrifte M, M, aus den einzelnen BI'-E;!r'-ill[lg:-i?.uhlii.[hI{'ﬂ
— X; =1, — X, =1 iiberlagern. Je kleiner die Schnittkrifte M., M, des Haupt-
systems aus den {iberzdhligen Grifen im Verhiiltnis zu denjenigen sind, welche allein
durch die Belastung hervorgerufen werden, um so zweckmiBiger ist das Haupt-
system zur Abminderung der mit jeder Superposition verbundenen Fehlerquellen,
Fiihrt die Untersuchung zu EinfluBlinien und daher zur Aufzeichnung von Biege-
linien des Lastgurtes, so verdient der einfache oder zusammengesetzte Balkentrager
durch die einfachen Stiitzenbedingungen als Hauptsystem den Vorzug.

Pirlet, J.: Fehleruntersuchungen bei der Berechnung mehrfach statisch unbestimmter
Gebilde. Diss. Aachen 1909. — Hertwig, A.: Die Fehlerwirkungen beim Aufldsen linearer
'-.?r]t".lL'..ﬂHﬂ!:l"['l und die Berechnung statisch unbestimmter Systeme. Eisenbau 1917 S. 110. —
Worch, G.: Uber Rechenproben bei der Berechnung vielfach statisch unbestimmter Systeme.
Bauing. 1925 S. 554.

26. Stabwerke mit wenigen iiberzdhligen Gréfen.

Um die Methode im einzelnen anzuwenden und die Auflésung der # Elastizitits-
gleichungen eines hochgradig statisch unbestimmten Systems vorzubereiten, werden
zundchst Stabwerke mit 1 bis 3 tiberzihligen GréBen behandelt.

Einfach statisch unbestimmtes System. Die Schnittkrifte des Hauptsystems
aus Belastung P und iiberziihliger GroBe X, sind nach (288)

C=C—X,C;, N=N,—X,N,, M=M,— X, M,, 0Q=0,—X,0,. (339
Df;‘ statisch unbestimmte Schnittkraft X, wird aus der geometrischen Vertriglich-
keit der Forminderung des Hauptsystems und des vorgelegten Systems bestimmt
und nach (290) mit & = 1 berechnet, ' ;

. ¥ _"\'TU.'.{' : _l,r .:'\, bl ~ w At
11'6!=“=Jq:\\-'1 E _S J“Lri 0: = ‘ .\'lﬁtfdlﬁ - .‘H(l xlj-l ds

3 E] : h
= PO — X | J'-"\'I =+ [ M2 =k (340)




Zweifach statisch unbestimmtes System, 171

Die Superposition der Formiinderung des Hauptsystems aus den vorhandenen
dufleren Ursachen nach (203) liefert folgende Bedingung:

G =0=20gF 8+ 08,— X 0,=0a—Xd,. (341)

Nach dem erweiterten Ansatz vom Minimum der Forminderungsarbeit ist die par-
tielle Ableitung der Funktion A¥* nach X, Null.

aAr* e dN Nds  rdM Mds p dN i
AXy 0 ) BX; EE ) J'Jx‘; E] J o, et en
. M adt 5 N1 ac,
T an 0 s, A
In dieser ist 0C,/0X, = — C,,ON[3X, = — N,,IM[0X, = — M,, so dal der
Ansatz mit (340) ibereinstimmt.
8,5
X, ==
- 'éll

Pl o ; Je o A a, At u T 1
}:..j;xl,\uj—_fers } j;ul My ds+ EJ, W['.\,z, tds "_J"”l s —£ €4,

= T . (342)

T linrs il
}_*‘J x;?_..ds+‘f.1;; i

Die statisch unbestimmte Schnittkraft X, besteht aus drei Anteilen. Die Belastung
erzeugt im statisch bestimmten Hauptsystem die Schnittkriifte Ny, M,, die Tem-
peraturdnderung ist mit (¢, A¢), die Stiitzenverschiebung durch gemessene oder ge-
schitzte Betrige 4, vorgeschrieben. Die Gleichung der EinfluBlinie von X, wird
nach

X, = 0p1/0n (343)
berechnet oder aufgezeichnet.
Zweifach statisch unbestimmtes System. Die Stiitz- und Schnittkrifte ent-
stehen durch Superposition der Anteile aus der Belastung P und den iiberzahligen
GroBen X; und X,.

C=C,—X,C,—X,C,, N=N,—X,N,— X,N,, |
0 1~ 22 ! 0- 1 1 2 2 l [344:‘
M=M,— X, M,— X, M,. J
Die statisch unbestimmten Schnittkriifte X;, X, machen nach S. 164 die erweiterte

Funktion der Forminderungsarbeit A zum Minimum, so daB deren partielle Ab-
leitungen nach X, und X, Null sind.

[ dN Nds aM Mds j- aN =
ST | o T A
d.x, 9X, EF .[6,11 — X,
anl o, ,_“ A ai, ;
+.[ d \ h ds T {Jg\l
dAR* N Nds oM Mds aN )
=== | =0 — - S J' — o, b ds
X, 8X, EF dXx; EJ dX,
oM a5 T L S
+ [ ox; 2 45— 2 5%, Ao,
dN AaM aC
— = —N —=—M,, —=—=C,,
ax, Vi) 02Xy 1 X, 1
dN . aM dC
—= —N = —M,, — = —C,.
dX, N 22 '-’-'*\2 E o X5 s

Der Ansatz ist hier wegen seiner grundsitzlichen Bedeutung fiir die Elastizitiits-
theorie wiederholt worden, obwohl das Ergebnis nach (293) in integrierter Form an-
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geschrieben werden kann. Die Abkiirzung verdient durch

metrische Auslegung den Vorzug.

Stabwerke mit wenigen {iberzihligen Grifen.

die anschauliche geo-

(&i = ) = ‘31 P ,\F! a“ - ‘\Lr.‘: f)l_._ - [j] v (5“| i fsi " -+ f}_. 2
.'52 =) = (52 2 — "Yl rﬁ“ - .‘1_.3 tj._E (5.; o = c)m = c)“ T (.53_1. =
= 8, - 1 & A _’j_l'-' N
A 1 s 2 O1a ‘{q O2 O2s e
gy Uya 3
| A | (345)
N, r)._, X !J?;i - &y % Oay : 1 !l;:ld e rj[ . "5!'_' : .
- Oy Ogg — Uia : T S e dyy /
r-b ('J_\., - 4‘)|._: s
g [ |

Dasselbe Ergebnis entsteht nach (324) durch Superposition der Belastungsglieder.
Die Losung des Ansatzes fiir d;, —1 und dy; = 0 wird mit X, = §,, und X, = j,,,

die Lisung fiir d;; = 0 und 8,y = 1 mit X; = f;» und X, = 8, bezeichnet. Dabei
ist f'_}._.,_ — FJ‘-I._;.
d o — 2 ]. l’S.; ’ .
-~ . l Pun = R P = — ﬁ.'.:' Br1s I
8,2=10] Sy — Oy T.;l' & |
P : o 5 (346)
am=1 [ o= - —; By = — _:;m 3
é| =10 I dgg — Oy - i
011
X;=PBudig + Prabas; Xy= Budi@ + P bac (347)

Das Ergebnis 148t sich unmittelbar mit (345) vergleichen und bildet die Anweisung
fiir die Berechnung der EinfluBlinien der statisch unbestimmten Schnittkriifte. Die
EinfluBlinie X, wird als Biegelinie des Lastgurtes bei der Belastung des Hauptsystems
mit — X, _---_ff“ y — Xy = pyg, die EinfluBlinie X, bei der Belastung mit — X, = fi,,,
— Xy = By erhalten.

Der Quotient 8,,/d;, der Losung kann als die iiberzihlige Schnittkraft X, fiir
— X, = 1 angesehen und daher durch X,, bezeichnet werden. Ebenso liBt sich
{'?13..-;1'?”- Xy als der Betrag von X, infolge von — X, =1 und dy9/dy; = Xy,
Ogp/0zg = Xgy als die iiberzihligen GroBen eines einfach statisch unbestimmten
Systems aus der Belastung P deuten. Daher ist (345) auch
10 — dia X H
011 — dya Xy

dag — Oz Xy
Ogs — gy X;p
Zihler und Nenner sind daher nach dem Superpositionsgesetz die Verschiebungen
6{" , 8" in zwei einfach statisch unbestimmten Hauptsystemen aus der Belastung P
und — X; = 1 oder — X, = 1. Die tiberzdhligen GroBen kénnen daher auch folgen-
dermaflen angeschrieben und berechnet werden:
__ &% .
g3y’

Xy = X — (348)

X, Xy = (349)

Dreifach statisch unbestimmtes System. Die Stiitz- und Schnittkrifte des
Hauptsystems werden nach (288) durch Superposition der Belastung und der iiber-
zihligen Grofen folgendermaBen zerlegt:

Cr=Cal = X;C, —X,C. —X.C,,

N =Ng — X; N, — X, N, — X,N,,
M=Mg—X, M, — X, M, — X, M,, (ot
Q =0 — X0, —X,0, — X30s. ’
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Die statisch unbestimmten Schnittkrifte X, X, X, sind nach (285) durch die geo-

metrische Vertriglichkeit der Formiinderung des Hauptsystems bestimmt.

Xy Xy Xg
(1) | 3y 012 dis | 6o
(2) | 3 | G | B | du (351)
(3) | da O3 | fgg | Ogo
Der Ansatz wird nach S. 166 mit Determinanten aufgeldst.
o g (Oes dgg — O30 Ogz) — O3 (dys '5::3 — dga 15} + dgq (612 Oug s d1g)
ot tiy1 (Gan Bgg — dag dag) — Oy (012 Og3 — B35 dy3) + s (Byg dog — a9 01g)
Bl ty‘m fij-_.-! {333 — l’:l‘-ﬂ ‘};:.'11.' -+ riﬁ, |:C’jl-[ fs;m —_ {5_3;!. alﬂ} e l'iantd‘” (&23 = !511 d]:{} {3‘..-})
BT — 040 (021 05y — 03y day) - Bpa (O O35 — O3 Byg) — Bgg (0)) Oy — Ouy Oy3) it
e B10 (a1 Bas — a1 Gua) — Bag (G411 Ggn — B3y B1a) + Fag (611 Bpe — Gy i)
% O [0y Gga - g1 Ogs) — ag (B11 O3a — Oy S1a) +- rﬁ:l.‘! (Byy Bge — Oy dya) '

Das Ergebnis libt sich nach (324) auch durch Superposition der Belastungszahlen &, ,
entwickeln, Dabei ist fiir

Gig=1, 0=0, 8y=0: X;=8,, X;=ps, Xy=p84,

8y =0, Gypy=1, 653=0: Xi=8: Xi=Pps, X3= P,

0 =0, 0y=0, dyg=1: X, =83, Xy=fs, Xy=ps.

Die Vorzahlen sind unabhingig von der Belastung und kénnen hier aus (352) mit D

als Bezeichnung fur die Nennerdeterminante angeschrieben werden, "

1
P = i) (022 033 — 030 0ny) ;

1 :
B = D (Boy Ogs — 04y Buo) 5 b ]

1
fu=—% (Gyy B35 — Oy Oag) ; l
(353)

Die Zihlerdeterminanten Dy, und Dy, sind einander gleich. Damit ist auch die Be-
ziehung f,, = B, nachgepriift worden.
Die statisch unbestimmten Schnittkriifte aus einer beliebigen Belastung mit
015, 83, g5 sind nunmehr
X1 =Fubo+ frndem + Pis d 2
Xy = P by + Preda + Pasda
Xy = fin 0y ® + .&32‘5235 7 ﬁssaas .

Die Matrix der Losung ist zu (351) konjugiert und mit f;, = f»: auBerdem zur
Hauptdiagonale symmetrisch.

(354)

6 2 d, ¥ 9352

Xi| Bu | P s
Xy | Bu | P Bas {355)
X:a ﬁ:u ! ﬁ-‘ﬂ I'Ijﬂﬂ

Das Ergebnis muBl die Bedingungen (351) identisch erfiillen. Die Nachpriifung fiir

T

e
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.'}J.:I']’:Lil'r%iﬂ und E}m 1 besteht daher in

J;—:J! {5[] el .“I-_-| 51-3_ = fﬁ;” rjl:l. =1,

1 Oa + fag Oon + fiy Oag U, (356)
» Fr] g o 3 -
P ‘).H 1= o O:;2 T f’)}:” {3.:..‘ =4} |
Ahnliche Bedingungen gelten fiir iy, , flos, f50 und 0y = 1 oder 15, fog, fasund O3 =1.
Die luiilinien der dberzihligen Grilen nach (328) werden wieder durch
Uberlagerung der mit den ff-Vorzahlen erweiterten Ordinaten der Biegelinien &

mEk
des Lastgurtes des Hauptsystems oder auch als Biegelinien fiir ausgezeichnete
Gruppen von dulleren Kriften erhalten. Diese bestehen fiir die EinfluBlinie X, aus
X1 =P — Xeo=Pi1s: — Xy3= Bis.
Schnittkrifte. Die Einflulllinien der Schnittkriifte werden nach (288) durch
Superposition bestimmt. Die Vorzahlen C,, N, M., 0, des Ansatzes sind aus den

[l

= 5 :
i F=f= 5~ sin

Ba=25{x

Schaulinien der Schnittkrifte fiir — X, = 1 bekannt, mit denen die Verschiebungen
0y usw. berechnet worden sind. Der Ansatz (288) gilt auch fiir die Schnittkrifte aus
einer vorgeschriebenen Belastung. Die statisch unbestimmten Gréflen X, usw. sind
in diesem Falle ebenso wie Sf dullere Kriifte, aus denen die Schnittkrifte numerisch
oder zeichnerisch nach den Abschnitten (13ff.) angegeben werden.

Die graphische Dars
momente beschriinkt. S

llung der Schnittkrifte wird in der Regel auf die Biegungs-
ie werden meist als Ordinaten an der Zugseite des Stabzugs

winkelrecht zur Achse aufgetragen, um ein iibersichtliches Bild zn gewinnen,
1

e Lésung ist bei zahlreichen Aufe

gaben durch die Entwicklung der Biegungs-
momente nach M = § s einfacher. In dieser bedeutet S eine Komponente der Mittel-
kraft der : ren Krifte des statisch unbestimmten Tragwerks links von einem be-
liehigen g:}llt’r'm'filliﬂ. die fiir den ganzen Stabzug oder wenigstens fiir groBe Ab-
schnitte konstant ist. Die Strecke § ist die Differenz b (¥ — ¥) oder @ = (x — z)
der Koordinaten x, ¥ der Schwerpunkte oder Kernpunkte der (_:)n{-r_v.{']mjfh' und der
Koordinaten #, % der Mittelkraftlinie des nfach statisch unbestimmten Svstems.

a) Einfach statisch unbestimmtes Stabwerk mit P und der iiberzihligen Gralie X
eines statisch bestimmten Hauptsystems (Abb. 154 u. 155)

M=M—X, M =5 (% Xz (357)

b) Zwei- und dreifach statisch unb

stimmtes: Stabwerk mit 8 und der tiber-
zihligen GroBe X, des ein- oder zweifach statisch unbestimmten Hauptsystems:

M M. _\_-I '”IEI SN '!”: ‘., ,U';' . }
el o (358)
M=M—X M~ =5—2 - MY . [
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Diese Formulierung der Schnittkrifte kann mit Vorteil auf die beiderseits ein-
gespannten und die ringsum geschlossenen Stabziige angewendet und auch auf mehr-
teilige Tragwerke tibertragen werden. Der Abschnitt 60 enthilt Beispiele.

Untersuchung eines Briickentriigers auf 3 Stiitzen.
1. Geometrische Grundlagen: Theoretische Stiitzweite; I, =1, = ! — 180 m. Abmes-
sungen nach Abb. 156a, hieraus [ = [,/ (Abb. 156b)2,
Je=Ta=Jy=02 ], =0,1150 m*.

xzund & = z/l werden im Felde /; von @ nach ¢, im Felde I, von b nach ¢ pemessen.

£ |o]~,i5:t:'!: | 7/12 8/12 | 9of1z 10/12 | IT/12 | 1,0
Tl Loooo | 09631 | 0,84006 I ©,0453 | Q4551 | 0,3016 0,2020
&) Iragerditd
e R A d b a
e o 11111111
L mf2 15~ O —t L~Wom ~ e o e p =
oy P # i
it o AT
|_: 7 —-q.___‘___uﬂlg_{_r,_.-- - 7 |
St ;ﬁr"” T2 LT [ .
; Z2E i |
-:Lys lemshiza | o ray 7ay
F 7 & Py % ' T LA
" S TN~ S — , Emlr=r ———
; , |
Abb, 156, AL, 157.

Materialkonstanten: E, — 210 t/cm®; &, = 0,00001.

2. Belastung: Aus der Anzahl der moglichen Belastungsfille werden die folgenden heraus-
gegriffen: a) rubende Last $ = 1,0t (Abb. 157a); b) bewegliche Last P 1,0t (Abb. 167 b):
c| geschdtzte Stiitzensenkung:

A, =1cm: A=A, =0:
d) ungleichmiBige Erwirmung:
di=1,— {5 ='—100,

! Zum Vergleich werden auch die Funktionen [./J auf S.97 verwendet:

Tragerbild: Verlauf der Trigheitsmomente:
a 7 & & T 1 = T T
L L L L ¥ L P— E l_ .rr:" |I _’
f f I 5
2 L Ly -

Yeilh | =5
= iy =} e Uy o Ty —d
Abb. 158 a—d. Abb, 158 a-—d

&) b= =1 | I:.-:1.—.i..rJtt-r:_ Trigheitsmoment jedes Stabes

=t | Jo= 7 fiir 2 =051).
- I - | Die Quers ittszuna e ist steti symmetrisc
b} & = e g (1 TTy (1=282 e __J:lltl (".|IHI1[!1!.] nahme ist stetig und symmetrisch
; | zur Feldmitte,

\ g iy : Die Querschnittszunahme ist stetizg und unsvme-

= Jf/I=1 ' . 5 (1 B S - : _ i ‘
Jal] Jol Tl ( 5) metrisch zor Feldmitte. s

dy £ ) 1 T Die Querschnittszunahme beschrinkt sich auf die

5 ; Jr|. Jr 1 _Jir] ,Ir I_I S { Voute [1’1 - -llll_llllfl.l‘

Die Formeln gelten fiir den Bereich [,
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tsystem: Das Tragwerk ist einfach statisch unbestimmt,

t nstittze (Abb. 160Db).
¢) Zwe ager auf zwei Stiit ent der Normalspannungen in dem der Mittelstiitze

unmittelbar benachbarten (Juer

al A

Nach den Bemerkungen auf 5. 170 verdient das Hauptsystem c¢) (Abb. 160) den Vorzug.
Berechnung von X, nach (342):

ie . .- -
fi T 010 + (51 ¢ T !51.

I: Fon _."rr y = J-~ | E %
Jarg My ; ds+ E [, | M; ds —E J, Z Ca 4,
(4] L
Ay = ——= = —
dyy

Die Mitwirkung der Querkraft wird nach S, 159 vernachlassigt, der EinfluB der LAngskrifte
ist Null.
Stiitz- und Schnittkrafte im Hauptsystem (Krifte in t, Momente in mt) (Abb. 161):

a) Belastung — A, =1:

]
Ydl e
SR O E T 0=+ J_F}_:J_ My=2¢,
5] o

L= R0

1
By =4
z " 18,0

) Belastung (2a):

L 1 ] (1 .-'. v BT
Ay=+9040,=18,0 |\ e £l M,=182&F%

{-I\;'! 90
lg,=0: My =0
By=+0,0 |

|
+ c) Belastung (2b):
= g

=fu] 8-m: Q= & M=, E-180;
o Co=fn| mic: Qu=—¢n My=§, 180
Abb. 161. HD={J_0; e+ bz Quﬁn * ‘1'!0:” o
b 1

4 l}u :t[‘_lf‘lz .‘f; ds ="_!"|j‘52 -er ﬂ-.':‘-; 'Ez .-J;E =,

i

: Numerische Integration fiir die punktweise vorgeschriebene Funktion J./J mit Hilfe der
Simpsonschen Reihe nach (181) oder (182):

1
* [N} 3 i 'j't. A
bR =3.-J‘,,-;e5=_> g Motdm+2mt. -+ 20 gtane.t r;-:.':-——ﬂ»—:L

]

dx=15m; X, =710838; &, = 7,10838.
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1
gl "“1{ ndE=23A%(me+3m+3n+27++ + 4+ 390g+ 30yt ya) =21 A% T,

Ax =15 m; Xy = 6,32425; Oy = T7.11477.
: : J / >

m & e : &2t By | Ry g2 Te By | A 82 Je
' i J i
0 0,00000 O, 00000 1,00000 0,00000 I 0,00000 1 O, 00000
T 0,08333 0,00004 1,00000 0,00004 4 0,02776 3 0,02082
2 0,16667 0,02778 L,00000 | o,02778 2 0,05556 3 0,08334
3 0,25000 0,00250 I,0000:0 000250 4 0,2 5000 x 0,12500

" . | . . ; - : ,

p : " 5 .
12 I,00000 ‘ I,00000 0,2020 0,20200 | o,20260 1 0,20260
A 7,10838 L 6,32425

Wird die Funktion { = J,/] zwischen den Querschnitten d und ¢ angenahert linear angenommen,

so kann §;, formal integriert werden!. Nach Tabelle 14b Seite 108 ist mit M, = M, = 1,0 mt,
#=02;»=v/l=05und ¥ =I=18,0m:

b e
i o_lre - K ngt S | ] [} [ i [ i LAY 5] "
oy = .-'If;-j ds=2 .'Ul-f tfa-—_lal.l.l-,-l:-- (1 —02)056[24 (2—0,5)%}18,0=48.9;
8 b o
5 T - 0,14055
r = e—— = = 14Uda;
- =g = T4
6. und 7. Uberzahlige Schnittkraft X, =% = Pi1610-

a) Belastung (2a):
! 1

ol il B s o " ;
¢10=j-1fn-\f1%ridﬁ'i—g' £ ;&-‘:. Lf'—j-JE’=r};*zq’,
0 0

Numerische Integration nach Simpson[(181) und (182)] mitp=1,0t/m, I=180m; Ax=1,6m:
Ly = 2,41055; X, = 2,1444,

1
3 4 F
@) 0o = % 7 dé= 5%« ﬂgﬁ X, = 195,25455;

]

! Tabellen 12ff.: S. 176 mit; =l =18,0; n, = 1y =0,2; », =, = 0,25 und Annahmen g4
fir { nach

a) %31;,1313,9; f:;,::;:ls,o; 5ni%tfi+f§.1=12-0:
éll=3+i§.’f_t;;+?4.‘1.:"*:;=s.1a:

<) }':Mi; frr—:z”:i -}f:n=f1=1&0: -}-rffe=*5=13-°i
du=2+I:.’.‘1;1+.2+1§*”*f;=6.24;

e e

/] ‘h
bu= gt — (L —m)n 2+ @—n)l + 54— (L) » 2+ (2= m)'] = 8.96.

Beyer, Baustatik, 2. Aufl, 2. Neudruck. 12

e
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1
1 " i )
.'*'L'J P TE g 2 - 57 10541210
|,1';. dyg = —3 i dE = .2 S_]._I.. 05.41210:
:.I
f 0
X = %0 _ 9746822 m t; X, =2 =27,46569 mt,
¥ 'YI.' 011

ien den Querschnitten d und e liefert

Die lineare Angleichung! der Fu
mit M, = 162-}-1 = 40,5 und M,

do= 75 10-405{6 —(1—0.2)1} = 18711, Xy =27117T30 mt .
b) Belastung (2b).
5 A dt f:;ml - ||lr
Gleichung der Biegelinie d ;- T Pt

der Ergebnisse aus (208) und (207):

- 0, . Berechnung und Vergleich

| 2ty | 6/c- 38 | 210, | 6/c- W,
o) m | 1 | :T:};.u.
| i L 1 ol
3 4 10 Wy =+ 4 W + Waa
By = ¢/6 - (2 Wy +-104) , | & Sty i ish
H ¢ r O3 O — P . X ; R4
W — /B (10mey + 40t Wayy), @ | 20CC00 | 0,00000 | 0,08 333 -[ 0,02083
W = /6 (0aey + 2 10,). 1 | 0,08333 | ©.33332 i 0,49999 0,12 500
| : - [ -
1
o : I
f 7w, | 6iny | 24/c W,
‘l-h ! | (v e
e . . m i) 0.y 4+ 1010, 4 Wps .
B, = k24 (T 1wy + 610, — 0,), - i ) mil
\ \ =10 t 2afc TR
=612 (W ey + 10100+ 100.q), 7MWa | O W | 4/¢ Lo
B, =24 (T, + 610,43 —10,3) o 0,00000 | 0,49998 | 0,33331 | 0,02083
B, ==¢/24 (T, + 61w, )
1 | 0,08333 1,00000 0,12 500
. -

Die Untersuchung wird mit den genaueren Werten ¥4, fortgesetzt:

n n n
— 5@ & C Yo & - Probe: A Vg - e -
A m = o IB!I.'I ‘s:r." C D= 2 Ay S Probe: 4 ke _:'_ C = “I\"m' 'Lrlu __ f!‘m 14 '\1 Ty '-um-' rs“'
0 0 0
o . % I & ? g - | SR
nt mn S S | W & Wn £ D m | Dwmt My Xy [mt]
a |(2,63180) | | - - I —- (e | — =
o | o,02083 | 1,00000 | o,00000 0,02083 0,00000 - | o,00000 | 0,00000 | 0,00000
1 | o,12500 | 0,01667 | 0,08333 | 0,11458 | o,0T042 | 2,61007 | 3,01646 | 3,01646 | 0,55045
2 | o,25000 | 0,83333 | 0,16667 | 0,20833 | 0,04167 | 2,48507 | 3,72806 | 7,64542 | 1,07455
* * - . - . - - 1 E L
. . . . . . .

1 Mit den Annahmen iiber { = [./J im Sinne der Anmerkung auf S. 175, §,;, nach 5. 177,
h=14=180,m =n=02; ¢’ = l}Ji = 1,0; und £, = 1,0 t/m ist:

= 25,0 mt;

a) Ay =— —— = 20,25 mt; by X, =211
t+ 8

34 2ny .
= 26,5 mt;

3n) + (24 3ny) @'

e
"1

1 3,61 + 0,38 1,
8 (2734 4 1.2667,) + (2,734 + 1,266x,) ¢’
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Lineare Anndherung® der Funktion £ = [ ] zwischen den Querschnitten d und ¢ (Abb. 156):
X) =0/l = 0,,/69;
P =1 innerhalb der Voute: §,,, = 10,8 &' (5,75 — Fl2+&)+401— &9 ;
P =1 auBerhalb der Voute: d,, = 27,0& [2(1— &) —0,3].

Zahlenwerte der EinfluBordinaten:

E=| o2 0,4 0,6 0,8

¢) Funktion { = J /] nach Abb.156b (Fall ¢, Abb. 162) | 1,27 | 2,07 | 2.35 | I,55
p) linears Anndherung zwischen 4 und ¢ . . « » w x| TRT 2,57 | 02,30 | 2,53

¢) Belastung {2c) und (2d)2
a) 8, =T,11477, 4d,=10em, 4d,=4,=0, Cj=— Sjy=—E J,(C;4,).
Die virtuelle Arbeit (C;d,) ist fiir C; = — vy positiv, daher

By =— 2100000 - 0,115 (% - 0,01) = — 268,3333:
Xy, = 8,/61, = — 37,71497 mt;

By At =i, — t,=— 109 o, =10-5; Annahme o, ~Atfh =const, A=1,3m.
aﬁr fly I 2 . 10-5.10 B :
8, =E]J, (1 - 9}; = — 2100000 .0,115 . 13 - 180 =— 334,3846;
X ,5, "§11 = — 46,99865 mt .

]

1 Annahmen iiber { = J, 'f nach _—\nmr:s-kung auf 5. 175 n= [ /I n=u0/fl:

I-' I¥ f I
8) Oy =PLA(E_£); b) §u, =Pl “é"ﬂ‘ PRt nra—nyeEy— n);

g " y 16 ©
S PR a1 o
CJI aml =P _ﬁqw I.}-_ :}[]U_skl_ ’EI:I{I +;-.I'.:;
d) P innerhalb der Voute:
di =P ‘11_;1_ & {4 — (I —m) [y (2 + (2 — 93] — .;”{2:. 248+ = — Mg }
P auBerhalb der Voute:
‘l I.'I' S, iz
Sua=PAAE[2(1— &) — (1— m) 2t (2— n)];
GiﬁL,lluTJL_, der EinfluBlinie fiir X :
(P=1; h=# =180 n, =02;
¥ = 0,25; &, Seite 177).
a) X; = 4,5 wp; Fas : —
b) X; =566wp,+ 2 22 _5E biteo s‘Q%—.-\‘.; bz
) 31)3{. o+ 2,125% (2 —5¢ e 7 o S A
) X, =865wp (076 —02487); o El—edil
d) P innerhalb der Voute: C=0 g2 Gv 4§ B W

X, =302¢ {208 — & [04 @+ 8
+ 3.2 (1 — &91};
P aulerhalb der Voute:
X;=3025[2(1 — &) — 0,088).

Zablenwerte der EinfluB-
ordinaten (Abb. 162):

f=| o2 0.4 0,6 0,8
Abb. 162,
a | o864 1,512 | 1,728 | 1,206 Fall a: —
b | vo77 | 1,933 | 2,172 | 1.512 ]1:'"]'[ :_““ﬂ_‘“_ it
€ 1,250 2,100 2,240 1,510 F:li P £ (x) mach Abb. 1568b, — : - — 4« o
d | 1,110 | 1,020 | 2,160 | 1,530 - Einflulinie fir X,.

® Mit o, A¢fh = const ist 0y ebenso wie §;, unabhingig von { = J_J. Daher ist fiir alle
(Jucrwfmtttmnderungun

i i 50 1., T\ 1 adt h4ly 1
yomey feph (L DL, et ith 1
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Stabwerke mit wenigen iiberzihligen GriBen.

Iineare Anniherung der Funktion { = f./J nach Seite 177:

268,3333 _

Xy, =— — — 38,8889 mt,

6,9

; 334,3846
Xi=- =

8.0 48,46153 mt.

8. Stiitz- und Schnittkriafte des statisch unbestimmten Systems. Die Stiitz-

oder Schnittkraft K des einfach statisch unbestimmten Systems ist nach (339): K = K, — X;-K,.
Die Krifte K, und K, sind in Abb. 161 angegeben.

a) Belastung (2a) (Abb. 163).

A=9,0— 2747 -
2
C=190,04 2747 — = 12,06t,

= B ) i
B 0,0 7,47 18,0

(Q =18,0(0415—¢),
| M=1,62£(0,83—8),
[Q =153,

| M=—2141E,

Feld AC:

Feld BC:

Grenzwerte von M: Q=0 fiir £ =0,415: Mpax= 27,9 mt;
Q=0 fir § =1,0; Main = — 27,47 mt;
b) Belastung (2b) (Abb. 164).
1 2 1
AL CmEa o N
d=¢u—S11g5" ¢ 118,0 : 118,0
M und @ fiir den Schnitt ¥ = El
i b = 1] 1 ] r
‘ 0<E<Ey: Qj:fm—xlm. M=E{18,0& —X,);

Feld AC:- ]

1 s Bl \
Eo<b<l0: Q=8 —X-——1; M=¢(18052"_x);
'hme’ {10 {:' Em 118,0 M Elkls 5 1) >
: q 1 .
Feld BC: Q=+ Xip5 M=—5X;.
Grenzwerte von M: Q=0 fiir § =%m; Mpax=En (18,08, — X;):
Q=0 fir £=10; Mpux=—X;
(2 s

LT

max M=+ 273me

Abb. 163.

Abb. 164.

EinfluBlinienl: A4, C und B sind zugleicﬁ die Gleichungen der EinfluBlinien der Stiitz-

1 Fiir Annahme a) auf Seite 175 mit X, = 4,6 wp werden die folgenden EinfluGlinien erhalten

(Abb. 165 und 166):

Abb, 185.
EinfluBlinie fiir C.

Abb. 160.
Einflullinie fiir O, und A.
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krifte. EinfluBlinien fiir Q,, und M im Schnitt m:

E? ‘E
=m

I\ »
i

5 1 :
fm<é<liQu=—1-¢—X, o' Ma=Ea(180(1—-§)—X)):

Feld AC: 0 < E o ,‘l;'m 5 QM =_— E

T e M. =£E&
1 lS,U ¥ ‘I'Im Sm (18;0

Feld CB: O = + X, _31_0: ¥ pi o N
c) Belastungsfall (Zc) und (24):
A C ; B Feld 4 (_, 2 i Feld BC
t : ’ - 0t ! M [mt)] 0t ‘ M [mt]
K, + 2,10 — 4,20 + 2,10 + 2,1 + 37,97 & —2.1 + 37,71 &
K, -+ 2,23 — 4,46 | + 223 + 2,23 -+ 40,05 & — 2,23 + 40,05 £
9. Die Schnittkréfte des Stabwerkes ergeben 7@ -

Verschiebungen, die mit den Stiitzenbedingungen
vertriglich sein miissen. Dies wird nach (335) ge-
priift durch:

T = [ M@ }jo %‘. ds=0.

Die Funktionen M(® aller hierfiir geeigneten An-
sitze zur Nachpriifung der gegenseitigen Verdre-
hung 7 der Ufer eines beliebigen Querschnitts A
(Abb. 168a), der Ufer des Stiitzenquerschnittes ¢
(Abb. 168b) oder der Durchbiegungen A,, d,, A4,
(Abb. 168¢c) unterscheiden sich nur durch einen
konstanten Faktor u.

MO=pg, 7=0 =j'.wn.,r.’;.°. ds.,

Belastung (2a):

M® wird als Funktion von § angeschrieben, ¢ = = =
Numerische Integration nach Simpson mit [,/ I hae y =R
nach 1. S. 1756

Abb. 168,
1

1
z ZJ'(,;;;_ rals Lo f B -%5 dE = 9,649 — 9,649 = 0,0 .
0 0

2 J
X 2.4,5 s 1
C=Co+2 Tl'=-f + _18"@2 E—=)=5 B8 My=My,—E, X,:
1

X '—5—%{5'—L3}=—"¥$(5—52} links wvon m:

Qm:@l}m‘_ :-= !

1

+1—§&— 148% (E—&8)=1-— vy & (6 — £2) rechts von m,

Es soll die EinfluBlinie fiir dasjenige Feldmoment ""5111.';‘-"‘*
berechnet werden, das bei gleichférmiger Belastung |

am gréBten wird. An dieser Stelle ist (Fall a): e L T S e P e
—

]
e { §mié— &, X, links von m (Abb. 167), : EIE‘ ?‘ g‘
M, =
EmlE'— &, X, rechts von m,
! 2
On=0="? (T—16¢,): il H) Abb. 167.
16 ) N T Einflullinie fir My,
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Belast (2¢) und (2d):
e \‘e:’:-,q_]';i:"t‘,llj'l]gl."il ans
geordneten tberzihligen Sch

ur und Stitzensenkung im Hauptsystem und aus den zu-

h Abb. 168:

mperat

ittkriften sind nac

T="F+Ta=0; T="%+ To="_U0
1 1
I 3 .
r=2F JI',gt'-'] Edk L £ "|I_ d& 0
h T, LN SR
1] LE)
1
1 o ¢ -
0=—=EJ,— X, | & Je d& = 9,28846 — 9,28846 ,
= I
i

8 Abmessurgen
a
[ rerr———r———
.
v ha
-

Abb. 160,

l. Geometrische Grundlagen: Abmessungen (Abb. 169a): /, — 15,0 m; I, = 12,0 m

h=s=8=45m; h=2h = 9,0m.

Je Tragheitsmoment des Riegels de.

Reduzierte Stablingen: I 5 : ]

Stk angen: ; =150 m; I} =180m; A =270m; &, =180 m; s, = 9,0;
Materialkonstanten: £, = 2 lem?; (
: L stanten: £, = 210 tfem?®; =, = 0,00001.

2 lela AT e T e L ke
ielastung: Gleichformig verteilte Belastung der beiden Riegel mit $ t/m.
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3. Hauptsystem: Das Tragwerk ist dreifach statisch unbestimmt
wird neben den beiden Eckmomenten X; und X,,
rechnungen zu vereinfachen (Abb. 169b).

Amsatz zur Berechnung der fiberzihligen Kraite:

. Als diberzihlige GroBen
Xy = Y,/2h, verwendet, um die Zahlen-

Xy by + Xy ‘512 e " 13 = 019+ Oy, -+ '5 = '5
Xy -y + X+ Gan+ Xy - Ogg = 85y + oy + 830 = a5
Ay dgy -+ Koo by Xy« by = Ogp + 30+ O3, =0, ) -
4. Die Vorzahlen werden nach (300) berechnet.

Der Anteil der Quer- und Lingskrifte
wird nach Seite 92 und 159 vernachlissigt.

B 5 iy
o= -."il + 5 + I = .;' += 3 ~+ 156 = 27.00;
I 15 18
Sn=3 +5 +si= -,; +3 + 9=20,00
: L s st reE i
Bag = S Bt SR e Ry |
g 4{& L l‘.,hl) i) 1l
_ 115, 9 , 9 r4B\ 9 ., /0
2|3 "3 a\iE] 45 T \45 '}
= 19.25
ro15 N T | S | L
e .; - 50 Oyy = 3 {3 + J"E == {_1 g l-— 5,20
s LB _sis B ofos M\ _ 1[5 9 45 187 45, 9
Bt B W/ 21T 245 6\ 457 45)

= —§,70 .

Matrix der Elastizitdtsgleichungen und Abschitzung der Fehlerempfindlichkeit des Ansatzes
nach (331):

Xy X Xy Matrix der Unterdeterminanten D;; aus 5.
(1} |27,00 | 7.50 525 | 8y, (1 | 3519375 | — 174.5625 | — 148,125
(2) ?.5u| 20,00 | — 5,75 | dy (2) | — 174.5625 492,1875 194,625
(3) | si25| — 575 | 19,25 | dyy (3) —-148.125 194,625 483,75

Matrix der Produkte d;; Dy

{1) 9502,313 | — 1309,219 | — 777,656 | X |81x D1 | = 11589188,
'

(2) | — 1309,219 9843,750 | — 1119,004 | 3| dyp Ds| = 12272,083 ,
3

(3) | — 777.656 | — 1119,004 9312,188 " | O3 Dy | = 11208,938 .
3

Mit D' = 7415438 aus 5. und X ¥ | 8, Dys | = 35070,180 wird
ik

& | Gin D | ; 35070,189 B
P = (L7 o = (4 p)- 7415438 = () 4,73,
Fiir einen mittleren Fehler - # = 0,01 der Vorzahlen &, ist der mégliche Fehler von X,
aus der Nennerdeterminante ca. 0,05- X,
5. Konjugierte Matrix Bix. Die Vorzahl
zweier Determinanten bere L.Elﬁrt Dabei wird
schiedenen Ansitzen angeschrieben:

D= 27(20.-19.25 — 5,75°

n fyz werden nach Seite 166 als Quotient
: Nennerdeterminante nach (352) mit 3 ver-

7.5 -1'7-&' 10.25 4 5,25+ 5 525 (~
e ‘l“-’[i it l‘-!._.: - -l,:_- 75) "'U 27 » B2t l-"l T _3 15 |: —
= -]“,3[—- 58575 - 3 . 595, T,'|J| iy

v
= 74154375

:Il‘
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@) Pri: dg=1; dip =10 Gy =10: B) Bie: 1o =105 dgy= 15 Osq =100
1.(20-19.95— 515Y _ o ounee e e AR e
Pu= 7415,4375 e o T415,4376 Jubd o,
P = 5,20 0:10) - _0,0235404, | Bra= 2 — 0,0262459
23 74154375
L B S L 4 i ? . 'jn-'—-“; Eo,r“: 5, =]:
W b e P SR ks - e i G0
a1 74154375 L] (2720 — 7.5%)
[l = Tl = (}.0BH2355 .
i 7415.4375

Die Werte f,, erfiillen den Ansatz (351) identisch, z. B. ist

Kontrolle (356):
— 00235404 - 7,6 —0,0199752 . 5,:
+ D,
19

Bya -+ Bay Bya =0,0474601 - 27 =0,0009999~1,
7,5

:l
TJ = 0,0000001 =0,
25 = 0,0000002 =0,

Prdn + fn

Bay Oay = 0,04T74601 - 7,5 — 0, 404 - 20 -+ 0,01997:

Pradia + P Oz
A Py B,y = 0,0474601 - 0,25 + 0,0235404 - 5,75— 0,019975:

Br19a1 + Paibaa

6. Belastungszahlen nach (300) (Abb. 168):

puit ks 150
Oyp = g l]" =0 _J‘)J 1 251

R L ol 281,25 122. 18 1 T
a0 S BT it e RS ? 4= = 248,625 $;

24 24 e 24 :

oI 1. (s hig 281,26 08 (4,5 9 3 o

'j'm - 15y ¥ 1 "1 LB = |: éf] 2“‘: =1 E_b | 4 _'_ o = — 01,6875 .
= ). 24 2Nk M 2.2 2 45 " 40

7. w) Ansatz der iiberzihligen Grifen als Funktionen der Belastungszahlen:
X; = + 0,0474601 8y, — 0,0235404 §5y — 0,0199752 4, ,
Ng = — 0,0235404 dy, -+ 0,0063734 dy, + 0,0262459 dy, .

Ay = — 0,0199752 d;, + 0,0262459 &, + 0.0652355 &y, .

f) Laésung fiir die Belastungszahlen &y, 4. 055 aus 6.:
Xy =+ 09,3260 4; Xo=4 T 4746 p, Xy =—50739p.

8. Superposition der Belastung # und der iiberziihligen Schnittkrifte zur Bildung der Stiitz-

Abb. 170,

und Schnittkrafte nach (350). Schnittkrifte im Hauptsystem nach Abb. 169. Momente M
in den Schnitten e, &,, &; (Abb. 170)
M=My— X M;— X, My~ X, M,,

Moy =—8,32T5-1,0 — 74759 .1,0 + 5,074 p - § = — 14,265 p [mt]
My o=—0327¢.1,0 + 50749 .1 = 6,790 # [mt] ,
M,y = 1,0 = — 7,475p¢ [mt]
" MRS
T TTTTTEa T =
B I IR &
1 ! M I T {
ey g B
Abb, 171 a. Abb, 171 b.
9. Der Spannungszustand mit X34+ - -y X5 nach (350) erfiillt die Stiitze r|i1|_n;11;|]r-n|.'|.'n.,n Daher

sind die gegenseitigen Ve TSLl‘telﬂ‘n"qn 17, und 7, der Stiitzpunkte a, b und b, ¢ fiir die Ergebnisse
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in (8) und Abb. 171 Null. Nachweis durch
17 = M® M@ {r‘ ds = [ M® o -j ds, 17, = [ M P _'.';_’ ds (Abb. 171a, b).

17, =— }-9,3260.27 — } 6,7899 . 0 + } . 15- 28,125 — 15 11,7957 = — 0,002,
17,=+}-4-6,7899-9 — } [} (27,4746 + 10,0118) + 1 (7,4748 + 20,0232)] - 9 = 0,004,
Ty =T hy=—0,002-45=—0,009 ~0,0;  Ty=71}hy=0,004.9,0 = 0,036 ~ 0,0.

I

Der Fehler in der Berechnung der Schnittkrifte kann wie in Abschnitt 25, S. 160 bestimmt
werden.

21. Vereinfachung der Losung bei Symmetrie des Tragwerks
und Symmetrie oder Antimetrie der Belastung.

Je mehr statisch iiberzihlige Schnittkrifte zur Berechnung eines statisch un-
bestimmten Tragwerks notwendig sind, um so ungiinstiger ist die gegenseitige Ab-
hingigkeit fiir dieFehlerempfindlichkeit und damit auch fiir die Brauchbarkeit der
Losung. Man wversucht daher die gegenseitige Verkniipfung unabhingig von der
Grifle der einzelnen statisch unbestimmten Schnittkrifte durch Symmetriebetrach-
tungen iiber den vorhandenen Spannungs-
und Verschiebungszustand des Tragwerks zu
kliren und damit die Ldsung zu werein-
fachen.

Die Symmetrie des Tragwerks ist durch
die Anzahl der Symmetrieachsen bestimmt.
Man unterscheidet die Symmetrie zu einer
Achse, zu mehreren Achsen und zyklische
Symmetrie. Die duBeren Krifte des Trag-
werks kénnen symmetrisch oder antimetrisch
zu einer Achse zugeordnet oder in allge-
meiner Form vorgeschrieben sein. Symmetrie Abb, 172.
oder Antimetrie der #uleren Krifte bedeuten
auch Symmetrie oder Antimetrie des Spannungs- und Verschiebungszustandes, so
daB die Komponenten von Schnittkraft und Verschiebung in symmetrisch zu-
geordneten Querschnitten gleich groB oder entgegengesetzt gleich sind und einzelne
Komponenten in den Querschnitten der Achsen ausgezeichnete Werte annehmen.

Bei Symmetrie der Belastung sind die Langskrifte N, die Biegungsmomente M
und die Verschiebungen w parallel zur Achse in symmetrisch zugeordneten Quer-
schnitten m, m’ gleich groB, die Querkrifte @, die Verschiebungen # senkrecht zur
Achse und die Verdrehungen ¢ entgegengesetzt gleich (Abb. 172). Fiir die Quer-
schnitte # in der Symmetrieachse sind die Querkrifte @, die Verschiebungen # senk-
recht zur Achse und die Drehwinkel ¢ Null oder entgegengesetzt gleich, die Glieder
der ersten Gruppe (N, M, w) erhalten ausgezeichnete Werte.

Bei Antimetrie der Belastung sind die Querkrifte @, die Verschiebungen « senk-
recht zur Achse und die Verdrehungen ¢ in symmetrisch zugeordneten Querschnitten
m, m’ gleich groB, die Lingskriifte N, die Biegungsmomente M und die Verschie-
bungen w parallel zur Achse entgegengesetzt gleich. Fiir die Querschnitte » in der
Symmetrieachse sind die Lingskrifte N, die Biegungsmomente M und die Ver-
schiebungen w parallel zur Achse Null oder entgegengesetzt gleich, die Glieder der
zweiten Gruppe (Q, #, ¢) erhalten ausgezeichnete Werte.

Damit sind bei Symmetrie oder Antimetrie der Belastung eines durch Achsen
ausgezeichneten Tragwerks einzelne Komponenten des Spannungs- und Verschie-
bungszustandes bekannt. Die Anzahl der statisch iiberzihligen Schnittkrifte wird
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dadurch kleiner, das Stabwerk zerfillt in Abschnitte, deren statische und geo-
metrische Randbedingungen zum Teil bekannt sind. Die Nullstellen der Biegungs-
momente erhalten die Bedeutung von Gelenken, die Nullstellen der {,}ULI und L .l'I:“‘w-
krafte die ]LIJI',.;\ von Fiihrungen. Die statische Untersuchung eines mehrteiligen
Stabwerks wird daher bei symmetrischer oder a ntimetrischer Be lastung zu einer
oder mehreéren _‘xcim . des Tragwerks auf einen Abschnitt mit wenigen statisch
unbestimmten Schnittkriften beschrinkt |..\I.~:~k'.m{tt 26).

Die Belastungsumordnung. Um die Rechnung bei
einer allgemeinen Belastung ' des Tragwerks in derselben
Weise zu vereinfachen, wird diese nach dem Superposi-
tionsgesetz (284) in einzelne Anteile zerlegt, die zu jeder
Achse symmetrisch oder antimetrisch sind. Sie zerfillt bei
einer Symmetricachse in zwei (B, @MB), bei zwei Sym-
metrieachsen in vier Gruppen (W, ... R}, die zu jeder
Achse entweder symmetrisch oder antimetrisch sind, also
einen symmetrischen oder antimetrischen Spannungs- und
Verschiebungszustand mit den Eigenschaften auf 5. 185 her-
vorrufen, Auch bei Systemen mit mehr als zwei Symmetrie-
achsen ist keine andere als die U mordnung nach diesen vier
Gruppen miglich.

Die statische Untersuchung mehrteiliger Tragwerke mit
ausgezeichneten Achsen beginnt daher stets mit der Um-
ordnung der vorgeschriebenen dllgemeinen Belastung und
der Beschreibung der ausgezeichneten Eigenschaften des
Spannungs- un H'c-r schiebungszustandes jeder Teilbelastung.
P=(MP,... "R Sie schlieBt mit der Superposition der Teilergebnisse fiir die
Schnittkrifte und Verschiebungen aus

M= (WM,,..0M), w=(Do,.., )

.

Anwendungen.
a) Der Bogentriger mit Zugband ’xhb 173 ist nach einer Achse symmetrisch
und fiir die vorgeschriebene Belastung 8 wvierfach statisch 1_1uhr_~51,1r:1|11,1‘_ Die Be-

lastung zerfillt daher in die Anteile X8R, R Die Belastung MR ist zur Achse J

symmetrisch und daher @, = 0 und g, = 0. Das Tragwerk ist fiir die symmetrische

Pn lastung dreifach statisc | unbestimmt. Die Berec hmmff wird auf den linken Tréger-
bschnitt Abb. 174a mit dem H: iuptsystem Abb. 174b beschrinkt.
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Die Belastung ¥ ist zur Achse I antimetrisch und daher M, =0, N, = 0,
w, =0, Z = 0. Das Tragwerk ist fiir die antimetrische Belastung einfach statisch
unbestimmt. Es zerfillt fiir die Berechnung nach S. 185 in zwei Abschnitte Abb. 174¢
mit dem Hauptsystem Abb. 174d.

!)] Der Rahmentridger Abb. 175a ist nach zwel Achsen I, Il symmetrisch
und fiir die vorgeschriebene Belastung B neunfach statisch unbestimmt. Sie wird
in 4 Anteile umgeordnet, die zu den Achsen I, IT symmetrisch oder antimetrisch
sind und bei der Uberlagerung 8 liefern (“?‘.LE, tgli}_, B, R = PB). Dasselbe
gilt daher nach dem Superpositionsgesetz auch fiir die Schnittkrifte (WM, .. . WM

= M) und fir die Verschicbungen (%he, ... 4k = w).

1. Belastung MR symmetrisch zu beiden ;
Achsen (Abb. 175b). Die Querkrifte Q und die |--.¢.-:;--1’p -:;
Verdrehungen ¢ der sechs Querschnitte a...f &/ F

sind Nyll. Der Spannungs- und Verschiebungs-
zustand ist daher durch Abb. 176a bestimmt.
Der Abschnitt des Stabwerks ist dreifach sta-
tisch unbestimmt. Die {iberzdhligen GréBen
werden nach Abb. 176b berechnet.

2. Belastung ?%p symmetrisch zur Achse I,
antimetrisch zur Achse II mitQ =0, p = 0 in
den Querschnitten ¢, d und M =0, N =0,
#=10 in den Querschnittena, b, ¢, f (Abb.175c).
Das Tragwerk ist jetzt zweifach statisch un-
bestimmt. Die Schnittkrifte und Verschiebun-

gen werden aus Abb. 177a mit Abb. 177b als i1

Hauptsystem abgeleitet. ,-.f-a — 7 W= [ = T
3. Belastung @8 antimetrisch zur Achse I

symmetrisch zur A:the Il mit M =0, N = ﬂ 5 *l'; £ ﬂ_ 142

@ =0 in den Querschnitten ¢,d und @ =0, 48| £ ey 2 Nt

¢=0in den Querschnittena,b, e, f (Abb. Iaod) d -

Das Tragwerk ist dreifach statisch unbestimmt. £ ol B £

Die Schnittkrifte und Verschiebungen werden w-g_4

aus Abb. 178a mit Abb. 178b als Hauptsystem e r’"" v

abgeleitet. A 1P 4=} A 4
4. Belastung % antimetrischzuden Achsen ¢ * p—= s : 5

I, Imit M =0, N=0, w=0 in den Quer- #=g| _ M- Mg | WMo

schnitten ¢, d und M =0, N =0, =0 in den #-0 e | =y i

Querschnittena, b, e, f(Abb.175e). DasTragwerk Af i ;f:g 4

ist einfach statisch unbestimmt. Die Schnitt- :
krifteundVersch iebungen werdenaus Abb.179a ""*;-;{:;,.‘;i;,gfa';Lﬁ‘,}’f}.’,ﬁ_ﬁ,"eﬁﬁ‘_' ﬂ;fﬁ’f;:gd’c
mit Abb. 179b als Hauptsystem abgeleitet.

Der Abschnitt 51 iiber die Berechnung der Stockwerkrahmen enthilt ein aus-
fithrliches Zahlenbeispiel.

¢) Der Kreisring Abb. 180a besitzt konstanten Querschnitt FF, J. Erist durch»
gelenkig angeschlossene Zugglieder F, in n gleichgroBe Sektoren unterteilt und
rotationssymmetrisch durch ¢ belastet.

Spannungs- und Verschiebungszustand sind in bezug auf # Achsen symmetrisch.
In den Symmetriequerschnitten sind die Drehwinkel l\ull die Qu-:-rlxmftc Null oder
9n1gtgc:1gowtxt gleich. Die Untersuchung kann daher auf einen Kreissektor be-
schrinkt werden, dessen Arm!tluuquvr-rhmtta_ keine Verdrehung, dessen Spitzen
keine Verse hiebung erleiden. Damit sind zwei Bedingungen gegeben, aus denen das
Biegungsmoment X, und die Lingskraft X, berechnet werden kinnen.

1. Hauptsystem mit den iiberzihligen Schnittkriften X, X, nach Abb. 180b.
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2. Ansatz: X 0y + X301, = 0 X, 00y -+ Koy = Oage |
Belastungszustand: — X, =1, M,=1; — X, =1, M, =y/2smn (7/n) (Abb.180¢).

Abb, 177a und b,

!\hl) 178a und b.
it

:J ;,_,,.,1 '.{ r,é’f-'fﬂ %, !f

o e

Abb. 178a und b.

3. Vorzahlen (Tab. 16):
Lain +s'n
2 il 7 1y &
8 [nqu_ia =27 7. =f...’ = SRR
R n oo 01 J Zsing/n ds= 2 sin m/n [:Es T a'l 2
—a'n wn
y “:]2 +=in +xin
(e a2, @ -
'5“,: r '._]' 5 Ctg 7 JJl s 522 = 2 L U, }‘—. ‘I{ [’.‘\rgds “i" Vrﬂ'f-i dﬁ ]
—aln —a/n.
+i'n
I T A o [ D P LY PP 17)
0,6 F, F - 4sin®mfn F 4sin*xfn 2 [:l T2 = b;-',} b
—ain
J oz r’ ntin =) ) B 1 A
=y L e R E Y e . : AR # AN
F, + 4 F |\ sin® TN + Ctg " ,-1I AR n 4 \sin®xgn il 2 Ctg n T 3?1: Clg ?E,;J ‘
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4. Belastungsglieder: M, = 0; Ny = pr.
+afn +x/n

Cos @
2sinafn

rdp = pr I

J=qres m ¥
F=gzsms

=G 25me

Abb, 181,

Abb. 180a bis c

5. Auflosung des Ansatzes fiir 6, = 0: X, = — X, diﬂ Xy = _._5!‘."&_‘ ,
11 st
2 (511
L
F
Xoy=pr —— — -
J r: nin ;N S I nl !
EtTllmmar o) i s5) -2 2]
Jfn E
AR s 7 (- d)
S e afn EXY Jy o
el s T %) (1+75) 22 |
Zahlenbeispiel (Abb. 181).
$=10,00t/fm, J=000106m!, +r=400m, F=F,=026m! n=3.
J. F und F, sind ideelle QuerschnittsgréBen,
X, = —0,468 mt, Xy =+0,620t,

Der Verlauf der Momente ist in Abb. 182 dargestellt.
A N
Die Langskraft N im Ring chne Zugbéinder betrigt 40 t, also o = F = 153,8 t/m?® Die

Zugbinder vermindern die Langskraft hochstens um 1%, dagegen ergibt das Biegungs-
moment von 0,468 mt bei der Wandstirke von 0,20 m eine Zusatzspannung von
M k& 0,468
e et L B ,10 = 44,5 t/m?,
A b By 7T B i

das sind 29% der reinen Ringspannung.

Verhiiltnis der Biegungsmomente eines Stabwerks bei verschiedener Be-
lastung eines Stabes. Die Umordnung der Belastung ist unter Umstiinden auch von
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Tabelle 24. Verhiltniszahlen fiir die Umformung der Momente eincs Stabwerks

bei verschiedenen symmetrischen oder antimetrischen Belastungsformen

eines Stabes.

Ve R,

I,000 'J'Jf

1 :""" 1,00 | D

i

3 ] | 1 ¢ 2 2 2
3 - T L3— H%) pai il | flz— %) Pl

6o (1— o) o ! 16 [t (T—a) — 1 2
g PP R Js 4
23 e f e s (1—2a) £

- g
\

; |
o ‘ ypl /_,—'"’1 7t | 0/311 1p

L5

6 14+ f ;" VP i e P
R (N el LA poAITEY Lo \p ',J"
— =L T -2 L . s— |
l,ﬂ i ' B
7 e 1,500 | P ; | 1420 i __:"“.,
5 P | e o ‘ ; \f
, sl | | B
8 L P 1,333 | 2 P Fir 1,185 | 2 P
Rem Lo i N ey e ! |
| s v 2
|P I p |
9 _J_LL_ it 1,250 1 P ; | o P
| 1 = I.5 2
o, | s i |
7 | : T
L I I I £ |
10 Frye 1,200 | 4 P - l I I 1,152 | 4 P
=i e i f e r I : : J
F = m e ' A
_u_L.L. L l | I I’ i- 1 ‘ I p
8t | ‘ p

4B+ (—P) /1 Ny
(1—B 2+ |\ "; "}

I
——L—j_
13 Owp 2. 16 (), —
= _'i%.—,ﬁ 12(1— 2§} M I
e 2 (r—2af) 5 7 - }' :J 64 (} —wg




Das Hauptsystem mit einfacher Symmetrie, 191
Nutzen, um die Schnittkrifte fiir verschiedene Belastungen eines einzelnen Stabes
(k — 1), b auf eine bekannte Belastung zu beziehen. Eine iiberzihlige Griile X

w des
Hauptsystems kann oft aus zwei Belastungszahlen nach (323) als

X = .‘"’J,L-m—n'j:h--nn + Ban Ono
berechnet werden, so dall bei symmetrischer St

abform und symmetrischer oder
antimetrischer Belastung

1'5(;,_130 =ty und Xi= Sno (B -1 = Bra) -

Demnach ist fiir zwel verschiedene entweder symmetrische oder antimetrische
Belastungsformen P, und B,

Xyt Xpgg=0xg1 1 0pgs
Die Schaubilder der Biegungsmomente eines Belastungsfalles (2) kénnen damit
auf die bekannten Biegunssmomente eines Belastungsfalles (1) bezogen werden.
Hierfiir wird der einfachste Fall, die gleichfirmige Belastung, gewiihlt.

Die Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit des Ansatzes sind erfiillt, wenn von dem
Einflull der Lings- und Querkrifte auf die Verschiebungen abgesehen wird und die
Belastung des in 4 und B gelenkig angeschlossenen Stabes Iy in den benachbarten
Stabteilen des statisch bestimmten Hauptsystems keine Biegungsmomente hervor-
ruft. Die Komponenten §q_;y0, 854 bedeuten daher die relativen Verdrehungen der
Endquerschnitte (& — 1), & des ausgezeichneten Stabes,

Die Verhiltniszahlen sind fiir symmetrische Belastung mit 8,41 8y 4

MeRy: py Ry, flir antimetrische Belastung mit Upo,2° Opo,1 = ¥, R, : v R, nach
Tabelle 17 fiir Stibe mit konstantem Trigheitsmoment berechnet worden und in
Tabelle 24 enthalten.

Gegeben ist die Schaulinie M o fiir eine gleichfdrmige Belastung des Stabes 4 B (Abb. 183 a).

Hieraus folgen die Momente M,, p (Abb. 183b) fiir die Belastung des Stabes 4 B durch Einzel-
lasten: !

,0 2-1,0

= 1R — 5 = 0,06 : X ——-';JI,-' -+ 0,96 -
e 1,6; [0 6.0,16 0,96 ; : J |\ ] y 0,96 0.6-5,0

) My = 1,640,y .

Ay
T ¥
— 8 e

5

Abb. 183a und b,

28, Vereinfachung der L&sung bei Symmetrie des Hauptsystems,

Die Symmetrie des Hauptsystems setzt Symmetrie des Tragwerks voraus, deren
Eigenschaften im allgemeinen bereits auf S. 185 dargelegt worden sind.

Das Hauptsystem mit einfacher Symmetrie. Von #» statisch unbestimmten
Schnittkriften ¥, wird in der Regel eine gerade Anzahl » symmetrisch zugeordnet
sein. Der Rest (n —7) = ¢ gehort Querschnitten der Symmetrieachse an oder be-
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i

steht aus Stiitz- und Schnittkriften, deren Einheit im Hauptsystem ebenfalls sym-
metrische oder antimetrische Kriftebilder erzeugt. Statisch unbestimmte Biegungs-
momente und Lingskrifte in der Symmetrieachse des Hauptsystems liefern sym-
metrische, statisch unbestimmte Querkrifte antimetrische Spannungszustinde,
Die # symmetrisch zueinander liegenden, statisch unbestimmten Schnittkrifte
werden mit Y ... Y 4y...¥g-y... Yy, die ibrigen (n —7)=7¢ mit Z, be-
zeichnet. Von diesen soll die Anzahl symmetrisch (U,), die Anzahl " antimetrisch
(V,) sein {t =t -+ ). Die symmetrischen Eigenschaften des Hauptsystems sind
die Ursache folgender Beziehungen:
0,44 = 0pgs - Ou+na+n = Or-nir-ns *° 04440 = Or(m-0)>

Oa+nn = OE-nn> darme=— Oig-nk-

Die Matrix ist daher auch zur Nebendiagonale symmetrisch oder antimetrisch. Das-
selbe gilt von der konjugierten Matrix.

Zerlegung der Matrix und Bildung von Gruppenlasten. Werden je zwei der
 Bedingungsgleichungen mit den Ordnungsnummern (4 + J), (R — J) symmetrisch
zueinander liegender Schnittkrifte addiert und subtrahiert, so entstehen zwei von-
einander unabhiingige Ansiitze. Die Gleichungen « enthalten neben den statisch un-
bestimmten Schnittkriften U, die GréBen (Y 4+ Yg) =X, (Y i0+ Yr-s) = X .
Die Schnittkrifte ¥V, fallen aus. Die Gleichungen § enthalten neben den statisch
unbestimmten Schnittkriften Vdie GréBen(Y 4, — Yo =X, (Y440 — Y-l =X, _;.
Die Schnittkrifte U, fallen aus. Hierzu treten noch ¢ geometrische Bedingungen
8, = 0 mit den unbekannten GriBen U,, (Y, i;+ Yz )= X,,; und ' geo-
metrische Bedingungen dé, = 0, welche nur ¥V, und (Y., — ¥ ;) = X|_, ent-
halten. Die beiden Ansitze o und f zihlen daher (r/2 +¢) und (r/2 + ¢"') Glei-
chungen mit ebensoviel Unbekannten.

Um die Aufspaltung der Matrix nach Abschnitt 34 vorzubereiten, werden die
Glieder mit den Summen und Differenzen statisch unbestimmter Schnittkrifte mit
der Zahl 2 erweitert, so dal daraus neue Unbekannte

;5[:""’44-.1 ok },R-—J} = Xs+i| J_a":YA+..r o YR—-J} :Xr—i (359)

mit den doppelten Vorzahlen entstehen. Diese Rechnung wird an vier ausgezeich-
neten Gleichungen (4 + J), (R — J), & und k gezeigt.

Allgemeiner Ansatz.

A+] |+ Yaqssbusnu+n - +Ye—sbasnm—n +Usbasnar+Vebasne Seataye
h sos E Y i 200440 s Yo alyie—n v o Uy dyy, = dig
k oo+ Va0 asn s+ Ye_slig—ny — won - Vides Sk o
RBR—J |+ Yiradp-—nas+n+Ye-sbg—nw-n-+Usdg—na- -+ Vedg_pnp-++ Scg—d10
Ansatz o
Yoso+Ya_s
: 9 | .
a1 |~ = 2 (b4 +HA+nT 5:A+:5m——n]""."UA'[éudq-Ja-i- flxm—;;}' ol Satno+ é‘t-i-m
s Yot Yeos
h T i &5 2 Bagaynen cor - Uybpa +-- g
Ansatz f.

¥ Yapa—Ya—u
F—mi |eee 2 2 (Busnusn— Susn@-n)+ Ve (Bt n — O a—n)+ | 8as 00— dip-m

Yays— Yoy

TR RS .

28t ne - vord Fedpp oon i
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Die Verwendung der halben Summe und der halben Differenz zweier zueinander
symmetrisch liegender, statisch unbestimmter Schnittkrifte nach (359) bedeutet
mechanisch die Erweiterung der statisch unbestimmten Schnittkraft zur statisch
unbestimmten Gruppenlast und damit zu einer statisch itberzihligen GréBe all-
gemeiner Art. Diese sind ebenfalls unabhiingig voneinander, so daB bei der Ableitung
beliebiger Schnittkrifte und Verschiebungen auf die Superposition iiber die Beziehung

-“ll'll'f'u" = “;u.—i = ‘J{r—l' 1 }-R—.f — }‘.a+i o5 ‘\'r—i
verzichtet und dafiir folgender Ansatz verwendet werden kann:
My=My,— X (Mg g4 Xaps Myg—oX,4+ Mg\ Uy + Mg, Vy), 1
éH = aHu = E {éHEa-HJ ‘Yu-i-i o5 a‘.”lfr—“ '!‘rf—i i an A L'.p, + aﬂk I"h) . J

Mg u+i) O+ bedeuten im Hauptsystem die auf den Querschnitt H bezogene
Schnittkraft und die relative Verschiebung der Querschnitte H infolge wvon
— X4pi = 1. Alle anderen iiberzdhligen GréBen sind dabei Null, Der Belastungs-
zustand

(360)

o X{:-E R :1._:{}-'(!_'_'} Tl }-II'—J =15 = ‘Xr—r'z = i{l-—.-lhl _ E'R—J} = 0 usw,

besteht aus den Schnittkriften ’ (361a)
—Yy=1, =Y ;,=1,

der Belastungszustand

— X i =— Yy —=Ypy) =1, =X, ;=— s (Y g+ Y1) =0 usw.

aus den Schnittkriften (361Db)

‘1"_,]+Jﬁ1. -+ }’H_JZI.

Die Vorzahlen der Gleichungen & und f# werden aus der Arbeit einer virtuellen
Belastung entwickelt:

) i o [ | y - i1
'-('5!.4+J'r<.-|+..r1'?'é'mnux-m' —]A--:-..rf‘)m+.m,4+ﬂ 1: auHJm—JJJJ"IR—JMt.’:—.{nR—Jn T a[ﬂ—nt.um

=14400usn0+0 T1r-s0m-s6+d = lat+iOsnatas
2[6‘44-“[11-J]_'at.4-+.fIlR—J:):1A+J{5lA+J]t_-I.—J]_él‘.‘!+JJIR—J])_lH—J{éiR—J?|A+J]_61R"JI[R—JI}
=lg4s0usne-0 —le-s0m-nu-0 =L—tOp-iyr-0»
ohuua +‘5hm--,n =6hm+i| :1414-{(5|r1+1':h :26¢A+.ﬂhl

)

— =2
kid+.J) = 6kfi.'—JF =ak‘[r—1] __lr—‘air—ilk _-J‘A‘!'J'Ji"

Damit erhalten die beiden voneinander unabhingigen Ansitze « und f folgende
Form:

Anzatz e.
G P PO .\'-M_,- Oasrirtagn s = =+ i-':n Siaserns * o | dapnias [3623)
X i c v X Baasn k% o = g OCRETY U

Ansatz §.
X beiips s o+ XesiBirmtytr—in * + T l’:n Gir—iie =+ * | Qir=ito, 1:36'3b}
}L'f E)t,. CRUTEES o }v',.., t}g—q,_-) LA I"x 6&1: A al’:‘ﬂ'

Diese Gleichungen kénnen nach dem Prinzip von Castigliano (S. 163) auch unmittel-

bar angeschrieben werden. Die virtuelle Belastung besteht dabei aus den Teilkriiften

eines der Belastungszustinde — X, =1,---— X, ;=1,--- — X, =1,.-- — X, =1.
Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 13
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h

Da die relativen Verschiebungen d,,, und d;_,; des Hauptsystems aus den duBeren
Ursachen und den iiberziihligen Gréfien X, Null sind, ist in Verbindung mit (36]1)

I:.l 1 [jll S S |.—l +J 'j_d +J f lI.'--..I' rj.'.' 1 i 0.
o rj'.-l 1o I +Jia 'E ﬁl.’f--.f.-u] -\':_. = _l !:[j[_.! + VR ' ,"]IJ: Fa IE .?l — U?
“}I.!-.'II"; i \.{)L"'rlr.‘ '\'f.- _'.l‘(jl-:-f:-hz-}: =0; a=1.... b= If

Y h ARy

L iy =1,150405—=1p 405 ;=0.
B) Siusno — Om-ao — 2 Opa—u— 6:!:—.1:-r.- X, — 2 0u+nr — Om—ne) Ve =0.
4 15 2 1 7 C— . oy 5 ; 1
oir-rJU __\r)\'.'-llr‘llr = _\{s[r—;':l.l'.[}. o “r ¥ = ] sew . ! S

Die Belastungsglieder bei Symmetrie der Matrix. Die Belastungsglieder
der beiden Ansiitzea und g (5. 192) entstehen durch Addition und Subtraktion der
Bedingungsgleichungen mit den symmetrischen Ordnungsnummern (4 4 [

), (R—J)

Ora+n0 + ip-no= "jir.urunf B4 +0] "S[K: o= G_io.

Bei symmetrischer Belastung ist 844 yo= Or—uip: Otr—ite = 0o = 0; die Glei-
chungen g sind daher homogen, so dall

X . .=0, Vo=0; mmd. X, S¥, eV 0. (363)

Bei Antimetrie der Belastung wird &, n0= — Sz_s0, al50 Siinio = ao =0,
so dab die Gleichungen « homogen sind. Daher wird jetzt

A it R Uy=0 und X, =Y, ,,=—Y¥, ;. (364)

Diese Lisung trifft bei Verwendung von unsymmetrisch liegenden Stiitz- oder
Schnittkriften Wy mit symmetrischem oder antimetrischem Kriftebild nicht immer
zu, so dall diese oft in ein statisch unbestimmtes Hauptsystem einbezogen werden.
Ist Wi die zur statisch unbestimmten Stiitz- oder Schnittkraft symmetrisch liegende
GroBe, so werden zweckmiBiger von vornherein Gruppenlasten

2 S r 7]

H:J == Wy .!)' W H [1';';: Wg = Wa (:;ﬁ:}}
gebildet, von denen dann stets die eine oder andere bei Symmetrie oder Antimetrie
der Belastung Null ist. i

Um diese iibersichtliche Losung auch bei einer belicbigen Belastung 9§ anschrei-
ben zu konnen, wird diese nach S. 186 durch Belastungsumordnung in einen sym-
metrischen Anteil ™% und in einen antimetrischen Anteil 29 so zerlegt, dab

\_15 = (HJSﬁE - (2) }:,.

In der statischen Untersuchung des Tragwerks fiir M9 erscheinen dann allein die
uberzihligen Griflen X,, X,,; und die symmetrischen Kriite U,, in der statischen
Untersuchung des Tragwerks fiir @9 nur die fiberzihligen GroBen X, X, ;und
die antimetrischen Krifte V.. Jedem Lastanteil wird zur Vereinfachung der Rech-
nung ein der Eigenart der Belastung M oder @ entsprechendes Hauptsystem
zugeordnet,

Der symmetrische Anteil WP liefert

I”'l‘, r—i — U ] ”]A-ﬂd-i == [”1;.4 o IU}FJ"— J
der antimetrische Anteil 2153 (366)
t:l'\"u-.’ — () . I;”A-r-z - i!]l—'{“. 3= — {2} _lt o
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die Superposition von ®¥E und @ daher

Y io=WY,  ,+9Y,.,, Vigoig =¥, oy
Schnittkraft M = (WM 4 @M usw.

Anwendungen. a) Durchgehender Triger auf & 2= = &
4Stiitzeninsymmetrischer Anordnung (Abb.184a). B =/ 5] ez, _‘
Das Tragwerk ist zweifach statisch unbestimmt. ¥ :#Mp@!;sfm 2

Hauptsystem a (Abb. 184 b): Triger auf zwei Stiitzen. if e = M
Uberzihlige GroGen sind die Stiitzkrifte X, = Y,

X, =Yg, sodaB §,,,—= 8,,. ¢ T4

Hauptsystem b (Abb. 184¢): Drei einzelne Triger. M, %

Uberzihlige GroBen sind die Stiitzenmomente X , =Y

L
A
X,=Yy, so daB ebenfalls §,, = é,,. ‘ﬂi/"‘:?\
1

Umformung des Ansatzes nach (359): %W?

‘Yeﬂ (ja ¢ - ‘k-ﬂ ﬁ“ = ‘Ecm ’ ﬁdﬁﬂf&}ﬁf&ﬂ?b
- s e X
A".i ab;: = ‘:"b'{sbb = abﬂ' e},,'%, Qxﬁ}xg ‘,{;}} 2 e
Xo o Xy, 7
o 2 (adﬂ. ar éab) — t?'ru] + Jbu: 0‘ ( \}:l' { }
- *f
R e :
3 2 (brru " éub) — fflr”] 2= 65 0 %
; . . -r;:
X105 =y, Xy 09y = by 9 !
Belastungszustand — X, =1: — X =1, —Xy=1, 4
Schnittkrifte M, ; RIS
Belastungszustand — X, =1: —X,=1, + X, =1, Schnittkrifte M, .
Symmetrische Belastung: X, =WX, =) , Xs=0.
Antimetrische Belastung: Xy = Xg=WX =) .

Schnittkraft aus der Superposition: M = M, — X, M, — Xy M,.

b) Beiderseits elastisch eingespannter Bogentriger in symmetri-
scher Anordnung (Abb. 185). Das Tragwerk ist dreifach statisch unbestimmt.

Hauptsystem a. Tréiger auf zwei Stiitzen (Abb. 186 a). Die Einspannungsmomente
X4, X, und die Lingskraft X, im Bogenscheitel sind statisch unbestimmte Schnitt-
krifre.

Uberziihlige GroBen:

X1=Xo; —X;=1, M=M,,

X_,YJ—XB. X_]. X =1 —|—¥_] M_1’f
S TR —X=1: —X,=1, rg L i
Bhl Bdea v -

—’5.3: 2 : ""A:tﬁ]': _.Xﬂ:]_ —szl, M:JW::.

Die Schnittkrifte aus — X; = 1 und — X; = 1 sind symmetrisch, die Schnitt-
krifte aus — X, — 1 antimetrisch. Daher 8, = 8,3 = 0.

>R T

d" |I 613 6I0
g | O
gy | ! dys | O
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Symmetrische Belastung:
WM; WX L0, VX, =0, VX, =0X =0X, L0,
Antimetrische Belastung:
M, DX =0, BX,=10,
DX, =@X, = — @X, +0,
My = MM, + ®M,,
M=M,— XM, — X, M, — X,M,

L,
=M, — X,y + X TIT X,

N=N; — X ,cosx — X, sina,

Die statisch unbestimmte Langskraft X, = X,
des symmetrischen Anteils des Ansatzes liGt
sich auBerdem noch durch einen Anteil der
Gruppenlast X; in Gestalt zweier Momente X, y,
in und b derart zu einer Gruppenlast X, er-
ginzen, daBl diese im Gegensatz zu X, unab-
hingig von X berechnet werden kann. Die
Bedingung ist hierfiir 1;8,, = 0. Gruppenlast
Xy=1:— X, =1, 4+ X, = 1y,

1305y = 03 — Y0053 =0
(starre Einspannung),

1305 = 05 — 265 — Y9033 — 235855 = 0
{elastische Einspannung).

Eza: £y sind die E J fachen Drehwinkel des
Widerlagers infolge eines Momentes von der
GroBe 1 oder einer waagerechten Kraft 1 in

a oder b. 7
r_.l.’ Ji' |.£IJ- e - :2‘{31

e = ——— .

X,,X,,X, nach (465).

Hauptsystem & (Abb. 186b). Die Lings-
kraft N, =X, im Scheitel wird durch die
statisch unbestimmte Schnittkraft H, am
Kémpfer ersetzt. Als iiberzihlige GriBen wer-
den auBer X, und X, nach Losung (a) die
Gruppenlasten X, =1/2 (H,+ H,) und X*=1/2
(H,— H,) verwendet. Von diesen ist X* statisch
bestimmt und bei symmetrischer Belastung Null.
Bei antimetrischer Belastung ist H, = — H,.

Die beiden symmetrischen iiberzihligen Gro-
Ben X, X, werden auch hier durch Erweiterung
von X, zu einer symmetrischen Gruppenlast X,
unabhingig voneinander. Diese besteht aus X,
und einem Anteil von X, in Gestalt zweier
Kriftepaare X,y,-in @ und 4. Die Strecke y, wird derart bestimmt, daB d4s = 0.
Ansatz und Ergebnis wie in Lésung (a).

Yo

Abb, 186,




Anwendungen.

Hauptsystem¢ (Abb.186¢). An Stelle der L ngskraft N
M, = X, im Bogenscheitel als statisch unbestimmte
Schnittkraft. Das Hauptsystem ist dann ein Drei-
gelenktréger mit X, und den Gruppenlasten X, X,
nach (a) als iiberzdhligen GréBen. Der Ansatz erhilt
wiederum die in () angegebene Form. Auch hier
kann der symmetrische Teil durch die Erginzung
von X, zu einer Gruppenlast X, in zwei voneinander
unabhingige Gleichungen zerlegt werden, die aus X,

und zwei Momenten 2% X, besteht. Die Strecke
1( 1 <0

wird aus der Bedingung &,, — 0 berechnet.

¢) Geschlossener Dachrahmen mit Hinge-
stangen in symmetrischer Anordnung
(Abb. 187). 1. Statisch bestimmtes Hauptsystem
nach Abb. 188a:

Zwei tibereinander liegende Balkentriger. Als

197

. dient das Biegungsmoment

statisch unbestimmte Schnittkrifte werden die
Langskrifte in ¢, & und ® und die Biegungsmomente
in a und b verwendet,
Symmetrische iiberzihlige Gréfen:
L=3X.+X,), X,=}(X+X)),
Antimetrische iiberzihlige Gréfen:
‘X.l:é(qu“Xu): X_:,:%{:Xh__‘}[k)'
Belastungszustinde: — X, =1, M = A,

—X. =1 —X, =1, —X,=1, M=M,,
_X_'!:]-' "Xﬁzl, —.Y,".zl, Jlr:—‘fﬁ,
=y =1 —X, =1, +X,=1, M=M,,
—Xy=1: =X,=1, +X,=1, M=M,.
Ansatz fiir symmetrische Belastung :
XX X
O s | Oy | i
day dios | By | Oy M =
digy 033 | dyy | da £
Ansatz fiir antimetrische Belastung:
Xy X
dg | 0is | Gap
—_._'_.._
6-54 | 565 ébﬂ
: ¢
Symmetrische Belastung: X; = X; = 0.

Xi=wx — MY, X,=0X,=0)X, X -—X

Antimetrische Belastung: X, = Xy=X3=
X, = DY = @Bx,, X, = B, ——x, .

5 =
Beliebiger Lastangriff:
M= M, + @A, — N X M. ;

Abb, 188,

=

e e
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Die Lingskraft X, = X kann ebenso wie X auf‘f."u 1_9!3 zu einer Gruppenlast X*
ergiinzt werden, so daB ;5 oder &y, Null ist. Die }_'.!'\'-l'l'lh_il'llﬂg des _f‘\n.uutzv:-a ZUr un-
abhingigen Berechnung aller iiberzihligen GroBen wird in Abschnitt 36 behandelt.

Die Verwendung des Biegungsmomentes im Scheitelquerschnitt ¢ (Abb. 188b)
oder der Schnittkraft H, im Querschnitt b an Stelle der statisch unbestimmten
Lingskraft X; = X, fithrt zu keinen wesentlichen Anderungen der Losung. Sie wird
dann ebenso wie auf S. 196 behandelt.

9. Die Rechnung liBt sich durch statisch unbestimmte Hauptsysteme abkiirzen,
deren Schnittkrafte fiir die Belastung  und — X, = 1 aus Tabellen bekannt sind.
Sje kann daher hier unter Umstéinden mit Vorteil auf den geschlossenen Stabzug
oder den Zweigelenkrahmen mit biegingssteifem Zugstab bezogen werden. Der
Ansatz lautet fiir Abb. 188¢:

Symmetrische Belastung Antimetrische Belastung
X5 X Xy X,
(0 1Y O W s g | 6%y
oy | o | oty s | s |

M=MP—X, MP— X, MP — X, MP — X, MD.

Zahlenbeispiel in Verbindung mit einem statisch bestimmten Hauptsystem.
3erechnung einer zweischiffigen, zur Mitte symmetrischen Halle (Abb. 189).

1. Geometrische Grundlagen: Trigheitsmomente
und reduzierte Stablingen. Riegel: J, = 000312 mé=J,,

..—Ea? .—-éﬂ?.-—lz@s- " : :
L2 sy T Piosten: oberes Ende [, = 0,00540 m%, unteres Ende

|
8 >
* 1 J.=0,000876 m4, J,: J,=n=0,125. MaBgebendes mitt-
9 & leres Trigheitsmoment fiir den Pfosten nach Tabelle 1]
o
L 1B { Ja=Fk+J, =490 J, =0,00331 m?,
- o _ 0,00312 o g
Abb. 189. W= 3,4,-,“ o = 3,26m, 5, =309m, s;=2060m,

2. Hauptsystem und fiberzihlige Gré&Ben: Die Belastung wird bei Symmetrie des
Stabzugs durch Umordnung in den symmetrischen und antimetrischen Anteil zerlegt. Die sym-
metrische Belastung " erzeugt ein symmetrisches Kriftebild, so dab die symmetrisch zuein-
ander liegenden Biegungsmomente der Querschnitte b, ¢, d, ¢ nach (359) zu iiberzhligen Grup-
penlasten vereinigt und aus

X, =} (DM, + OM,); X, =} (M, + DM,
berechnet werden (Abb. 180a). Die Differenz der Biegungsmomente aus B ist Null, daher
Xy = MM, = DM, X, = (UM, = NN, .

Der antimetrische Anteil */iR erzeugt ein antimetrisches Kraftebild, so dal ein Hauptsystem
mit den Biegungsmomenten ®M,, A, als {iberziihligen duBeren Kriften statisch bestimmt
berechnet werden kann (Abb. 190b). Diese werden zu zwei iiberzihligen Gruppenlasten zu-
sammengefaBt:

BX) = 1 (@M, - BM,); BX, =} (M, — M)

X, =0 daher ®X, = BM, = — @M

#
P 5

ar

Abb. 190 a. Hauptsystem filr symmetrische Belastung, Abb. 180b. Hauptsystem fiir antimetrische Belastung

Das fiau]}tsy:itt‘m fiir den symmetrischen Anteil der Belastung nach Abb. 190a ist beweglich,
aber durch die Art der Belastung im Gleichgewicht. Das Hauptsystem fiir den antimetrischen
Anteil (Abb. 190b) ist statisch unbestimmt, die statisch unbestimmte Schnittkraft jedoch durch
die Art des Lastangriffs Null.
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Ansatz:
Symmetrischer Anteil Antimetrischer Anteil
)l‘[ f‘-g

L dya dig

Kyliq = Oap -

Y (I Bz

3. Vorzahlen der Elastizititsgleichungen: Berechnung nach (300) mit den Abb, 19la—c

By = JA_U;‘{; ds = 13,506,

T j M, M, -‘;‘ ds = 4,964,

B =‘J' weleas = 58,

Abb. 191. Biegungsmomente im Hauptsystem Abb. 192.
infolge — &y = 1,

Auflosung des Ansatzes nach (347):
X; = + 0,10780 8,5 — 0,00185 8y,
X, = — 0,09185 6,9 + 0,24 000 dyy ,
X, = + 0,02978 &5, .

4. Die fiberzahligen GroéBen und Schnittkrifte aus einzelnen Belastungs-
fallen. a) Eigengewicht (Abb. 192a). Die Belastung ist symmetrisch. Hauptsystem: Abb. 190a,
X, = 0. Schnittkrafte: Abb. 192b.

b1 = J My M, {r ds — — 138,57,
g0 = My M, Fbvs 86,017, 50 =10,

o
Xi=—7,03Tmt=M,=M,,
Xy=—8769mt=M,=M,;.

Abb, 108. Biegungsmomente aus Eigengewicht.

Momente im statisch unbestimmten System (Abb. 193):
M = M, + 7,037 M, 4 8,769 M, .
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Probe: Die gegenseitige Verschiebung d, der AuBeren FubBgelenke mub als Null nachgewiesen
werden. Die virtuelle Belastung 1, nach Abb. 194a liefert

.lrr

12 8% = [ ME) 7 ds = 0,02 =4>0,

Abb. 1043 und b

so dal die waagerechte Komponente H der duBeren Stiitzkrifte nach (333) den Fehler

AH = A7 enthalt:

I ds = 110,403 (Abb. 194D) ,

J'__': i | Lh.-Jk N ]JI. "J.;L-_Il-l =I -!ufi.fi ;1,.;]-{:.
AH = 0,02/110,403 = 0,181 kg ,
gegeniiber H = 2,040 t .
b) Einseitige Schneebelastung (Abb. 195 a). Die Belastung wird in den symmetrischen und
/ in den antimetrischen Belastungsanteil zerlept. Symmetrischer
Belastungsanteil W : Hauptsystem nach Abb. 190a, Schnitt-

= 8
(o3 ) 4 e
B Y krafte WM, n Abb. 195b
i bRy :
“?Jsln —= I EH.‘[.II'{I .ljrl 'Tf s =- 121‘343 ¥
1} _ T3y .'rr y . e T
Mo = j‘ M, M, f— ds=— T,826,
Schneebelastung, d - E
Antimetrischer Belastungsanteil <': Hauptsystem nach
o iz Abb. 190b. Schnittkrafte WM, nach Abb. 195¢
s & & - § 8 3 I
l' * * 1‘ ' { * "'"}Jn—',i Ry M,y 'jr ds =0, X;=0

Daher ist nach 3.:
Xy=-—064d mt = M, = M,
Nyg=—=0T¥Mmt =M, =M, .
Momente im statisch unbestimmten Svstem (Abb. 1986):

M = U}, L BMg - 0,844 M, 4 0,794 M,.

Probe wie bei a):

e e

[

N - F & & S = 0,02 = A.
s t A !

c) Windbelastung (Abb, 197a). Die Belastung wird in
den symmetrischen und in den antimetrischen Belastungs-
anteil zerlegt (Abb. 197b und d). Symmetrischer Belastungs-

(A9 4o +QME »Gaso

-I' ; ; . -0 TV :

il b —qﬂg._.__. z - f Sy mﬁwam
; iﬁ |
g g ; ]

o = M

Antimetrischer Anteil,
Abb, 195. Abb, 196, Bicgungsmomente aus Schneehelastung,

anteil: Hauptsystem nach Abb. 190a. Schnittkrifte MM, nach Abb. 197 ¢

J e :
g, =] MM, M, .j‘ ds = — 7,373, Uy = | AT, M, .’}f._ ds = — 4,015.
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Antimetrischer Belastungsanteil: Hauptsystem nach Abb. 190b. Schn.btkrifte )7f, nach
Abb. 197e

(LT T =,[-'z’-uu M, ")::e ds = 98,05 .
Daher ist nach 3.: !
Xy =— 0,428 mt, Xy =— 0,326 mt Xy=4 2,92] mt.

a)

a60¢

8
=

bwe gst

g6t
g4t

Windbelastung,

Symmetrischer Anteil,

LA R
| Yo ogf

Antimetrischer Anteil.
Abb. 187,

Abb. 198. Biegungsmomente aus Windbelastung.

Momente im statisch unbestimmten System (Abb. 198):
M =ty 4 @M, + 0,426 M, -+ 0,326 M, — 2,921 M.
Probe wie bei a):
O3 = 0,026 = 4.
Mit ™6, — Afh = 0,025/3,45 = 0,00725, Mf,, = 4, = 0 ergibt sich nach S. 169 ein Fehler
]rXm = (,10780-0,00725 = 0,000782 mt und damit ein Fehler der 4u8eren horizontalen Stiitz-
rafte
AH = l_l,0057823'3,45 = (0,23 kg gegeniiber 723 kg .

) ba'?'ah!enbeispiel in Verbindung mit einem statisch unbestimmten Hauptsystem.
(Abb, 189a.)

l. Geometrische Grundlagen, Trigheitsmomente:
J1i=0,0416m*=7J,, J,=0,0213m¢, J,=0,0114m*,
Reduzierte Stablangen:
0,0416 0,0416
M =500. —=18245m, s = itk
i 3,00 0,0114 18,245 m, s;=8,06 0.0213

K, =6,00m, A= 2,00 m, ss=2565Tm, /,=800m.

= 15,746 m ,
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9. Hauptsystem (Abb. 199b): Zwei einfach statisch unbestimmte Seitenrahmen stiitzen
den Riegel des Mittelschiffs als Balkentriger. Statisch unbestimmte Schnittkrafte sind M,,
M,, H,. Um die Symmetrie des Stabzugs fiir die Rechnung auszuniitzen, wird auBerdem auch H,

als #iuBere Kraft verwendet, so daB die Gruppenlasten

X, =4(M4+ M), Xo=3(M—M,), Xg=4(H+H,), X,=4(H—H)
gebildet werden kénnen. X, X, X, sind iiberzihlige GroBen. Die Gruppenlast X, ist Null
oder statisch bestimmt. Wird die Belastung in den symmetrischen und antimetrischen Anteil

=189,
o, (/S e, L el —
r o &
. . J:‘JQ \
|
—s—2hM #, &
4 . 25 (et s
o g ! 3
< b 5 & ] T .
b T -5 G ffy=te =L/t === =y
R T e g D SR 4 !
= o Ly L=
a) Abmessungen &) Havplsysiem
Abb. 109,
zerlegt, so ist X, = WX, = MY — 20X, — () und X, statisch bestimmt.. Der Ansatz
zerfallt in zwei unabhéngige Teile.

=R
o

on | o | ow
Symmetrische Belastung: Antimetrische Belastung: X,60 = 8§} .
op | om | 6w

3. Die Schnittkrafte des statisch unbestimmten Hauptsystems. Unterlagen

zur Berechnung der Schnittkriifte in den statisch unbestimmten Seitenrahmen nach Abschn. 61

e R e ‘("u":]_fi = 0,381 ;

2z

15,75 o,75

3 5,0 » 6,0
= -7 —,833; _ U 100
Ay 60 0,833; A= 5.0 1,200

po=0,833-2,159 4 1 4 1,200 1,381 = 4,456 .

Belastungszustand — X, =1: — M; =1, — M, =1, M® nach Abb.200a

- 1 . - 1 oF
-'!l;‘U1= _HU: -'0.}'.!1'.'Jt, Jrfl :f"! = 4+ SI_J= +0,123t
D 240,833 0.3179 i i — 1000 ... 136 1
= 5a4ng — 0S179, al b=t = Hluy S —ns 0,3179 = — 0,0636 t.

Belastungszustand — X, = 1: M, =1, + M,=1, M{® nach Abb. 200b

Ag=—10]125¢t, By, =+ 0,250 t, Dy =+0,125¢, Co=—0250¢,

Hyy=Hyy=—0,0036t; H,,=Hg= -+ 0,0636¢.

Belastungszustand — X;=1: — H; =1, — H, =1, M® nach Abb. 200c

6,0 iy ’ _ Y SRy

Ay =Dy = — o 0,760t, By=Cy= 4 o 0,750 t,
14 2:1,200(1 + 0,381) oo f— 1,000 :
D= 4450 = 0,9682; H,;=- {\ 5 ) (—0,9682) = — 0,484¢,
Hyy=Hay=—0484, Hyy=H,; = — 0,484 + 1,000 = 4 0,516 t.

4. Berechnung der Vorzahlen des Ansatzes als gegenseitige Verschiebungen im statisch
unbestimmten Hauoptsystem nach (305) ;

o =_f-’h”l‘” M@ -J;-‘nfs =+ 28,14; é;";;='J‘.-wlm M@ J:';-‘ ds = — T1,47;

33

84 =j.—u;°i M@ J:‘ ds = + 682,5; 4% =If,-ufgﬂ> M J.Zr“-ds = -} 16,05.
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5. Auflésung des Ansatzesin 2. nach (345):
(]

16,06370 '

88 + 0,11351 63

v _ OB+ s 8% + 2,75300 6
X, = e ;

.-‘.'. I e
A 469,1904

oA A Ay

Abb. 200. Biegungsmomente infolge — Ay = 1 im statisch unbestimmten und statisch bestimmten Hauptsystem.

6. Die Schnittkridfte des statisch unbestimmten Stabwerks konnen aus den Stiitzkriften
oder durch Superposition gewonnen werden:

H, = H) 4 0,0636 (X;+ X,;) + 0,484 X, ,

ad 1

Hy = H{% + 0,0636 (X, + X,) — 0,516 X, ,
H, = H| 10,0836 (X, — X,) — 0,516 X3,

el

Hy = HZ + 0,0636 (X; — X,) + 0,484 X .

n=g45 t/m

Spmmelrisch

anfimernrisch

Abb. 201, Schnecbelastung,

7. Belastungsfall I: Einseitige Belastung des Mittelschiffs durch Schnee mit p = 0,45 t/m
nach Abb. 201. Sie wird in den symmetrischen und antimetrischen Lastanteil mit # = 0,225 t/m
zerlegt, so daB X, =M, =0M,, 6 X, ="H = MH, Xo=3M = — 3M,. Die Be-
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Ansatzes werden als gegenseitige Verschiebungen im statisch unbestimmten

Hauptsystem nach (305)

[e L 11,58
l-ﬁll?-. -.l ds = o, i Boyy = U
v T
1§02 — ' DA M LS s — 44729
i n A
" II'
B = j WM MR =L ds =— 12,33 ;
-t ¥

: — 86,7 -+ 0,1135:472,9
Tar 19,34 3

1,710 mt ,

5 12,33 o
ilg = — 16.05 = {),768 mt ,
5,05
4720 — 2,75 86,7
¥y = —- e — 0,400 t .
] &

Die Stiitzkrifte sind dann nach 6.:
H,=40,0840 t ,
Hy,=—0,4150 t,
H,=—02173 t,

Hy=40,181T t.

Sie kdnnen in Verbindung mit
den iibrigen &duferen Kriften zur
Jestimmung  der Schnittkrifte

Abb. 202. Biegungsmomente infolge Schneelast, \.":[.I.u.r..“(l"‘t "\.?r".l'c.n'. Die 5%1[.‘!."1’-
position nach (289) liefert

M= M® + 1,710 M + 0,768 MP — 0,409 M

Um die Richtigkeit des Ergebnisses (Abb. 202) nachzuweisen, wird festgestellt, daB die Summe
der gegenseitigen Verdrehungen der Querschnitte { und » Null ist.

oY) = j' M M —'j:r ds = 16,81809 — 18,79790 = 0.02 = 0 .

Abb, 203. Windbelastung.

8. Belastungsfall II: Waagerechte Belastung des Pfostens des Seitenschiffs durch Wind

mit w = 0,625 t/m.

Die Umordnung der Belastung ist bei dem einfachen Schaubild der Schnittkrifte MW
nach Abb. 203 unnétig.

Belastungsglieder des Ansatzes:

O3 =

848 =J MP MP -

i* ds =+ 19,236 .
I :
£ g5 =+ 19,236,
Ji' i
]
J

M© M@

0% = [ M Mp T a5 4179552,

Xy = 2,048 mt , Xy= 1,188 mt, Xy, =10,496 t, K=l
Nach Abschn. 61 wird

T 24 0,833 (4 + 6-1,159)

4. 4,450
(— 0,6701) = 0,891 t; HY =0,801 —0,625.500 =—2234 t.

= 00,5701 t;

0,625+ 5,00
= =

HE =
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Die iibrigen waagerechten Stiitzkrifte werden wiederum nach 6. berechnet.
H,=—1,7188'1, H,=40,841 t, H,=—0202 t_ H, = 0,204 .
Sie dienen zur Ermittlung der Schnittkriifte. Die Superposition nach (289) Liefert
M= M@ — 2,048 M2 _ 1,198 MP — 0,498 M@,

Zum Nachweis der Richtigkeit des Ergebnisses (Abb. 204) wird festgestellt, daB die gegenseitige
Verschiebung der Stiitzpunkte der inneren Pfosten Null ist:

34 =j M M ﬁ‘ ds = 51,618 — 51,617 = 0,001 ~ 0 .

Das Hauptsystem mit Symmetrie nach zwei Achsen. Die Symmetrie des Trag-
werks zu einer Achse fiihrt mit der Bildung eines symmetrischen Hauptsystems zur
Symmetrie der Matrix in be-
zug auf die Nebendiagonale
und zur Zerlegung des An-
satzes in zwei unabhiingige
Gruppen von Gleichungen.
Durch die Addition und Sub-

I

|
I
Ko b X,
Abb. 204. Biegungsmomente infolge Windlast, Abb, 205.

traktion von Gleichungen mit symmetrischen Ordnungsnummern sind neue Un-
bekannte entstanden, die in statischer Beziehung als Gruppen von iiberzihligen,
zueinander symmetrisch liegenden Schnittkriften erkannt wurden. .

Besitzt das Hauptsystem zwei Symmetrieachsen, so ist die Matrix durch vier
Achsen ausgezeichnet. Der Ansatz kann dann durch wiederholte Addition und Sub-
traktion in vier voneinander unabhingige Teile A, u, v, T zerlegt werden, Die Un-
bekannten dieser Gleichungen bestehen aus Gruppen von je vier statisch unbestimm-
ten, einander nach Abb. 205 symmetrisch zugeordneten Schnittkriften. Sie kénnen
dhnlich wie bei einfacher Symmetrie des Hauptsystems symmetrisch oder anti-
metrisch zu einer der beiden Achsen entwickelt und zur Bildung der vier unab-
héingigen Abschnitte des Ansatzes unmittelbar angeschrieben werden. Die Unbe-
kannten U, der Gleichu ngen A sind zu beiden Achsen symmetrisch, die Unbekannten
Vi des Ansatzes 4 zu beiden Achsen antimetrisch. Die Unbekannten Y, der Glei-
chungen » sind symmetrisch zur Achse I und antimetrisch zur Achse Il, die Un-
bekannten Z, des Ansatzes 7 antimetrisch zur Achse I und symmetrisch zur Achse IJ.
Bilden daher X ,, X5, X, X, eine Gruppe statisch unbestimmter, einander sym-
metrisch zugeordneter Schnittkrifte, so ist

Up=3 (X + X+ X+ Xyp), Yy=3(Xy—Xp—Xo+ Xp) )
zk o HXA + Xa — X — Xp), Vy= 12(-"’,1 — Xp+ Xo— XD)-I

Der Faktor 1/4 ist durch die nachtragliche Erweiterung der Summanden der Ansiitze 2
bis 7 entstanden, um die Schnittkrifte fiir — Uy = 1 aus der Belastung — gl
—Xp=1, —X;=1, — X, = 1 usw. zu entwickeln. Die Vorzahlen und die Be-
lastungszahlen der Ansiitze 1 bis 7 folgen aus derselben algebraischen Entwicklung
wie die Gruppenlasten, also durch Addition und Subtraktion der Vorzahlen 04 und
der Belastungszahlen § xo des allgemeinen Ansatzes. Sie erscheinen nach der erwihn-
ten Erweiterung der linken Seiten der Gleichungen im vierfachen Betrage. Die Vor-
zahlen §,, und Oy¢ aus — X, = 1 werden jedoch dabei halbiert, wenn X, eine iiber-
zdhlige GroBe in der Symmetrieachse ist. Die Entwicklung kann nach dem An-

(367)
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satz (362) auf S. 193 verfolgt werden. Die Vorzahlen der Ansdtze A bis 7 werden je
nach der Art der Gruppenbildung mit 2,5, ftax, Var, Tax bezeichnet und unabhingig
von der algebraischen Grundlage ebenso wie auf S.193 ‘unmittelbar als die -‘&rhlli:l‘
1, Aen,s Littan, 1 ¥in, 1x* sy einer virtuellen Belastung — Up=1,—V P =

Y,=1, —Z, =1 bei einer Forminderung aus U, 1 usw. L'“T".'-']('kl’“_
Dasselbe gilt von den Belastungszahlen Ay, ftixo: Vio:» Tro

Die Gruppenlasten U
bis Z konnen in dieser

Form nur dann entwickelt _ /

Symmetrische Selastung

Abb. 208, Abb. 207 a, b.

werden, wenn die Anzahl der iiberzihligen Schnittkrifte ein Vielfaches von vier ist.
Sie werden deshalb unter Umstinden durch symmetrisch liegende, statisch bestimmte
Schnittkriifte ergiinzt. Daher tritt in der Regel zur Bildung von Gruppenlasten die
Umordnung der Belastung nach den ausgezeichneten Systemachsen (Abschnitt 27).
Antimetrische Belastung AI:.?::L!_::: und Losung der-
artiger Aufgaben wer-
den an der folgenden
Rechnung gezeigt.
Der kreisformige,
, durch eine Querwand
" unterteilte Behilterring
(Abb. 206) ist sechsfach
statisch unbestimmt. Er
1st zu zwel Achsen sym-
metrisch. Um diese Ei-
Abb. 207¢, d. genschaft fiir die Be-
rechnung zu benutzen,
werden neben H, und H, auch H, und H, als dulere Krifte verwendet, so dab
durch deren Umordnung nach den vier Achsen acht iiberzdhlige Gruppenlasten ent-
stehen. Da das Kriftebild auch bei der Fiillung einer Kammer zur senkrechten
Achse symmetrisch ist, sind die fiir diese Achse antimetrischen Gruppen Null.
Daher werden nur die folgenden iiberzéihligen Griéfen angeschrieben:

Ul = :‘;] = 3 I:J-iru ,l ﬂ'fb : ‘,'”'c —n ﬂr’fd:l, [-':32 "Yd e _; [}{“ I' ij -1 Jrf.: '{ Ijrul'} r‘

2 (368)

5 - 1 .
Zy=Xy= (M, +M,—M,—M,), Z,=X,=(H,+H,— Hc—HaJ-_[

4
Die Elastizititsgleichungen entstehen aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit (156)
O —2 00 Xp=0 usw, 8,—36,X,=0; k=1,...,%

Die Vorzahlen haben die folgende Bedeutung:

T A N ¢ B ol B e
11 — ‘J 1\"1‘} cl!r";". -J."b'i. lll lr{-‘5; 'jmz j':.c"J -\UJI\!'l F f-’TS |.J“1IU ‘!‘fl -J; {35
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N, und M, sind die Schnittkrifte aus — X, = 1, X, — Xy = X, = 0. Dieser Be-
lastungszustand ist gleichbedeutend mit — M, = 1, My=1,—-M,=1,— M;=1
(Abb. 207 a).

1. Um die wviergliedrige Matrix zur Hmtmlmungz der iiberzdhligen GréBen

X, ... X, zu zerlegen, wird die Belastung in einen symmetrischen und in einen
antimetrischen Anteil aufgespalten.

5 Xy Xy Xy
) » gy | dig O . - Oigg g digg
Symmetrische Gruppe: |—— Antimetrische Gruppe:
r-‘:l 1 | Ugq dag Ogs Oa a0

- 2 o 7
g Cos*g }‘ rdep =nr + f o

¥

6”=-zj Y rdg+ 2

— /2 —a!

3. Die Btihllltlf"-?‘lh]{ n fiir einen zur waagerechten Achse symmetrischen oder
antimetrischen Wasserdruck #:

y % . i J .Jrr
h=0, Blg, = :EJ - Ccos ‘Pﬁr'i‘c rdp =4pr E,
‘ . ) o e ; il 1
gy, = 2+ Eﬁf";l 2r ;r Lf Efcum_; - ‘f)r ! rdq = 1pr
o B > JI.l:
4. Die iiberzihligen GroBen sind nach den Ansiitzen 1.:
Je
: i 8pr—
Wiy, Lo Sl =Bl P e
e USTe clflj:l r‘J_;_; = '5.§;| g lIr i L f,: 7T
riat =g e S i A :"IST
i : dpmr fr
sl O3 Bhi — dygdyy : £
gz TR T O, : T e T
11 Y33 13 8 ]
| v (m 8} ¥ F, 8
d  Js 7 ) Je
. — fF - | B e i + 8 =~
Wy, — tmdu—dudu _ . 3"\ R E :
2 Bag Byq — 03, e 4 Je e ! ._I_g_\ .

mjf‘l'.| Y d40 6_23 - {Sﬁﬂ-\r}w = 4}:”'
Oy Bgq — O3,




208 Vercinfachung der ‘Lésung bei Symmetrie des Hauptsystems,

5. Die Schnittkrifte aus der Fiillung eines Abteils entstehen durch {.-'b{.-rl;igerLung
des symmetrischen und antimetrischen Anteils aus #/2. Daher ist bei Fiillung beider
Hilften des Behilters

= '\-;l
M,=M,=M,=M;=X,, H=H=H,=H,=—,
bei Filllung eines Abteils e
Xy b X e X
M= M oLt M=M= "5
X+ X Xg— X
H=H=2r%  g_g, """

Die Abmessungen nach Abb. 208a liefern fir # = 6,0 t/m folgendes Ergebmis:

_ 0,15°-1,0

Je= 5 = 0,000281 m!,
0,30%:-1,0 :
s 12 = 0,00225 m* ,

F,=0,15:1,0 =0,15 m?,
F,=0,30-.1,0 =0,30 m?,
Jei: J.=10,125,
Je ' Fo = 0,001873 m*,
Je i Fy = 0,000036 m?,

Abb, 208a.

0,00187
X, =8:6,0-50- - 0! 18’; g = 00478 mt,
5,0 (72— 8) -+ 0,001873 - = 4 0,000036 - >
5,0 6,0

1,333 = 0,125 (5,0* + 0,001873) + 8.0,001873
T R L R T

)

0,001873 - 7 Y 2

N g5 = 00751 mt,

5,0 (7 — 8) + 0,001873 - —— + 0,000936 . =
a,0 8,0

0,001873 (4-0,15 ) + 1,833 -5,0%. 0,125
{ T3
0,001873 J| —8.50

X;=6,0.50-

5

2 (4-0,125 4 a) (5,0 +
LY

Xyg=4.6,0-.50-

X, =4.6,0-50. = 20,15 mt.

f
7 (4-0,125 + =) (5,0 + ;
( 4l 5,0

Fiillung he_idnr [(ammcru, Fiillung einer Kammer,
1 mt = 86% mm. E : 1 mt=04mm,
Abb. 208b. Biegungsmoments,

Statische Untersuchung eines Kiihlturmunterbaues. Um auch die Bedeu-
tung der mehrfachen Symmetrie eines Tragwerks fiir die Vereinfachung der statischen
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Untersuchung zu zeigen, wird ein waagerecht liegendes Stabeck berechnet, dessen
Knotenpunkte durch senkrechte, am unteren Ende eingespannte Pfosten frei drehbar

ge stiitzt sind. Das ll[l.g\’“ tk hat 24 statisch un- i
bestimmte Schnittkrifte X, deren Abhingigkeit , J’g__fr-:;ju
bei unregelmiBiger Gliederung des Stabwerks neun- g

2 ‘ ' He#C A V7

gliedrige Elastizititsgleichungen liefert (Abb. 209). |

Da die Aufgabe hier fiir ein Tragwerk mit Y I $
zyklischer Symmetrie gelost werden soll, kénnen ’r;;L ' A
alle Vorzahlen des Ansatzes aus den Biegungs- *f- ’E}
momenten M,,, M; des Hauptsystems Abb. 210 XHJ{ "r'-"f
fir — X, =1, — X; =1 abgeleitet werden. Die 4w | _!:3
Trigheitsmomente des Pfostens fiir die radial A i Ko

und tangential gerichteten Hauptachsen des Quer- 'E’J)}X
schnitts sind J,, J,, die Trigheitsmomente des = ¥
Ringstabes J,. @7}3':;{%-}'&'1%

Um auch &hnliche Tragwerke mit anderen

. Abb, 208.
Abmessungen zu vergleichen, werden statt der ;

E J . fachen Verschiebungen dj;, Vorzahlen é;, = 5 0ix verwendet, Sie entstehen aus

folgendem Ansatz:

fisam - = Moo L 0000 S, 02008 ) g &
B 0 = 029,20 = 3 ki T 2 ) — h? T. + 2 3 A3 T 2 7.
y 02592 . /. 0,966 . J, 3
"52:1,::9. v U s ‘&121 == jsj, +‘}'"'“'J l” » il ix = Op.
Geometrische Abmessungen des Tragwerks:
Li=Ji=J, und J.=1],; A=12m. s=8643m.
Vorzahlen der geometrischen Bedingungen 4,y = 0 und 4, :0‘
Brgay=0pg =~ =1032% 4 2.0,966% + 80,259+ 2 () = + 6,489,
03304 =0y 9= 0,259-1,932 — 0,259-0,966 + 0,966-0,2 9 = 4 1,25097,
3 > 3
Bp.za = Oy 9, = — 0,066 1,932 — 1,932.0,066 + {Jj = — 3,64434,
031,94 = 039, = — 0,259 0,966 — 4- 0,966 - 0,259 = —1,25007,
Og0,.83 = 0y 94 = + 0,9662 — 4-0,259° = + 0,66484 ,
Opg g =10, =+ .=2.0,2592+ 8.0,966: = 17,6,
000 =0y =1,932.0,259 — 0,966-0,259 + 4-0,259-0,966 = + 1,25097,
S0 = 9d;5 = 0,259 — 4.0,966° = — 3,66562,
0100 =0,4 = —10,259-0,966 — 0,259 0,966 -4 = — 1,25097.

—Xgum=1, Mg, -Xym]l, My,
Abb. 210. Momentenflichen im statisch bestimmten Hauptsystem.
Beyer, Baustatik, 2. Aufl,, 2. Neudruck. 14




Lasung bei Symmetrie des Ha

uptsystems.

210 Vereinfachung der
Matrix der Vorzahlen o;;.
Xes Xa e X Mo X X, X
24 | .;._r..J._;\Cl I.2 3.0 L 25067 4] ] I,25007 | — ]__':3_'.;.]:.-
1 7 I,25097% :__;_lal.-:;r_- I,25007 7, o000 I,25047 _;_";fi;ih_'_-
2 e i 0,00454 L, 251 '_?' B .1-' 1435 1,25097 b, 4890( I,25007
3 o % - 25007 3,003 I,25007 | + 7,00000
4 . 60484 | — 1,250 304435 _:,.'5-'1||;.'
5 ] ] 5  1,25007 | — 3,66562
L = = e T o J.,-*.-r“ — 1,25007

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung wiederholen sich infol

ge der zyklischen Sym-

metrie bei allen Verschiebungen, deren Indizes gleichzeitig um ein Vielfaches von

zwel erhéht sind.
Die Lasten
waagerecht und werden

sind

nur in den Knoten des
Stabecks l_'iﬂ!._f“ll':lf.',(‘“.
Sie lassen sich daher

nach der Winkelhalbie-
renden und einer dazu
senkrechten (zeraden,

Belastung also in Richtung der

ALb BT, Tangente an den um-

schriebenen Kreis zer-

a) o) o legen. Jede Belastung
& 12 kann infolge der vorge-

k)

schriebenen zyklischen
Symmetrie rag-
werks auf die Wirkung
der Kraft W=1t in
Richtung der Winkel-
halbierenden (Abb.2112a)

des

e 4 - ,&_.3.5 ';;’__5'5 5 : i
Y -1t e L R und auf die Wirkung
Belastung &t Belastung i Belastung der Kraft ‘T =1t in

Abb. 21

o

filirt werden. Beide werden einzeln untersucht, um daraus durch Su

die Losung fiir eine allgemeine Belastung zu gewinnen.
Belastungszahlen fiir W 1 im Knotenpunkt 24,

Richtung der Tangente
(Abb. 212a) zuriickge-
perposition

oup=—1PL932, §ly= Oo——h%0260, &= 8, = /50,966,

Oy o= — 1,932, dp= Gyo=—0777, sy Bog o = H%- 2,808 .
Belastungszahlen fiir T = 1t im Knotenpunkt 24.

&y 0=10, Go=—100o=—44%0966, & ,=— 030 o = — 4 4%- 0,259,

8as0=10, 01,0 = — 0a3 = — 11,592, Op0= — 030 = —3,108.

Die Belastung I mit W =1t im Knotenpunkt 24 ist symmetrisch zur Achse A.
oie wird, um bei der Losung mit zwei Symmetrieachsen zu rechnen, in die zur Achse B

symmetrische ]5&:]2151‘[“151_’ W] mit W, =}t und in die zur Achse B antimetrische
Belastung )] mit W, = } t in den Knoten 72 und 24 aufgespalten (Abb. 211).
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Xy X, X o X, X, Xsp
I + 0,660484 '_ I3 .I C | . 24
3_—i.25097 _i _ 5 s __i_ —|_ il I
- 3&435“_; — I1,25007 | -+ 0,66484 ki ! | |_ 2
| +1,25007 | — 3,66562 | — 1,25007 , 3
: + 6,48g00 | + 1.25::1;' = 3.64435_ = 1.250;' -+ 0.6;5-3. o 4
: 1,2509-,; # + 7.60000 | + 1,25007 ——_3,1’16562 s 1,25007 i e 5
| — 3.6-;435_ ir 1-.250*:-? + 6,4390cr_l_—-:— 1,25097 | — 3,64435 = :.2_505 + 0,66484 | 6

Die Belastung IZ mit T = 1 t am Knotenpunkt 24 ist antimetrisch zur Achse A.
Sie wird, um bei der Lésung mit zwei Symmetrieachsen zu rechnen, in die zur Achse B
symmetrische Belastung ®)JJ mit 7, = 3 t und in die zur Achse B antimetrische
Belastung @WIT mit 7, =4 t in den Knotenpunkten 12 und 24 aufgespalten
(Abb. 212).

Darnach ist jede Teilbelastung zu zwei ausgezeichneten Achsen A, B des Trag-
werks symmetrisch oder antimetrisch, so daB das Kriftebild nach (367) mit einer
vierfachen Umordnung der zu den Achsen 4, B zugeordneten Schnittkrifte, also
mit den Gruppenlasten U, V, Y, Z beschrieben werden kann. Diese werden nach
S. 205 mit der folgenden Tabelle als Funktionen der statisch unbestimmten Schnitt-
krifte X, des allgemeinen Ansatzes entwickelt. Der Vordersatz enthalt das Bildungs-
gesetz der Gruppenlasten, Vorzahlen und Belastungszahlen, der Nachsatz die
Schnittkrifte X, jeder Gruppenlast.

1 By = | | | |
|—— g [ % 2l 3] 9
vlv |y |z | =

+ 14 |4 sk il x P w w e

| = = e g b e anu e maaliors e Lo

+ = =] & | K ‘ X | Xy | Xie | Xy | Xy

5 5 = | T <
=l F = B | Eas | X | X | Xeo | Xpp | Xyg

1. Belastung ™I mit zwei zu beiden Achsen 4, B symmetrisch liegenden Kriften W,
in den Knotenpunkten 24, 12 (Abb. 21 1Db). Die Belastungszahlen iy, 749, Ty sind Null.
Dasselbe gilt daher auch von den Gruppenlasten V, Y, Z. Dagegen sind die Gruppen-
laf_"ten Uy = (X, + Xy + X33 + Xy5) usw. mit 4, , usw. von Null verschieden.
Hieraus folgt

U, =X, =Xy =Xy = 23
Belastungszustand — U; =1 mit —X; = —X;; = — X}, = — X,, =1,
—Uy=1mit — X, =—X,=1.
Die Vorzahlen 1,, der Matrix ™I werden nach S.206 als Arbeit der virtuellen

Kriftegruppe — U, = 1 bei einer Forminderung des Hauptsystems aus — U, = 1
angeschrieben,

Li 43 = 18 sarsseem anreises = 4 (By,1+ 63,31+ 8 45 8;,23)
= 4 (7,60000 -+ 0 4+ 0 — 3,66562) = 4 - 3,93438
14*
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1, f-:,u =1 au-rn-qa-- 23) (24+12) 2 (‘E‘z-:.l 1 624.11 e ‘524.13 T dm,za_]
= 2 (1,25097 + 0 + 0 4 1,25097) = 4.1,25097,
] — N 0 —_—d .2
Lo Asg, 04= 1 Ggagiaz) (2as12) = 20y, 99= 2 6,48900 = 4 - 3,24450,
1, r'“ju,n = 181141342300 = 414, =4 (— 0,3885).

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden, durch 4 geteilt, die Matrix fiir die Be-
lastung M,

U, U, U, U, U, U, U,
24 | +3.24450 | + 1,25097 | —3.64435 | — 1,25007 | +0,66484 — | = — 1,449
r |+ 1,25007 |+ 3,93438 i :-3;6-5-62 | — 1,25097 e — ©0,3885
2 | — 3.64435 ‘——__ = ;;.-13534 i + 1,25007 ‘ — 3.04435 = 1,25007 | +0,66484 | + 1,440
3 | — 1,25007 |_ 3,66562 IT ;,:5;? | + 7,60000 i + 1,25007 | — 3,06562 ' — 1,25007
4 —-I_- 0,66484 | — 1,25097 E'Ts.ﬂ'ﬂ.aj !-.-- 1,25097 | + 7,15384 = —3,644;
5 = ! = ‘—1.2509? | ---3.65562: ._|3;4_38 .;:- lzs_vf?
6 S, RS +0,60484 | — 1,25097 Ji 3,64435 | + 1_-15;:;;'".-;?;,34..50

Die Matrix ist zur Nebendiagonale symmetrisch und wird ebenso wie nach S. 192
durch Addition und Subtraktion zugeordneter Gleichungen berechnet. Dabei ent-
stehen mit

U+ Us=S58,, Uyt Us=S;,, U +U,=8,, 2U,=S,
und
Up—Us=T),, Uy—Us=T,, Uy—U,=T,

folgende Ansitze

S of Sy 53
T| +3:24450 | + 1,25097 | —2,97950 | — 1,25097 | — L4490
2 | + 1,25097 | + 3.03438 B 1,25007 2 3,66562 — 0,3885
3| —#979350 | — 1,25007 | + 3.5;950 | + 1.2509?_| + 1,4490
4 | — 1,25007 | - 3,55562_i + I,25097 | + 3.8c000
I“1 Tﬁ Ti!

I | + 324450 | + 1,25097 . — 430918 | — 1,4490

2 | + 1,25007 _i + 393438 | + I.zsngr — 0,3885

3| — 430018 i + 1,250G7 -_':10,79318 + 1,4400

, 2. Belastung ™ mit zwei zur Achse A symmetrischen und zur Achse B anti-
metrischen Kriften W, =t in den Knotenpunkten 24, 12 (Abb. 211c). Die Be-
lastungszahlen Az, pzo, Txo Sind Null. Dasselbe gilt daher auch von den Gruppen-
lasten U, V, Z. Die Gruppenlasten Y, = § (X, — X,; — X,, + X,,) usw. sind mit
¥y0 usw. von Null verschieden. Hieraus folgt

Y1= +X1#"X11 = "‘X13= +X2.
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Belastungszustand — Y, =1 mit —X, =1, +X,,=1, +X,=1, —X,=1,
—Yyu=1mit —X,,=1, +X,,=1.
Die Vorzahlen »,, der Matrix ®] werden nach S. 206 als Arbeit der virtuellen
Kriftegruppe — Y, = 1 bei einer Forménderung des Hauptsystems aus — Y, = 1
angeschrieben. Die Rechnung liefert
L v =10 1115100 -11-1040m = 4 (8;,; — 01,11 — 01,15 +0y,25)
= 4 (7,60000 — 0 — 0 — 3,66062) = 4.3,03438,
L ¥ = 10u g1 asiam 10 = 2 (81,06 — 811,00 — Brg0s + O33,04)
= 2 (1,25097 — 0—0 - 1,25097) = 4-1,25097,
LaVaga=1 am--lznza—lzn = 2‘324.24 = 2-6,48000 = 4-3,24450,
11(2}"’1.0: 1{2’5T1-\11~13+231n =4 mém =4 (—0,3885),

124{2""24&: 19854 190 = 2'2'591.0 =4 (—1,449).

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden, durch 4 geteilt, die folgende Matrix der
Gruppenlasten Y.

Yu Y5 ¥, Y, Y, ¥,

24 | 4+ 3,24450 ! + 1,25007 | — 3,64435 [ I,25007 . + 0,66484 A — 1,449
T+ 1,2_5-(5.4— 3,1}_;3;-—" __:—-- : | - 3.6{:562_?-_— 1,3;09; . — = — 0,3885
2 | — 3.64435 — + 7.15384 | - 1.2.;0;7 R 364435 | — 1,250_9_7 4 1,449
3 h:l— x.z_szg.:,;gsﬁz Ir 1,25097 -+ 7!”;0:0«;1 + 1,25097 | — 3,665&;-2__

4 + 0,66484 | — 1,25§§? = 3.64435 | + 1,25097 . _:5,_824.1-;“: + 2.50-:_94 i

5 (= — |—_-;- — 1,25097 2 3,66562 . —:27;0194' _4— 1:,2;5;552

3. Belastung ]I mit zwei zur Achse 4 antimetrischen zur Achse B symme-
trischen Lasten T, = 4 t in den Knotenpunkten 24, 12 (Abb. 212b)

U=0, V=0, Y=0, Z,=3(X,+X;; —X;3— X)) + 0,
Zy=X =Xy = —Xj3=— Xg;.
Belastungszustand —Z;, =1 mit — X, =1, —X;; =1, +X;3=1, + Xy=1,
Belastungszustand — Zg =1 mit —Xg=1, + X;3=1.

Die Vorzahlen 7,, der Matrix (I werden nach S.206 als Arbeit der virtuellen
Kriftegruppe — Z, = 1 bei einer Forminderung des Hauptsystems aus — Z, = 1
angeschrieben. Die Rechnung liefert

1, 1= 15:1+11—1s—231 (1+11-13-23) — 4 ’;51,1 + ‘51.11 == &1,13 = ‘51,'_-::)
=4 (7,60000 -+ 0 — 0 + 3,655662) =4 -11,26562,

1,97 g = 1814111320 = 4 V1o = 4 (— 5,796).
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Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden, durch 4 geteilt, die Matrix fiir die Grup-
penlasten Z, der Belastung ®I1

23 Zy Zy £y Zy 2y

1 | + 11,26562 - 2,50104 sz 3.66562 — I1,25097 = = — 5,796
2 i ;.501:_;4 B 5.Sz.uuml - 1,25097 _—3.':44:55 — I,25007 . + 0,66484 | — 1,554
3| — 3,66562 ;,3;;;:);; . + 7.60000 j -+ I,25007 — 3,66562 — I1,250Q7
T :,:_—-,m_; £ 3.6-1435“ T :;2509? i + 7.15384 gL 3,64435_
5 = e I._z-s_mj-?_ = '3_-'5_6552 = + 3.03438 | + 1,25097
6 — _1 0,66484 | — 1,25097 " 3.64435 | + r.zsmj?_: + 3,24450

4. Belastung WIT niit zwei zu beiden Achsen A, B8 antimetrischen Kriften
T, =4t in den Knotenpunkten 24, 12 (Abb. 212c)

U=0, Y=0, Z2=0, V,=3(X,—X;3 + X;3—X;;) +0,
Vi=+Xij=—X;) =+ X;3= X,

Belastungszustand — V; = 1 mit Xi=1,4+Xy=1—-X;s=1+ Xsy=1.
Die Vorzahlen u, , der Matrix ¥1J7 werden nach 5.206 als Arbeit der virtuellen Krifte
— V. =1 bei einer Formiinderung des Hauptsystems aus —V, — 1 angeschrieben.
Die Rechnung liefert

5'“, + r37“1,1.';"' L3‘1.23)
4.11,26562,
T96).

=1 at:—n-us-\uah (1-11413-29) = 4 |.{§'1,: —

= 4 (7,60000 — 0 4 0 + 3,66562)

I 11

llm.’-‘l.n = 10y 1141520 = 4 Wp=4(—5,

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden, durch 4 geteilt, die Matrix fiir die Grup-
penlasten ¥V, der Belastung T

Die Ansitze @I, ®IT zur Berechnung der Gruppenlasten Y, Z lassen sich im

¥ Vs Va Ve Vs
I | + 11,26562 + 2,50104 | — 3,66562 — I1,25007 : Y — 5,706
2 | + 2,50194 | + 5,3341(':“ + 1,250G7 — 3,64435 1,25007 | = 1,554
3| — 366562 | + 1,25097 | + 7,60000 | 4 1,25097 | — 3,66562
4| — 125097 | — 3.64435 !_:-_-I,-zjug;r :-_5,%'31.116 + 2,50104
5 o = — I1,25097 ! — 3,66562 i_-5_2.50194 4 Tr,gl,:_qhz

vor-

liegenden Falle ineinander iberfithren, da die Achsen 4 und B miteinander ver-
tauscht werden kénnen.

Die Auflisung der Bedingungsgleichungen der vier Gruppen bereitet bei Be-
achtung der Rechenvorschriften Abschnitt 29 keine Schwierigkeiten. Die Super-
position der Teilergebnisse zur Bildung der statisch unbestimmten Schnittkriifte
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aus einer vorgeschriebenen Belastung der Rahmenstellung nach Abb. 213 (Wind-
richtung winkelrecht zu Stab 23) geschieht mit zyklischer Vertauschung der Er-
gebnisse und liefert folgende Losung. Sie dient zur Berechnung der iibrigen Bie-
gungsmomente (Abb. 214).

Langskrafte Xy X=Xy | X=Xy | X=X | X=Xy | Xy =Xy Xi ::.;:
t + 32,04 | + 21,40 | — 0,72 | — 12,92 = 12,20 | — 8,48 — 7,10 l :| :
Momente XNa=Xg | X=X | Xjg=X, | X =%; | X5u=X, | X s =X, . , |
B mt + 40,222 — 6,247 | — 40,626 | — 27,463 | + 0,247 I:-vzy,ﬂf::.'l —- |:1 {

Die Untersuchung kann als Grundlage fiir die vollstindige Beurteilung des rium- .
lichen Zusammenhangs der Konstruktion bei Einspannung der Pfosten im Stabeck ! j i

—k -—‘}nﬂ,_,,_—agp}

=
%8 11 ;ii’
! Il
| | Ii" s

| I'.| |

| L '1!;! :

{ 1043 i !

[ 44 I

|f/|P [1: If

' 1l
Abb. 213. Abb. 214. Biegungsmomente aus Belastung nach Abb. 213. il !
mit oder ohne Beriicksichtigung des Verdrehungswiderstandes der Pfosten und | i
Riegel verwendet werden. e:l
—_— e — -— — — 113 ]
r ; : i
Andrée, L.: Das B.U.-Verfahren. Miinchen 1922. — Hertwig, A.: Zur Berechnung sym- i}{,
metrischer statisch unbestimmter Gebilde. Bauing. 1928 Heft 10 und 11. — Vinzenz, ].: I
Beitrag zur Berechnung des kontinuierlichen Tradgers. Bauning. 1821, S. 645. ] |
It
: " : A e
29. Algebraische Auflésung der Bedingungsgleichungen. i|.f-.
1
Die statisch unbestimmten Schnittkriifte eines Stabwerks werden je nach der Art ||:
der Aufgabe fiir eine ausgezeichnete Belastung oder nach zahlreichen dubBeren Ursachen l
getrennt angegeben, um daraus die fiir die Verwendung ungiinstigsten Grenzwerte !|
zu entwickeln. Wihrend die Belastungszahlen &4, 05® oder &3, 815" in dem i

einen Falle in die Auflésung einbezogen werden, ist im anderen die Berechnung der
statisch unbestimmten Schnittkrifte mit Hilfe der zu den Vorzahlen &, konjugierten L
Matrix meist einfacher und iibersichtlicher. Sie werden dann je nach der Art des '
Hauptsystems in der folgenden Form angeschrieben:

i i=h
Xip=2Bribio, (k=1....0); Xp=2pud™, (k=1....%). (369)
=1 i=1

Jede Aufgabe besteht in der Auflosung von n oder (n — k) linearen Gleichungen mit
ebensoviel {iberzihligen GréBen. Sie ist in formaler Beziehung elementar. Schwierig- i
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keiten entstehen unter Umstdnden nur durch die Fehlerfortpflanzung der Zahlen-
rechnung. Diese darf erst dann als beseitigt angesehen werden, wenn die Nenner-
determinante nicht wesentlich kleiner ist als das Produkt der Glieder der Haupt-
diagonale.

Die Berechnung mit Determinanten nach S. 166 ist nur bei einer kleinen Anzahl
von Wurzeln am Platze, die leicht mit Unterdeterminanten angeschrieben werden
koénnen. In allen anderen Fillen wird zuniichst eine Wurzel durch Elimination oder
Substitution der tibrigen gewonnen. Diese selbst folgen dann durch Rekursion. Da-
bei verdient diejenige Rechenvorschrift den Vorzug, deren Zwischenergebnisse iiber-
sichtlich und nachpriifbar angeschrieben und deren Endergebnisse mit der kleinsten
Stellenzahl einwandfrei erhalten werden. Die Lésungsfehler treten um so mehr zuriick.
je griler die Nennerdeterminanten aller Zwischenstufen bleiben. Daher ist die
Elimination nach GauB stets dann am Platze, wenn die Vorzahlen ¢, in der Haupt-
diagonale der Matrix groB gegeniiber den Nebengliedern sind und diese selbst nach
dem Rand zu der GréBe nach abnehmen.

Auflisung des Ansatzes durch Elimination. a) Die vollstindige Rechen-
vorschrift nach C. F. GauB. Die Elimination beruht in der Riickbildung des
Systems mit # Unbekannten auf ein System mit (# — 1) Unbekannten. Man ver-
wendet Vorwirts- oder Riickwértselimination, um zunichst die nte oder die erste
Unbekannte zu bestimmen und findet alle iibrigen durch Rekursion der Lésung.
Auf diese Weise entsteht eine Rechenvorschrift von groBer Ubersichtlichkeit.

Bei Substitution der Unbekannten wird eine Unbekannte als Funktion der
librigen in eine andere Gleichung eingesetzt und auf diese Weise in beliebiger, zu-
meist durch den Ansatz vorgeschriebener Reihenfolge zuerst eine Unbekannte X
gefunden. Die iibrigen ergeben sich wiederum durch Rekursion. Die Substitution
eignet sich also bei unregelmiBiger Matrix. Sie fiihrt unter Umstéinden auch dann
noch zu brauchbaren Ergebnissen, wenn die Elimination nach gebundener Rechen-
vorschrift versagt,

Die Elimination ist als gebundene Rechenvorschrift von C. F. GauB angegeben
worden und als GauBscher Algorithmus in der Geodisie seit langem zur Ldsung
der Normalgleichungen bekannt. Hierbei wird bei # Unbekannten in # Eliminations-
stufen stets die linksstehende Unbekannte ausgeschlossen, indem die in geeigneter
Form erweiterte erste oder letzte Gleichung von den iibrigen Gleichungen der
Eliminationsstufe abgezogen wird. Zur Nachpriifung der Zahlenrechnung jeder
Elimination werden die algebraischen Summen der Vorzahlen Oy jeder Zeile gebildet
und als Zeilen- oder Quersummen (d; 5. .. d, x) mitgefiihrt,

X10y + Xydyp +- -+ + Xypbyp=4- o+ X, 61n =0y,
X0y + Xpdyy + 2+ -+ Xpbgp+ o+ X, 0, =10, ,
Xi0y + Xodsp ++ + + o+ Xobyyt-o v+ 4 X, 8y, — 8y,
J;p!d,l] - 'Hr:z‘)nz'!" SO ‘Ykﬁub;. S ‘I‘ 'j’{nann HE {5"0_
dir= 611 + Bz 4« -(5'1,, oder &3 = 6]1 at ,5[3_5_ e S L (370)

Bei Vorwirtselimination wird die erste Gleichung der Reihe nach mit

E)“'J ““'-er!_'_a:'l'r'~‘;_x1n=1_ (J‘II}

erweitert und zu den folgenden addiert.
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‘SQI\' T ! s gy '-I i &

X, (,jz —duge )+ Ko (bt - o 4 Xy (64s - ”‘:;:; =t \f{z r'nni.-r.ﬁj
= digg — dyg :zi i Gyy—diy ::Tl v oder gy — 4 5 2:

Xy (B --aw:i*:)ﬂ Xy | Ogy— 5“23:;;* oo X (8 “"‘*i?::' 5 LU -\'n[:ﬁa,.— rh‘;w;
=0n=bugi Ar—8500, o 4p b g,

Auf diese Weise ist X, ausgeschlossen und die erste Eliminationsstufe mit
(n — 1) Gleichungen gebildet worden. Sie ist nach dem Ergebnis der Rechnung
unter Beachtung des Maxwellschen Gesetzes ebenfalls zur Hauptdiagonale sym-
metrisch. Ihre Vorzahlen erhalten im Sinne von C. F. Gaul} folgende Bezeichnung:

Xo03d + Xs 008+ - -+ Xeofd+- - -+ X, 00 =al; &, ., l
Xod3s + Xa083 + - -+ + Xp8f 4+ - - + X, 00 =89 a0, a0 ‘ (373)

L Tt FONN DR NI Rl TR TR T O ) et g . R e e O R Ry S T

Die Richtigkeit der Zahlenrechnung wird durch die folgende Identitit festgestellt :

0% = 0% + 0% + - O = 8yx — 8,51 | (374)

i i i
05% = 8% + o5 . (375)

Hierauf wird X, ausgeschlossen, indem die erste Gleichung der ersten Stufe der
Reihe nach mit — wpy = — /0 — x5 = — 8U/6Y erweitert und zu den fol-
genden addiert wird. Auf diese Weise wird die zweite Eliminationsstufe mit (m— 2)
Unbekannten Xj. . . X, gebildet. Ihre Vorzahlen fiihren die Bezeichnung 8§% . . . 52!
usw. Die Richtigkeit der Rechnung folgt aus

2 2 2 2 (1 1y O | (1) 4.
0% = o8 + 80 + + - - 888 = ok — o 2ux dgx=03x — oy x 2.

Die Elimination ergiht schlieBlich

lsfr!—ll
Xy = gors - (376)

In dem Ansatz (372) ist 1 8,,/8,, die iiberziihlige GroBe Xyg, welche von — X, =1
erzeugt wird. Demnach sind

O — Oy 5t =0, By —0 3= = B g = o (377)

ﬁﬁ

die Verschiebungen der Punkte 2. .. %, welche aus — X,=1 und gleichzeitig durch
die — X, — 1 zugeordnete tberziihlige GréBe X,, entstehen. & . .. 8} sind also
Verschiebungen in einem einfach statisch unbestimmten Hauptsystem, in dem X,
nicht mehr als uberzdhlige GréBe auftritt. Ebenso kénnen 6§ . . . 6§ als die Ver-
schiebungen der Punkte 3...% eines zweifach statisch unbestimmten Haupt-
Systems angesehen werden, in dem X, und X, nicht mehr als iiberziihlige GriiBen
enthalten sind,

(372)
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Vollstindige Vorwiartselimination fiir fiinf iiberzdahlige GriBen (378).

XY BN A

= Jyy — #12012,

'\ru‘ "‘{J'.'.'$I:I. 3

5

| 1] 6u d1a O1a dig dsg dip
[ :

5 1z ¥13 Hig 15 BBt O
2 | 8y | On dgy dag das dz a5 — %12 015,
]
: | : : d
3| G | G Ay O34 1 diz M1z = __312. ;
[ | Y11
- |
4| S : digg (S day Ba5 g (@) = L) — 4y B
: L i s dgs B4 [ 85 = O4q — 13 013 — #2305,

(2 - 158
] " Si 50 T st 05y = 83 — %13 610 — #az O3Y
! di g oLy o 1 %% ‘ .
i : £ i s iy b = dgp — 239 015 — 203 011,

. Hay a4 %15 = e e
M1y = '5_ '
19 1 | i a5y gy iy o (1)
PR asa 3
v = g r ; X - SR TR
4 o | oy | o | om | o® 0%
) : ; : = 4 — gl __ ., . gl
Py I:J’I 651':;' (1 & .l.'i' 6"1:1 44 ‘.1::. ad ..Il:. .
= G013 — 2gq O — 23 O
=) i ai® a'2 e (1) (g
3 sd ab 1} = é“ — ¥ 514 — Xgy 6,_,4 — M3y ;_“J '
.| s A Pl () ___ Gi2)
| Kt ¥a5 o) = dyy %14 Oyp #gq 0L x5 05,
I11 |
| e a) (@ (2} iy = =
[+ | a53 053 (e a5 "1 ]
3 | } (g ¥ (o
5 ' oy | &% | oF | &
410 i) §is o
1V *ix o
=10 1 (53] {3
Rl diy | d5s }5
visl [ s | o
= 05— 15015~ Xas O — #as 013 — s O4F
| 4
I | x| dy P Oip | O s i Kip = =2 ;
O
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ITI |3 ot a5y dby ai
IV |4® o | on | o
Vv (5% v
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e = Vg 12913 88 = Yas — %ga Uy = Ugg — X3 049 — Hga Uzy .«
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1) & prees ;
O™ = — 210 1 — 20 80 — 222 800 — + -+ x_gyn O (379)
(E—1) o } { k-2

Ot = e — 212 010 — %3, 01 — a0 — « - s Ol

(k-1 s " f oS
S = duo — %y e Oyg — #ga OFY — Ry Off — ¢« « xu O R 6.
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Die vollstindige Elimination bietet eine mehrfache Moglichkeit zur Substitution
der Ergebnisse der einen Gleichung in einer anderen derselben Stufe und damit zur
unmittelbaren Nachpriifung der Lésung.

b) Die abgekiirzte Rechenvorschrift nach C. F. GauB. Der Algorithmus
von GauB kann im Gegensatz zu (378) auf die erste Gleichung einer jeden Ehmina-
tionsstufe beschrinkt werden, so daB ein reduzierter Ansatz von s Elastizitits-
gleichungen entsteht, die » Hauptsystemen mit ansteigender statischer Unbestimmt-
heit zugeordnet sind.

Xl ‘511 S X2512+ X.s"ﬁr:s Bt +Xﬂ5|n Zam.
X, 05 + X, 08 + + X, 00 =4y,
X0 + +Xu0 =6,

e f @ e & Tw ow & - . . " . .

X

. (n—2) m—2) __ Sin—2)
ﬂ—lﬁin—]lh‘l—l}—[_ Xnalz-l:lﬂ - 61:—]?0’

—1 =
+ Xa 00" =0 .

Die abgekiirzte Vorwirtselimination liefert X, ebenso wie der vollstindige Ansatz
und geniigt zur Berechnung aller anderen iiberzihligen GréBen X, (A =n —1...1)
durch schrittweises Einsetzen der Ergebnisse in die {ibrigen Gleichungen des redu-
zierten Ansatzes (380). Er bedeutet mathematisch die Beseitigung aller Glieder der
Matrix (319) unterhalb der Hauptdiagonale. Bei Riickwirtselimination verschwinden
alle Glieder oberhalb der Hauptdiagonale. Die Rekursion kann auch als wiederholte
Anwendung des GauBschen Algorithmus in der entgegengesetzten Richtung an-
gesehen werden. Ist die Matrix der Elastizitdtsgleichungen symmetrisch zur Neben-
diagonale, so ist die Vorwirtselimination mit der Riickwirtselimination identisch.
Die Rachenvorschrift wird an einem fiinffach statisch unbestimmten System
gezeigt (S. 220).

o4

X5 = ﬁ
Die anderen iiberzihligen GriéBen werden durch Rekursion aus den Glei-

chungen 4, 3 2 und 1 gefunden (378):

k 5 | 4 I 3 [ 2 I
— Xy iy ; : - - — Xy#1a
— Xy %pq . . . — Xy %y — Xy
— X% 2 : — X | — X | —Eathe
————1— — TR SR (T 2T (382)
— Xgonsy : — Xy | — Xy — Kgxyp | — Xy
l I |-_-- 1 _I_ : | AT
OfT VIO | agely SB/O% | ORISR | SR HILH
k 5 | 4 | 3 2 -

Zur Nachpriifung der Ergebnisse konnen die Elastizititsgleichungen
(1) ... (5) verwendet werden. (Fortsetzung des Textes S. 223.)
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GroBen (381)**.

.n\&'.gr—}.:u:'.-'_tr- Rechenvorschrift fiir die Vorwiartselimination von J'i:]]fﬁhn‘.rziihliggn

| Kon Belastungsplieder S0
trollen
X Ay Xy Xy Xy [Bix= zur Bestimmung von Be-
;.-‘.1 ‘::5 ! Xy = lastungs-
= vl n | 'F
k=1 Bsx| Bux| Bax | Bax ! Bix fall { )
k I sl 8 * F B - e o |o|o | 0| o o
| |
| | |
dye i1y dia iy dy T dy s o | oo £ 1 LT
e ! > :
ik 5 5111"'-'511 ’511.-'¢n | Gya/dy | 'au..-fju s '510.'511
T |
das (d31) digg dzy dag | s dox o o o 1 | o dgg
i !
|
~#ye Oy 2 #1310 | #1901 | —H1ayg | —H1a By | —%1a 61 | | ~#1301
Zye=dif B W [ || o |ojoo]|1] %
| i 1500} | Bi1) 18 . '
X | = 0oy /85y | 09005 | 64Y /65 " I | . 7 a4 0%y
l I
|
B3 (a1} | (d3g) Oy Bag | s dy3 ol o I oo Ba
%13 Oy n | ~%1a 013 | =33 0yq | —Hya 05 | 235 61 . T
§ | ()
~Hi Og'} A ~#yy O3 | gy OFY | g O | —tps 65 | - { | : | =gy OLY
[ | G |
Iy =03 | R | o | @ | &% |o|o|x]|.| i
st e i 2 | :
¥ 2/ | sie) peim | 2 |
Har | O50 /0% | ) [8)% .} i | 0 /05
den () | (D) | {d4a) (P (8 8y o|l1x]oe ‘ o | o du
%140y | e ~H1 Oy | g by | e dix | - | - | - | T
i1 Ze | = _ ; 1) : 7
~#gq 051 i » “Hag 53’;‘ | =2a0 5 | —34 -,»li' 2 | gy 8
=il R ! = =l
- dy . i2) | (2 i2) |
%4y 0571 : =34 05 [ a4 O | —#34 5% s ® a3 O
| | |
= Al | ’
Zo=o%| - | o8 | @ | o8 |ofx[.-[-[ -] e
L —_— — = - !
| [ | [
Ny oo a1 o] ][] omen
1 | ]
> | [l ] |
953 (8g1) {dyg) (dss) (d54) dgs b5z T o o |l0o0 | o Gy
- i |
& %5 Oy ! —#15 015 | =235 Gy 3 Sl O T
- i1 . . I (1) (1) ol | e ) 3 (1)
#as 05 a5 O | —35 62 | - | 3¢5 O
hI: = = A FUI - - Xl B ! ]
g | R E=3 E
g5 O ) i sy 8| =055 858 | - ‘ el R L
—— — | — -— —_——— — — -4 T
= ] ( b
%45 O3] . I . - R O | x> | - | - #4304
=dld i j (4 | |
Zp=og| - | 6 | o8 | 1| | o8
. | | IR
| g i FER A (65

* Die Quotienten
** Die eingeklamm

1/8{k-1 werden unmittelbar in die Rekursionstabelle (385) eingetragen.
erten Vorzahlen sind nur zur Erleichterung der Summenbildung 8, x beigefiigt.
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Auflésung des Ansatzes durch Elimination.

Berechnung der Vorzahlen f,, eines Ansatzes mit fiinf iberza hligen

a) Bus

Bas

B Bis PBss

dyy d1a ' ‘ju '511 dyg
| | |
iz | ¥ia | ¥ue | Mg
(1) i1 (1) L1y
ogy ‘ oY | 65¢ | o
i f.
Haa | iy | Mag
(2 () {£)
a3 34 85
S Leoaiele

*3a

éraJ (3}
44 4%

Aus a) folgt G5 =

ot
5

221
GréBen (384).
Aus a) u. b): p"“ = ﬁrs =
| © bis Pu Bu Bu Pu
On | i | 4y | Oy TS
Hip | My3 | ¥y | ¥y
o | o | o | o | o
I Moy | Mgy | Mag
BT
Haa | *ap
1 -
fya = am — g4 Pag — %35 B
| 35
| Pa= — #g3 flag — %ag Pas — #o5 Pag
bra = — 12 flag — 213 iy — %14 Pag — Hyg s

Durch Rekursion sind folgende Vorzahlen |

bestimmt :

Pao=— %45 fs:

Pos = — oy Ba5 — 224 Bag — #ag Py

ﬁlu = — %12 Pog — 13 Bag — %14 Pus — %15 fss s

Big = Psy usw.

|
|
|
Bas = — %34 Bas — #a5 Pss : i

Aus a): Bop= B

b} ﬁl-l Igﬂ ﬁs-l. ﬂu ﬁé
dll | él! 613 | él.l. | '515
iz | 1z | My | *1s
O | O | 6% | o
| Hga | Hag | %ag
| &
; o% | o0 | o
|
ot i) ! —_
My | X3
8% | o
= i
| X45
1
fu= aﬁ — 2645 fisai
By = —#yy fag — g5 Fsas
Bag = — 24y By — 254 Bus — %5 B

Pro = — %13 Boy — %13 Bra — %14 Bea — %15 Poa

ﬁ!{ =ﬁu

usw.

Iﬁﬂi

Bz

ﬁ'lﬁ
ﬁlB

= fia usw.

Aus a), b) u.c):

B = .gzas ' ﬁq: oo

ﬁza ' Jrjsz = ﬁes 2

d) ﬁu ﬁ:: ﬁaa ﬁl‘a ﬁsz
011 | dys | 01y | O dis | ©
¥13 | ¥13 . 14 i 15
ST B
- __"-'23 ? %34 | Hag
-
|

= ,3,_;21? — #gy fan — #3q Pys — %5 B s

= — 12 fen — 353 flgs — %14 By — %15 s s

= fy; usw.

Aus a), b), ¢) u.

d):

fsi= P+ Pua=Pu. Par= Bras fu= Bz

ﬁn =

e) By 321

P

B Ba

by | dig | Oys | dig l g | 1

| |
1a I iy | iy | g

1
&% n Bar — 513 B — 14 fu — 15 By
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Algebraische Anflésung der Bedingungsgleichung

Rechenvorschrift in Verbindung mit (38]) fiir die Rekursion eines Ansatzes
mit fiinf iiberzihligen GroBen zur Bestimmung der Vorzahlen §y, [35-“3}.

! 50 a0 dan 00 010
i kb 5 4 3 g I i
T = s — Brasery
i B . = — fleas Brarys
Brs#es 53%2a 55718
— Psa#rg — Psa*as - Paaites = Psa¥yg
X |5 = — Bestes — Pss¥as — fiss¥as Basis :
e TSR el ST
| Xy =P B P Psa | i Ba
Pua#xs l s — Bans
Paa#es — Paa¥as — Busrs
’ — Baa¥eg — B ~ Buri
A4 o ,I"f o F'i:..-.?fzs = IH-I.GZ]i; *
affs1/8 o o
Xe=Pux Pas | B %)
— Pag¥ag l I | — Pastya
Bsais . . | — flag?e = Paary
— Paa¥y — Paarta — Bares | — Buru
Xs | 3 = 1 : . 3
— Pasrtes . — Pagtas — Pagreoy — Basrrs
() ety [} el . /8% o o
Xy =B fss | B Paa Paz _ Fa1
X5 :'rjn"’x: | ’ £ | — Pasrers
| — Pasig I ‘ — Pasxas | — Pra¥ia
— Baitag = Bauos ~ faetia
2 Bl t 2
— Pas*as | 2 | — Plasas - Pasrtss
{);t'l'p lJ;'ﬁll‘k—ll ‘ I.." |:JJ|. =
Tt o e S B | e
— Pra#is
i~ ﬁu"-’ka .
— Py
A e e e e : 3
= Pi5¥es 2 - Bis#s
| ol e | T,-a‘-,,
| Xe= P fis e Fia Pra fu




Auflosung des Ansatzes durch Elimination. 999

i .

k I 2 3 4 [ 5
X6y X185 X0, X4, X604 Xy dgy
Xols Xody, X dpo Xy g, P ¢4, X, b
- ¢, Xybiy Xy Oog Kyiley X38,, Xy Oeq (383)
Kyley Xy Oy g0y Xy by Kgly Xidgy
Ky dis _ K5 015 J;-a g5 X5 s X5 by 5 Bgs
L= by, Oy dag gy [ PR (SR i

¢) Die Berechnung der konjugierten Matrix. Um die tiberzihligen GréBen
fiir mehrere Belastungsfille ohne Wiederholung der Elimination anzugeben, wird
die konjugierte Matrix zu (319) berechnet. Mit dieser ist nach (326)

h=n
Xy Z;f\‘; Biatro und  Bur = Fen.

Die Vorzahlen 8, sind nach S.166 die {iberzihligen GriBen Xylh=1...n) fir
0= 1. Um die 1/2:n (n 4 1) unabhéingigen Glieder der konjugierten Matrix
tibersichtlich zu berechnen, wird entweder mit der Bestimmung der 8, aus d,, = 1
durch Vorwirtselimination oder mit der Bestimmung der fiy aus d;y = 1 in Ver-
bindung mit einer Riickwirtselimination begonnen. Die iibrigen Vorzahlen ergeben
sich auf Grund der Symmetrie der konjugierten Matrix zur Hauptdiagonale durch
Rekursion. Zunichst sind mit g, , die Vorzahlen gy, . . . B, bestimmt. Alle iibrigen
furlh =% ...1) werden stets aus den ersten % Gleichungen bestimmt, da die
iibrigen Vorzahlen S04y = Breen) - - - bekannt sind. Die Berechnung schlieBt mit
dem Werte von f#,,. Er wird bei allen unsymmetrischen Systemen, die keine zur
Nebendiagonale symmetrische Matrix besitzen, durch Riickwirtselimination mit
d1p = 1 gepriift.

Die Untersuchung wird auf S. 221 an einem System mit fiinf iiberzihligen GroBen
bei Vorwiirtselimination nach (381) gezeigt [Rechenvorschrift in Verbindung mit
(381): S. 222].

Die Elastizititsgleichungen (319) miissen nach S. 167 durch die Vorzahlen der
konjugierten Matrix erfiillt werden. Sie gelten als Rechenprobe; z. B. ist

Kontrollen:

By Budyy [P Beada Pudy Bis9s4
Bardis Berdys Bsadis g3 a5 fsa 04 Pas b5
D=1 1 I 1 :' I I

wenn nur ein Teil der Nebenglieder der Matrix vorhanden ist.

k T R 3 4 | 5
Pradsy By P12y Frzdn Prada 1595
fi5 e;: 2 fio 5.2- _ fag Oy Paa O | _J"ju s Ijes-g
-."3::; J. Oy 5101 F3a0as Paa s f s éa:. i fas s (386)

Die Bedingungen _;_’ Pri0pp =0 fiir §;, = 1 werden in der Regel nur dann gepriift,




Algebraische Aufldsung der Bedingungsgleichungen.

Anwendung des GauBschen Algorithmus zur Untersuchung des Sigedach-
rahmens, Abb. 215. 1. Geometrische Grundlagen.

Abmessungen, Verhiltniszahlen [./J, reduzierte Stablingen s°, #" Abb. 215.
Jo=1Tx: La=1, E, =210 tjecm®, o, = 0,00001 .

2. Gleichférmig verteilte Belastung der Riegel a, b, ¢ mit p = 1 t/m,

3. Hauptsystem: Das Tragwerk ist fiinffach statisch unbestimmt. Hauptsystem und
statisch unbestimmte Schnittkrifte sind in Abb. 216 angegeben. Als iiberzihlige GréBen X, und
X, werden die 1/hfachen Betrige der waagerechten Komponenten Y,, ¥ der Schnittkrafte
verwendet. Biegungsmomente des Hauptsystems in Abb. 216.

4. Die Vorzahlen §;; werden ohne die Mitwirkung der Quer- und Langskrifte angeschrie-
ben und zur Abkiirzung der Rechnung dabei in die Anteile zerlegt, die auf die Riegel (a, b, ¢)
und auf die Pfosten d entfallen. T

Oy =043 = Brpa + Sirs = 3,306 4 1,793 = 5,1
By =04y =104 a+ G1.n = — 2,668 + 1,793 = — 0,875
07y ==ty ="ty y = -+ 1,086
. S, = —2,635
oo = gy = Ogg, 0 + O11,5 + 2 89 o = 4,566 + 1,793 + 4,0 = 10,349
oy = 00— Do g = —2,635 — 2,0 =—4,635
'}.‘-5 = ,rj“.‘ =4 3.72
ds = us.0+ Gus a =372 4+ 2.0 =+5,72
s = gx. ot 2 Gan. g =+13,19 4+ 4,0 = 4-17,19
1 Y 1
S11.a=3.94. —-0,75*+ 3,33 . 3 (0,75 + 0,75 - 1,0 + 1,0%) = 3,306
¢ 1 - - 1
S0 = 8,84 5 (1,0°+ 1,0-0,25+ 0,25 + 3,33 - - 0,25 = 1,793
1 oy A |
Oyz 0 =—3,94. - 075(2-0,917+1) — 3,33 ik 0,017 (2.0,75 + 1) = — 2,868
: 2 : 1
dyy,p= 3,04 - T 0,75 (20,25 + 1) + 3.3:3'-6 « 0,25 (20,75 + 1) = 1,086
4T ey o - . PRI Y s A
1,0 =—3,f Y -[1,0 (21,0 + 0,817) 4 0,25 (20,917 + 1,0)] - 3 . 0,25.0,017T = — 2,636

Ogp o =394 —+(1,02-+-1,0.0917 4 0.917%) <+ 3.33. L - 0,9172 = 4,556 ,

o

_ 1 ,
30,4 =605 -10°=200; g, . =(394+333). :]? «[1,0841,0- 1,667 + 1,6677 = 13,19,

Bss,e = =+ [LO(2 +1,0+1,667)-+-0,25(2 - 1.667 + 1,0)] + _35'“ .0,25- (21,667 + 1.0) =372

(Fortsetzung des Textes auf S. 228)
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998 Algebraische Auflésung der Bedingungsgleichungen,

Belastungszahlen (Abb. 217):

o it — — 44,18730 — 33,97797 —— 78,16527;

ST R — 6550132 — 33,97797 =4 31,52335;

— — 100,68863;

Bry y = — 3,04 [0,75- (13,5 +2-16,875)] 43,33 - }[0,75(13,5+ 2. 7,875) + 1,0 2. 7.875]3
= — 44, 18730 ;

Sios = —{3.94- 1[0,25-47,25+1,0.3.16,875] 43,33 - 025-20,25) = — 83,97707;

Sap o= 3,04.1[0017.47.25+1,0.33.75] + 3,384 -0,917- 29,25 — -+ 65.50132;

Aao, 5 = Oro,0}

dgy = —1{3.94-}[1,667-47,25+ 1,0-38,750] + 3.33 -} [1,667.20,25 4 1,0- 15,75]}

= — 109,68863 .

Abb, 217.

9. Matrixdergeometrischen Bedingungen mit den Belastungszahlen fiir die in 2. vor-
geschriebene Belastung.

X, Xy Xy Xy Xy (ko)
(1) 5100 | — 0,875| + 1,086 | — 2,635 o — 7816527
(z)| —0.875 |+ 10,340 | + 1,086 | — 4,635 o + 3152335
(3)| + 1,086 |+ 1,086| + 5,100 0875|+ 3.720|— 78,16527
(4)| —2.635 — 4,635 — 0,875 |+ 10,349 s;m + 31,52335
(5) o o ; + 3,720 --l- 5,720 | + 17,190 — 100,68863

. Aufldsung des Ansatzes. Die statisch iberzahligen GroBen werden entweder mit
den Vorzahlen fl;, der konjugierten Matrix nach (324) berechnet oder mit Einbeziehung der Be-
lastungszahlen d;, in den GauBischen Algorithmus unmittelbar gewonnen. Beide Lésungen sind
du;rlj tizi:;?"{u'w.-Lrtsa:iimin:L:irm S.226 vorbereitet. Rekursion zur Bestimmung der Vorzahlen fi;
auf 5. 227.

Kontrolle {38&) .

- : 2 3 . 4 | 5
Bradin + 1,439006 — 0,073168 — 0,0320948 i — 0,332800 | o
Par-tay — 0,073168 4+ 1,582610 i — 0,007047 | __ 0I50-2-3g? ' o
Bax O3 P 0-032945 — 0,007047 - + 1.3?0;41— — 0,047446 | - ;:-2835:}5
Bindia — 0,3328g0 - o,5o239}:l - -— 0,04744—6 -|-_:,3sgzg4l — 0,500557 i

i 2y 2 | | s ;
BsxOg o 0 — 0,283505 i 0,500557 -+ 1,790063
I 1,000000 0,990908 0,999095 | I,000004 . I,000001

Mit p =001 und g = 4 f’%%-' | Bex in | = 4= # 12,1 wird nach (331) der mégliche Fehler

von X, aus der Nennerdeterminante der Bedingungsgleichungen ca. 4+ 0,12 X,.



Anwendung des GauBschen Algorithimus zur Untersuchung des Sigedachrahmens. 229

Konjugierte Matrix der Vorzahlen Bt

dyg By Og o s
| 1
A, | + 0282158 | + 0,083621 | — 0,030339 | 0,126334 | — 0,035474
—_— . T =
Xs - 0,083021 | 4 0,152024 | — 0,006489 | + 0,108302 | — 0,0346065
=Y e —
X3 | —0.030339 | — 0,006489 | + 0,268812 ! + 0,054224 | — 0,076211
Xg | +0,1206334 | -+ 0,108392 | + 0,054224 | + 0,230872 | — 0,088550
X | —0,035474 i 0,034665 i —0,076211 | — 0,088559 | + 0,104134

Anwendung der Matrix zur Berechnung der iiberzihligen GroBen X, .

Xy =+ 0,282158 &y, - 0,083621 d,, — 0,030339 &, + 0,126334 dg9 — 0,035474 4, ,
Az =+ 0,083621 &y, +- 0,152924 5., — 0,006489 &, + 0,108302 d4p — 0,034665 &, ,
Xg=—0,030339 d,, — 0,006489 d,, - 0,268812 d, - 0,054224 dgo — 0,076211 by, ,
Xy =+ 0,126334 6y, + 0,108382 J,;, + 0,054224 65, -+ 0,230872 §,, — 0,088559 O50
Xy = —0,035474 &y, — 0,034665 d,, — 0,076211 &,, — 0,088559 8,, + 0,104134 Byg +

Mit den Belastungszahlen nach 4. aus der Belastung 2. ergeben sich folgende statisch iiber-
zihlige GroBen:

Xy=—0174076mt; X,=+46,010664t; X,;=—B, 775876 mt;
Xy =-+6,205086t ; Xe=—06,576513 mt .

Die Vorwirtselimination nach GaunB, 5. 226, liefert unter Einbeziehung der Belastungszahlen
Xy= — 6,676513 mt. Die anderen iiberzihligen GroBen werden durch Rekursion gewonnen,

Rekursion mit Rechenprobe (382).

k 5 4 3 2 I
— Xasyq : +  1,03124I
— Xa%ig + 1,004802 | + 1,B68746
— Xyony — 0428652 | + 3130017 | +  3,252461
— Xyonxg + 5592678 | +  5,194165 o o
. RO A Y e e Ly
Xﬁ’=31;-_",,- — 6576513 | + 0702408 | — 13541380 | + 1775045 | — 15,326523
Fk
dro=Xy=| — 6,576513 | + 6,205086 | — B,775876 | + 6,010664 | = 9174075
i 7
Xy-by + 721,368701 | + 198,442199 | - 685,068717 | + 189,476265 | + 717,094049
-po e e e I =B = b T
NP -85 | 4+ 415,336463 | + 3,171610 | + 863,673067 | + 32,167058 | 4 1198,001808
k 5 I 4 3 : 2 1

Kontrolle: X X,.d,, =5 XM .41 [vgl (486) S.205 mit X, statt Yil
2512,3400 A 2512,3500.
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Kontrolle durch Einsetzen in die Bedingungsgleichungen (383):
] I 2 3 4 D
X,'0,x | —46.787781 | + B,027315 | — 0,063045 | + 24,173687 | o
i = ¥} b - = S
+ Xg'05 | — 5250331 | + 62,204361 | + 6.527581 | — 27,850428 o
= i EE = = =
+ Xy dga — g,530602 I — 9,530b602 — 44,756072 -+ 7.678892 — 32,646262
s . e i | e ST
+ Xy'84x | — 16,587553 | — 20,177726 | — 5508201 | -+ 65,147851 | -+ 36,007895
£ = l o | I owi | Y |
, .
+ X5 o - o — 24,464629 | — 37,617655 | — 113,050260
dig — 78,165267 | + 31,523348 | — 78,165266 | + 31,523347 | — I09,688627
|

7. Stiitz- und Schnittkrifte des Stabwerks fiir die Belastung 2. Berechnung der Bie-
gungsmomente in den Querschnitten 5, 6 und 9 durch Superposition des statisch bestimmten
und statisch unbestimmten Anteils nach (288) (Abb. 218).

M =M, — XMy — XM, —XM— XM, —X,M,
My = 0 0 — 6,0107- 1,0 0 0 0 =—8010Tmt
My, =13,6 —9,1741 - 0,75 — 6,0107 - 0,917 0 0 0 =-+1,1076mt
[ -\f|5:|91 = 0 — 9,1741-1,0 0 0 0 0 = — 90,1741 mt
‘Hriu L 0 0 H G,U]{ﬁ = l,ﬂ 0 — 3,2951 . 1,0 0 = - 0,234—4 mt
1 Mgpp= 0 —9,1741.1,0 + 6,0107-1,0 0 —6,2051-1,0 0 =—9,4585mt
i)
= =
2 b
:‘?l.; E@"\“Dﬁ 1 }!b l':"f']ﬂue'ﬂ

Abb, 218. l@l

Auflosung dreigliedriger Ansiitze. Ansitze in der allgemeinen Form (319)
sind selten. Die Bedingungen fiir die Vertriglichkeit der Forménderungen der Haupt-
systeme hochgradig statisch unbestimmter Tragwerke liefern meist regelmiDBige
Ansitze von Gleichungen mit drei, fiinf oder sieben Unbekannten, deren Anzahl am
Anfang und Ende des Ansatzes abnimmt. Am einfachsten ist der dreigliedrige An-
satz. Er bildet mit der Matrix auf S. 231 die Grundlage fiir die Berechnung der
wichtigsten hochgradig statisch unbestimmten Tragwerke.

Die Vorzahlen §,,, 8;, bezeichnen einzelne Verschicbungen eines statisch be-
stimmten oder statisch unbestimmten Hauptsystems. Wihrend die Hauptglieder 0y
der Matrix stets positivsind, kénnen beide Nebenglieder 8, (,_) , 84 (x.1) €iner Gleichung
(%) positiv oder negativ sein oder auch das Vorzeichen wechseln. Die Tragwerke mit
dreigliedrigen Elastizititsgleichungen kénnen hiernach in drei Gruppen mit be-
sonderen, von der Vorzeichenfolge abhiingigen Eigenschaften des Kriftebildes zu-
sammengefalit werden.

Die Lésung wird in jedem Falle nach dem abgekiirzten GaulBschen Algorithmus
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(381} entweder fur ein zeichnete Belastung angegeben oder nach (385) zur
konjugierten Matrix

a) Rechenvor Vorwirtselimination des Ansatzes. Redn-
y

zierte Matrix (5. 231)

Jie Hauptelieder rten Matrix ergeben sich mit % 2. 0 as
Die Hauptgl Matrix ergeben sich m 2

D=0 ; und STV =4
die Belastungsglicder (389)
k ﬁ.l 1
k=1 E—2) &
Okp B0 — OE_1e STE-19) . |
k=1 k-1} )
Damit wird StA-1)
Qa0 Py
A= (390)
o
Die tiberzahligen GroBen X, ,...X,...X, werden aus den Gleichungen der

reduzierten Matrix durch Rekursion gefunden.

Die konjugierte Matrix.

Die Vorzahl X, =, der konjugierten Matrix entsteht bei d,, =0, ... Sru—no=20,
1. Sie 15t nach (390)

1 1

Hnn = apt T4 A T i

Die Eliminationskoeffizienten ;5 . . . #(3_q)5 . - - #(4_1)5 sind allein durch die elasti-

schen Eigenschaften des Hauptsystems bestimmt und nach der reduzierten Matrix

Kennbeziehungen zwischen zwei aufeinanderfolgenden iiberzihligen GroBen ab-

steigender Richtung X, X; , des homogenen Ansatzes mit oog=1

.\-] = -S_n—_- =gy s "‘.2 e "-32:1 t'J:':'.‘ o o |
— ek e o S =F 23 i
X, Oy 12 e S dgo Bay #yg 23 |
"\.i—- k1) & doiiay & 4 ‘ At
G e : TS N | SR ik=1) & h (392Z)
k L Uik—1) (k=1) Dtk—1) (k=2) 7 {k=2} (k=1) ll
> *
llj|-|—-]: L]
== o A e = = ¥ 3
ﬁ“;,._l_.,,l_“ n“,__”;n_zl‘1._.["_2”“_“ n—1in

Die Vorzahl §,, des dreigliedrigen Gleichungssatzes wird demnach durch die all-
méhliche Entwicklung der Kennbeziehungen in der Form eines Kettenbruches un-
mittelbar aus der Matrix der Elastizitdtsgleichungen angeschrieben. Hierbei ent-
stehen gleichzeitig auch die Forménderungen 6%~ und die Kennbezichungen

rg e s s H—1)k v c - Kin_1)p -
Bun= 1 =2 Bt n (303)
(: AR O tn=1 Hin=1)n P tn=1}
O a1 tn-1} {Sm-;u,._gaﬂ.:hy (m=1}
in-11n Hin=2) (n=1} Mgy 18
* > > -
= 1
Jr)n " e
Sin_1yn
[ IR rﬁllln—]l | &
& 5 "qu—EHﬂ—II |
[ In=11 tm=1) Hig—ph in=z | ,.j” {394;
{‘Jln—'..'H!l—El —a o0 Ogy i 5
_.:$ —
!5’22 N (’121 =
| dy1
; 1 > — * *
fn—13 [, ] P - Rt
""’I n 1’3”_ 1} ln=1 {jsf:—i:ld 2) ‘g’lﬂl (,.]I‘II

Di_e Vf;rzahl_m Bin-1)n * *Pu-nin- -+ P1n werden daraus durch wiederholte Multi-
plikation mit den negativen Kennziffern berechnet.
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Die Spalte B, der konjugierten Matrix besteht aus den Unbekannten Xy
fiir die Belastungszahlen 0,0 =10 (k=1,..., (n — 2), #); Oyy_yyg = 1. Daher ist

auch das Belastungsglied der reduzierten Matrix O3 = bn_1y0 =1, so daB die
Gleichung mit der Ordnungsnummer (# — 1) folgende Form annimmt:
jin—2) e
ﬂ‘u—]”?l--lj t'jl_;: ::llln—J;' 7t ﬁntai 1} rbﬁn—],];,- =1. iu'}“ii}
Nach Seite 166 ist f,n_q) = Biu—1)» und damit bereits bekannt.
i I — .Ifafrr—l.] n ':s\.'n—ll n 1 oty
ﬁ{“““t"_“ == Slai—2) = 5l —2) pe= ﬁﬂu--l.‘n i1+ '13536)
u=1) tn=1) Q-1 =1

Hieraus werden wiederum die Vorzahlen S ,_y (k= (2 — 2)- - . 1) durch Multi-
plikation mit den negativen Kennbeziehungen . ,,, gefunden. Ebenso wird mit
) =1

(n=2) 0

1— 8, & 1
£ ¥ n=21 {n=1} Yin-2) in=1) 3 Sy
len---i'lfn—-'ﬂj - F75 T8y = = ginca = ﬁ[n—?”n 1) #ln—2) ln—1) - ‘.‘{9”
(n=2} (n-8) -2} (n=m)

Damit sind dann die Vorzahlen f(,_s (k= (n — 3)...1) durch Rekursion be-
stimmt. Schliefllich wird
1 — By,

1 .
P - 31y =i Bra®ys . ‘ (398)

Die Entwicklung der konjugierten Matrix durch Rekursion verlangt Zwischenwerte
mit einer gréBeren Anzahl von Stellen, um Fehler in der Zahlenrechnung auszu-
schlieBen. Das einwandfreie Ergebnis der Losung kann durch die Berechnung der
Vorzahl #,, mit Riickwirtselimination gepriift werden, wenn die Matrix nicht zur
Nebendiagonale symmetrisch ist. Dies wird bei Symmetrie des Hauptsystems durch
die Verwendung von Gruppen symmetrisch liegender Schnittkrifte nach (359) als
iiberzihlige Grolen vermieden,

b) Rechenvorschrift bei Riickwirtselimination des Ansatzes. Redu-
zierte Matrix (S. 234).

Die Hauptglieder der reduzierten Matrix ergeben sich mit k = (» — 1) ... 1 aus

Pt : &2

(n—K) __ k k411 =1} Sy g

akk = 6,:;'. i ¢||‘—k'1j 2 % lll'l(] (}“ = I"l“ o ‘
U410 Uk 1)

die Belastungsglieder aus (400)
=Rk __ a — Sin—k=1) ‘5Ik+11k l
ko i 0 k+1)0 SpEp
Damit wird jin-1)
X, =0 (401)
i Ij‘clﬂ 1y *

Alle anderen iiberzdhligen Grollen werden durch Rekursion aus der reduzierten
Matrix bestimmt.

Die konjugierte Matrix.

Die Belastungszahlen werden der Reihe nach et =l g ]
usw., wihrend alle iibrigen Null sind. Die Eliminationskoeffizienten

Hag « v Hgg e o Hp(g=1) « + + Hpin-1)

sind nach der reduzierten Matrix wiederum Kennbeziechungen zwischen zwei auf-
einanderfolgenden iiberzdhligen GroBen aufsteigender Richtung X, ,, X, des ho-
mogenen Ansatzes mit =1\

X" e aw_sln—::

e et i, T € i [ e
X!’!—l nin Xn—g

Xﬂ—l __'5rn+mn-z: I 'Stn—IHn—il

= Hi{n-1) (n=2)

r}"" 6!:?—“-:;;..;\ aln—lllll—]l _ﬁlh—qu *®uin=1)

"y . . - - . L] - - . - . - . - . - - - . - - . - . . - . - - . -
Xy vy Oy 3y O tr=1) =

i T e = M (k=1
Ay ) Opx — G e Hirsnr 6

T S s e ST T L T T T R I Ul w0 & e ra

J}-z O 82

i v =

= = %y -
B2g — Bag 523

(402)
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(668)

(80%)

T gt _ ﬁ I [ [ T T _ __
siT-sdg | : Al u cerensemnn ) e -
i o (T=u) (T=u) (T—u
(T :J:T_.tn_m ":IH:I_ML__ _
(4,0 3¢ vty EONR co | R O ] [Tl %t == |I.m|||| feminceses e | — 1.
ta.m__ HHI..._uv__ | | .:+ﬂ:.n_. #».r__
TT=ADpy R T el e = P i pecmt e EREr
7 wl-2g | (T8 (=20 ;?«:T.:m. VI-2)g | T -0y .__
_ ugd (1—w)Egf ey 1ig n-gg | tegf |
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Auflosung dreigliedriger Ansitze, 23b

Daher kann auch f,, aus der Matrix der Elastizititsgleichungen als Kettenbruch an-
geschrieben werden. Er enthilt die Forminderungen &%® und die Kennziffern

kk
Hk(k-1) 1 1 1
Bu= 5 = do may A3
11 by — dig ey gy — 51215[“2_'2] Oy — Oyy 3?1 {“03]
2% Opa — figg ¢35 .
* * 5 =
__31 l_:a ‘L-—Uh—.i ?f:e-—u
= ' :
RLERT . és:. |
éu—ajﬂl | 682 ! |
al_"-sna.__"" | |
ol e Otn-vitn-n (404)
(n=21 (m=1) lt’.:.-n
Gn—1) (n-1) — Stn—11m |- x
. ‘ | O s
L = -» = — | L
6[1'{ o dlg,i_m 5{,'5 5 é:;lll—ll =1} dk.u:l

Die Vorzahlen f,...f .. B, werden durch Rekursion mit den Kennziffern
#r-1 bestimmt. Die Vorzahl f,, entsteht aus d4p =1 mit f;, = Py, und der
Gl. (402) 1
Pra0e; + frad ®=1; fie = o Bay 29 (405)
af
Die Vorzahlen flgg . . . fis . . . fug sind dann wieder durch Rekursion bestimmt. Zu-
letzt wird 8,, erhalten.
¢) Gleichzeitige Verwendung der Kennbeziehungen aus Vorwirts-
und Riickwidrtselimination. Die Zwischenwerte der Riickwirtselimination zur
Bildung der Vorzahl 8,,, mit der zunichst nur die aus der Vorwirtselimination (394)
gewonnene konjugierte Matrix nachgepriift wird, dienen zu einer einfachen Berech-
nung der Hauptglieder der konjugierten Matrix. Sind f,., Biu-ns usw. durch
Vorwirtselimination bekannt, so wird aus Gleichung » der reduziertén Matrix der
Riickwirtselimation und mit §;,_;)o = L

lﬁ!n-—n(n—n 5n[n-11+ ﬁﬂtn‘—n‘aﬂn =0. l
Do 1
ﬂﬂ'ﬂ"—l} e x-"‘_‘_“ﬁ{n—-ﬂﬂ . J

2 O (n-1)
In dhnlicher Weise wird f,, fiir 8, = 1 aus der Gleichung (k + 1) der reduzierten
Matrix gefunden.

(408)
ﬁtu—]l{u—ll s

(n=k=1) —
ﬁkk'jik-rnl-_{_ﬁ{k+1}k6t:+1}ik+n =0. l
dtu—i—n 1 {407)
ﬁ = —ﬁ bl {2 SHATS 5 ﬂk eth s !
kk (k+1) & 5:14.11& kAR (k41

Diese Beziehungen kénnen an Stelle von (397 Joder zu deren Nachpriifung als Zwischen-
kontrolléen verwendet werden.

Die konjugierte Matrix eines dreigliedrigen Ansatzes wird hiernach am einfach-
sten mit der Entwicklung von B, » und By, in Gestalt zweier Kettenbriiche begonnen.
Damit sind die Kennzahlen »;_y), #x 3 bestimmt, mit denen die iibrigen Vor-
zahlen nach (392 u.402) durch einfache Rekursion gefunden werden. Die Ansiitze (397)
dienen als Zwischenpriifung.

Die Rechenvorschrift wird in einer Tabelle S. 234 zusammengefaBt. Die Pfeile zeigen
die Richtung an, in der die Vorzahlen der konjugierten Matrix durch Multiplikation
einer Zeile oder Spalte mit einer dazwischenstehenden negativen Kennzahl x4,
#k(x-1) €ntstehen. Daher kann das Hauptglied f#;,, verglichen mit der Rekursion nach
S. 233, durch Multiplikation von Sy zsqy mit — 1/#(1yx berechnet werden.
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bo

Eine mittlere Vorzalil §;, der Hauptdiagonale kann auch aus der Gleichung (#)

des Ansatzes (399) mit d,, =1 in Verbindung mit den beiden Kennbezichungen
X g1 1 XN - i
o = Xgyz ond — - : Hkr1) k (40%)
unmittelbar berechnet werden:
; 1 :
P (410)

Hik=1)k ‘--]R'il.'—])' + Dy Hireld k ’-"J.'c (k1)

Anwendung auf die Losung eines Ansatzes mit sechs Gleichungen.
1. Elastizititsgleichungen:

Bl X Xy X W

1 B
1
1| &y | 3y | by
2 | Oy | Oag | Oay - dag
3 B3y | dss | daq B30
4 0a | O | Oy B0
3 | | Osa | Ogs | Jse | G50
6 | Oes | Oss | Fao

2. Vorwiirtselimination nach dem abgekiirzten GauBschen Algorithmus (381):

X, X, Xy e p. ¢ X,
; 5
Oy Oya i ®1a 0y » dyp
(0a) O | Gy ! | dyx dap
— #yptha | ' —#pa x| — %190y
- gy g Moz &3 o5y
- —
(d3e) digg Oy dan
— #yg Oy | — 29 O3y
3@ o | Ou i sy 5% 8%
— g S — —_— .i__ -
(B3] L9 dis [ 05 d4o
— gy 0y | — 3y ;’5::%5 ~ 25, O
S Al LaE 4
{3} : | 8
4 | vy dgs %45 8% o
(gs) O | O dgx s
| — #4505 345 0,3 | — %508
= 14) [ i :
J ! S5 "S:aa e i l. f!.} 'alﬁdﬁl
| . T CHE g
(gs) f‘)lsq dgx g0
- [ (4)
2 — g5 05 — x50 0,8 | — 5e0Lh
615 = == Sy (B
| " 53 | ow
3
- Q. 53
87 "Bim lﬁﬂ. = {3,; =] X, =8 .
g 0 § = Foa

Die anderen iiberzihligen GréBen X, oder Pra entstehen durch Rekursion.




Auflésung dreigliedriger Ansitze, 237

3. Vorwirts- und Riickwirtselimination als Kettenbruch, a) Kettenbruch zur
Vorwiirtselimination.

Ll 7 45 34 gy Hys
> * » — -+
8 1 1
8= i ;
dye s ) dgg
(1 56 3
: 54
' (5&5 — gy = 5
"ju i) ‘5“ 13 | & |
= 8 |
gy — by | .
! | gy — 'jlu&i —
| ==
| dy
1
1
| | |
> L e e > o
S Jid) Sim i Sty oy
58 'r 38 i 11

Die Zahlenrechnung liefert der Reihe nach die Kennbeziehungen

a1 43 s ) Ogs
Mg — —* Hag = =05, ay = = Mg = ——+ Mg = ——
12 du ’ 3 {35:1;1 a4 6‘3‘;1” 45 dﬁ' ’ 68 dw

und die Hauptglieder 84} . .. 8 der reduzierten Matrix zur Vorwirtselimination.
Die Belastungszahlen werden fiir jeden Belastungsfall nach (389) berechnet,
k=10 _ & =
ko M = Sro — k=D #ix-nr 1 -
Reduzierte Matrix zur Vorwirtselimination.
o o SN S P G R

I | by | Gis | I l ®1z | dyp
211) O | dyy x| A5
38 | __l o . a4 ®au | OfF (411)
49 I 3§ | by | xys | O
50 | 8 | 0w [ e | a9
Gis | L E _: alll-':’:l é:‘tﬁ

Darnach wird fiir jeden Belastungsfall zuerst X, bestimmt, Die anderen iiber-
zdhligen GroBen X ... X, ergeben sich durch Rekursion.
b) Kettenbruch zur Riickwirtselimination.

*y H3z T Mgy fad
- > > >

1 1
ﬁl:l.':"éﬁ = | & :
= | — 3y i :

day

8n — 0y |

| Ogg— by

(1]

|

| |

Ly > Iy "b"'h ’Eo
(8 (£4) }

5% 5 i L i 3
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Die Zahlenrechnung liefert der Reihe nach die Kennbeziehungen
dgg dyg dyq . R Oy | - dya
e e | Han = —— Moo == - Moy == —=tl
Mgy = ! Mgy 3’ Hag 3y ? 32 o 21 B
und die Hauptglieder &g . . . 8{7 der reduzierten Matrix zur abgekiirzten Riickwirts-
elimination. Die Belastungszahlen sind nach (400)

in—k 5 n—k-—1)
akno )= G — "u.--uu.—'a'{zﬂw .
Reduzierte Matrix zur Rickwirtselimination,

Xy Xy Xy, X, X3 4,

1% | 8 | f | 84
g0l o [ww] | "_; xey | 68
318 ) T Osy | O i ¥sg | O3
i bo | 0| | [ e
5 o | o] [ |0
6 L dgs | Ogs | #es | Beo

Der Ansatz liefert fiir jede Belastung zuerst X,. Damit sind die anderen statisch
tiberzihligen GréBen X, ...X, durch Rekursion bestimmt,

4. Konjugierte Matrix. Die konjugierte Matrix kann aus einem der beiden
Kettenbriiche entwickelt werden. Bei Vorwirtselimination entsteht fg, und s, . . . #;.
Die Gleichung 5% der reduzierten Matrix (411) liefert mit fo5 = fs,

1— 8,8 1
Bes 058 + Bos 955 = 1; Bess = 5'1.";5' = I Bss %56 -

Die Vorzahlen fy; . . . B ergeben sich wieder durch Multiplikation mit — x4 usw.,
die iibrigen Vorzahlen in #hnlicher Weise.

1—fud 1
.Bu Td Jn's:? = Si"a’ i 1515 %45 s ﬁsa: ﬁz-u ﬁu,

s B ﬁl'a’jlz 1
Pu= 3y, e Pra s
Konjugierte Matrix aus
Vorwiartselimination und Rekursion. Riickwirtselimination und Rekursion.
B — My — Mpp — Mgy — Hgy — Ny —> 4 ¥ G 8y dyp by Js0  Jee
T T
Xl ﬁu | ﬁm ﬁm 1 1311. | ﬁu ﬁw | | ﬁu ‘ | ! Xy
R | I=raal | — My T Xy i {
Xy : P | Pos | Bu | Pas | Pus | | B ‘ P ' - Xy
| 1 [ | = Xpy  — Xpg S B T e Tt gy |
Xy P | Bu ‘ Pas | i | Bar | fas | Bas : Xy
| | ; | — Xy — ¥y | |
X, Bu | Bus | Pas ' Bu | Bus | Bas | Bu | | X
ErE=— =1 o = — %= e Tl e T
Xy Pis | B Bax | Bea | Paa ! B | Pas : X
T | G s T et T N, T e ==
Xy JT‘M | B [ ﬁaz ﬁ'“ | .ﬁu ﬁﬂ‘.’i ! .3!6 Xy
Big g gy Oy dsn ‘Snn' t v o -

T Kyg T Wag — Mgy — My — ¥sg

Die Berechnung der konjugierten Matrix ist bei V. erwendung der Zwischenwerte
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#(s1y 2 Und g ) beider Kettenbriiche kiirzer. Die Rekursion mit fes der Vorwiirts-
elimination verwendet die Beziehungen

1 1
ﬁnsz_x_ﬁﬁss- LR ﬁu O H—nﬁu*

die Rekursion mit f;, der Riickwiirtselimination die Beziehungen

1 1
ﬁeez"';i;ﬁn» s e ey ﬁssz‘_

x_ﬂﬁﬁﬁ »
Die Pfeilrichtungen sind wiederum die Anweisung (S. 235) fiir die Berechnung der
Vorzahlen f;; mit den Kennbeziehungen g1y x, #p—y; -

Zur Berechnung der iiberzihligen GréBlen X, fiir einen beliebigen Belastungsfall
01 ... ds durch Superposition nach (369) geniigt ebenso wie fiir die EinfluBlinie X,
einer der beiden Ansidtze, da nach S.166 f;, = ...

i=0
Xx=..£-1ﬁu6.-;,, (k=1...6). (412)

d) Ausgezeichnete Belastung mit ein oder zwei Belastungszahlen.
Der Sonderfall by =0, 6;=0 (f=1...k— 1,k 1...n) gestattet folgende
Umformung der Gleichung (%) der Matrix:

Xgl— "{k—::katk—1zk+ akk_ xtk-—ll.l'éi:{i.'-i 1) = 55-0 »

X;- Ly latl'r

— #(k-1) kall—le + akl = Eiks ke éll'q.],]t i

(413)

Xp1= % Xp,... X3 = — 3, X,, (414)
Xy = — R &ay - . Xp= — ¥ (1) K ey +
Sind bei der Belastung des Hauptsystems nur zwei Belastungszahlen Otr-1100 Oxp
von Null verschieden, so konnen die zugeordneten Vertréglichkeitsbedingungen des
Ansatzes

(R—=1): Xy o1y ien + Xia Open) 1) + Xi -1 =010, | (415)
(k): + Xpa by +Xeba+ X ey =060, | :
mit
Xpr=—Xp 1% -0 X = — KXok

in zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten angeschrieben werden.
X1 Oy -1 — Bty -2y %0020 -)) + X Oty 1 = Sanyo »
Xk—l 'jklkun =+ Xxw'xk = ‘5#!k+1I "u.-+1ak:' a 'Ejkﬂ--

Hieraus wird nach Division mit &y, in Verbindung mit (392) und (402)

h i
e N, =5?£'”E=Ru.~—nx.
k-1 k (k=1] k (416]
Xy By
- R
X'k_l = K (k-1 O (k=1) o

Die Glieder der rechten Seite sind Quotienten bekannter Verschiebungen des
Hauptsystems. Sie besitzen durch das Gleichheitszeichen dieselbe mechanische Be-
deutung wie die iiberzihligen GriSen X,.

Ri—1s A Ry Ry = L Rz
Xb-q = _-1 m-u;n — l_ : sz . I u-nkl % : {41,.”
Hik-11k ME(E-1) Hip=11k Xkik=1)
Die Schnittkrifte Xy ... X, werden mit den Kennzahlen sy gy (3_1y . . . %55, die

Schnittkrifte X1 ... X, mit den Kennzahlen %13z . - - %5 (g—1y Destimmt,
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Die Lisung des Ansatzes kann auch bei einer beliebigen Anzahl von Belastungs-
gliedern nach deren Aufteilung in Gruppen zu zweien verwendet werden. Das end-
giiltige Ergebnis entsteht durch Superposition der Teilergebnisse.

Durchgehender Triiger zur Abstiitzung eines Ausziehgleises:

e £ i 10—t 16—
e g 0 Y # = R ¥ 4 :

Langen inm

7 &

L Yy .
\ﬁ(:‘[; Hoe

Abb, 210,

I. Geometrische Grundlagen. Abmessungen, Verhiltmiszahlen J,/J, reduzierte
Lingen I} (Abb. 219a).
2. Belastung. Lastenzug nach Abb. 219d.
3. Hauptsystem. Die Reihe der Balkentriger nach Abb. 219b, Momente M, aus
Xy=1 (Abb. 219c); Momente M, aus der Belastung (Abb. 219d),
4. Matrix der Bedingungsgleichungen,
X, X X, X X3 X X, Xy (O
(1) 2,0 — ‘.[,Di — i - _l —— - — =_— 0,00
. I I :
(2) | — 10| 120|450 — — | = = T 354,37
[ 4 ; = B
B)| — |+5e| ms|—15| — | — | — | — |660.37 o,
|- = - | .
4] — | — |—1s 3,5+ 10 — | — 31,50
8= === — |+10| 35/—15 — —- 31,50
6| — . — — | =y 11,5 |+ 50| — | gos,06
(7) = — — | — — |50 12,0 | 4+ 1,0| Boo,72
§ = |
@] — - ] —_ — |+ 10| 120 0,00
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5a) Auflésung des Ansatzes unter Verwendung wvon Kettenbriichen.
) Vorwirtselimination mit Kettenbruch:
g g 56 Hap %34 #ag a1
= = * e - » »
1
A 1.0
* F120-1,0] 0
: 12,0 — 50| ‘s
11,5+ 1,5 22 i
| 3.5—1,0 | b 1N
| | 3.5+1,5 E 5.0 | i
11,5 — 5,0| — ‘ —1,6 i
[ 12,0 + 1,0 !
: i | 20
r Iy > o - By > -» s !
5 59 o a0 o o 5 59
2 —- - l_ pr— ..U ﬁ é'fl.'u - a9 {
Hya = 3 - oy 11 = &V,
gy = a0 — 0434783 8 = 11,5
o 12,0 — 0,5 ; ' ] <l
— 15 . £
e v L =—0, 30 | = 9,326085,
*a4 115 2173015 160839 d;3 B
A LD —  0,306867 8P = 3,258741,
15 3,6 — 0,241 259 - ;
#gg = = 1’5_ ___ =_(),469758, gy = 3,193133,
g 3,5 — 0,300867 -
5,0 : BTy
e e = 162 , 445 = 10,7905363 ,
%= 11,5 — 0704687 — 162 v i
s R — 0,103261, 519 = 0,684190,
i 12,0 — 2,3156810 y
g o B e 8 = 11,896739 .
33 12,0 — 0,103 261
B Riickwirtselimination mit Kettenbruch:
¥a Hag May 54 LT ¥as Mgy
- > -5 > = - *
1 ' ' I
ﬁ:l o —10 |
204+10 | — 5.0 [ |
12,0 — 5,0 |_'— sty I :
11,5 4 1,5 — 1,0 i
| e L = N Y |
- | 3.6+18 | — 45,0
| | | y
| | | | 11,6 —5,0| - +1.0
| . | 12,0 —1,0| =~
. _ | 12,0
| | |
I |
> |-a- | — S = = >
o o & X oy o o4 5
Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck 16




2492 Aleebraische Aufldsung der Bedingungs leichungen.
1,0 §601 — 1920
oy o5 — 0,083333, 10 200,
'_l 1]

5,0 . T A
.— 0,419580 , vl 11,916 667
’ 12.0 0,085 338
P 1,6 ——0,159539 , 9,402100 ,
857 11,5 — 2,007 900 :
; 1,0 = (3060683 dis 3.260691 |
M= s 023943000 ' 2

1.5 = A oy i

# =—0,469731 , st = 3,185317,
‘= g 5 0,306 683 i ted esihid

a,0 : . ; O AN
Hag = . — 0,463160, &4 = 10,795403 ,
o 11,5 — 0,704 587

1.0 - e

# ——0,103261, §4% = 0,684200,
12,0 — 2,3156800 i

1,0 o e
P = — = (L52722], 34 = 1,8067390.
Y 2.0 — 0,103 261

¥) Berechnung der Vorzahlen f;;, der konjugierten Matrix (S. 243). Entwicklung von f§, i

mit den Kennbeziehungen Hp e Entwicklung von f,,

aus PBipeq re1 durch Rekursion
1/5¢343) % - Nachpriifung von §, , wegen der Fehlerempfindlich-

ans fliyy1) s durch Rekursion mit
keit mit dem Ansatz (396)

B =1]01 - (S. 243).

al A
P 411 Bk k1)

8

d) Xp= 2 Bridig-

=1
Xi= 2,48520; = 4,97039; Xy = + 08,44205; Xy = -+ 26,04114;
X, = + 20,51865 Ky = 65,23799; X, = 4 39,82042; Xg = — 331858,

2 Anzahl der Multiplikationen ist durch die Einbeziehung der Belastung in die Elimi-

£ m Falle wird X, nach (390) mit der reduzierten Matrix der Vorwirts-
Li deren Hauptgheder in dem Kettenbruch (ba, o) enthalten sind. Die iiber-
zi en GréBen X, bis X, ergeben sich dann durch Rekursion desselben Ansatzes. Das Ergebnis
fir A; kann mit der reduzierten Matrix der Rickwirtsehmination nachgepriift werden, deren

Hauptglieder in dem Kettenbruch (5a, ) enthalten sind. Die Belastungsglieder werden in die
reduzierte Matrix nach (389) oder (400) eingetragen.
Reduzierte

Matrix aus der Vorwiirtselimination:

X X Xy X, X Xg X, X

(1} ] 20 |— 1,0 — - - —— — - 0,00
@ — | 1335 +30 it : e = 354,37
(3| — | — |9:326085 [\ =% — 515,30
(4) =i = Iﬁ-?-ai“ni + 1,0 = s = 114,38
(s} — | — - - .s;rs;st 33 L5 = =3 =308
{6y — = e — 10,795363 + 5.0 — 903,37
(7) e — - . 9,684190 F + -Il.c-l-l 382,31
& — | — — - — s = 11,806739 | —39.48

Die Rekursion beginnt mit X, = ”323':,?9 = — 3,318566 und wird nach der Rechenvor-

schrift unter b, 8 entwickelt,
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Durchgehender Triger zur Abstiitzung eines Ausziehgleises,

oo‘o zL'oog go'Sob 155 ¢ S'1g LE'699 LE'PCE 00’0 (="97%g)
Y LSokgo'o (8)
1gztor'o 4+ | _ :
ogggoo‘o — | LS1bor‘o [ | (£)
zgrtgh'o + ' | _ =E
| ozoboo'o + zhzgho'o — glbFii‘o | (9)
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gggI00'0 + Z9yzIo‘'o — 110¥S0'0 4 ¥FSgE€o (<)
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00000580 —  f— . -
i 0ZO000'0 €hzooo'o — ogfooo‘o 4 £€g9fco'o + trgrro'o — S1zSzo'oc — zF¥bSo‘o + 1zzlzlo (1)
+ = | # I i |
o o (=] o o o o
=} 3 - L e - =
(] i [0 [+ D~ Ohi/ W e
[ e o & () (s
e % & % 3 5 5
& g b & = 3 =4
XLeW 933e1dnfuoyy
LSotgo'o LS1¥o1' _ glekri‘o FrEQEEn brigEto _ 6g6511‘%0 Egggor‘o _ 1zziz8'% Tag
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5b) Auflésung des Ansatzes unter Verwendung
des abgekiirzten Algorithmus nach C. F. GauB. a 8
wy wy
|
Die Berechnung der Kennbeziehungen und der ] 03_- | 8_ osr S | 8 -
Hauptglieder der reduzierten Matrix ist iibersichtlicher. 9 | o |« i ok
SERe ! + £t
«) Vorwirtselimination nach S. 244. ! |
Die Verzahlen f;, werden nach 5a, ¢ bestimmt. I [ 2 it
a . . (= 00 o | il
B} Rekursion mit Rechenprobe auf gleicher Seite: ot IR ol (R 16 | |
) o+ | e ~ - o |
Rechenprobe: 3 X, 6 = ¥’ XM . 6k, 2 ?.; g 2 ‘E-. §- &
o 5]
{vgl. 5.205) 1342205 ~ 134229.7. i e e |
6. Die Schnittkrafte des Tragwerks. I '
) o |
Die Schnittkrafte werden nach (288) berechnet. Bie- Flelelele
gungsmomente M im vorgelegten Tragwerk fiir die Be- w | 0wl TlE |4
lastung 2 (Abb. 220). e Mell (S O e (B
) & | @
et LSS
M i mi &:_";_ 2 E o
el g2zl s
- A +
/8 | = =7 [
o |
B L bt 123
[}
> i =
= 8| 3|3
9 - = P o0 o
o | n ‘-g fl2la|+]n
= o - E.'“‘ & |
Auflésung fiinf- und siebengliedriger = + | 1]+ |
Ansétze. Die einfache und iibersichtliche Ls- & ]t 1 e
sung eines dreigliedrigen Gleichungssatzes ist &
durch die unabhingige Kennbeziehung zwischen @ = B e B B
- -t an “ . i ) = - -
zwel aufeinanderfolgenden {iberziihligen GréBen 2 |, | 3 |2 [ 2| ‘ 2ls
begriindet und darf daher bei fiinfgliedrigen 2 R I
Gleichungen nicht mehr erwartet werden. Die TR T B B
Untersuchung wird an einem Beispiel mit 7 |
iiberzdhligen Grofen X, ... X, gezeigt. Der !
regelmiBige Ansatz lautet: R '
w | =ldflo|
b | 5 (] Wy (Y]
3 2 o I e o BB ) =10
Xy Bl By X | el alals | @
[ =
T T 221 iy 2 [ [
Oy 512 Oy | Jm '
I | g 8 Exdi=ee, &
Oy | Gpy | Bpy | B | dag 2
== = R o
=] " oy L
sy | dg | G55 | Baq | 8es B3 I | alaje | & ¥
| f2 | 04 | O | Og | O | g in
s = LT | ] — -
| oLy
| L]
O3 | Osa | Ogs | G | Osr | 0s0 N el T
e P § |- . S | =
7 o I N I O L i T B
i O | Os5 | Oas | Ogr | 0o | 2] | s
_,___ Bl it - .r.|~| = | ™
| Op | Oog | bey | B2 oy |
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Vorwirtselimination nach dem GaulBschen Algorithmus (-1-]5)) o
LA X, s o X X X
I dyy dyg dy5 I . X1z | *13 dx gl":-_1
(gq) [ O3 dgq : O Bag
—3q 019 | 219013 vl & —#1301 % #15 0y
2/h i1k & ad : Xas | s dos aiy
(da) ! (Dxa) dyq day ! dag : dyx dao
~#y3 01 | 3 o = —#15 01 3 ~#15 019
~xgy OEL |. —vﬂm ;5;1_ o gy Bbl ~gq B
g ; o5 | d5¢ i dag ¥aq | Hag Ly 05y
(Gga) . (d4s) Baa I g dgg O3 dgg
| _‘xza Jay = = —H ﬂu‘{ ~xgy OfY
1 _";34 '5‘32.1' ~¥ay -5;. ™ [ ~Xay :e)i ~H3q O
4@ il LAV a5y Jus a5 | *as 0% a5y
I (G55 (F5a) Ogs Oy 057 (%3 S0
T . _XB-B?JE v e & ~¥ag 'jr!zg.'g‘ ~Ha5 053
i “‘3‘45 O 2458y, i Has 00k | ~Has O
3 | 8 | 98 | G x| | 0% | o8
[ | iea i . :
(ga) "5551' a‘sa 0“ Osz ";stl
[ ] ~#ay Ogg s i ~%ag 002 | e O
| II __.__ £ _"E;-‘s_."fn’ ~¥%gs Usy s ~gg 053 | ~xge 050
om | | o | o | e 5 | o
L i I | (B:5) | (Bzg) P Orx a0
| 37 957 a7 0% | a7 08
| | -;‘5-7 o5 5 ~Kg7%a T | ~Her Ol
7' | l i aia 54 o
| | 7 ?
Die Zeilen 1, 2, 33, . _ 7% bjlden zusammen die reduzierte Matrix.
X, = 3%
05’ {420)

Der Sonderfall §;5 = - -

* Die Klammerwerte sind nur zur Erleichte

(5}

‘Yﬂ. e —

o

—X,80, X,8

050 =10, 0.4 =

(4)
55

_ A g
dgh — X, 8y —

1 liefert X,

a
7

P

Xg oY) usw.

Fiir die Rekursion

rung der Summenbildung §,~x beigefiigt.
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(k4zy 2wischen drei auf-
charakteristisch.

&
)

ist eine Kennbezichung mit je zwei Kennziffern ki X
einanderfolgenden iiberzdhligen Grélen k, (B4-1), (k42

ﬁm = — g7 Paz, Bz = — %gg o7 — A By = — s flo: — 2615 oz |
1 : ; : |
ﬂns o *’Tm' — ﬁ L '855 T e ‘a““ — 7 Bazs oo Prs = ¥1p (P25 — ¥13 |“::lﬁ' ! (421)
x 1 X i A n 1
ﬁ.'.s—,'u_k_?_"‘suﬁsn_’fsﬂsn == _”r_‘ﬁlu_’fl:tﬁm-|
1

Das Ergebnis kann durch Riickwirtselimination nachgepriift werden. Damit ist
die konjugierte Matrix durch folgende Rechenvorschrift bestimmt.

Oin OB By B4 Sy B B

Xl Bu | P | Bis | Bua | Fs l Fis ‘ iz
= ] 1 —%12i — %
Xy | ﬁgg 52:4 Bay | I?zr. | Bea ﬁa:
= 1 = = —Hgys —Hyy
Xy | Pas | Pu | Bas ‘ B | Bur
e o] = ; T — %z — ¥y 99
X, | P | P [ B | B e
= R FEE SR —Hyss — Mg
Xy ! ‘ | Bss | Bss | B
i i ! ; =g — Hpy
Xy ‘ | I ! Bus | Par
X, ' | '
7 | [ Fi'.": 4

Die Lisung eines siebengliedrigen Ansatzes erfihrt keine grundsitzliche Anderung.
Die folgenden Bemerkungen geniigen zur Anwendung.

Matrix und reduzierte Matrix bei Vorwirtselimination (423).

RN T o N AR

Oy | b | Byg | By | Iy Oy | Oye |1 | i | Bio | %12 | %10 | 2y
01 Oy Oy | By Tn_ dag e | 85 ! J!;‘.' dog fﬁrz’u:‘ Mag | May | Mg
Byy | Oyq | B3s _fj:nd—-: O35 E g [ i1 | 453 _ o4 L E 05 | %4 "‘f:: %3n
Oy | Oy 4 _;a-t_ s Il diq i "i—u_ da ‘ % | 96 "jE 4 ‘3::1' g5 | Mas | Hyq
byn .a ‘5: ":‘.:-.“';5 “’;ﬂ dga I | ‘j.{a‘:\.l ‘5;-4&}= "}.E\.‘\l:I ﬁ.c'::' Heg | ¥y e
(20| 0 [ ] 0 3 - (emlowlom]m| ||
i _‘J’T-‘_ {j_fﬁ i A-'-u é""; r}'|‘[| g | - é!;i'l fﬁ :;flj

Die Berechnung von X, und die Rekursion sind daher fiir eine ausgezeichnete Be-
lastung ebenso wie bei dem fiinfgliedrigen Ansatz (419ff.) zu behandeln. Dasselbe
gilt fiir die konjugierte Matrix. Riickwirtselimination fihrt zu einem #hnlichen

Ergebnis,

_ Helmert, R.: Die Ausgleichsrechnung, 2. Aufl. Leipzig 1907. — Hertwig, A.: Die Auf-
Ibsung linearer Gleichungen durch unendliche Reihen und ihre Anwendung auf die Berechnung
hnchgrad;ig statisch unbestimmter Systeme. Miiller-Breslau-Festschrift 1912 S. 37. — Osten-

feld, A.: Rechnerische Auflosung von fiinfgliedrigen Elastizititsgleichungen. Eisenbau 1913
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von Clapeyronschen Gleichy
I'riger und mehrst
sZur B

Imen
1g statisch

=

-

. 193,
e

111

— Borne-
hn, 1926

oW

hmke,

arke. 1. :
1930 5. 508. — Worch,

Art, lineare
Uber die zweckmiBigs

1 aufzulésen. Z.an
e Art lineare Gleichungen au

30. Auflésung der Gleichungen durch Iteration.

Die Brauchbarkeit der Wurzeln X,, 8, einer groBecen Anzahl von linearen
Gleichungen scheitert nicht selten an der Fehlerempfindlichkeit der Zahlenrech-
nung 1 durch die Wurzeln nicht mehr identisch erfiillt. Um nun die

Der Ansatz wird
Auflosung nicht mit einer groferen Anzahl von Stellen von Anfang an zu wieder-
holen, kann das Ergebnis als Niherung angesehen und durch Iteration verbessert
werden. Dieselbe Rechnung ist unter Umstéinden auch bei nachtriglichen Ande-
rungen der Vorzahlen d;, niitzlich. Diese kénnen von Anderungen der Form
und der QOuerschnittsverhdltnisse des ST;I]Z:FL[Q:J herriihren. Sie kénnen sich auch
durch die nachtrigliche Beriicksichtigung verinderlicher Trigheitsmomente und
5 der Verschiebung einzelner Stabknoten ergeben haben, wenn zur Vereinfachung
der Rechnung zunichst geometrische Bindungen angenommen worden sind
(S.301). Das Ergebnis der Elimination mit den angenziherten Vorzahlen wird dann als
erste Naherung fiir den verbesserten Ansatz 8; 1, 0y verwendet. Auf diese Weise
lassen sich unter Umstidnden auch Systeme mit verschiedenen Abmessungen trotz
hochgradiger statischer Unbestimmtheit leicht in bezug auf ihre wirtschaftlichen
Eigenschaften vergleichen.

Die Niherungsfolgen kénnen naturgemill auch aus beliebigen Annahmen X, ,
fiir die tiberziihligen Schnittkrifte entwickelt werden, wenn die Konvergenz einer
Iteration feststeht. Hierbei spielt die Fehlerempfindlichkeit fiir die endgiiltige Lésung
keine Rolle, da selbst Rechenfehler ausgeglichen werden. Die vorgeschriebene Ge-
nauigkeit der Losung liBt sich jedoch in diesem Falle nur durch unnotig viele Néhe-
rungsfolgen erkaufen.

Die Rechenvorschrift. In der Regel wird die schrittweise Auflésung eines line-
aren Ansatzes (293) von der Form

20Xy — =0, Byh=1. .. bpp=20y (424)

durch eine Niaherungsfolge eingeleitet, bei der die unbekannte Schnittkraft X in
dtzr Hauptdiagonale der Matrix als Funktion der tibrigen Glieder angegeben wird.
Diese werden zunichst mit Xy, o geschiitzt,

1 .+ - : e el e B O e g
X’-,l e ,5_“'-4; "S's:ﬁ-\h.u_' Oro)s ?E = 1.}, _.}. ! } (425)

1 N " . T = . . . z 2
Die ¥ enthilt dabei nur diejenigen Glieder der Zeile k&, deren Indizes & von k ver-
h

schieden sind (h == k). Der Ansatz konvergiert, wenn die Diagonalglieder in der
Matrix der Vorzahlen grol} gegeniiber den Nebengliedern sind oder genauer, wenn
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jede der # Summen aus r]yn Betrigen der (n — 1) Nebenglieder 0, einer Zeile der
Matrix dividiert durch die Vorzahl é,, in der Diagonale < 1 ist. In der zweiten
Niherungsfolge treten die Werte X, y an die Stelle von Xpy,0. Die Iteration wird
so lange fortgesetzt, bis Xy, A X 41y = X,

Um jedoch in jedem Falle eine Konvergenz der Iteration zu erreichen und auller-
dem die Anzahl der notwendigen Néherungsfolgen zu vermindern, wird die Iteration
in Einzelschritten durchgefiithrt, Hierbei werden die Ergebnisse X, ,, ..., Kenor
einer Niaherungsfolge ¥ bereits im Ansatz fiir X(m+1),» derselben Niherungsfolge
verwendet. Die unbekannten Schnittkriifte Xs0-..X, o der ersten Naherungs-
folge werden angenommen. Dabei wird dann

n n
01 X|.1 = Uy *j.l‘ 5.1;.)1&.0- 522 ‘}42,1 == ‘:’:c- = [S::I }11,1 == i;fs’::r.xis, 0
h=2 h=
: o i k=1 -
01-:.—-"‘ k1= é,_.u =k ..1 ‘jf.-n.-";.n,1 _:_; 2 l‘)u. A};,u'.— ":42(5}
h=1 i = e
. e .,.I -
rﬁ.-:.-:Xn,J. — 'é:lrt? _.?‘:il. 6!;.& “L.’s,l =
s

Die zweite Ndherungsfolge beginnt mit 613X y,2 = 8y — 36,5 X, ; usw. Die

l;f.r':-

Rechnung wird fortgesetat, bis X;, ~ X, w41y erhalten wird.

Konvergenzbeweis. Jede Gleichung (424) ist nach (314) eine partielle Ab-
leitung der Forménderungsarbeit A, oder einer der ihr verwandten Funktionen A7
oder A", dic allgemein mit 4, bezeichnet werden. Die Forménderungsarbeit
setzt sich aus dem statisch bestimmten Anteil 4,, und dem Anteil aus den iiber-
zihligen Kriften X, zusammen:

4 | L I T

A=At~ a3yl o D (427)
D
Sie wird: zum Minimum, wenn die Spannungen mit den duBeren Kriften im Gleich-
gewicht sind. Diese Minimalbedingung begriindet die Konvergenz der Iteration, da
z.B. X; ; so bestimmt wird, daB die Minimalbedingung
ad; o N ; :

= = 0y, "’gI‘.' é:.—thJ —Iéif-’u)ia,n = {Skkik,l =10 (428)
mit dem verbesserten Werte Xy, erfullt ist, X, ; ist daher ein besserer Wert im
Vergleich zu X, ,, so daB die Niherungsfolge in jedem Falle konvergiert. Die Rech-
nung wird um so schneller abgeschlossen, je gréBer die Vorzahlen in der Diagonale
der Matrix gegeniiber den Nebengliedern sind, d. h. je schneller jede Zeile & nach
beiden Seiten abklingt.

Die Annahmen fiir die X, , der ersten Niherungsfolge stiitzen sich am besten
auf Ergebnisse aus der Untersuchung geeigneter Teilsysteme. Dabei liegt es
am nichsten, die Nebenglieder jeder Gleichung in der erste:. Niherungsfolge Null
1 setzen und damit die X ; aus einfach statisch unbestimmten Systemen ver-
dnderlicher Gliederung zu berechnen. In anderen Fillen sind oft Gruppen von
zwei und drei statisch unbestimmten Schnittkriften vorhanden, deren gegenseitige
Abhiingigkeit im Vergleich zu anderen statisch unbestimmten Schnittkriften gréBer
ist. Das vorgelegte Stabwerk wird dann zunichst in Teilsysteme zerlegt, deren
tberzihlige Schnittkrifte leicht berechnet werden und fiir die erste Nitherungs-
folge als Grundlage dienen, Oft kann auch bei der Iteration von den Ergebnissen
mit drei- und fiinfgliedrigen Elastizititsgleichungen ausgegangen werden. Diese
Annahmen sind fiir die Genauigkeit des Ergebnisses unwesentlich, dagegen fiir den
Umfang der Rechnung, also durch die Anzahl der notwendigen Niaherungsfolgen
von Bedeutung, -
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Umformung des Ansatzes. Ist die konjugierte Matrix einer Niherungsrech-
nung mit den Zahlen 8,;.... 8. (R =1...7) bekannt, so kann jede Gleichung eines
in bezug auf Systemgestaltung oder Rechengenauigkeit endgiiltigen Ansatzes mit
diesen \;'.:1;5;[]@.,-“ erweitert werden, so dall durch Addition # Gleichungen von der

folgenden Form entstehen:

A, .l (Bp1Bnx) + Xz X (Onefnr) +- - _'\’"’,l‘ (BanBan) ++ « Xy 3 (8h0003)
=1 =1 =1 1
= 3 (OpoPns); k=1...n. (429)
)

i
Abgekiirzte Schreibweise:

AaXyt A Xot-o + A X+ -+ 4 X, =4

Da die Vorzahlen f, , die Gleichungen des endgiiltigen Ansatzes nahezu erfiillen,
so ist mach S.223
"

n 1] J
Mp= 20 Ba~0; hep= D0 far~1; App= Y 0. Bz =0 (430)
A=] 1

h=1 h=1
und damit diejenige Form eines linearen Ansatzes vorhanden, die bei der Iteration
bereits mit zwei oder drei Niherungsfolgen ein genaues
Ergebnis verbiirgt. Die Matrix der Vorzahlen Ay g ist
jedoch, wie leicht einzusehen ist, nicht mehr zur Haupt-
diagonale symmetrisch (4; , & 4, ,). Dies ist nur der
Fall, wenn die Matrix der Vorzahlen 8;, zur Neben-

Abb. 221.

Jellia= 5844, J&Typ=00762, Giagonale symmetrisch ist.

TelJy=1, vgl. Tabelle 11, Die Iteration in Einzelschritten wird zur Untersuchung

Jells=0,6762, {a=1, des Sdgedachbinders Abb. 215 verwendet, dessen Schnittkrifte fiir

JdJa=08784, (=1, Eigengewicht auf S. 224 {. ermittelt, dessen Stabquerschnitte jedoch

nach einer wiederholten Querschnittsbemessung nach Abb. 221

festgestellt worden sind. Auf diese Weise entsteht die folgende neue Matrix der Elastizitits-
gleichungen fiir Eigengewicht:

X X, Xy X X Ao
+ 7.6396 — I,0321 + 1,7063 — 4,3599 o — 122,8500
— I1,0321 4+ 14,3589 g I,7063 — 6,3509 0 + 49,2037
_~—I7uf:-;—_ + 1,7063 Sh® o= -;-'.L'Jfgl_yl':- : — I,0321 + 6.,0662 — 122,8500
g — 4.,3599 — 6,3509 _— _T_uj.n - 14,35.‘\'.9 + 8,066z + 49,2637
o o o _ 06,0662 + 8,0662 . + 24,0627 — 172,1137

Die Ausgangswerte X, o der Iteration sind die Ergebnisse auf S. 229. Nach der ersten Gleichung

ergibt sich mit X, ,, X, 5, X, ;und X, , der Wert X,,1 = — 9.716. Ebenso wird X, ; = + 6,564
aus der zweiten Gleichung mit Ay Xs 00 Xy gund X, o, Xy 1 = — 9,304 aus der dritten Glei-

chung mit X, ,, X, ;, X, ; und X, , gefunden.

Die Produktsummen werden bei Verwendung der Rechenmaschine ohne Zwischenablesung
gebildet und durch §, , dividiert, so daB nur die Teilergebnisse der Naherungsfolgen aufgeschrie-
ben werden. Um die wiederholte Division zu vermeiden, empfiehlt es sich, die Gleichungen (424)
vor Beginn der Rechnung auf §,, = 1 umzuformen. ;

Die Konvergenz der Iteration ist nach den Ergebnissen der 7. und 8. Zeile schle
jedoch gewisse G mabigkeiten, mit denen sich zugeordnete Glieder der N
dem Endwert n
Iteration ab

bzukiirzen.
Da die konjugierte Matrix der Vorzahlen Bi s des Beispiels fiir das urspriingliche Gleichungs
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| 4 - ” , =
[ e, BE7 R
| 1
Ausgangswerte .| — 0,174 | + 6011 | — 8,776 | + 6,295 | — 6,577
1. Iteration . .| — 9,716 | + 6,564 | — g,304 & 6,414 ‘ — 6,957
e —— | —_— _- — | — — — —
2. il . ‘ — 9,455 | + 6,608 ! — 9,074 + 6,783 ‘ — 7,130
3. . . | — 9278 ‘ + 6,847 | — 8,053 | + 7013 | — 7247
| o (BT
7. i - «| — 8,988 | 77070 | —8.806 | + 7,346 | — 7,395
il — | — -~ L - = =
8. . . .| —8066 | + 7,087 | —8,707 | + 7,360 | — 7405
|
= ' i '
12. 7 + | — 8,932 | + 7,113 | — 8,786 | + 7,402 | — 7,410
13. i « of —8033 | +7111 | —8,783 | + 7404 | — 7.420
14. no e ool —8,033 | 47012 | —8,782 | 4 7,406 | — 7,421
: ) |
system bekannt ist, empfiehlt sich die Umformung der Gleichungen nach (#29). Man erhilt aus der
endgiiltigen 4, ,-Matrix von S.250 und der genidherten f, ,-Matrix von S. 229 die Beiwerte
h=n
Ar,s =2 03 3 Ba¢ und damit das Gleichungssystem
h=]
X, X X, X, X Ak, 0
+ 1,46665 + 0,05433 + 0,04677 — 0,202 81 — 0,01861 — 14,48724
—0,00265 | 4 1,40908 + 0,031 8¢ — 0,05360 + o,00081 -+ 9,36405
— 0,00282 <4 0,05105 + 1,472 50 + 0,05007 + 0,234 21 — 13,82785
— 0,00079 + 0,05020 | <+ 0,03926 + 1,304 60 + o0,06022 + 9.77407
= = e = e e [ 8 SRS AL
+0,02084 | —0,02795 + 0,021 20 + 002214 | -+ 1,32910 — 10,27286
Die Iteration wird fiir diesen Ansatz mit den gleichen Naherungswerten X, , (S. 229) begonnen
und in Einzelschritten durchgefithrt. Sie konvergiert schnell:
Xy Xy p. 48 X, X
1 1
Ausgangswerte,| — 9,174 | + 6,011 | — 8,776 | + 6,205 | — 6,577
I. Iteration . .| —g.033 | 4 7,070 8,868 | + 7,170 | — 7.417
e i . o] — 8,960 | + 7,107 | — 8,771 | + 7,407 | — 7.423
3 i -+ —8931 | + 7714 | — 8,780 | 4 7,400 | — 7,423
4. — 8,931 | + 7,034 | — 8,780 | + 7,400 ' — 7,423
Runge, C.: Praxis der Gleichungen. Leipzig 1921. — Mises, R. v.,u. H. Pn!lag_igr:_]-:-
Geiringer: Praktische Verfahren der Gleichungsanflésung. Z. angew. Math. Mech. 1929 S. 58,

152. — Domke, O.: Dachbauten. Handb. f. Eisenbetonbau Bd. 10, 2. Aufl. Berlin 1923.




1 statisch unbestimmiter Stabwerke,
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31. Allgemeine Rechenvorschrift zur Untersuchung statisch
unbestimmter Stabwerke.

1. Beschreibung der geometrischen und elastischen Eigenschaften deg
Stabwerks. Das Tragwerk wird in cinzelne gerade oder gekriimmte Stibe und Stab-
'\L‘I.~x-1'. -le-;}L I- . Linge und E"n]:u, deren Querschnitte durch
itsmomente beschrieben werden. Unter
0, w; der Kernpunkte a’, +' not-
Ih.' Spu irpur ll-n {111 Si: |I\ || se ist l].l‘]' Schwerpunkt des Querschnitts. Die
gsachsen v ur illen mit den Haupttrighei tsachsen, die Spur s der Kraft-
ebene in der Regel auch mit einer Symme trieachse zusammen (5.251f.). Die Trigheits-
momente werden zur Berechnung der Forménderung von Bauteilen aus Eisenbeton
auf den vollen Querschnitt mit oder ohne Beachtung des zehnfachen Stahlquer-
schnitts bezogen. Fir die mittragende Plattenbreite einer Trigerrippe gelten die
Bemerkungen auf S, 94,

Die Materialkonstanten werden in der Regel nach den Bestimmungen des Deut-
schen Ausschusses fiir Eisenbeton festgesetzt. In diesen ist fiir die Berech-
nung von Forminderungen E, = 2100 tjcm? E, = 210 t/cm® und o, = 0,00001
vorgesehen,

2. Belastung und Stiitzung des Tragwerks. Der Festigkeitsnachweis verlangt
genaue Angaben iiber das Eigengewicht des Tragwerks mit seiner Ausriistung und
uiber die Nutzlast aus stetig verteilter Belastung und Einzellasten. Hierzu treten
Vorschriften iiber die Zerlegung der Lastenziige zur Bildung der Grenzwerte in
Verbindung mit EinfluBlinien und Angaben iiber die Belastung durch Schnee, Wind
und Nebenkrifte, iiber deren Eintragung und die Verteilung der Einzellasten. Die
elastischen Eigenschaften der Stiitzung und die mdglichen Himn*lnorug}mhurlp[ n
werden in jedem Falle geschitzt und die Temperaturinderung und das Schwinden
des Baustoffes durch Annahmen abgegrenzt.

3. Das Hauptsystem. Die ausgezeichneten Stiitzenwiderstinde und Schnitt-
krifte X; werden nach den Bemerkungen auf S. 170 ausgewihlt. Damit sind Haupt-
system und Vertriaglichkeitsbedingungen 1,8, = 0 bekannt. Diese werden nach
Abschn. 24 oder fiir Gruppenlasten nach Abschn. 36 entwickelt. Die Stiitz- und
Schnittkrifte Cy, Ny, M;,Qp aus — X, =1 und C,, Ny, My, Q, aus der vor-
geschriebenen Belastung werden in einem statisch bestimmten Hauptsystem nach
Abschn. 13ff., in einem statisch unbestimmten Hauptsystem in der Regel mit Hilfe
von Tabellen berechnet und voneinander getrennt in einzelne Stabnetze derart
eingetragen, dal die Ordinaten der Schaulinien bei jeder Aufgabe einheitlich,
z. B. stets an der Zugseite des Stabes erscheinen.

4. Die Vorzahlen dy. Die Vorzahlen §;, sind unabhiingig von der Belastung ¢
Tragwerks. Sie konnen als Verschiebungen mm:ttc]lm aus den Tabellen 17 bis 1“
entnommen oder durch Integration nach (300) mit Hilfe der Tabellen 12 bis 16 be-
rechnet werden. Die Funktionen { = J,/J oder J,/J cos e« zur Beschreibung der
elastischen E ]"l nschaften des Stabes ,",l sind in der Re "tl konstant oder werden zur
Berechnung eines angenidhert richtigen, LN}]]U%[.T“\” Ausdrucks durch geeignete
IFunktionen nach (188) ersetzt.

Die Freiwerte # und # der Ans: itze l:lSLﬂ dienen ZUr ﬂ;qw]f-[r_] ung der Il]I]iﬂ.iH)ﬂ
an die bauliche Ausgestaltung der Stiibe. Ist die Berechnung in dieser Form un-
geniigend, so werden die Vorzah lr=1 graphisch oder numerisch mit Hilfe der Simp-
sonschen Reihe nach (181" integriert. Hierbei kann der Inte erationsbereich auch in
Stufen konstanter elastischer Wi rmm,ﬁ cingeteilt werden. Die Zahlenrechnung 1406t
sich nach S.165 durch die Arbeitsausdriicke lpdpx... und lzdrsx .u[]pru[(’n.

5. Die konjugierte Matrix. Die Vorzahlen f,, werden bei der U ntersuchung
einer groBeren Anzahl von Belastungsfillen nach den allgemeinen Angaben in

zige zerl

| .J'F
UmniB,
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Abschn. 25, fiir Stabwerke mit wenig iiberzihlizen GréBen nach Abschn. 26 be-
rechnet. Die Ergebnisse miissen die geometrischen Bedingungen 8, = 0 identisch
erfiillen.

6. Die Belastungszahlen d g . Die Belastungszahlen sind Forminderungen des
Hauptsystems aus den in 2, angegebenen dulleren Ursachen. Sie werden abgekiirzt
nach (300) berechnet. Hierzu dienen die Tabellen 12 bis 16. Unter Umstinden kénnen
die Forméinderungen d;« auch unmittelbar aus den Tabellen 17 bis 19 entnommen
werden. In besonderen Fillen ist die numerische Integration nach Simpson oder
die Berechnung mit Stufen konstanter elastischer Wirkung nach (183) notwendig.
Die Betrige aus Temperaturinderung werden fiir jedes Element des Stabzugs
konstant angenommen (173), die Verschiebungen d,, aus der Stiitzenbewegung nach
(174) berechnet. Die Biegelinien 6,,, (k= 1...#n) des Laststabzugs des Haupt-
systems zur Bildung der EinfluBlinien lassen sich fiir die Belastungszustinde
—X, =1 nach Abschn. 20 und 21, in einfachen Fillen nach den Tabellen 12 bis 16
aufzeichnen.

7. Die iiberzédhligen Stiitz- und Schnittkrifte. Die iiberzihligen GroBen X,
werden bei einzelnen Belastungsfillen unmittelbar aus den Belastungsgliedern, bei
zahlreichen Belastungsfillen nach (326) berechnet. Dasselbe gilt fiir die Ableitung der
EinfluBlinien aus den Biegelinien des Laststabzugs des Hauptsystems nach (328).

8. Stiitz- und Schnittkrifte C, N, M, Q0 des Tragwerks. Die Stiitz- und
Schnittkrifte des Stabwerks werden aus der vorgeschriebenen Belastung und den
ihr zugeordneten iiberzdhligen Stiitz- und Schnittkriften X; mit Hilfe der Gleich-
gewichisbedingungen graphisch oder numerisch nach Abschn. 13 und 14 berechnet.
Die Aufgabe ist nunmehr statisch bestimmt und die Superposition nach (288) der all-
gemeine Ausdruck fiir die Losung. Die Schnittkrifte C,, Ny, My, Qp und Cy, Ny,
My, Q. des Ansatzes sind aus dem Absatz 3. bekannt.

Die EinfluBlinien der Stiitz- und Schnittkrifte werden nach derselben Rechen-
vorschrift durch Uberlagerung der Ordinaten der EinfluBlinien C,, Ny, My, 0, des
Hauptsystems mit den durch C., N, My, Q, erweiterten Ordinaten der EinfluB-
linien X, gefunden. Sie muBl unter Umstiinden mit groBer Stellenzahl durchgefiihrt
werden, um Losungsfehler aus Differenzen zu vermeiden (vgl. auch S, 168).

9. Die Nachpriifung des Ergebnisses. Die Randbedingungen der Forménde-
rung des Stabzuges sind durch die Stiitzung offener Stabziige oder durch den Zu-
sammenhang geschlossener Stabziige vorgeschrieben. Sie miissen fiir das berechnete
Spannungsbild  erfiillt werden. Dies wird nach S.168 durch Nachrechnung der
gegenseitigen Verschiebung geeigneter Querschnitte gepriift.

82. Zeichnerische Auflésung der Bedingungsgleichungen.

Die umfangreichen Zahlenrechnungen zur Bestimmung der Wurzeln linearer
Gleichungen lassen sich zum Teil, in einzelnen Fillen auch vollstindig durch gra-
phische Methoden ersetzen. Sie sind stets niitzlich, wenn die Losung mit dem
Kriftebild des Tragwerks verbunden werden kann. Dies ist bei den durchgehenden
Trigern mit starren und frei oder elastisch drehbaren Stiitzen, bei durchgehenden
Trigern mit elastisch senkbaren Stiitzen und bei Rahmentrigern der Fall.

Die graphische Auflésung stiitzt sich entweder auf die geometrischen Be-
ziechungen der Gleichungen oder auf deren mechanische Auslegung. Die Vorzahlen
Do Denn i By jeder Zeile & werden dabei als die # Komponenten einer im
Ursprung angreifenden Kraft R, angesehen, die nach # Achsen zerlegt worden ist.
Sie bilden, nach dem Ansatz (319) mit den unbekannten Zahlen X, ... X,... X,
multipliziert, die Komponenten dyq . . . 8 - - - 0,9 der Resultierenden 3R, X, nach
denselben # Achsen.




Zeichnerische Auflisung der Bedingungsgleichungen.

bo
o
e

e Vorzahlen Op i ;S}'. PEMIE 1 einer jE’f]l!]'l Zeile & sind unverinderlich und
besitzen damit die wesentliche Eigenschaft der Masse, so dall den # Gleichungen des
Ansatzes auch massengeometrische Bedeutung beigelegt werden kann. Darnach
werden nach P. Pasternak die Vorzahlen jeder Zeile £ als die fiktiven Gewichte
einer ridumlichen Gruppe von # Punkten Aj behandelt, deren Abstand von einer
Grundrifiebene durch die zunfichst unbekannten Strecken X, vorgeschrieben ist,
Die Gleichung &

H rhe 'r_l‘ . o e b
e X == jﬁﬁ}_lc')“_ R if‘-’- (431)
h=1 d ®

bestimmt daher den Abstand 7', des Schwerpunktes Ej der fiktiven Gewichte §,,
von der GrundriBebene. Die Koordinaten der GrundriBprojektion E, werden nach

bekannten Regeln berechnet, indem die Massen dy; . . . d; . . . d;,, der Projektion 4,
der Punkte beigelegt werden. Damit ist jeder Bedingungsgleichung % ein aus-
gezeichneter Punkt E} zugeordnet, dessen Lage durch die Vorzahlen B By

und die Belastungszahl 8., bekannt ist. Dieses massengeometrische Bild des An-
satzes enthilt, zum Teil ergiinzt durch die analytische Auflosung der Gleichungen
nach C. F. GauB, geometrische Beziehungen zwischen den Endpunkten der Ordi-
naten X, die in zwei Ebenen, in einfachen Fillen aber auch in einer Ebene verfolgt
werden.

Anwendung auf dreigliedrige Elastizititsgleichungen.

Xy 0y + KXoy = dyg
Xy 0y + Xy g0 + X3 0,4 = Oy
Xig O 1) ey + X Oy -+ Xx Ok = Op1)o (432)
X1 Oy + XiOpr + Xy Oxts1) Oyg .
‘-\-n-zdl'e--lrtn o + A, 1 f'jr.u--mn 1) T ‘?‘-n ‘Stn 1in = ﬁc:. -1 0
X n-1 'r)uh:- 1) T+ A’n én 7l o a?l“'
Der Gaulsche Algorithmus liefert nach (388 und 399) bei
Vorwirtselimination (433) Riickwiirtselimination (434)
Xy10n + Xy by = 0y, ' Ay oy Y =d M
X 8 + X3 0y = 4 Xy g + Xy 8 =05
> grk=1y ) . k-1 . - S (=ky
Akl}“ : X.(.;h-'\lJ..nT_")j.u: = ! '\x—l'ﬁklk—ll'l"\j—éi‘ai &) —O'{,_. l'-
“)erl—i If:_.;:ln-l! + ‘:‘L-'l lbln—l.l e d::.‘f;n- ! -R’“,_Q !5["_]“,[_3; + .\’n_lﬁg_!_J_‘_ N—-1) = ‘I’::.-" 1)
'\'-ﬂ r}.:lls V= rsj::.; 4 ’ ‘rlp—l ‘snin—-l.‘ al *‘(n r‘f“l == t}-,,“ §

Die zeichnerische Darstellung wird hier auf eine Ebene beschrinkt. Sie enthilt
die raumliche Punktgruppe Aj bis 4;, deren Grundrif A, ...4, auf einer Achse
abgebildet ist (Abb. 222). Die Abstinde Ay zwischen zwei aufeinanderfolgenden
ILlltﬂxtf_n Ay, :T,.._f-mtl beliebig. Sie kénnen gleichgrol gewihlt werden oder zum
Teil auch Null sein.

_ D]cBel'.l.-a_iungs;p:l]h_- der Ansiitze (433), (434) ist entweder voll oder teilweise besetzt.
Die allgemeine Aufgabe kann mit dem Su]n_-[|m.-i1[r:Tlsgtrﬁtu stets auf die Losung
fiir wenige Belastungszahlen zurtickgefiihrt werden. Der Ansatz zerfillt in diesem
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Falle in drei Abschnitte, von denen der erste und dritte homogen sind. Diese werden
daher fiir §,,=1 (Losung a) und fiir §,, = 1 (Lésung b) berechnet,

Lisung fiir den homogenen Ansatz. Punktfolge 4,, 4,,, mit A, =+ 0,
.-_"IJH_I ='= U‘ f ; ;

Die Lisung a bedient sich der Kennbeziehungen der Vorwiirtselimination,
indem das Verhiltnis — »,_,,, = Xy1/X; zweier nach links aufeinanderfolgender
Ordinaten als Verhiltnis der Strecken ag_;);, Bix-1) 1 dargestellt wird. Der Abstand
A=A, 4, wird dabei durch den Punkt F,_,,, geteilt. Er fillt nach (433) in
die Schwerlinie der den Endpunkten A}_,, A} zugeordneten Massen §%=2! _y und

(k=—1) (&
1)k +
‘1‘-3—1 Aip_1) 2 Mik—11k 1 . o
O =B R b = S0 ey
X, (k=1) k b -0k = T A Jin v\ )

Dasselbe gilt fiir die Lisung b, bei welcher die Kennbeziehungen der Riickwiirts-
elimination verwendet werden. Das Verhiltnis — %pr—1y = X /X, zweier nach
rechts aufeinanderfolgender Ordinaten wird geometrisch durch die Strecken BLira);
bg -1y und den Punkt F, . ,, ausgedriickt. Dieser liegt nach (434) auf der Schwer-

b0y '*ﬂi.-I-:)I"
A I 4
A A ~&k |
I.f 1| ‘"'“‘-, |
?‘:, g 11 é—r.‘i—-___,.r‘fﬂ "3_ } Feg)
Y
i ﬁ?:"“f g
S A e—tnp—* &
o —rpe—— Ay— —-‘L:_ﬁj-l,r"
Abb, 233, Abl. 223,

linie der Massen 6, und OFi ™, welche den Endpunkten Ay_; und A} zu-
geordnet sind (Abb. 222).

£
X

Qg (x—1) HE (k=1 1
B Fen=35 oy g = 4,
& 1+ 2pia-n 1+ e (k=1

. (436)

Die Punkte Fp 1,2, Fy(xy sind unabhingig von den Belastungsgliedern und allein
durch die elastische Struktur des Systems bestimmt, Sie werden daher als Fest-
punkte bezeichnet. ;

Sind die Verhiltniszahlen X, /X, und XXy, positiv, die Kennbeziehungen
®k-yx UNd 2; .y, also negativ, so liegen die Festpunkte Fy 1)+, Fri_y auBerhalb
des Intervalls A, (Abb. 228). Die Strecken A1y k» Bir_1yr Werden daher im Sinne
e o2
Ap .y, 4, pnd A, A ,L._)l positiv gerechnet. Negative Verhiltniszahlen X X,
WXy, also positive Kennbeziehungen g3, Xp-n ergeben Festpunkte
zwischen A,_, und 4, (Abb. 222). Da der Nenner der Kennbeziehungen

Y= g e = 42
in jedem Falle positiv ist, wird die Lage der beiden Festpunkte zu den Grenzen
des Intervalls durch das Vorzeichen der Nebenglieder d;;_,, ; der Matrix entschieden.

Die Festpunkte Fy;_y, Fy(sy der Achse werden entweder mit den Strecken

k-1 ks @y eingetragen oder durch geometrische Teilung der Abschnitte A, im
Verhiltnis
. ik — . == { fln—k) .
X1k = &{k-llka"lé{k—ﬂ[k—ll : Kr(k—=1) = {Suk—n; e (438)

L‘l'_]lalten. wenn die Kennbeziehungen mit den Kettenbriichen (394) und (404) be-
Simmt worden sind.
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Der Festpunkt Fy .y kann jedoch auch mit Hilfe des Festpunktes F;_,,; und
der Gleichung % des Ansatzes geometrisch gefu iden werden, wenn die bei _]L'JLI'
zeichnerischen Losung unvermeidliche Fehlerfortpflanzung in Kauf genommen wird,

Nach Abb. 224a ist die Gerade £. im homogenen Bereich a durch den Fest-
punkt F_,y bestimmt. Sie schneidet sich mit &.,, im Punkte A, der Geraden &,

Nach der Gleichung

X Oy + X Opr+ X1 Oy =0 (439)

k4

ist der Schwerpunkt E,. der fiktiven Massen 0y (x-1), 05 %» Or(r4y €I Punkt der Achse
(T = ﬂ_]_,-_ Er Ilr_g[ a 1r der Geraden v, im
Abstand ¢, vom Punkte A;.
O 1) Ji s O i

P CB ik S L L (440)

; Ok =1y + Oer - Tk sy ' %
Die Gleichung k& kann auch folgendermafBen
geschrieben werden:

I'fr[;;.-] ) k':fj;; [k-1) = O-.\' + *‘(s\.- +1 ‘:Sk (R-+1) =

Hierbeiist ¥ g £ (0x -1y + 05 2) = Ay

X. 8., und daher Y, ;. =D, Dy, die
Ordinate der Geraden &, welche den
schnitt A, im Verhiltnis 8 : 8y —py teilt. Die
Gerade Dy A}, schneidet nach (441) die Achse
im Punkte £,. Eine beliebige Annahme &,
liefert das Dreiseit mit den Eckpunkten
Dy 1, Ay, Alginy,y auf drei zueinander paral-
lelen Geraden k, (k - 1), w}. Da zwei Seiten
durch die festen Punkte Fx—ne und E; be-
stimmt sind, ist auch Fj ., ein Festpunkt.

Senile Die geometrische Auslegung der Gleichung £
Abb22d wird durch deren Umformung nach
‘{“:—llk r'.‘.si.'f'k-]] _ 5};){,1} + Ji‘[k+1’{6kﬁ‘12 'I “jk{k-q-]}] =) [41-2‘1

wesentlich giinstiger. Dabei ist die Aufteilung der Vorzahl d;; = Oxx,1 -+ Onr,e
beliebig und richtet sich nach den besonderen Eigenschaften des Ansatzes. Die
Ordinate Z;;_y) = B, B} liegt auf der Schwerlinie w}, der fiktiven Gewichte
rﬁ;,{k 1+ Ogx,1, die Ordinate Zy (p.q) = CiCj auf der Schwerlinie gy von &y, und
k(1 - Die Punkte B} b L , Cy. ; bilden nach (442) wieder eine gerade Linie, so daB
ein Dreiseit By ,, A} ,, Cj,, mit den vorgeschriebenen Festpunkten Fg y)s und E;
entsteht. In derselben Weise kann auch die geometrische Konstruktion des Fest-
punktes Fy_y aus F..q . nach Abb. 224b begriindet werden. Die Schwerlinien
r r 3 4 ™ .
W}, 1, W}, » sind durch die Strecken ¢y, €41 bestimmt (Abb. 224),

é* t? 1) akit-‘-li
i ék te=1) + '5;1- 1‘£I Sz = 51& 2 (E'R (41} Ah—l 3 (4433
Punktfolge Ay, Ay, mit A, 40, 4,,, = (l
In einzelnen Fillen werden die Punkte A4,, A,,; zusammengelegt (dzyy = 0),
um das Bild der geometrischen Losung in einfacher We1se mit dem Kriftebild des
Tragwerks zu verbinden. Die Kennbeziehungen .1y, #(psp 5 5ind in diesem Falle
stets negativ. Dem Punkte (4, 4,.,,) der Achse sind daher zwei Punkte A, 4g+1
des Linienzuges &, £.,. zugeordnet.
Die beiden Geraden &, &4, schneiden sich im Abstand #y (., von der Ordinate &.
Dieser ist im homogenen Bereich der Lisung a durch die Kennbeziehung
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X&--‘Xﬁ.— 1=

— %5 (k41) VOTgeschrieben und geometrisch durch

Ansatz,

Xia=1, X,

267

— g (k+1)

und die als bekannt anzusehenden Festpunkte Fiinyesyr Fe-nyp bestimmt. Der

Abstand #; ¢y 15t im homogenen Bereich a fiir
Ort der Punkte Lkm__l, daher eine zu % parallele Gerade, die

alle X, ., konstant, der geometrische

Ubergar 1L,-J1tm‘ Wi (k41) -

Ahnliche L.{H]]I'lLf] t-,l he ﬂt ziehungen gelten fiir die Losung b mit PRI s
Der Linienzug £&_;, &ryy Schneidet sich jetzt auf der RAT) kA )
Uberg: :_n__;.ahmt- Uizs1y i IMmAbstand u,. .,”,.f._ (Abb.225). 4«;,,4.,;1\

Die Ubergangslinien ity gy ’-1”'-1 ie Festpunkte \:“,,,
Fiesnem lassen sich aus dem Festpunkt F ;) auch r N\
geometrisch ableiten, ohne die Kennbeziehungen %, e AR |
usw. zu verwenden. Um dies einzusehen, werden die it \i
beiden Gleichungen £ und (k1) umgeformt und addiert o /.---"‘15*"'*"”

¥
Wik} Whery

Wher
'y g Wk oy
ki J;;." il l-:".I |, : e .41 s 5l
.@—ejﬂz-ﬂ R L ol et
i 7 7| f']’ﬂ@“‘fj}' A - q;.‘#}'y -
Abb. 225 Abb. 296.
Xz ey + X5 O — X1 i) =0, |
= X0 KOs iy T Xppe Oy sy =
Ok — Opriny = O d — 4 — 0 o
kk ¥ (ke+1) ki, 13 (41} the+1) k(k+1) (k+1) (k+1),1 0 lH—l-J

{X”.'i'lﬁ = A Jo.l.{;;—l} + } (k+1) (k42) [Ia”l.l_'““rll] L _" (Slkr'l”ﬁ : 11'1 = “j
Yite-1) (Opie-ny + Opp,1) +

Hiernach sind Y5y = BiBj und Y riq) 42y = CiC} Ordinaten der Geraden &,
und &, der homogenen Lisung (a), die mit den Schwerlinien i}, i}, der fiktiven
Gewichte 0y (x_y), 0,1 Und ey (k421 Oirsn (rany,1 Zusammenfallen. Nach (444)
schneiden sich die beiden Geraden &, &%, A, der Abb. 226 auf der Schwerlinie v, der
hiktiven Gewichte (dyx_y) -+ Opzy) und Sppey. Der Punkt E, ist nach (439) mit
Ty =0 ein Punkt der Achse tind der Schwerlinie Wi (k+1) der f1Lt|wn Gewichte
[f?i-u--n + Opx,1) Und (Sgpy eem,1 + Otkan) (remy) . Mit einer Annahme & ; werden

¢ geometrisch voneinander '1bh;mgigm Punkte B, Ji 1, Ak Agen,ae Cins
L“;Hl-, 1 Eefunden, Sie bestimmen ein Vierseit, dessen Ecken auf vier VOTgesc hriebe-
nen Geraden %, 0y, k, W04, liegen, von dem aubBerdem drei Seiten durch je einen
Festpunkt Fy_y) 5, By, E, gehen, Daher ist auch F.yy (x.e) €in Festpunkt und der
geometrische Ort des Schnittpunktes Uy,q) eine zu k parallele Gerade, die Uber-
gangslinie Uzge.q.

Der Ansatz (444) enthilt auBerdem die Beziehung

{ch+1 v -]{J.:) 6Hk+l} + Y[k+1]!i'+2] (afk-i-ll (R+2),1 I 6U-‘+1J [FH—EJ} =0, {445)

nach der sich die Geraden & &4o und Ai,, auf der Schwerlinie o, der fiktiven Ge-
wichte dy,, e und  (Sgen a1 1 Oksn) (ki) schneiden. Dies dient zur Nach-
prifung der geometrischen Konstruktion. Die Festpunkte Fj ;) und die Ubergangs-

1
Y!.—:k-l: wa.—tk—-n = ‘31.-1- 11-' = [Xk+| s :5‘"-‘-'"’,2[;:- =0, ‘
|
|

CJ'\'--: 1) (&+2) ﬁalk #1) (k+1),1 t a{k-i—lﬂi' :] =)

Beyer,

Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 17
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linien 13,4y » werden aus den Festpunkten F ;. .4, (11 ebenso bestimmt. Die Schwer-
limen 1o}, Wy, Wy, W, und 10y 24,y Werden mit den Strecken CyahC
Crsny (s DA €.4q) €ingerechnet (Abb. 226).

Kk Cikes) (kt1)s

Ok (=1} O tk=1) O k41 (k420
Crpr = =3 AJ\;- Crk= 3 5.k Cik12) (k41) = 3 £a ? '.‘I-'.'-_l.ﬂ.l
Ok -1+ O x, 1 Ukte=1) T Ue Cle+10 k=10, 17T C0k+10 (k42) (446)
\ /)
i iy {)Ik,.L||.k+'n'l 4 - e f}:.:um-.el-'l: 2 '\’_&u—u zi.-_-
(k+2) (k+1) — S —ailprgs PE(E+I) T X 1 P
: £ Okan ks T Oirstd ckam 5 (k41 O (=11 O £, 1T Oty traay, 1 -‘1.,._.,,.,-,_,9;.

Die iiberziihligen GréBen bei einzelnen Belastungsgliedern. Die analy-
tische Ldsung dreigliedriger Elastizititsgleichungen fiir zwei aufeinanderfolgende
Belastungsglieder d;;_y)4, 8¢ nach S.239 kann durch den Ansatz

b1 &
- (k=11k - k=110
D, S + X, = Rinp
Hilk=11k "[;---Ht =
A 5 4 (447)
r F o Tk fk=1) L, T N e Y
Kp a4 Xp— 3 =K} (
Yk lE=1) Uk k=11
I I
|
N T
: .'\ / |
Az
A Presie-2) > G -2 ’F’#E.r-';- h'ra'«-"-—-r;" ’ﬁ;'}ni" 5 S I-.-’
Th-tk-2/ i {{...,-;f}_;)-‘ &/ ! (& (LE /7 9 b Whazfier) 8
g g gyt B
. = e sl VAL
gy —dy A )

Abb. 227.

ersetzt werden. Er gilt allgemein fiir zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten und
beweist die geometrische Losung nach Abb,227. Die Belastungsglieder erhalten die
Dimension der uberzéihl:gon Grillen XJ-!-.'I. , A und sind von diesen unabhingig. Sie

| ok-app-y
e x4
__\__I_lr_rllﬁz.l

Ak~

A
= Iz Tk
A& — (]
Y- e, %ééd_ﬁjj
(R Feeafir—
s e A
Uk rhied)

Abb. 228,

v.'ul‘d_un n:u‘}:_ der Art ihrer geometrischen Verwendung als Kreuzlinienabschnitte
bezeichnet, jedoch hierfiir besser durch die Ordinaten Vie—nes Viz in den Fest-
punkten ersetzt, - :
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v L L L
(-Lik Ay = 14 Hik=1) k Iﬁcl—-1:a d,,_,.* N 15:5:2?:.;.- 1 Sﬁ-;ﬂ : {:4—43)
s L U SR B 1 S S T Sl e s
kk Ay kk 1+ Mk (h—1) 'hltnlr' d!.q._n 4 ‘lji.'i_-.i: sin n
Die iberzihligen GroBen X, ...X, , sind bei gleichen Vorzeichen der Neben-

glieder einer Gleichung durch die Festpunkte Fn_ps der Lasung a, die iiberzihligen
GréBen Xy, . .. X, durch die Festpunkte F,, 1) der Lésung b bestimmt (Abb. 227).
Bei ungleichen Vorzeichen der Nebenglieder gilt das gleiche fiir die Festpunkte und
Ubergangslinien Fp_ya, tg_gys und Fe,_y), Upr_yy (Abb. 228).

Allgemeiner Belastungsfall. Die geometrischen Hilfsmittel des letzten Ab-
schnitts lassen sich auch bei der zeichnerischen Losung des vollstindigen Ansatzes
verwenden. Die iiberzdhligen GréBen X, sind wiederum Ordinaten einer Punkt-
reihe A; in beliecbigen Abstinden A,. Jedem Intervall Ay sind zwei Festpunkte
Fanes Frg-y zugeordnet. Jede Gleichung %

X1 Oea + Xa O + X1 8pipany = Oy (449)
bestimmt nach der Auslegung auf S. 256 einen Punkt Ej; als Schwerpunkt von

fiktiven Massen Oxir—1» Oxx) Ox(rsq), Welche den Punkten A}_,, Ay, AL, zugeordnet
sind. Die Koordinaten dieses Schwerpunkts sind nach bekannten Regeln

1T - -'-x.| pllpey — Op (ko A T ] j i
TR e e (T R i ns (450)

O tk-10 + Oxx + Gpesny O te-13 + O + Ga trsns

Ebenso darf in (449)
X1 Oy + Xibpp = Yy (O gy + G22) (4561)

Abb. 220. Zur Ableitung fir positive xp(ks1).

gesetzt und Yy, ,, als Ordinate des Schwerpunkts der Massen O3 r-1y und d,, in
Ap_y, A} angesehen werden. Sie unterteilt den Abschnitt A, in D, nach dem Ver-
haltnis Gy : 6xp. Aus (449) wird dann

Yaoen) (e sy + ) + X Opisn) = G0 = T ey + Oz + Speen) - (452)

Demnach ist T, auch Ordinate des Schwerpunkts der fiktiven Massen (8 ,_,, +- O )
und 8 gyq), S0 daB die Punkte Dy, E; und A; 4, eine gerade Linie bilden (Abb. 229).

Auf diese Weise entsteht das Dreiseit A}_,, D, 4 ks Aj4q, dessen Eckpunkte
auf einer Schar paralleler Geraden liegen. Ihre Ordinaten sind unbekannt. Allen
moglichen Dreiseiten ist jedoch der Punkt E; der Seite D} A;,, gemeinsam. Ist
auBerdem noch ein Punkt L; der Seite & = A,_,A; gegeben, so besitzen auch die

Seiten A'i;l,'”l dieser Drefseite einen gemeinsamen Punkt L, ,, da die Punktreihe Dy
17%
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dhnlich zur Punktreihe A; (Ahnlichkeitspunkt L,) und die Punktreihe D% dhnlich
zur Punktreihe A5, ist {.'3‘3‘hnlEch]{L:_ilthullk: Ey). Daher ist auch die Punktreihe 4}
dhnlich zur Punktreihe A, ;. Der Ahnlichkeitspunkt L, , ist allen moglichen Ge-
raden &,., gemeinsam und liegt nach Konstruktion mit L, und E} auf einer Ge-
raden. Bewegt sich der Punkt L, auf einer Geraden, so ist die zugeordnete Punkt-
reihe L., zu E} perspektiv und daher dhnlich zu L,. Ist die Punktreihe L, senk-
recht zur Achse, so gilt das gleiche von der Punktreithe L, .

Dieses geometrische Bild kann fiir jede Ordinate T, also auch fiir T, — ¢
angegeben werden, so dal die Punkte £, mit E; in die Achse fallen. Der Geradenzug
Ex=§&, oder &= & des homogenen Ansatzes ist dann fiir jede Lage des Punktes A;
durch die Festpunkte F . 4%, Frgan 0der Fae, Froe—ny bestimmt, je nachdem
0,0 = 1 oder d;, = 1 gesetzt wird. Daher ist bei der Entwicklung der geometrischen
Lisung nach rechts eine Gruppe der zugeordneten Punkte L,, L, ., durch die Ordi-
naten in den Festpunkten F, ;) bestimmt. Der zweite geometrische Ort fiir die

e
Punkte Ly, = Fig4q besteht aus dem Geradenzug ,, = FI::_-;-;:.-EL (Koordinaten
fir Ej sind e, T)), dessen Ursprung daher mit den Randbedingungen fiir F}, be-
stimmt ist. Dasselbe gilt fiir die Entwicklung der Lésung von rechts nach links,

» =
Abb, 230. Fly_y) 3 Ef=lom Flyyy)xBf=tno.

Die Elemente der graphischen Darstellung sind hier die Ordinaten in Fy;_,,, die
5

Koordinaten ¢;, T, der Punkte E}, und der Ursprung des Geradenzugs {, . =F 1 Ex
in F,.,_; (Abb. 230).

Nach der ersten und letzten Gleichung des Ansatzes
XI a11 + X2 E512 = aIU; Xﬁ—l aﬂln—l) + “’{ﬂ ann = 6“0
ergeben sich die Koordinaten der Punkte E und E zu

T 4 — &
BT e T < b RS
i : n+t oy =5 dy+d 1’ l (453)
T 8 — =
Enb =T = g X £ = = - On tn-1) [
- AR PR WhE,=e, Opn T Gain-1 o
Nach (435) und (437) ist ¢, = a,,; nach (436) und (437) ¢, = —a,(,_y. Der Ur-

sprung F, des Geradenzugs (,,, ist daher Ej, der Ursprung F,,,_,, des Geraden-
zugs (., der Punkt E..

Diese Rechenvorschrift kann durch Verwendung der Gleichungen ergiinzt
werden, welche bei Vorwirtselimination oder Riickwirtselimination nach GauB
e£l1aiten werden. Sie bestimmen nach (433), (434) die Ordinaten von Fi_q und
f il des Geradenzugs 5;;_315 die Ordinaten der Schwerpunkte der fiktiven Mnsﬁe_n
Oe—De-n: Sunye und O™, 8,,,. IThre Verwendung ist naturgemiB fiir die
zeichnerische Lésung ohne Bedeutung. Da aber die Gieidmng % im Gaubschen
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Algorithmus von der reduzierten Gleichung (& — 1)*-2 abgezogen wird, um die re-
duzierte Gleichung (k)1 zu erhalten, kann der ihr zugeordnete Punkt Fj .,
als Schwerpunkt der Massen (0=} x~1) + Seyyz) in Fly_y), und O In Ej angesehen
werden. Die drei Punkte liegen daher, wie bereits geometrisch bewiesen, auf einer
Geraden.

Um diese geometrischen Beziehungen bei der Losung einer Aufgabe zu verwenden,
werden # Punkte A,... 4, auf einer Achse in beliebigen, also auch gleichgrofien
Abstinden A, . .. A, aufgetragen. Dabei ist die Struktur des Hauptsystems mal-
gebend. Die Festpunkte F_y);, Fyroyy werden mit Hilfe der Vorzahlen der Be-
dingungsgleichungen nach S.256 geometrisch bestimmt oder nach (435), (436) mit.den
Kennbeziehungen _j) , #y(;_q) eingerechnet., Dasselbe geschieht mit den Koordi-
naten ¢, T der Punkte E;, so daB sich die Geradenziige £,,, (,, und damit die
Geraden &, eintragen lassen. Sie schneiden sich in den Punkten A} der Ordinaten 4.
Damit ist die Richtigkeit der Losung nachgepriift. 4,4, = X,.

Die Kennbeziehungen eines Ansatzes nach (387) mit negativen Nebengliedern,
also mit Gleichungen von der Form

T Xk--z 57:&»-11 it "i—kakk = Xi.'--l d.ktk-.-ll = é‘kl:r

sind negativ. Dasselbe gilt nach S. 255 auch fiir die Abszissen @_y), @i
der Festpunkte. Diese liegen daher auBerhalb des Abschnitts 4,. Die Koordinaten
von Ej; sind:

AkEk = ek = AE] rSJ:_U.-+11-‘-'18+1 e akir—nd_t T!,— o _agu

~ : "
= akli—l] o E dkk_ é.l‘k+1]

. (454)

— Oy 1) + O — dA-MMI

£ ’
o _E“’fr_ﬂ_
-T..
=
*
|
Aoy I
- \\ __‘-I
et
\.:\\
Abb. 251. S
Zur Ableitung flir negative sy 4y, ‘\IA{‘** di
: ]

Die geometrischen Beziehungen bleiben unverindert. Dasselbe gilt daher auch von
der zeichnerischen Lésung (Abb. 231).

Wechseln die Vorzeichen der Nebenglieder des dreigliedrigen Ansatzes, ist also
z. B. in der Gleichung £ die Vorzahl ;. positiv und daher @y positiv, die
Vorzahl 8,,,,,, negativ und daher a,,,, negativ, so liegen die Festpunkte f‘k_”k.
Ftx— zum Bereich A, zwischen den Intervallgrenzen A,_,, A,, dagegen die Fest-
punkte Fy ;. 1y, Firany s zum Bereich A, auBerhalb. Werden dessen Intervallgrenzen
mit 4,,, = 0 in einem Punkte zusammengefaBt, so ist auch a1 = Zrinr = 0,
d.h. die dem Bereich A,,, zugeordneten Festpunkte Fy .1, Fexsn s fallen eben-
falls nach 4,, 4

k+1°
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Den Endpunkten A4,_;, 4; des Abschnittes A, sind die Gleichungen (k — 1), &
zugeordnet, die Gleichung (& — 1)
X.:-—-a é-‘k—-]!%l‘—!] T X.'c—'l 5.;1-_1“;-_11 o Xi.' 5!?:---1!1. = Ogi-1)0

geometrisch beschrieben durch den Punkt Ej_, (Abb. 232) mit den Koordinaten

"jtz_ntffj; J-sll'—l,lk
Epq = 3 L4 3 il i 3 AJ. = Crir—1) l
= Otk=1) (k=20 T D=1 (k=10 T Nk=10k (k=10 (k=1),1 77T (k=11k - =
_ P (455)
E B =T 1= s ' [
o el A=l 'slk—llli’—!hl =2, érl.-_:_n- :
die Gleichung &
X1 Oty + Xi g — Xiia O sy = o
geometrisch beschrieben durch den Punkt Ej; mit den Koordinaten
it : P 3
g, - -~ LS "—1:; = Gy 1 f S _Ykp ] (4-‘)3}

‘jxrt—u + d; k1 ‘s'l:‘.i-—l? o Okk.l

Abb. 232,

Fiir die zeichnerische Auflésung der Gleichungen mit Hilfe von Ey und Fo_ s
Fe+1 usw. sind Begriindung und Ableitung auf S, 260 mallgebend. Dabei wird der
Geradenzug {,, aus einem bekannten Punkte F te—1 x der Geraden &, dem Punkte E;
und der Ordinaten im Festpunkte Fy ., also im Doppelpunkte Ay, Ay, ent
wickelt. Damit ist Fj, ., bestimmt, aus dem in Verbindung mit £}, der Punkt
Flx41) s auf der Vertikalen durch F,qy xss) gefunden wird. Der Geradenzug &,
entsteht aus einem Punkte Fiy . g) 4.1y und £}, . Er liefert auf der Ordinate in F .y x,
d.i. im Punkte 4,,,, den Schnittpunkt Fli i1, aus dem in Verbindung mit F} der
Punkt Fy,_,, erhalten wird. Damit sind die Geraden &y jedes Abschnitts A, also
die gesuchten Strecken X;_,, X, bestimmt. Der Ursprung F}, des Geradenzuges £,
fdllt wiederum mit Ej, der Ursprung F, m+1 des gegenldufigen Geradenzuges ,,
mit E, zusammen,

Die Losung kann durch #hnliche geometrische Beziehungen nachgepriift werden.
Durch Addition der Gleichungen % und (¢ + 1) entsteht nach (444)

Xy &Hk—ll o XJL-&H;.J. == Xk+1 6“:.'.1}{):.,.1)‘1 -+ Xk4-2{§tk+1]tk+zi = 6,{,, + Giranye  (457)

und damit eine geometrische Beziehung zwischen vier fiktiven Massen in 4 by Aie
oder deren Zusammenfassung in zwei Punkten By, C} mit den Ordinaten Y ;_yx,
Y“.'d-ll, (k+2) mit dem SChWETPunkt E’kik‘l’” (Abb 233:1 =

A i é
Ay By — —  “le=1l —
S et oy AET G (458)
= Siren) s
Ay Gy = = dyyo= Clk+2) (R+1) »

01 ke, 1+ Siran) ey
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4 E i = 'Iju--_uu..-g_- ,.’I;-.z = élt—lu P
Ap 1) Exik+1) = Crik+l) =

O -1y 1 Opx1+ 5‘&;1!::«1'-.1 + ’-"1tu1|rl-+z.-l ! o

_ ; (459)
7 o il "’k_u F dzsnio
L) ‘Jei;.-—u -+ dl& S e d'u_[lu;..n,: i '}u:-tlllu'.'l ,
Die Punkte z’f;;,_ J'_L';;;_..Hl R O liegen daher auf einer Geraden, fiir die £}, Festpunkt ist.
[n dhnlicher Weise werden die Glmchungen k und (k + 1) geometrisch ausgelegt.
-1 5“' ey J’- Ok! s B ':*Xk s L ]5Hkr11
=y YHL—”.\: {dk[n—l} 21 éki l:l }Lk-H = ‘\-k} aJ.-ik.'.'” =(5i.-n i

(Xper — Xi) sy + Xpsa O e+ Xewe Seiny an
== {X.l:-ll"‘ )Lml' ‘j[ulh -+ Yumu +2) m:“l][n]b 1 é{.u-lu-’ |-2J" II5{ 41009
d. h. die Geraden B34, und B,A.,
schneiden auf der Schwerlinie o eine
Strecke von der vorgeschriebenen Linge
deg

de—p + Gew,1 — ey : qi Hﬁ{”
ab. Ahnliches gilt fiir die zweite Glei-
chung.

Wird daher eine Gerade g, mit dem
vorgegebenen Punkt Fi;_;,, angenom-
men, so ist g, mit By und E}g.y, also
auch €}, bestimmt. Dasselbe gilt fiir die
Gerade g; mit By und der Strecke S;
auf .. Daher besitzt auch die Gerade
Apeq, Cp einen festen, dem Punkte Abb. 233.

Flx_ 1 zugeordneten Punkt von & ,.
k-1k ZUE . Sk+2 .-r;.a-.-sf i)ty 130 B0 —=t= ﬂ--'e?*
Dieser liegt auf der Ordinaten wvon ) = > 5 F it

I
F]Hm“ﬂ Die Lisung wird fiir eine ~ "EI_ | i
Gerade Fj,_;,; B am einfachsten, die :fm

gleichzeitig durch Ej};.q verliuft.

Damit ist eine zweite zeichnerische ,.,oj

Auflosung des Ansatzes mit den /15\

Festpunkten Ej ;. und den Strek-

ken S, S;,, gefunden worden. = o
Um die Genauigkeit der zeichne-

rischen Ldsung festzustellen, wird die

Identitit der Gleichungen des An-

satzes mit den Ergebnissen fiir die Abb. 254

iiberzihligen GriBen  untersucht.

Sie kann durch Iteration verbessert oder auch durrh die Berechnung der 4 X, aus

ATL'_" Tk_ I’sgu;;_y'?"’\kk" fs""*“
nach X, , = X, ; + 4 X, berichtigt werden.

Die Losung wird an der Berechnung eines symmetrischen Briickentrigers
gezeigt {."!.hb. 234), dessen mittlerer Teil als steif eingespannter Rahmen ausgebildet ist. Hier-
zu dient ein dreifach statisch unbestimmtes Hauptsystem, an dem auBer der Belastung die
Stiitzenmomente X, ik e iiberzihlige Grifen angreifen. Die l'orm.‘iuduunqw des
statisch bestlmmten Abschmtt&. des Hauptsystems sind bei Annahme eines fiir alle Stibe
gleich groBen Tragheitsmomentes

X (2 Xz 18 X 3 4 (i
\tkl:!.l!_,lﬁ 1)+ K1 O+ Aieen), 1 Ok it (461)

10 e
Oy = dyy = é—(ﬂ,o + 10,0) = 6,333; Big= Ogs = T 1,667 ;

12
dga == 555 = -%— “_0,0 e 12'0} = 7.333. 'jg'j = 645 = “ﬁ' — 2+ﬂ{"} .
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mten Abschnitts ans
Belastungsfall ist:

tatisch unbestim

mt. Fiir diesen

P, % 1 werden mit Hilfe

Die Forminde
der Tabellen Ab

1 = 1 L] Rl
My .= o 20 e =2 =—{,192 T 0,442 mt :
Ll 2 : — B,5/
3 1
H : v : = — 0,0308 NS

0,634 mt: M, = < 0,250 mt

0,366 mt; M, 0,366 — 0,0308-15,0 = 0,096 mt,
- 0,250 mt; M, = 0,250 — 0,0308-15,0 = 0,212 mt,
S — S — L 12 L ! 12 |’|Hi:H o A 6.036
4 3 3 ik 2 ¢ \
1 / 0,634
= 7 12 | —0,250 ]J = {1,268 .

1

Matrix der

\ 3
d A [ k
T
I 0,333 1,007 3,000
2 1,007 +=7:333 | 2,000 | I1,000
3 2 6,03¢ 0,268 4,304
! | 0,208 6,036 2,000 | 8,304
e i | St - = S o
5 i R : P
x | | 2,000 7:.333 | +1,007 | 11,000
I -—— — et
L | 1,667 6,333 8,000
|

Hierbei ist Sy = dpqamyy + Gpz + O jppyy-

Der Kettenbruch P11 = Pes wird in bekannter Weise nach (404) und (394) geb

liefert
Xes =12 = 0,2632; gy =25 = 10,2001 ; 4y = xy, = 0,04912;
ogg =gs= 03321 sy =25 =0,2500; By = fy=0,1690.

L?ik. Abschnitte A, werden in f_.!_lL-.rem.-.1|n|rr|uu,|.; mit den Feldweiten festgesetzt, um das Er-
o - * e e 1R/ e H 1 x
gebnis der graphischen Auflésung unmittelbar zur Bestimmung der Schnittkrifte des Stabwerks
zu verwenden.

Hig—r)y k-

-tk = l; By ey = — ],
LT Xia-1)% I ¥pie—1)
Riegelstab i, 2 3 4 5 | 6

By g1y k 2,084 2,608 0,562 2,062 2,000
B k—1) 2,000 2,992 0,562 2,008 | 2,084

o B 0400 s — St s

5k 3
Bedingung 1 2 3 4 5 6
[ +2,084 | 40,666 ~2,503 | +2,503 | —0,666 | —2,084

Vorgeschriebene Belastungsannahmen,
Die iiberzéhligen GréBen sollen fiir Fivanoau e : T -
Nutzlast p = 1 L‘Fm f -J.f!‘a‘“!:olirin. \i“‘? Eigengewicht g = 1 T_'llflﬂl. Belastung des Feldes 4 mit
. terner r gleichfdrmige Temperaturerniedrigung des Riegels um 15° und

fiir eine gemessene Ver 23 Lir i
o - ge .Em erdrehung des linken Rahmenstiitzpunktes um 19’ angegeben werden.
E | . = 60000 tm?2,




Soweit sich die For
riehen, ist eine néihere Er
Die statisch unbestim

berechnet. Die Momente M

worden. Hieraus folgt die

Zahlenbeispiel.

dnderungen auf den statisch bestimmten Teil des Hauptsystems be-
klarung unnétig. ;
mten Forminderungen 45, 641 werden aus

8

Je 5.

o = [ M@ MPree g,
N - | K .I
13", M sind mit Hilfe der Tabelle Abschn. 81 in Abb. 234 aufgetragen

i

Ubersicht der T, = in mt.
.\t.
k I 2 3 4 5 6
| |
: go, : 172.5 I55,7 | o
Eigengewicht 1 t/m + = 1 it bt t 351 + 18,75 |4 15,68 11,30
£ i 8,000 11,000 8,304 ‘
112,5 112,5
Nutzlast p=1 t/m auf /y 2 o el
! - 11,000 8,304
: i 459
el § = — 159 - -+ 0,415
Riege 5 8,304 415 | |
z 31,6 62,1
A = 14’ — = i ‘
12 | 8,304 8,304
P =EJ oty N{¥ =— 60000.0,00015:12:(— 0,0308) =+ 3,45,
0 =— EJ XC®MA, =— 60000. 0,006 : 19 :0,000201 =— 31,6,
.. gH i &
s il
i

f

—— Ligengewicht 1i/m
— - — - — Mulziasf Feld 7 1ifm

— o —— Wigeriagerverdr 1’
e — JEmpEreTUrverming. 45 (1 fich)

Abb. 235.
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Um die Gleichungen zeichnerisch aufzulosen, werden nach S. 261 zuerst die Festpunkte

Fyg .- Fyys Fgy ... Fy und die Punkte E, .. . _F-,'S_mit.dc.n ]_':F,‘._{U]..lll'i!:::ﬂ_'.ll Byg - - Bgg, Byg oo Gy,
£y ... ¢ der Rechnung auf der Achse A, ... d, eingetragen und die Ordinaten T, ... ] s fiir
jeden einzelnen Belastungsfall in E, . .. E, abgesteckt. Die positiven Werte erscheinen in der

oberen Halbebene, Daher gilt das gleiche von den iiberzihligen Schnittkriften X,. Mit den
Ordinaten Ty, T, in den Festpunkten Fy,, Fge und den L‘I_miplm]ittn_ Li der Strecken T sind die
beiden Geradenziige £y, {np und damit in jedem Abschnitt A, zwei Punkte Ffi ,,,, F{; . des
Geradenzuages &, bestimmt, welcher anf den Ordinaten _Hfl, A, usw. die gesuchten Strecken ,k'],

Ay usw. abschneidet.

Die statisch unbestimmten Stiitzenmomente nach Abb. 235
in mt fiir jeden Belastungsfall:

1
- : | ; ; " :
Belastung X5 I Xy I Xy Xy Xg Xg
Eigengewicht. . . 10,2 | 158 19,7 19,7 | 158 10,2 mt
Nutzlast, . . . .| —3.4 | 12,1 14,5 — 0,7 0,3 o
Temperatur 4 0,05 | —o,18 0,63 | 0,63 —0,18 0,05 ,,
Lagerverdrehung .| —o,50 | 1,50 — 540 | —II1,20 330 | -a,80

Die Schnittkrifte des statisch unbestimmten Bereichs des Hauptsystems sind
M=M»_X M3 _x M.
Die Momente flf'uu- ans den einzelnen Belastungen werden nach dem Tabellen Abscha. 61

berechnet.
Biegungsmomente in mit.

Belastung M, | M, |M=-x| M, M, |M=--x,| M, M,
Ei : I Al = [ =
“igengewicht, . .| — 0,20 | 40,58 | —19,7 | —19,1 | —19,1 — 19,7 0,58 | — 0,2
Nutzlast. . . . .| — 1,24 | +513| —145 | — 938 400 | + 0,7 + 3,36 | — 3,01
Temperatur . . .| — 1,03 | +0,85| — 0,63 | + 0,22 etz 0,22 | 4+ 0,63 |+ o085 — 1,03
Lagerverdrehung . | +32,70 I —3:94 | + 540 | + 1,41 | — 578 | 4+11,2 | —16,08 | 410,47
Mohr, O.: Abhandlungen aus dem Gebiete der techn. Mechanik, 3. Aufl. S. 83. Berlin 1928,
— Culmann: Anwendungen der graphischen Statik Bd. 3. Ziirich 1900. — Fidler, Claxton:
Trans, Inst. C. E. Bd. 74. Okt. 1883. — Massau, J.: Annales de I'association des ingénieurs
de Gand 1888, — Vianello: Der durchgehende Triger auf elastisch senkbaren Stiitzen. Ham-
burg 1904. — Ostenfeld, A.: Graphische Behandlung der kont: Triger. Z. Arch.- Ing.-Wesen
1805 S.47; 1808 Heft 1. — Vlachos: Zeichnerische Behandlung der durchgehenden Triger.
Ost. Wochenschr. &ffentl. Baudienst 1908. — Marcus, H.: Die Berechnung von Silozellen,

Z. Arch.- u. Ing.-Wesen 1911. — Mehmke, R.: Leitfaden z. graphischen Rechnen. Leipzig 1917.
— Pasternak, P.: Berechnung vielfach statisch unbestimmter biegefester Stab- und Flichen-
tragwerke. 1. Dreigliedrige Systeme. Ziirich 1927.

83. Integration der Elastizitdtsgleichungen als
lineare Differenzengleichungen,

Die Wurzeln des Ansatzes sind bisher durch die algebraische Rekursion der
linearen Gleichungen bestimmt und zeichnerisch einer Punktfolge 1...k. ..#% zu-
geordnet worden. Das Ergebnis erscheint dabei geometrisch in einem funktionalen
Zusammenhang, dessen Unbekannte nur fiir ganzzahlige Werte k der Verinder-
lichen (k-4) Lbsungen besitzen. Damit entsteht die Frage nach derjenigen
stetigen Funktion, die fiir ganzzahlige unabhingige Verinderliche Losungen des
linearen Ansatzes ergibt. Dieser erhilt damit die Eigenschaft einer Differenzen-
gleichung.

k++m

Ml / L s . .
Die Elastizitatsgleichung 6,,X, = 6,,, (k=7 — - ist eine lineare Funk-
Nk 2 )

tion von der Form

F (X, X e Xy pi S 0 (462a)




Integration der Elastizitatsgleichungen als lineare Differenzengleichungen. 26T
mit (m 4 1) aufeinander folgenden abhingigen Verinderlichen X,. Sie kann als
Funktion von Differenzen A*X, (A =1...m) entwickelt und damit als lineare
Differenzengleichung

FilXy A%, X ... A" =N, (462D)

mit der ganzzahligen Verdnderlichen & angeschrieben werden. Der Grenziibergang
mit (¢ — 1),k =Ax = dx ~ 0 wiirde eine Differentialgleichung ergeben, so daB
die Verwandtschaft der allgemeinen mathematischen Beziehungen und Lésungs-
methoden von Differenzen- und Differentialgleichungen verstindlich ist.

Die Gleichung (462a) mit X, und den folgenden Unbekannten bis X, . heiBt
nach der Umformung in (462b) Differenzengleichung mter Ordnung, so dal die
dreigliedrigen, fiinfgliedrigen und siebengliedrigen Ansitze als Differenzengleichungen
zweiter, vierter und sechster Ordnung behandelt werden koénnen. Sie heiBen homogen,
wenn die Belastungszahlen Null sind. Sind die Stérungsglieder N, vorhanden, so
spricht man wie in der Infinitesimalrechnung von vollstindigen Gleichungen und
nennt Funktionen, welche die Differenzengleichungen erfiillen, Partikularlésungen.

Die Differenzenrechnung ist ein selbstdndiger Teil der Mathematik, dessen Me-
thoden in zahlreichen Sonderwerken studiert werden konnen. Ihre Beziehungen
zur Baustatik sind von F. Bleich und E. Melan eingehend dargestellt worden.
Die nachstehenden Bemerkungen sind daher nur als kurzer Hinweis zu verstehen,
welcher zu einem Vergleich mit der algebraischen Auflosung einer Gruppe von
linearen Gleichungen ausreicht.

Der Ansatz einer Differenzengleichung s ter Ordnung mit » linearen Gleichungen
1,2...# und (# 4 m) Unbekannten X, wird fiir beliebige Werte der m ersten
oder letzten Wurzeln erfiillt. Die allgemeine Lisung X} einer vollstindigen Diffe-
renzengleichung mter Ordnung enthélt daher stets m willkiirlich wéhlbare kon-
stante GroBen. Sie kann aus der allgemeinen Losung X, der homogenen Gleichung
und einer. partikuliren Losung X, der vollstindigen Gleichung zusammengesetzt
werden. Die vollstindige Losung X, der homogenen Gleichung besteht aus der
Summe der # voneinander unabhingigen, mit den Konstanten C, (v =1, ... m)
erweiterten partikuliren Losungen.

X=X+ X,;.

Die m in der Funktion X7 enthaltenen Integrationskonstanten C, werden aus den
Randbedingungen des statischen Problems bestimmt.

Die linearen Differenzengleichungen der baustatischen Probleme sind infolge
des Maxwellschen Gesetzes stets symmetrisch und von gerader Ordnung. Sie ergeben
nur bei konstanten Koeffizienten einfache Losungsfunktionen. Die homogene Diffe-
renzengleichung mter Ordnung wird dann durch ein partikulires Integral X, = g*
befriedigt, in dem die o, (v=1...m) als Wurzeln einer charakteristischen Gleichung
mten Grades berechnet werden. Damit entsteht die folgende allgemeine Lésung:

X,=Ciof+ Cook+ - Cron. (463)

Dies ist nach einiger Umformung auch moglich, wenn einzelne Wurzeln gleich oder
komplex sind.

Beispiel: Lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung mit den konstanten
Koeffizienten a, b, ¢:

ﬂXt_1+ka+5Xt+1$G‘ (464}

Losungsansatz: X, = o*, charakteristische Gleichung: a + bp + cp* =0

»

b i frarl —
912:—-2—6:]:-2—:}(&'—‘4&[;.
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allgemeine Lésung:
_r-";.{. - (..ﬂl— I'_J; t ['Eg;i!
Ist die Gleichung das Ergebnis einer baustatischen Untersuchung, so ist a = ¢,
daher
1 5
. : iy A k e
0r:0:=1; Bi=g ¢ Sas v X, =Cie*+ Ca07*,

Die Gleichung (464) liBt sich fiir a = ¢ auch folgendermalen anschreiben:
e S R O
Lésungsansatz e*¥, charakteristische Gleichung: €oja 4 f = 0 mit den Wurzeln
o, = M, oty = — m und der Losung
Xy=4d,emk dpemk=C Cojmh 4 CoSinmk.

Sie 1aBt sich auch leicht fiir die homogenen und symmetrischen Differenzengleichun-
gen vierter und héherer Ordnung entwickeln, wenn die Koeffizienten konstant sind.

Das partikulire Integral der vollstindigen Differenzengleichung kann stets
nach den allgemeinen Methoden von Lagrange und Cauchy angegeben werden,
Diese sind in der Literatur iiber Differenzenrechnung zu finden. In der Regel sind
jedoch die Stérungsglieder der baustatischen Ansitze einfache algebraische Funk-
tionen der Verdnderlichen, fiir die das partikulire Integral als ganze rationale
Funktion mit unbestimmten Beiwerten angeschrieben werden kann. Diese werden
dann derart bestimmt, daB der Ansatz erfillt ist.

Ansatz, aXy 1+ 0X+ Xy, =N=const: X,=(N,
i \.'
F - - i 7 — ) Jie '. == =
Hfﬂﬁf)l-c).\ N; Xp af-bt¢ "
Ansatz. Xy  +b0X+cXpy=N+rk: X,=a+gk.

afe+ Bk —1))+ bla+ k) +cle+ Blk+ 1) =N +rk,
a@+b+o)—pla—c)+plat+b+c)k=N+rk,

L R D I i 7 S S e 0
.a--;-b—j—r. (@ b+ c)®
- N f(: -{- b + ,r_j| 4l — (,J ¥
¥ o T a A Lk S | 1 &k 2 k
5 (@ b+ c)? +a--l.-‘:—;. ¢ k+ Ciof+ Cao5.

Jedem stetigen Bereiche einer Differenzengleichung zweiter Ordnung ist eine
Losung mit zwei Integrationskonstanten zugeordnet. Diese werden aus den vor-
geschriebenen Randbedingungen und aus der Stetigkeit der Losung an den Grenzen
benachbarter Abschnitte bestimmt. Sie indern sich mit jedem Belastungsfall.

Bei der Berechnung der Vorzahlen 8, sind die Belastungsglieder auBer Ny =1
Null. Der Ansatz ist daher in % unstetig und zerfallt in zwei homogene Teile.
I: (0 bis £ — 1), II: (k + 1 bis n). Die vier Integrationskonstanten werden aus den
vorgeschriebenen Randwerten X,, X, und aus der Stetigkeit der Losung in (&)
ber_n_f:chn_el.. Diese verlangt, daB f,, ; = Prx,;r und daB Gleichung (E) mit Ny =1
erfiillt ist.

: _Di(_a Losung wird fiir » = oo kiirzer. Ist diese Annahme unzuliissig, so kann
diejenige Belastung $* des unendlich ausgedehnten Bereichs durch Spiegelung der
vorgeschriebenen Belastung ¥, des endlichen Bereichs entwickelt werden, welche
dieselbe Forménderung des Stabwerks liefert. Der Ansatz wird dann fiir den unend-
lich ausgedehnten Bereich (1 = co) mit * berechnet. Die Losung kann aber auch
fir # = co mit P, angegeben und dann durch eine homogene Losung ergdnzt
werden, welche die vorgeschriebenen Randbedingungen des kurzen Bereichs her-
stellt (vgl. Abschn, 22).
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Berechnung der Stiitzenmomente des durchgehenden Triigers mit frei-
beweglichen, starren Stiitzen 0...k...n; I'=const=1, X, =0, X,,=0.

o = Bz
Ansatz nach (293) X, , +4X, 1+ X, ., = F] d,.. (Abb. 236).

a) GleichmiBige Belastung aller Felder: % 8.0 = N = const
Losung : X X, L
NS e & A A A S
‘Xk = g 1 (__IE + (.2{’ ' .J "d i T ¥ o 4
' O A T ke

Integrationskonstanten C,, C, aus X,=0;
X =0

N -
@ +C+Cy=0;

N ..
g T Cie"+Coom=0.

23

Abb. 238.

Gen [ pi=k | pk A i
Xy = 'fg'.. Hzs Ll =T ): bei groBer Felderzahl ist o™~ 0.

Gleichformige Belastung 4 (Abb. 236a):

i 12
X, = 0,10566 p1?; X, =0,07735p 12, X;=0,08404p12,
b) Stetige hydraulische Belastung der Felder [; bis/,. $, =0; $, = (Abb. 236b).

§ B
fkn_-f’ '-"-.-‘.ji,_

b 2 p S 6 _E’f 1

jﬁ-‘c = fb—“— = '112‘.k, '?\' e i aA'l‘! =% 712 ‘;"'
x P 3 . " g
}Lk':f‘;;ﬁf?-i‘ Cio*+ Coo7¥; Ci,Cy aus Xy=X,=0.

Pl E gll—k te G?JJ_-J-' L'.

X | e

“Bn\n 1 —ptn J°
n=10: X, =0,001667 P!, X;=0,008357 P!, X, =0,019465 P/.
mer B<<m, r>m -+ 1 (Abb. 236c)
Xﬂ—l+4“‘;’0+ ‘-:fh"'[ 7:0. ‘YF—J ‘|'4¢Yr I—xffl ﬁﬁa
Xp=Cyo* + Cyo™, X, =Cy0"+ Cy0".
C;...Cq aus Xy =X, =0 und den Gleichungen m, (m 4 1).

¢} Belastung eines einzelnen Feldes !

68 6 Birms
e X fAX K ': 2, m+1): X+ 4Xpu+ Xpn= [i. v,
G i 6o [8.. 0 (0™ — g2m—™m) 4 {5“””"(9:“1 — p¥n—(m+ily]

T e =T (e - 1)

; C j
Cp=——2., 6o

m o p—my _| m+l . p—(m+l)
Ezu_'"‘e{gz_lllgzn___l:'l_éml)(g E' ':l raﬂm-'rl]“t:g Q :]l

Spannungszustand eines Bogentrigers mit steifem Zugband. Die Lings-
kraft X, wird als die {iberzihlige Schnittkraft des (m — 1)fach statisch un-
bestimmten Hauptsystems Abb. 237a berechnet, dessen statisch unbestimmte
Schnittkrifte M,...M,...M,_, in Abb. 237b eingetragen sind.

=4 =1 n—1)
M, =M — MY X,
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Wird die Lingeniinderung der l'i.-'in;;{‘:'-tlnngcn \-'_§-1'11;1L'11]£-sﬁ.:aig: , S0 I;f'.-m-u-n die j’:il-gung;.
momente M, Mi—" aus dreigliedrigen Bedingungsgleichungen berechnet werden
(Abh. 237Db).

' Min—11 §

(k—1) “Ek—=1)

=1} X | 1 — L
FMPY 0y 4 M 1 Oy = 9

ko*

Die Vorzahlen der Gleichun-
gen bleiben unverindert, wenn
o die Abstinde ¢ der Hinge-
_L_‘ stangen und das Trigheits-
i W T, = moment des Untergurtes kon-
Stiitzweite: ! = (m—2) ¢, Abszissen des Punktes k: (k=1) ¢, (n=1—%) c. stant und die Abschnitte des
Sy Bogengurts derart ausgehildet
sind, dal3 i _f:‘r_::‘; P = 1 und
das Trigheitsmoment [, des
Strecktrigers konstant st
(fo/J: = p).. Die Biegungs
momente M{&=Y Afin-1) wer.
den dann aus den folgenden
Differenzengleichungen  be-
rechnet :
Beliebige Belastung der Fahrbahn, die durch Quertriger an den Hingestangen
auf das statisch unbestimmte Hauptsystem iibertragen wird,
(L + W [MEZ3o + 4 METY + METHd = M@0, + 4 MO, + MP, 1100

&/

kO, b
Belastung des statisch unbestimmten Hauptsystems durch By 1
= Afin—1) fin— s Fiim
(1+ u) {M’{E_“,: + 4 MY + Mﬁl...{;’n] =Yg+ 2y 4 Vieqr-

Die Bedingungsgleichungen sind in beiden Fillen reziproke Differenzengleichun-
gen mit konstanten Koeffizienten, deren homogener Ansatz durch
MP-Y = C,o*+ Cyo*

befriedigt wird. Hierzu treten als partikulire Lisungen

- 1 | Y 1 1 (F—1)(n—1—F%
Min=1) —__ M . Ma-1 o i iz o ML S e Y
k0 154 4 Tio,v; My, 1+u* = 155 / (n —2)
Mit y, = y,_, = 0 ist das vollstindige Integral
—1) 1 . .
M{T" = Cye + Cpo; M = R G C,0* + Cyo?,
98 1 x oy - = . ;
‘.htltﬂ—éir. S 1 - ;f“'n—s s L'E 9{"_2} =1 (»;1"_}'“"_"3: .Mlt:il]" = C; g-!n_-[] 4= afd -in-1)

Die Randbedingungen 8(»-1 — 0, g3 = 0 ergeben damit
P V=0=Q+u) @MY+ ME V) — 9, Cro (240, +C, ert (2+er) =0,
SR = 0= (1 + 1) 2 ME , + ME=3.) — 9,

in—1ln )
QoY @e+ )+ Cor " P Rel +1)=0; ¢,=0. C,=0.
Die Integrationskonstanten werden fiir die Funktion M{% " in derselben Weise
bestimmt. Sie sind ebenfalls Null, so daf folgende Biegungsmomente entstehen:
. 5, " ﬂfﬂ.ll
Strecktriiger: M{p-V—_ _2* . Mip-1) . "kG.p,
ag L kn, s 1+’ ‘H’acﬂ.z Yt u’
Bogen: M=t o griiale Lo o gneiy y _ MiBe_ B s
ogen: M) e =y u 14 “J_u My MY s Ui Tt Mo
H n i
A Al B B ¥
x -_15:.’"‘.'..‘h i _1_1 I“J‘ mosh Ve G F 4
2 dia-1} 1 e S I J ..b\.;.l
rgal e+ (R + )
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(Fy der Querschnitt des Bogens im Scheitel, F, der Querschnitt des Zugbandes.)
Ohne Beriicksichtigung der Lingskriifte bei der Forminderung des Bogens ist die
Lingskraft X, ebenso groB wie bei einem Zugband. Nach der im Ansatz gewiihlten
Superposition sind die Momente im

Bogen: M&-.b =M&3 — MY X, = '1‘_?“,‘( '{MJ:-‘Q.» — X %)

Strecktriger: M, , =+ = (M9, — X, 3.
Das Ergebnis ist eine Bestitigung fiir die bekannte Aufteilung der Biegungs-
momente des Bogentrigers im Verhiltnis der Trigheitsmomente von Bogen- und
Strecktrdger. Sie kann sich allerdings wesentlich 4ndern, wenn die einschrinkenden
Voraussetzungen fiir die Integration des Ansatzes nicht erfiillt sind. Er wird dann
nach der allgemeinen Rechenvorschrift Abschn. 29 gelost,

Die Integration der Elastizititsgleichungen wird, wie dies bereits aus diesen
kurzen Bemerkungen einzusehen ist, nur bei einer gréBeren Anzahl von Unbekann-
ten und bei konstanten Vorzahlen des Ansatzes verwendet. Die Bedeutung dieser
Losung liegt in der Beschreibung des Kriftebildes regelmiBig ausgebildeter Trag-
werke, dessen GesetzmiBigkeiten am besten durch einen funktionalen Zusammen-
hang dargestellt werden kénnen. Daher sind vor allem mehrfache Tragwerke mit
Erfolg durch Differenzengleichungen untersucht worden.

Seliwanoff, D.: Lehrbuch der Differenzenrechnung. Leipzig 1004, — Wallenberg, G.;
Theorie der linearen Differenzengleichungen. Leipzig u. Berlin 1011, — Funk, P.: Die linearen
Differenzengleichungen und ihre Anwendung in der Theorie der Baukonstruktionen. Berlin 1920.
— Griining, M.: Die Statik des ebenen Tragwerks. Berlin 1925. — Derselbe: Anwendung von
IJifEHenxcngleichungml in der Statik hochgradig statisch unbestimmter Tragwerke. Eisenbau
1918 5. 122, — Mann, L.: Statische Berechnung steifer Vierecknetze, Dissertation Berlin 1909
und Z. Bauwes. 1909. — Wanke, J.: Uber die Berechnung von Bogentrigern mit einem Streck-
trager. Eisenbau 1921 S, 264; auBerdem in der Melanfestschrift. Leipzig u. Wien 1023, —
Fritsche, ]J.: Die Berechnung des symmetrischen Stockwerkrahmens ‘mit geneigten und lot-
rechten Stindern mit Hilfe von Differenzengleichungen. Berlin 1923, — Melan, E.: Ein Beitrag
zur Aufldsung linearer Differenzengleichungen mit beliebiger Stérungsfunktion. Eisenbau 1920
S.88. — Bleich u. Melan: Die gewhnlichen und partiellen Differenzengleichungen der Bau-
statik. Berlin 1027.

34. Ansatze mit unabhingigen iiberzdhligen GroBen.

Die Elastizitétsgleichungen sind durch die Ausniitzung der Symmetrie des Trag-
werks bei der Bildung des Hauptsystems wesentlich einfacher geworden und ent-
halten im Vergleich zum allgemeinen Ansatz nur einen Bruchteil der iiberzihligen
GrgBen. Die algebraische Auflésung linearer Gleichungen wird jedoch ganz iiber-
fliissig, wenn alle Vorzahlen &, (i = %) durch die Struktur des Hauptsystems oder
durch Zusammenfassung der statisch unbestimmten Schnittkrifte zu ausgezeich-
neten Gruppen ausfallen. Die tiberzdhligen GréBen sind dann unabhingig vonein-
ander,

: Oy 4 o T, T

X300 = 0, X,= == *-"-T‘T:;- —ae (485)

Ein derartiger Ansatz kann grundsitzlich bei jedem statisch unbestimmten Trag-
werk angegeben werden. Er verdient aber nur Beachtung, wenn die Fehlerfort-
Planzung bei der Auswertung der 4-n (n + 1) Bedingungen §;, —0 (f 4 %) keine
SChWit’rigkeitcn bereitet und damit zuverlissige Ergebnisse fiir Zihler und Nenner
erhalten werden. In allen anderen Fillen ist die Formulierung der iiberzihligen
GroBen und die Auflésung der Bedingungsgleichungen nach Abschn. 29 einfacher.
Die Brauchbarkeit des Ansatzes hingt auBerdem von der fehlerfreien Superposition
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der iiberzihligen GriBen X, bei der Bildung der Schnittkriifte ab. Diese ist aucl
bei der Auswahl unter den verschiedenen Hauptsystemen entscheidend, welche sich
fiir die unabhiingige Berechnung der iiberzihligen GriéBen eignen. Im allgemeinen
werden diejenigen Hauptsysteme bevorzugt, deren itiberzihlige GréBen klein sind,

Miiller-Breslau: Die graphische Statik der Baukonstruktionen Bd. 2, 1. Abt. 5. Aufl,
Stottgart 1922, — Griining, M.: Theorie der Baukonstruktionen. Enzyklopiidie der mathe-
matischen Wissenschaften IV 29a. Leipzig 1907—1914.

35. Methoden bei wenigen iiberzdhligen GréBen,

Die Vorzahlen &;, bedeuten allgemein eine virtuelle Arbeit 1,-8;, der Krifte-
gruppe — X; = 1 bei den Verschiebungen ihrer Angriffspunkte ¢ durch die Krifte-
gruppe — X, = 1. Sie erhalten in einzelnen Fillen geometrische Bedeutung und
bezeichnen die Projektion des Vektors einer Verdrehuing oder Verschiebung. Die

] : &
Bedingung 1,-d;; = 0 kann dann kinematisch erklirt werden,
Sind X; und X, zwei statisch unbestimmte Stiitzkriifte, so bedeutet 1,-8., —0
| k L] 1 3.

-
die winkelrechte Lage des Vektors ¢ # der von — X = 1 hervorgerufenen Ver-
schiebung des Punktes ¢ zur Richtung des Kraftvektors X;. Die Bedingung 1,:6,,=0
kann daher mit einem Verschiebungsplan des Hauptsystems erfiillt werden, der

2
fir — X, =1 gezeichnet wird und i ¢" liefert (S. 139). X, ist dann senkrecht dazu.
Ist X, ein Einspannungsmoment, so wird 1,+8,, =0,
wenn die Wirkungslinie von X, wiihrend der Be-
wegung infolge von — X; = 1 durch den Drehpunkt
der Stabtangente verliuft. Ist X, ein Biegungs-
moment, so ist die Lage von & bei 1;:4,, = 0 dadurch

o * lerschiedung von i c T s R B
AN T infblge tye1 }.}Tn stimmt, dal die gtgcnsf‘lttgtr \r.t‘I h(‘.l]l(’.bllﬂ{{ oder
Qf" , Verdrehung der Querschnitte 5 infolge — X, =1

N Null ist (Abb. 238).
Abb. 238, dgb = 0; dap=0; dpe=0, Diese zeichnerischen Hilfsmittel sind meist nicht

Dia MNebenbedingungen bedeuten kines : : ; L
- 1 = =3 = - - S, Y » P
mitisch, daf Xy | 55 tnfolge~ Xywmi genan genug, um die Nebenbedingungen 1,-6;, =0

o Ve il vao Ly el vollstindig zu erfiillen, sa daB sie besser durch ana-

«A b OUTE, an ol der elastischen i . e’ a e

wegung der Endtangenten in I infolge lytische Losung ersetzt werden. In einfachen Fillen
Yan =il veeiaaita; treten an die Stelle der statisch unbestimmten

: Schnittkrifte eines ausgezeichneten Querschnitts
dquivalente Krifte mit geometrischen Freiwerten. Die iiberzihligen Groflen er-
scheinen daher als Funktionen der Koordinaten x,, y, ihres Schnittpunktes und
des Winkels ¢ zwischen ihren Richtungen. Damit werden auch die Schnittkrifte
N¢, Ny, M;, M, des Hauptsystems infolge von — X, =1, — X, = 1 Funktionen
dieser Koordinaten. Sie kénnen mit den Nebenbedingungen

2 [ T T Fr e |

dn=1[N.NEeds + [ 0, 0, ’:, ds =0 (466)
so bestimmt werden, daB je drei einander zugeordnete iberzdhlige Groben von-
einander unabhingig sind,

Anwendung auf zweifach statisch unbestimmte Stabwerke. Als iiber-
zihlige GroBen werden die Komponenten einer Gelenkkraft X,+ X, mit dem
Winkel ¢ =90 —y (Abb. 239b) oder die Biegungsmomente X,, X, zweier Quer-
schnitte im Abstand ¢ (Abb. 239f) verwendet. Dann sind @ und ¢ geometrische
Freiwerte, die so bestimmt werden, dal} 1,835 = 0. Dies wird mit der Berechnung
des Rahmens Abb. 239a ausfiihrlich gezeigt,

a) Die iiberzihligen GroBen sind die Komponenten X,, X, der Stiitzkraft im
Punkte a. Die Richtung von X, schlieBt mit der Waagerechten den Winkel y ein.
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Dieser dient als geometrischer Freiwert. Die Kraft — X, = 1 liefert M,, die waage-
rechte Kraft 1¢ in @ die Momente 3/,. Aus der Bedingung

MM, j; ds=[ M, (M;siny + M, cosyp) f; is =0

folgt
|' M, M, ’:r ds
tg = - . = ‘r A {.1!'.',.'_]
l M3 7 d 5

Besitzen die beiden Rahmenstibe konstantes Trigheitsmoment, so ist
31k S 3h
BY=+ 5ap =+ 37-

-

b) Die iiberzahligen Grében sind das Biegungsmoment X, und. die waagerechte
Komponente X, des Stiitzendrucks A. Parameter ist die Abszisse e des Quer-

Abb. 289.

schnitts E (Abb. 2394, e). Bei konstantem Tréigheitsmoment der Stibe ist ¢ = 2/3-1.
:Dt‘.r Ansatz erfihrt keine .ﬂndcrung, wenn die beiden Biegungsmomente X; und X,
in £ und C als iiberzihlige GriBen gewiihlt werden (Abb. 2391, g) und der Parameter e
so bestimmt wird, daB die Nebenbedingung 1,:8,; = 0 erfiillt ist.

In ihnlicher Weise wird der Rahmen Abb. 240 berechnet.

a) Uberzihlige GroBen: Die Komponenten X,, X, des Stiitzendrucks A
(Abb. 240b, ¢). Parameter ist der Winkel . :

j.w, M, jj:' ds

2 St [urleas

Beyer, Baustatik, 2. Aufl,, 2. Neudruck. I8
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Bei konstantem Trigheitsmoment der Stidbe ist
_ hBH420) 4+ Al
BY= " E+n
b) Uberzihlige GroBen: Stiitzkraft C = X, und das Biegungsmoment M, — X,.
Parameter ist die Strecke ¢ (Abb. 2404, ¢).

“ M,
a e
Rl b & Lhg

e 4
\.\ J-’?g,\-.;'l;r J;r s

I
i
1

¢) Uberzihlige GroBen: Biegungsmomente X; und X, in F und E. Als Para-
meter dient der Abstand ¢ (Abb. 2401, g). Er wird bei konstantem Triagheitsmoment
der Stibe folgendermaBen berechnet:

5 o 1 &tk By N A IS 2 hy &
8= [ M, M, Jj;u!b- =hg e -2p o) +hg2(10—20 D) =0
z \ : e
' I3 A, 2.1 92
j- — "E: ."}. = -t — i, %
Yo g i Y S

Diese Ansitze werden nach der Fehlerempfindlichkeit der Superposition der An-
teile aus Belastung und iiberzéhligen GriiBen bewertet. Aus diesem Grunde verdient
der dritte Ansatz in beiden Beispiclen den Vorzug.

Anwendung auf dreifach statisch unbestimmte Stabwerke. Die iiber-
zdhligen Grofen X,, X,, X, eines Hauptsystems konnen entweder aus den drei
Schnittkriften eines Querschnitts & (Abb. 241) oder aus drei Biegungsmomenten
(Abb. 243) abgeleitet werden. AuBerdem besteht die Moglichkeit, dafiir die Biegungs-
momente der Querschnitte &, &, und die waagerechte Komponente der Kraft
f{‘r - a)dF eines der beiden Querschnitte (k,) zu wihlen (Abb. 242).

Die geometrischen Freiwerte (x, Yo, ¥), die auf diese Weise eingehen, werden
aus den Nebenbedingungen

1,0y =0, 1,6,,=0, 1,4,,=0 (468)

so bestimmt, daB die fiberzahligen GréBen X,, X,, X, nicht mehr voneinander
abhéngen. Diese bestehen in dem Ansaiz zu Abb. 241 aus den Schnittkriften des




Anwendung auf dreifach statisch unbestimmte Stabwerke. 295
Querschnitts b, also aus zwei Gruppen von Kriften, die wiederum miteinander
im Gleichgewicht sind. Die iiberzihligen GroBen des Ansatzes zu Abb. 242 bilden
zweimal zwei Gruppen von Kriften, von denen ebenfalls je zwei im Gleichgewicht

Wy

¥
[}
|
|

ik e
Ly o ] | ’
' A
] 1 i
e e e x
£y I
Abb. 241. Abb. 242, Abb. 243.

sind. Jeder Ansatz enthilt eine Kraft X, X, und ein Kriftepaar X,. Die
Wirkungslinien der Krifte schneiden sich in einem Punkt O(x), ) und schlielen
den Winkel ¢ = 90 — y ein. Um die Wirkung einer jeden Kriftegruppe auf die
zugeordneten Querschnitte k;, k&, zum Ausdruck zu bringen, werden diese mit O
durch starre Stibe verbunden angenommen, die keine Forménderung erleiden. Nach
den Bedingungen (468) kann O kinematisch als Pol der Drehbewegung der Quer-
schnitte & oder k,, k, infolge — X, = 1 angesehen werden, wihrend X, winkel-
recht zur wirklichen Verschiebung d,, gerichtet ist (vgl. auch Abb. 238).

Werden drei Biegungsmomente als iiberzihlige GréBen X,, X,, X, verwendet
(Abb. 243), so hingt die Lage der zugeordneten Querschnitte a, b, ¢ von den Be-
dingungen (468) ab. Sie bedeuten dann kinematisch, daB die gegenseitige Ver-
drehung der Querschnitte b und ¢ infolge von — X, — 1 und die gegenseitige Ver-
drehung des Querschnitts ¢ infolge von — X, = 1 Null sind (vgl. S. 272).

Die zeichnerische Ermittlung der Koordinaten xp, 4§,y durch kinematische
Auslegung der Bedingungen nach S. 272 ist ungenau. Sie werden daher analytisch
mit My, M, ... oder M!", M{. .. als Funktionen dieser geometrischen Freiwerte
entwickelt, je nachdem ein statisch bestimmtes oder r fach statisch unbestimmtes
Hauptsystem vorliegt. Jede der drei Bedingungen erhilt dann nach (299) eine der
folgenden beiden Formen:

T

1,8, = j' [N.N,Z2as + [ m.n, feas =0, l
; (469)
e [ Ry A T
158673 = }j NONi» == ds + j MM ~ds=0. 1

Ihre Anzahl kann auch beschrinkt werden, um die Matrix der iiberzihligen GréBen
auf diese Weise aufzuspalten. Dies geschieht oft mit Riicksicht auf die Fehler-
empfindlichkeit der Lésung. Bei unsymmetrischen Bogen- und Rahmentriigern
(Abb. 244) wird daher auch 1, 8,, 4 0 verwendet
und mit der folgenden Matrix gerechnet,

G s SINE

dua | O0s | Bao
] 1
"jan | (5”, i ljgg (470}
i 6:# ﬁ:o it Abb. 244.

Der Ansatz ist durch die Untersuchung geschlossener oder eingespannter ein-
und mehrteiliger Stabziige mit statisch bestimmtem oder unbestimmtem Haupt-
18%
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system bekannt geworden. Unter verschiedenen Lisungen verdient stets diejenige
Anordnung den Vorzug, deren iiberziihlige Schnittkriifte klein sind, das Kriftebild
des Hauptsystems also wenig dndern und einfache Ausdriicke fiir N, M, . . . oder
N M | liefern.

Der grundsiitzliche Charakter der Losung zeigt sich bei Untersuchung des ein
teiligen, geschlossenen, beliebig geformten Stabzuges, der unter der Wirkung eine
Gruppe wvon Hulleren Kriiften im Gleichgewicht ist. Der beiderseits starr oder
elastisch eingespannte Stabzug ist ein Sonderfall. Die Koordinaten Xg, Vo, @ oder
p = 90— ¢ werden in einem geometrisch geeigneten Koordinatensystem x' '

: P i :
aus (468) bestimmt. Mit "Ir; ds =ds', j_." ds = ds" und Abb. 241 ist
Yol = J'l [V — 3y — ('—2)) tgplds' =0, 1,6, = f 1 (&' —25)ds'=0,
: e Tcos({y —a)sina , 4 . - ) : . F iy 2y
1,8, = J’? [ C”Hf; .ff.\"--.-J‘(:c ) [ =y — (¥ =) tgw]ds'= 0,
s 75t . -;l"EI_\"
Yo = 'J =, Xy = L (471)
j ds' i ds \
"l ") o SR -'rl' ( . o I
l (¥ — 2 (v — ¥h) ds’ .E":J sinxcosads !{t ¥0) ' ds’
s I ( Y =
(et arsggery Je | g d s J (" — #5)2ds’
J (% '1.“} ds' F“J sint o d

Besteht das Stabwerk aus geraden Elementen s, von konstantem Trigheitsmoment

J#, deren Projektionen auf die Richtungen x , ¥ mit s, 5., und deren Schwer
punktsabstinde mit x}q, ¥, bezeichnet werden, so ist mit s}, Sprfel e

b XSk . R
Xp = S Vo * S y
E =t 3 it S (472}
tgy = 2k koS + oy Fsussuusi— 2 Zvhosh ’
-"}-' Fio Sk i3 F I::: -}-' ‘\r T "i T 't.;) —_ ‘TL L] SJ:
In bezug auf das neue Koordinatensystem u, v (Abb. 241 u. 242) ist dann
as ds ds g
= = 0' f'.-' = — - f ! - — i
f E]J ; V57 0; 141 EJ 0. (473)

Der Ursprung O wird daher-als Schwerpunkt elastischer Gewichte dsfE J bezeichnet,
deren Deviationsmoment bezogen auf die Richtungen der Krifte X, und X,fcosp
Null ist. Diese Analogie zur Geometrie der
Massen hat zur Aufzeichnung einer Elastizitits-
ellipse und eines Elastizititskreises gefithrt,
deren zugeordnete Achsen die Bedingungen
(473) erfiillen. Schwerpunkt und Achsensystem
sind von der Lage der ausgezeichneten Quer-
schnitte & oder k,, &, (Abb. 242) unabhingig.
Sie kénnen beliebig liegen, werden jedoch
stets so gewiihlt, daB die Schnittkrifte aus
Abb. 245. Rahmenmit  Abb. 246. Bogen mit  den Belastungszustinden des Hauptsystems
gerader und schiefer gerader und schiefer - i - c
Symmetrie, Symmetrie, einfach anzugeben sind. Der elastische Schwer-
punkt liegt bei gerader und schiefer Symmetrie
auf deren Achse (Abb. 245 1. 246). Diese bestimmt _f_:bm{_-ins;m-, mit der Symmetrie-
r}chtung das Bezugssystem. Die Lage des elastischen Schwerpunktes folgt aus
0;, = 0. Die Bedingung wird unter Umstinden in Verbindung mit den Kom-
ponenten &y, &, des Verschiebungszustandes der anschlieBenden Bauteile ange-
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schrichen (Abb. 247). Sie bedeuten die E [, fachen Drehwinkel des AnschluBquer-
schnitts @ des symmetrischen Stabzugs infolge eines Kriiftepaares von 1 mt und

einer zur y-Achse winkelrechten Einzellast von 1 t.

1, 9, 2 (v = By} - |.{,_'-'J —y)ds =0, ‘
: (474)

Yo =

J ¥ dst — 2y ‘

Bei zwel Symmetrieachsen ist der geometrische Mittel-
punkt gleichzeitig auch elastischer Schwerpunkt (Abb. 245). Y
Die drei Vorzahlen 4,,, 054, 0,. sind ebenso wie die

Koordinaten des elastischen Schwerpunkts xg, v, ¢ un- s u
s Fo e T e
abhingig von der Wahl des Hauptsystems und werden aus G
- St {
A o I i e 1, ] = i
25k 2%oSks 2 VeoSk ' | |
2 PR o RIS S g P ¥ ¥ l f 1 f g lr lr a
Mlarfel s Maptsis  Slaloon.sist (Abb.248)  (475) Th Tko T
st g = ; S5k COS O = L4~k -1
Btk ot S S g
Pl Tl ) e PRy R it ke Ry k2 *@"*"'""’7“'&4"9}-?
folpendermalen berechnet: Abl:- 248,
oo EHesk  Ove . e E¥hek_ O%e .
u By l“ "-:'. : GEC : v -r\E F}I (] :
L i 1 1.8 ¢ ). B L Bt IS ]
Oy 2 %y Sk b 15 2 Ska Sk — %y X %o 55 = Opryr — %g Oy,
4 i Yoo e 1 L e F PR, = BN i d _— .
Oyra, 1= 2 Vit Sk - 15 2 Sky Sk — Yo 2 ¥eoS = Barar — Yo 0ares (476)
== 1. » e ezt B o - T R R AR At
O = %0 Vio Sk + 15 250 Sky S — %o 2 Yo Sk = Bary’ %o Oat o
aty
gy = e ')cz‘u,ﬁ =tg¥oqsy- Jl
L]
Hierbei hat é;, die Bedeutung einer gegenseitigen Verschiebung oder Verdrehung

im Sinne einer Kraft — X/t — X, * die im Ursprung des Koordinatensystems x’, y'
angreift, hervorgerufen durch — X, = 1 im Punkte 0. Ebenso bedeutet &, die
Verschiebung infolge — X} = 1 (X tt X, im Punkte 2" = 0, ¥’ = 0). Danach 1st

Orp _]F.U;:H; Je ds. Fir ein 7 (n — 3) fach statisch unbestimmtes Hauptsystem

werden die Verschiebungen mit 6§}, 67, bezeichnet und in derselben Weise be-
rechnet. Die Vorzahlen in (465) sind:

"),.ﬂ =2 "‘:.': abb = bbb auu =
Die Untersuchung erfihrt bei einem statisch unbestimmten Hauptsystem keine
grundsitzliche Anderung. Die geometrischen Freiwerte sind durch (468) bestimmt.

2 (477)

Berechnung von Dachrahmen.

A. Geometrische Grundlagen.

J. = 0,0054 m¥;

F,, (Eisen) = 0,0016 m?®;

E, = z1o-t{cm?;

n=E,/E,=10.

- E‘J L .--
Abb. 240. Bezeichnungen vgl. Abb. 248.

* +4 bedeutet parallel und gleichgerichtet (vgl. Hiltte).
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k AL | TS E | %% | Sy e l Sky | & ! Sl 7 s
0 0,00 | 0,00 | | | i
1 00 | I,50 | 0,00 | 0,750 | 0,00 I,50 1,50 1,0000 | 1,500
2 2,50 425 | 1,250 | 2,875 | 2,50 2,75 | 3. 72 I,20980 4,829
= b B s st el 3.5 o.25 4| 3:59 | 10000 | 3,500
4 11,00 ! 4,50 | F Akt _I 4375 | ©:39 23 L| 5,00 I,0000 5,000
5 12,000 | 0,00 | 11,500 2,250 I,00 — 4,50 J 4,61 1,0000 4,610
o AR 0,90 |l 6400 0,000 | — 12,00 0,00 l 90 favadd | 308
7 0,00 0,00 | | 6,00 0,0204 3.776
B. Dachrahmen ohne Hingesiule.
1. Schwerpunktskoordinaten und Vorzahlen nach (475) u. (476).
B 5k Flo-Sh | ¥ieo st | %St ¥Eo st FroYEask sk sk 53_:-32- | SkxSkysk
1 1,500 0,0000 I,I250 0,0000 0,8438 0,0000 0,0000, 3,3750 0,000
z | 4,820 6,0375 13,8863 | 7,5¢460| 39,9231 | 17,3578 | 30,1813 36,5103 33,1994
3+ 4| 8.500| 57.3750| 37,1875 | 387,2813| 162,6953 251,0156 | 614,1250 0,5313 18,0625
5 4,610 53,0150 10,3725 | 600,6725 23,3381 | 119,2838 4,6100| 93,3525 |—20,7450
64 7| 7,552 45,3000| 0,0000 I 271,8000| o0,0000 0,0000 (1087,4880| o0,0000 0,0000
2= [ _ T ! .
< 26,991 161,7275 62,5713 [1276,3007 | 226,8003 | 387,6572 |1736,4043 133,7781 30,5169

Ope= X #iosi = 161,7275; Juore= 3 y}osh=62.6713; 6,.= ¥ s} = 26,901;
vy =X xbst +oXsiask = 12763007 4 1\ 1736,4043 = 1421,0011;

S =X Vo5t + Xk, sk = 2268003+ 1, 1337781 = 237,9485;
Oua = X ¥l o¥ioSt + o5 X Si2 5,5 = 887.6572 + & 30,5169 = 390,2003;

i
plt ﬁar‘ == 161,7275 _ B Q0971 - ’ Ja’e 62,5713 /
=G, 2e001 oL == orgor = 291883

Oy = dyryr — 7} Oy = 1421,0011 — 5,9021 - 161,7275 = 451,914 ;
Oata,1 = Oara — ¥5 dare = 237,0485 — 2,3183 . 62,5713 = 92,8895;
Jas = derp — 2h 0= 380,2003 — 59921 . 62,5713 = 15,2668 ;
deta 15,2668 S : T
By~ A51014 = 0,03378; Oa'a g = tg 1 - dgrp = 0,6157 ;
O = 26,891;  §,, = dyp = 451,914;

Gaa = fara= bura,1 — 04199 = 92,8805 — 0,5157 = 92,3738;

i

tg

Probe fiir die Koordinaten x5 j,";'_ y nach (472):
Z (¥ko— o) sk =0.0; X(xp,— #) s; = 0,0;
2 (#ho— #0) o — 3 otB W) St + 1 T sus (Sey — Ske tg W) sp=0,0.

2. Belastung und Wahl des Hauptsystems nach (Abb. 242).

3 A
E=104m

Gu=35¢/m

o

Abb. 251. Abb. 252,

Abb. 253.

Belastung: GleichmaBig verteilte Last aus Eigengewicht und Nutzlast nach Abb. 251.

Hauptsystem: Zwei Balken auf zwei Stiitzen nach Abb. 252, Die {iberzahligen Schnitt-

Pt

kr&t‘ttct werden durch eine aquivalente Kriftegruppe X,, X,, X, im elastischen Schwerpunkt
ersetzt,
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Momente M, im Hauptsystem: Abb. 253; Momente im Hauptsystem aus:

X.=1 M, =-10;
Xo=1, M,=—x=—(a— z});
X.=1 M,=—[y—xtgy]=—"—y) — (¥'—x}) tg y].
3. Belastungszahlen: Tabellarische Berechnung von:
Byo=—J 2" Myds' = +354,455; dug=— [y’ Mgds’' = —687,355;
Bio=—J1Myds' =4+51,224;  Oyg=—[(y— 7tg ) Mods' =By — Yy doo — tE ¥ Su!
d.o = —087,355 — 2,3183 - 57,224 — 0,03378 - 11,563 = —820 408;

8o =—J % Myds' = 8yg— 78,5 = 354,455 — 5,9921 - 57,224 = 11,563

4. Uberzihlige GroBen:

e e e
.\uﬂ == -r‘-}—u : = 5’2:'373'5- = B.8814 t
e By 1 L ELNORE B e
e ey e
o T N
X, = é:, s6001 2,1201 mt.

Momente im dreifach statisch unbestimmten
M=M,—X,M,— X; M,— X, M,
= M, +
= My + Xo¥ + (X, — X, tg ) #+ (X,
= M, — 8,8815 3" 4 0,32559 ' 4 20,7503.

System (Abb. 254):

X[l — vo) — (8" — #)) tg ] + Xy (#' — xp) + X,
- Xy 2y — X, lyo— 8w %))

k M [mt] k M [mt]

1 | + 7.4370 4 — 10,1260
2! | <4 2,3507 5 |- 24,6664
2 — 4,2081 6 — 10,0604
3 + 0,4213 () — 22,2872
3 | 420783 o — 12,0139
4 | —o,8088 7 4- 20,7503

C. Dachrahmen mit Hingestange.

Das System ist vierfach statisch unbestimmt. Die Schnittkrifte X, X,, X an den Quer-
schnitten 5 und ¥ (Abb. 250) werden durch eine #quivalente Kriftegruppe Koo Xy X, ersetzt,
fir die

ot =0; gl =0; =0
ist. Dies sind die Nebenbedingungen fiir die Koordinaten #,*, y4"', w'". In den Ansiitzen unter
B dieser Aufgabe treten daher an Stelle der Forminderungen 4;, die Forminderungen d&{}
des einfach statisch unbestimmten Hauptsystems.

1. Belastung: GleichmiBig verteilte Last aus Eigengewicht und Nutzlast nach Abb. 251.

2. Hauptsystem, einfach statisch unbestimmt: Zwei iibereinanderliegende einfache Trager
mit Hangestange. Statisch unbestimmte Schnittkraft: ¥, (Lingskraft der Hangestange). Die
Forminderungen des statisch unbestimmten Hauptsystems werden aus den folgenden zugeord-
neten Formidnderungen des statisch bestimmten Hauptsystems berechnet (Abb. 255):

M

200
Buu= | Mids' + J& sty = 61,6325; ey 440
st B B
b4 =—[1M,ds' = 31,6838; b1

dap = — [ # M, ds’ = 188,6054;
8usr=—J ¥’ M, ds" = 84]1148.

Oye, 8,00, 8,0 usw. aus B, 1,

Abb. 2565.




280 Methoden bei wenigen iiberzidhlipen GrélBen,

3. Schwerpunktskoordinaten und Vorzahlen 8% :
Y= l'::"l’r - 0,51407;  Yap = a't“’ = 3,08016; Y., = i::': = 1,36478;
a1 Spre — Vg0 d4p = 161,7275 — 0,51407 - 188,6054 = 64,7711,
B — 8y — Yo 8ag—= 6256713 —0,51407 . 84,1148 — 19,3304,
(i} .‘: = s Yieb4:. = 26091 — 0,51407. 31,6838 = 10,7033,

Jprar — X e gy = 1421,0011 — 3,06016 - 188,6054 — 843,8384 ,
Bargr = Byrgr — V840 = 2379485 — 1,36478. 84,1148 — 123,1503,
O = By — Vg dap = 300,2003 — 1,36478 - 188.6054 — 132,7054 ,

i e ST o 0, _ 193304

- = = 6.0515: il SE
x # »
= S 10088

- = 1,8060,
8. 10,7033

AL

Oith = iy — %o Opr. = 843,8384 — 6,0615- 64,7711 — 451,8761 ,

8 = o — yaV s = 123,1503 — 1,8060 - 19,3304 — 88,2306 ,

Bah = by — 2o Ore = 132,7954 — 6,0515 - 19,3304 = 15,8175,
&(1) e
tg !t = ')‘.'-]'“ i tBUE L o aann. S0 = tg p . 68 — 0,5536,
&y 451,8761
dex = 10,7033, dip = Oy = 451,8761 ;

dee = o0 = 8%, — of) . = 88,2396 — 0,5536 = 87,6860 :
3 y - z ] . ’ ]
Probe fiir die Koordinaten "' yo": wt): Ermittlung von MU ot i

Yi.= 051407 :

Yar= Yap — 23 ¥V, = — 0,06077;

= V4w — 30 VY 40— tgy WY, = 0,4381;

IMyMvas =00; [M,MDds=0,0;

I M, M ds = 0,0, (Abb. 256 bis 258).

Abb, 257,

Abb. 2R8
4, Belastungszahlen:
=S Mimpas,
die tabellarische Ermittlung fithrt zu:
5 = — 851,8049 ; &8 = 15,2279 ; O = — 14,2402,

5. Uberzahlige GroBen:
5 é.ﬂ-" 3 [ (1)
Xp=gr=—omme xp=U8_ o0y xw-98__ 1onam.

i b 6: 1._.'
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6. Momente im vierfach statisch unbestimmten System (Abb. 254):

k=1 AL M A AL XN

W [mt] I W [mt]
1 0,5575 4 16,5268
! 2,2580 5 - 18,5125
z - 5,5222 6 —  5,6040
3 5,5087 ' 7.2228 -
3 13,4847 7 7.8485
4 L 1,6040 = 14,0258

36. Die Entwicklung statisch unbestimmter Gruppenlasten.

Die einfachen Methoden zur unabhingigen Berechnung statisch unbestimmter
Schnittkriifte versagen bei mehr als drei Unbekannten. Aus diesem Grunde wird
der Begriff der iiberzihligen GréBe durch die Bildung von Gruppen dieser aus-
gezeichneten Schnittkriifte erweitert. Sie sind bei einem # fach statisch unbestimmten
Tragwerk in » facher Mannigfaltigkeit vorhanden, jedoch nur mit # Gruppen un-
abhingig voneinander. Die statisch unbestimmten Schnittkrifte werden mit

Y,;(J = 4 ...N) bezeichnet, also durch groe Buchstaben unterschieden, Daher
beschreiben die Wege d, den Verschiebungszustand des Hauptsystems infolge der
Belastung durch einzelne statisch unbestimmte Schnittkrifte —Ygx=1. Sie

werden im Sinne von — Y, positiv gerechnet. Die Gruppen statisch unbestimmter
Schnittkrifte erhalten als iiberzihlige GriBen des Ansatzes wie bisher die Bezeich-
nung X, , sind also durch kleine Buchstaben (k=a ... #) unterschieden. Die Wege
d;; bedeuten daher Komponenten des Verschiebungszustandes des Hauptsystems
infolge von —X, = 1 in Richtung von —¥;.

Die Gruppenlasten X, sind duBere Krifte des Hauptsystems, mit denen die
Schnittkrifte des statisch unbestimmten Stabwerks wie in (288) nach dem Super-
positionsgesetz entwickelt werden.

M=M;— 32X, M, (k=a ...m). (466)

In diesem Ansatz bedeuten M,, M, wieder die Schnittkrifte des Hauptsystems
infolge der Belastung B und der Gruppenlast — X, =1 (k=a...n).

Die Bildung der Gruppenlasten. Die statisch unbestimmten Schnittkrifte ¥,
werden durch Superposition der Anteile aus den iiberzihligen Gréfen X gefunden.

I-- L
Yim SX Vo o = Aees D). (467)
k=a
T % AN, o X,
T T 2 T
Yo 1 Y. i Y Yar | Y | Yz ‘ | Yin
¥ig | ¥as | Xuy Yea | Yau | Yai | Yian
Yo | Yae | VﬂT! | ¥Yaa | Yoy | Yo | | Yaa (468)
Yy Yya'| ¥aa ll : Yia ¥ri | Yix L}'J-
I = : :_ Ty :_”---”.I :
Y | Yva ! Yrs | | ¥Ywa | ¥ I Yy | Yia
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Daher bedeutet der Index & von Y, , im Gegensatz zu (466) die Ursache - X, =1
Der Ansatz besteht aus n Gle .L.huu;.,t..l zwischen den statisch unbestimmten Schnitt-
kriften Y, und den iiberzihligen [J'mpnl nlasten X; mit der umstehenden Matrix:

Der Belastungszustand — X, = 1 ist gleichbedeutend mit
Ay ==aiea=N ==, — X, =1, —=eeo=X_ =0,
und setzt sich nach der Transformation aus den Schnittkriften
e Y, =—¥,5...; Yy=—Yu:

zusammen. Die beliebigen Schnittkrifte M, des Hauptsystems infolge der Gruppen-
last —X, = 1 kénnen daher ful;___n.mim.114!5rm entwickelt werden:
J=N
M,= SY,;.M;, (f=a...n). (469)

. e

J=A
Hierbei ist M, die Schnittkraft infolge von — ¥ ;= 1.

Die Ableitung der Elastizititsgleichung fiir statisch unbestimmte
Gruppenlasten, Das Hauptsystem entsteht nach Abschn. 24 durch die Ver-
wendung von statisch unbestimmten Stiitz- und Schnittkriften Y, des Stabwerks
als duBere Krifte. Sie werden durch die Variation der Forminderungsarbeit nach
den Spannungen aus vorgeschriebenen geometrischen Bedingungen fiir den Verschie-
bungszustand des Hauptsystems berechnet. Dabei entstehen Gleichungen iiber die

Arbeit von virtuellen Kriften 9 und vorgeschriebenen Verschiebungen d;. Sie sind

in Abschn. 24 mit P = — Y, =1 und é; = 0 angeschrieben worden
H=N
].J'aJ = 1,-(0;0— 2/ ¥z aJ’HJ =0, (f=4...N). [4703
He=d

Unter ungiinstigen Umstinden sind alle é;5; von Null verschieden und damit
n Gleichungen mit # Unbekannten zu losen.
Um diese unabhingig voneinander anzugeben, werden Arbeitsgleichungen mit

der virtuellen Belastung — X; =1 (i =a...n), also mit den #duBeren Kriften
Yg;(H=4...N) entwickelt.
H=N .
v e [ a7 -"Lf by i [
3 Ypbg =1 [ NN eas 4 [ 3, M2 as
=4 B . ! J I

1_ - 'x,/_f . L 4 o g
-EJ,([N.a,tds + | M, P —ds — 3Cpdg), (i=1...m. (47)
Die linke Seite der Gleichungen ist durch die mit dem Tragwerk vorgeschriebene Ver-
triglichkeit des Forminderungszustandes des Hauptsystems (g =0, H=4...N)
wiederum Null, so daB mit der Entwicklung von N, M nach (288) in Anlehnung
an (293) folgender Ansatz entsteht:
1,6, =1(8,— ¥ X,.8,) =0, (i=1...n). (472)
k=1
Die \’t':;';f.;l_]lhrn l;*d;p und 1;-4;, dieser » Elastizititsgleichungen besitzen nicht
mehr wie frither kinematische B-;-.riuumu__tg, sondern sind Ausdriicke fiir die virtuelle
Arbeit der Gruppenbelastung — X; =1, also der Schnittkrifte — ¥ g =Yg, beieiner
Verschiebung fﬁ-m der Punkte H des Hauptsystems infolge der Gr uppenl.nt — X, =1
oder infolge der '\U!'E't!_.l]ml’][h Belastung, der Temperaturinderung und Stiitzen-

bhewegung (dg )
H=N 2
|,-(51-.;_.=‘.-l.1}'ﬂ-1{5”k| ':!, fﬂ=ﬂ‘..1l},|
Hed

-

(473)

H=XN
Lbiw =3 Yu,0u%, (i=a...n).
H=4A
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Die Verschicbung dg, im Sinne von — ¥z =1 wird von der Gruppenbelastung
— X, =1, also von den Schnittkriften — Y5, hervorgerufen und nach Maxwell
in Verbindung mit (469) folgendermalBen berechnet:

J=K

10y, = I&'i'jl'H zj‘l Y edm, (H=4...N),
=4

=N ] J= N 7
1,0 =Y, [ Mg M;%ds = [ Mg (3 Y,. M;) %2 ds,
J=4A 7 % e I

1 8g = [ My M, ’j ds. (474)

Um jede iiberzihlige Grole unabhiingig von den iibrigen angeben zu konnen, werden
die Gruppenlasten X, derart aus den statisch unbestimmten Schnittkriften zu-
sammengesetzt, dafl alle Vorzahlen d;; (¢ == k) des Ansatzes {472) Null sind. Auf
diese Weise entstehen 4 s (# — 1) Nebenbedingungen, welche mit den # Gleichungen
(467) zwischen den statisch unbestimmten Schnittkriften ¥, und den iiberzihligen
Grofen X, erfillt werden kénnen. Sie bilden die lineare Transformation, um die
# Elastizititsgleichungen mit vollbesetzter Matrix derart umzuformen, dal jede
von ihnen nur eine iiberzidhlige Grofe X, enthilt (465).

Die Auswahl der Gruppenlasten fiir die Nebenbedingung .J;;. = 0. Die
Transformation (468) der statisch unbestimmten Schnittkriifte ¥, ais Funktion der
iiberzihligen GroBen X, enthiilt n® Koeffizienten Y ;,. Von diesen werden §-n (n — 1)
als Parameter gebraucht, um dieselbe Anzahl von Nebenbedingungen 1;-d,, =0
zu erfiillen. Die virtuelle Arbeit 1,-8;; wird hierzu nach (473) als Funktion dieser
Parameter entwickelt. Uber die anderen #® — 45 (n — 1) = § n (n + 1) Koeffi-
zienten kann frei verfiigt werden. Sie werden derart angenommen, dal die §+# (n—1)
abhingigen Parameter iibersichtlich, schnell und fehlerfrei bestimmt werden. Sollen
nur einzelne 8, . des Ansatzes Null werden, um die Matrix der Elastizititsgleichungen
in geeigneter Weise aufzuspalten und damit die Losung zu vereinfachen, so ist die
Anzahl der frei wihlbaren Parameter Y, groBer.

Die L5 sung eines allgemeinen Ansatzes wird am einfachsten, wenn die Koeffi-
zienten ¥y der Hauptdiagonalen gleich 1 und die Koeffizienten unterhalb der
Hauptdiagonalen Null gesetzt werden. Damit entsteht die folgende Transformation
der n statisch unbestimmten Schnittkrifte Y:

S e O s M TR S X
Y I Yap ‘ Yaie :. Yan l LT | Y i | Y.,
vl 755 : ‘ Vae | ....I You | Vs | ¥as !_ & ‘_}H,.
Yo 5 ‘ 3|5 | I You 5;_ 5'ml| ---------- |_T€'n-
Yg “_; _fJ | 0_ ||. ‘ 1 | ‘;:Hi Yar i i ;'Hn- (4£75)
Y‘J‘ B s | o _i_(j_ I |_ : _] "_l.il—_I*- ”-"“““é_ 1'.’._
Yg __n— | _n !_ o | i—o___u 1 I. i Yiu
EEwERE L
s | Bda? | |
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Die iiberzihligcen Groben X; werden demnach aus einer stetig zunehmenden
hl von statisch unbestimmten Schnittkriften Y, g
n Koeffizienten schrittweise aus den Neben

1

:'illll_"1. co dald .|| ahb-

Anza

hiing dingungen d;; = 0 durch
Gleichungen mit je einer Unbekannten erhalten werden. Der Parameter ¥, der
Kolonne X, ergibt sich aus der Bedingung 6, 0. Die Parameter Y, ., Y5, der
Kolonne X, werden mit den Nebenbedingungen 0., =0, 0,5 = 0 bestimmt., Zur
Bereclinung der (% 1) unbekannten Parameter Y, der Spalte & stehen ebenso

viele Bedingungsgleichungen 8,, = 0. .. 8-y = U 2ur Verfiigung.
Der Belastungszustand — X, | ist nach (475) gleichbedeutend mit — ¥ =1,
Er liefert die Verschiebungen d;, (f = 4 ... N).
J=N
1,0, = 2 Y3500 =14a00s =0, d.h. d,,=0.
J=4
.f‘-\‘.\'y : L e 85
L, 'S\'!-.' == &-"bh-{ﬂ =] Av%aa T lna‘sm; = U; L et
= Aa
—Y, =Y, Dpa/dy, 1ind — ¥y = Y =1 bilden den Belastungszustand
— X, = 1. Damit sind dann auch die Formiinderungen d;, (J = 4 . . . N) bekannt.
Die Koeffizienten ¥ ,, und Y, werden mit den folgenden Bedingungen bestimmt:
J=N |
1,0, =2 ¥;,0;, =14, 04,=0; 04 =10;
J=d
Ja=N .
L0y =23 Y530, =Y 304, + 15y 05, =0; 05, =0;
J=d
J=N
]r‘hrh .l ¥ Je r&.fh 3 Ae rj.—! by X Be rjﬁn!l .[f;'r{"lf_-'b =0
Je A
b = lgedos
Be &
b
J=N
1,6,,=23Y,, a.r.[ b _-h-").a.g + ¥ H-_-'éﬂ\r f ]L.-(-(E‘{-u =k
J=d
v Ypolpa+ loodoa
Ao =
Oia

Damit ist der Belastungszustand — X, — 1 bestimmt. Er besteht aus den Schnitt-
kriften Y=Y, —Yz=Y¥g5.,—Y,=1 und liefert die Forminderungen
;. (f =4 ...N). Werden die Indizes der statisch unbestimmten Schnittkrifte
mit Riicksicht auf die spitere Anwendung durch Ziffern ersetzt, so entsteht die
Rechenvorschrift auf S. 285,

Die Komponenten ¥y = — Y, des Belastungszustandes X, =1 werden als
Summe von positiven und negativen Anteilen entwickelt, ir denen sich Abrundungs-
fehler unter Umstiinden in unzulissizem Mabe fortpflanzen und die Brauchbar-
keit des Ergebnisses ¥g; gefdhrden. Die Fehlerempfindlichkeit der Auflésung von
n Gleichungen mit # Unbekannten ist daher durch die Verwendung von iiberzihligen
Gruppenlasten nicht beseitigt, sie gefihrdet vielmehr die einwandfreie Bildung der
Gruppen, also die Transformation der statisch unbestimmten Einzelkrifte. Die
unabhiingige Berechnung der iiberziihligen Gruppenlasten nach (465)

Xy = d,0/0. (476)
ist daher stets an den Nachweis gg-]-u:npfll daB die Nebenbedingungen
=0, (i+h

durch die Schnittkrifte Yg, und Y, (H = A4 ... N) erfiillt werden.

J
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I '5.;.5' O I-'hl =0
d,e =10 I =10
Gin =2 9y :
T ; s
Gy =10 Yiuth [ Ogq =10 | ST —=
: ; ; i O I s
2 rﬁ = ]r\.',_-, =y I
Py u o I ]
% . 2 Oa
O =10 Ygelap+ 14y, =0 Ya.
< hay
1r . : . Uy g Osa v
iy =10 YieOra+ Yoelsa+ 185.=0 Yie= Y.
| f}L.. fHJ_..
=t m R | e = g
. 0,4 =0 Idyqa=10
[‘]‘_n'__.r) Er‘r:_,,—.-::
. ¥ Oge
dge =0 Yyadse + 18, =0 Yya= i
i
3¢
] HE " dy P
dap =10 Yoabas+ Yigdsp + 16=0 Yoa=- f-ﬁ-'* r-}—':’}“
ah 2k
y 1 ) ; Oy i Oaa vr
Jaa=0 Yiadiot Yaabsa+ Ygadso +1d4=0 | Yia=— ,-iii = EL‘- Yau 3 Yoo
ia 1a 1a

Die Zihler und Nenner von (476) sind wiederum Ausdriicke fiir die virtuelle Arbeit
der Krifte —Y ;= ¥, der Gruppenlast — X, =1,

J=N
Lidi =3 Y 1,0, (R=0a...n),
J

A
luér:-l = lglar}‘iu:
1, 0y = Y 4004 + 1ps0m0 = 12O » (477)

lcﬁcc = Y—chbtlc T ‘rﬂcéﬁ-l: AR lf':'ﬁt‘-r — ]1-“:1'5(;.:,

l,r.-*‘j.x-r.- =1z Ogs .
Die Nenner sind daher bereits aus der Transformation bekannt. Die Zihler erhalten
fiir vorgegebene dulere Ursachen folgende Form:

J=N s T
Libiw =23 Ysdsw, Oyg=0s+05+0ss (k=a...n),
J=4

ladag = 14404, (478)
Iy Gpsy = Y 4p04 + 1o 0nc0s
L0 = Y 040+ ¥Ypedpr + locdom-
Die EinfluBlinien X, d,, ergeben sich nach dem Satze von E. Betti aus
| 5 S b

J=N J=N
- - 1 AR
‘X' L a.L' kS 1 T EE’"J k .l 1 J (s.f | -l —\ 3‘ Jk 6"! Jer
: J=d J=i4

(479)
“.L'rl L5!! 5 I_-luam_-t ’

Xy Oy = }.Abam_i T lﬂbémﬂJ

X, 0,0 =Y40ms+ Y.Omnt+ locOme:

[ -f
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Die statisch unbestimmten Schnittkrifte sind dann nach (467
Ye=1ge &K+ Ypoun Ko+ » - YegX,.

Fiir die Bildung des Hauptsystems gelten die gleichen Gesichtspunkte wie auf

Seite 170,

Das Wesen der Rechenvorschrift wird am besten an einfachen Beispielen gezeigt.

a) Zweifach statisch unbestimmtes Tragwerk.

Transformation: Nebenbedingung: Statisch unbestimmte Schnittkrifte:
Ay X s
SRR, b =0, V,=1X, :’ X,
. » 3 1 b
111 I }-lb }’“_,1'314 i Izh’hn —'U, . 1_9
ERESCS) IRy 5 Y, =1X,.
a4
V: (] I }’] Pt 1 ':_Lm
Oy4

Durchgehender Triger fiber vier Stiltzen (Abb. 260). Die statisch nicht bestimmbaren
Schnittkrafte sind die Stiitzenmomente Yy, Yy

Belastungszustand — X, = 1: — M= Y]u N

. 4 I
i} = = 1 g = =
e 3 =
L
Belastungszustand Xy=1: =Y, =YY= 3 (i £ — YVo=Viy=1.
Haeipisysierm 1 ]
Ty .'; o &
4 1 2 E
e — g, 4
Bl f0
her
=1 d r N —
_#._L-_r. L I\'
[T, SRR o <
T e

Abb. 280,

Unsymmetrischer Eingelenkrahmen (Abb, 261). Die statisch nicht bestimmbaren Schnitt-
krifte sind die Komponenten Y; und ¥, der Gelenkkraft.

P o RS ¢ ¥ia—=1; — Y, =Y,,=0 (ADbb. 262a);
= 3 3 i P ; i
_'\n'.a = ] 51—' }1.',_— —'c"&' H - '}2; .}2". =il I\"'Uzl]z]'l}
la
Vich s 15 1[5 (2f+ k) — B (214 hy)]
432 LM [3¢ (hy -+ N+ k145 Ri[3 ) (g4 ) + B3 °

: [ e ‘
Y, =X, tfl‘ﬁ'»‘\‘t- Y= 2

Bei symmetrischer Trigerausbildung
b) Dreifach statisch :
bedingungen 4,, = d,, =

mit by = hy, und & = R ist V,, = 0.
unbestimmtes Tragwerk. Transformation
d.0 =0 nach S. 285

Neben-

fiir die

X, Xy X, Xy Xy e
¥y I Yia Y. ¥4 I ‘ Oza | 934 5 _d;__f."__r.ji‘l
E dy f-slu Gy Ogs
Yy I ¥ Y, By
| ge 2 I i
—_— Lsz "
Y, 1 Y, | 1
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Die Auswahl der Gruppenlasten fir die Nebenbedingung &,; = 0.

262.

Abb,

A

263 b.

Abb.

Hauoptsystem.

283a.

Abb.

T

— Y

2634d.

Abb.

—Yp=1.

Abb. 283c.

G388

o9

-1,

- X

2631

Abb.

A

263 e.

Abb,
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g

Dreifach statisch unbestimmter Hallenrahmen. Als sch: nicht bestimmbare Ein.
zelkrifte werden die Eckmomente 3('.1. Ya, Yy verwendet (Abb. 263a—d).

Belastungszustand — X, = 1, gleichbedeutend mit — ¥, = 1 (Abb. 263 b), fithrt zu
: I fhy \3 B SET 9% 1R
1e="g 1 T g_E & 25,18 =0
T e e Moy B L i
e SR D = 4 7,333; e — e | i B - g
r}zﬂ 6 ,\-l ! s .I + 7,333; Oy q £ = 3 A { 5) 0.87
Belastungszustand Xy =1 (Abb. 263¢), gleichbedeutend mit
: g 7,333 i
— ¥ e} = — = - — = —(,291; —Ya=1,
: £ B1e 25,18 -
liefert M, und die Forminderungen 452,-, und ri:”,' 'i’l y =L},
s Sg. / H 9 _ ')_za 1
: 3 6 L O1a \
4 P hi hy By 05 By ]
dgy= 2. 5 .F il b e i |/1 22| =—0,99.
6 & fg 3 'J‘S fq 'j:ln iy 7
Belastungszustand — X, = 1 (Abb. 2631), gleichbedeutend mit
V=V, e Oae O 1087 7,338.080 ...
- Y R T I F e T R T Dy il
. = dys Lt J
1 - R E‘ g R = ‘].03-3-12 }-5 - ] N

liefert M, und damit die Forménderungen 4,, =0, O3 =10,

L
U3 = i

§+1+(2.140,0835) + 12- 1.1 = 10,30 = 4, .

g

+12,0-3-14(2-0,636 —0,411) +8.1.0,12-3 4+ 6-4- 3 (20,416 — 0,0835)
- 12

Ergebnis der Transformation:

X, Xy X,
b & 1 | — 0,291 i 0,411
¥y | I ' 0,0835
Y, | I

Die iiberzihligen Gruppenlasten sind fiir eine beliebige Belastung

“:n — iﬂ = {)nri = = _L?u S, r}-'.u y T "3-.0 sl rs'-.‘I)
P U R T [ T TR T

Gleichférmig verteilte Belastung der beiden Riegel (Abb. 263g).

- . 117
8ap = 1179, X, = -a-;}lfu.i": 4,64,
b= 6609, X,= 00 p=_1651p,
vl
- 2 48,0
dio= 480p, X, = p=- 4,66p.

R
Yy=1:4,64p —0,201-557 p + 0,411 .4,66p =1 4,04 5,
Yp= 0 4+ 1 -B5Tp+ 0,0835.4,66p =+

5,96 £,
Y;= 0 0 + 1 «4,06p =4 466,

Probe: Y4, + Y365, + Yy, =4,
4,94 - 25,18 + 5,96 . 7,33 — 4,66 . 10,87 = 117 = d,4/2 -
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Gleichformig verteilte Windlast auf den linken Pfosten.

Ogp=—243 w, Xgm—=— j:?H w=— 966w,
= 95 O . - 23'2

Ogo=— 252w, Ky=— -1.1,.-%'; we=—212uw,

o= 400w,  H=m ]“’;“L e A,
YVi=—1:.006w 4 0,201:2,12w 4 0411 4550w =—T,04w,
g 0 -1 -212w40,0835.456w=—1T4w,
Yy= (1] 0 1 450w =+ 4,50 w,
Probe: —T,04.25,18 —1,74.7.,33 4,06« 10,87 = — 240 s d,/w .

Abb, 288g. Lotrechte Belastung der Riegel, Abb, 263 b. Windbelastung,
Momente in mt fiir p e 1 t/m, Momente in mt filr @ = 1 t/m.

Gleichformig verteilte Windlast auf den linken Riegel.
170

Opo=—1T0w, :\’,:-——-2—5--15- w=—0,T7Tw,
S 50 128 L .
fs.l_n:—I..}.?‘_\ w, -11|,---— 1}-‘;‘57_ w=—1,081w,
» 26,1 =
3 __ 1 9 ' - L w =253
r)l-.u T 2[1,; i, "\: == lU,'ﬂF B =gt T,
Vi=—1-67Tw<4+0,201.1,08w + 0,411 -23w =—542uw,
Vo= 0 -1 «1,08w 4 0,0835.-2,583 w =—0,87 w,
Vg 0 0 + 1 203w =+253w,

Probe: —5,42.25,18 — 0,87.7,33 — 2,53 10,87 = — 170 a d9/w .

Gleichférmig verteilte Windlast auf den mittleren Pfosten.

2 : 666 ; ;
d,9=—006w, Ny=— éﬁﬁ?"":—m'u W,
. 109,4 ;
Oyg=—1094w, ;\o=—'1'l','87'w=_ 923w,
113,2

Nt I 2 w=-4+11,001w,

Op0=+113w, Ze Y 10,30 ' i
Y;=—1-260w-+0,201-923w + 0,411 -11,00w =—188 w,
Vo= 0 -1 9,23 w 4 0,0835: 11,00 w = — B31lw,
Y= 0 0 +1 - 11,00 w = - 11,00 w,
Probe: — 188.25,18 —8,31.7,33 — 11,00-10,87 = — 654 =~ d,q/wv .

Die Biegungsmomente aus den drei Windlasten sind superponiert und in Abb. 283h aui-
getragen worden,
Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 19




290

Die Entwicklung statisch unbestimmter Gr

Die Gruppenbildung bei Symmetrie des Tragwerks. Bei Auflésung der

Elastizititsgleichungen mit symmetrisch li
kriften sind durch die Addi
neue Unbekann ntstanden

erkannt und unat

||l E.'I'Il'i|,'\- il‘,- \'lf
! Ii!l'[']:-.,
PSS

bestand au Y

Y g4 Yaos
abhingige 1 Im
ponenten Y g 0. Yan
iberziihligen Gruppenlasten
von S. 281
den Ergebnissen aus Abscl

frei verfiigt.
unab

ol ]

btraktion e

Josoe 2 TranmnefAarrmatiam ] 12} | =
fiir die Transformation der statisch unbes

genden statisch unbestimmten Schnitt-
inander zu

ceordneter (-.’]"j‘:'”"x”u{'ili‘.
28 als Gruppenlasten X, ;, X

r=1

et wurden. Die Gruppenlast — X, . =]
Hed die Gruppenlast Xpp—-1
1. Die Matrix zerfiel damit in zwel voneinand
Sinne dieses Abschnitts wurde also iiber alle iibrigen Kom-
Sie waren Null. Sollen jedoch nunmehr alle
1ingip voneinander se :

dUs
un-

n, so werden die Ansitze
immten Schnittkrifte mit

. 28 bei Auswahl der frei verfiigharen Komponenten

5

unterhalb der Hauptdiagonale des Ansatzes verbunden.

a) Trdger auf vier Stiitzen nach Abb. 264 (eine Symmet

ﬂ'i?!;:.’f_‘f.:s‘.ﬁi_-"."_‘ K ':J’ iransformation
i TR . N :
— = LY e - -
My et S X £y
\Il i \l
- e —— - 1 f1b
Konr | ——T= = g i
= ¥ I — 1
=7 i
:rgi___ - O = s
Abb. 284,

Mayplsysiem, sitrfisch bestimm?

Abb, 285,

ieachse):

Nebenbedingung &,, = 0
Yip 01, — lap0:, =10,
Yip=1.

Statisch wunbestimmte Schnitt-

kriifte
Yi=X, 4%, Yi=ZX,—

a

Xt




Die Gruppenbildung bei Symmetrie des Tragwerks. 291
c¢) Behilterrahmen nach Abb. 266 (zwei Symmetrieachsen).
T XL X, XL o X Frol ok e ¥ X, X,
Y| -1 | 1 ! 1 ll Yia Yoy i Ya Yia | Yy Yo Yo | Yim
DI e e
Y, I L =< e/t 1| ¥y, : Yar = Yaq Yol Y| =¥ I — Y Yim
Y, _I_ i_—-‘l 1 . - ‘J-I_:r': | Yy Yae | =Yy I ¥ l_— Yy Yoy | =g
Y; [T i . 1 | 1 I 1 I Yei l Yo | E-’,” Xem
Yg _il ; | . | 3 i Y Yor | —¥u Yom
Et i g L =b=i o ) = =
¥y ‘ 1 | -1 =3 1 Yoo | =Veu | —¥p | Yam
¥y SR !_ : = : i i || 5 __’_ Yy | —Y“- -1"?1__‘-]"51-1
¥, | -__._ : g W ger ) | 1 S 1 I I
v, ‘_'_ | i 50 ey R
A 59 2
| ER=al| iwnl " ! B S
yu | | I - I | - I

Die Abkiirzung des Ansatzes bei Symmetrie
tisch unbestimmter
Hauptsysteme wird
mit der einheitlichen
Untersuchung  der
Binder der dreischif-
figen Hallen Abb. 267
und 268 gezeigt, de-
ren Riegelzug unter
Wahrung symmetri-
scher Anordnung be-
liebig geformt sein
kann, Die Hauptsy-
steme zihlen fiinf
statisch unbestimmte
Schnittkrifte Y, ... Y, deren Lage und Sinn

Haupisysiem, slaisch bestimmt

Y,

Beziehung zwischen den statisch un- ¥,
bestimmten Schnittkriften und den :
iiberzihligen Gruppenlasten. ¥s
Y'I.

Y,

. boor o e s

a3

Y

= E;

Hipigysienm, sitrvseh unbestimmt
Abb. 288.

aus den Abbildungen !19]?;:3};(\}1#,

X X, X, Xy 2,8
I Yl,. Yi.-lynr Yn

1 —i|Y“El'M Xay

__| I:‘}’H ¥ e
L PR

o B

19*

i

oo
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Belastungszustand — X, =1: — Y, =1; —VY,=1; ¥,- i'} =Y¥Y,=0,

Formiénderung B1a="9ss7 555 8,,=0; &.,.
Belastungszustand — X, =1: —Y,=Y,,; —Y¥,=—1; ¥Y,=Y, =¥, =0,
Nebenbedingung da=Y1301, + Y530, =0; Y,,=1,
Forminderung O =—10p; 0, =0; d;3: &, =0.
Belastungszustand — X, =1: —Y,=Y,,; —Y,=Y¥,,; —Y,=1; ¥,= Y,=0,
Nebenbedingungen d6,,=Y,.0,,+ Y,,0,y+168;,=0,
0o =Y¥1.6.+ Yo, 00,4+ 18, =0,
(¥1, —=Y,3,) 05, =0,
(Yot Y;) 0 +16,,=90,

r ts a
Yu:izc'—' = _L'-;la'
Formiinderung O1o="0s,: O4o; 0,,=0; &,.
Belastungszustand — X, =1: — Y, =VY,,; —¥Y,=Y,;; — Yo=Wi. =

—Y,=1; Y,=
Nebenbedingungen 6;,=Y,,0,,+ Y4 0o+ Y3,0,,+18,,=0,
Ogy = Y1401 + Y005y + Yyy 05y + 184, =0,
Osa =Y1401a+ YVaubsp + Yy, 3o+ 104, =0,
(Yia+Ye4) 01+ Y065, =0,
(Yia— Ys4) Orp +104,=0,
(¥ya+ Yaa) 014+ Y500,,=0,
Viet¥sa=0; Yu=0; Y, ,=—Vygu=— ,'j:;
Forminderung Ora=—1034; 833=0; 8,4; &:=0. I
Belastungszustand — X, =1: —Y,=¥,,; — Yo=VY,,; —Y,=Y,,;
— Y=Yy, - Y, =
Nebenbedingungen 4,,= Yiediat Yo ot ¥y 8- Y, 0, +168.,=0,
O = Y140, + Y. 0,, + Yg.0;.+7Y,, 4o+ 165, =0,
‘jez- = }?10615 i1 Yw "jza + Y:u. t\"aa = Yu adh + 1 [55& =0,
O4a = Yie010+ Y, 0s, + Yy, Oga+ ¥y, 04+ 1 9, =0,
[Ylu _}'24}61d+chﬁ4d =0,
(Y, +Yﬁa,]alt“+_ Ygebyo+ 1 5, =0,
{Y“ “Yzfjjdlb'i— Y-;r'aq.h =0,
(¥;, +¥e,) 04+ Y3050+ 185, =0,
Yia= ¥y =0; ¥, =0; ¥,=+Y,,,
2}7165”—;—}"366“:— 0
2Y1.01,4+ Y, 8,,=—§;,,
YV, — —%edsa+85.8 ;o — 081850+ b1k

5&»

2(8;005, — 8;,90,,) ’ | R W, S
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Das Ergebnis wird in der folgenden Matrix zusammengefalt,

X, X, X X, X,
|
Y: I 1 _ Y e _'J.j.:”_ ¥
204 2 dyp
TR L
Y. t : o Yya | o s v
2d;, 2 dyp .
Xy . I ! a -
| |
s !_ I o
Y& | I
| |

Sie liefert die iiberzihligen Schnittkrifte nach (467)

: O34 1 i -
YVi=X.+X, — -2--6.:;"0. Lo 2[3"“ Xet+ Y1, X,

O34 d
Vim X=X, =i X4 J0 X, 47, X,
YS e -I‘Ic “F Y:i.e ‘)(s "
Y4== 'Xd!
Vo X

Die Berechnung der Hallenbinder Abb. 267 und 268 unterscheidet sich dem-
nach nur durch die Vorzahlen.

Die Beziehungen der iiberziihligen Gruppenlasten zu den statisch unbe-
stimmten Schnittkriiften statisch unbestimmter Hauptsysteme. Der Be-
lastungszustand — X, — 1 besteht nach (475) aus den unbekannten Schnittkriften
Y ... Yy, und den frei wihlbaren Komponenten — ¥, =Y, =1, Y ,,:=0,
. Yy =0, Die unbekannten Komponenten Y ,,, ... Y _,); sind durch die Be-
dingungen é;, — 0 vorgeschrieben und in der Regel von Null verschieden. Daher
sind mit

H=J
L8 =Y g dgc=0, t=a,iilf—1) (480)
H=4
alle Verschiebungen ég; (H = A4, ... J — 1) Null. Der Verschiebungszustand des
Hauptsystems infolge von — X, = 1 erfiillt also die geometrischen Vertraglichkeits-
b{:dingl‘mg@n eines (¢ — 1)fach statisch unbestimmten Hauptsystems. Der Be-
lastungszustand — X; =1 im statisch bestimmten Hauptsystem ist also identisch
mit dem Belastungszustand — Y;=1 des (i — 1) fach statisch unbestimmten Haupt-
_ systems. Daher ist

HE-—JY 4
s mi080
Vi e I L R s b Bligh (481)
T =D =5 EEJY 5 1; 04 S
H
H._"ll g i

Die iihcrrzﬂhiigen Gruppenlasten X, ... X;... X, erhalten damit die Bedeutung

————————
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von statisch unbestimmten Einzelkriften YJ' ... Y® ... Y, welche die Be
lastung B in Hauptsystemen von Eins aus austcigcnden (:r des hervorruft. Die
Gruppenlast X, kann daher fiir eine ruhende Belastung auch folgendermafBen an-
gegeben werden:

g ; ! ds e i, 0t A3 g
fﬂwwr”§%+IMWMﬁﬂ7—+f*r=mmwkﬁﬁ“m%-“_Ecw“m

X, =¥1= — T
N{® N g J‘an; Mi-1.
| EF T £
Ihre mit &;; = 847V f@' =a...n,J] =4...N) erweiterten EinfluBlinien sind die
Biegelinien 6{, ... 8451 . a"‘ U der Lastgurlf von Hauptaystem{n von Eins
aus '1|15te1rf=,m1tr stat1<;vluer Unbesummthmt fiar —¥W =1 . -¥Y®0=1..,

—Y® = 1. Nach Maxwell ist

He=J
1,085 = 1,88 = 3 Y, 850 =3 Y, 00 (482)
H=4A
Die statisch unbestimmten Schnittkrifte ¥, ergeben sich durch Superposition

N
Vo= Xk BV Xy = YO+ DV, VP, (483)

Derselbe Ansatz gilt fiir die EmﬂuBIlmcn. Fiir ein sechsfach statisch unbestimmtes
Stabwerk ist daher mit J =1...6

4 a a5y , O a0
Yl = +1 5“” 1a 510. + Yl: 6(9: '! Yld ‘5:':} i }13 d?dua + Ylf J':,\J
P 1 %8y | Y L
o= = ,jlt_'lh + 2o ouer e Y2ﬂ 1) _]_ fe ‘j .u J’_ YEJ‘ E1E)
3 S . W §ish
Y. = + 1 30+ You55+ 15, ﬁ;j’, + Yy 5:‘.-'.’.
X = (484)
: r:J: aifﬂnl ) d
Yq s cheust 5{& + Y»:.e {grn + Yu 3y
i S 0
Yﬁ e =B (.5'1':’ + YE.' (jtﬁ]
S
Y + 158
Die Parameter Y, sind nach S, 285:
§rn> . 2 652111 ; _ ‘5.:-_1: 5;‘1} = iy
—V, = o —1 e =gwi — Yea= ,5£e:|; —Y,, = 3 Yor = 30
3 Sl L St Sl S g
— Y IE% (et T OIS L, 1 V. 46 _ D48 O5a Yus
T Tnegwi o ~ Y=g+ Yuge =g ay o

so dabB

y, = oy

[T { » T T
de & ¢ 9 a;"; FRY

V=38 _smds_rom oy ama
o o ol o

0% ol o a;m %
o " o4y

R A R Tl

(3) {4 4
o4 '54.?': Y 6'43

p Tt I e
0 d% diy
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Die statisch unbestimmten Schnittkrifte lassen sich daher folgendermaBen um-
formen:

, oW L R L 1L . (]

Y, = 8. ] — oy, sy Sl LY Sl
1 =59 1oy Ve Ya e Ya s Vs gy Ve
S 54y S o W . S

Yy = F. A L an Yy a8 Y, o Yy — il Y
. 5] 5 S

e Cio T v i Use _ 1r
a ot Tem e g s Yo

ar.lL- b-!l_ r)'il'I (-18:15

s 40 +{] LR ¥ O | . ¥

2 | e f},lj 1 élj:lll 2 " éll:ll. : g
. Sy L

._lr 5= r‘J:. :I: 1 e d""l_-l % } [}
ol ol

¥ o 1

Die Losung ist damit auf die reduzierte Matrix eines sechsfach statisch unbe-
stimmten Systems zuriickgefiihrt und auf diese Weise der AnschluB an die all-
gemeine Auflsung gefunden.

Die Forminderungsenergie des vorgegebenen Tragwerks kann nach dem Clapey-
ronschen Gesetz durch die duBeren Krifte ausgedriickt werden. Sie zerfillt, bezogen
auf das Hauptsystem, in zwei Teile, die von der Belastung % und den statisch
iiberzdhligen GroBen Y, oder X, herriihren:

A;=131 3 P, 6:5;“ — 3 X ¥Vplgo=131 3P, o — 3 3 X, 0y
(R == A N N R =gt k]
Daher ist
DY lgo= 23 X0
und mit den bereits bekannten Beziehungen (481)

(k—1)

— Sk=1) e == 7
e XL,.J'-:SM_“ und. Seo= 3 Y 0pg,
KK

(k-11\2 : L K =4 ...N
..').41}(_5 Ogo= t\T(d“ = P VYR =233 Y Yy Sk ( J (486)
5

= e C H (H=4...N)
Deg Ansatz eignet sich nach S.229 zur Nachpriifung der nach irgendeiner Elimination
berechneten Wurzeln Y.

Miiller, S.: Zur Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Tragwerke. Zbl. Bauverw.
1807 §.93. — Miiller-Breslau, H.: Die Statik der Baukonstruktionen Bd. 2, 1. Abt. Stutt-
gart 1922. — Hertwig, A.: Uber die Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Systeme und

verwandter Aufgaben in der Statik der Baukonsiruktionen. Z. Bauwes. 1910 S. 487. — Pirlet, J.:
Die Berechnung statisch unbestimmter Systeme. Eisenbau 1810 5. 33l. — Derselbe: Ver-
wendung vereinfachter Elastizititsgleichungen bei der Berechnung mehrfach statisch unbestimm-
ter Systeme. Eisenbau 1915 S. 167. — Derselbe: Kompendium der Statik der Baukonstruktio-
nen Bd. 2, 1. Teil. Berlin 1921. — Kaufmann, W.: Statik. Handhibl. f. Bauing. Berlin 1923, —
Griining, M.: Die Statik des ebenen Tragwerkes. Berlin 1923, — Derselbe: Elastizitiits-

gleichungen gegenseitiger Unabhingigkeit, Eisenbau 1921 S. 305,

387. Die Verwendung statisch unbestimmter Hauptsysteme.

Von den n statisch unbestimmten Schnittkréften eines Stabwerks gelten & als
iberzihlig. Sie werden durch AuBere Krifte X, (6 =1...k) ersetzt und aus ebenso
vielen geometrischen Bedingungen fiir den Verschiebungszustand des (» — k) =rfach
statisch unbestimmten Hauptsystems berechnet, da die relativen Verschicbungen
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(f=1...4) im vorgegebenen Tragwerk Null sind. Nach dem 5up0:'posit.ionsms:~fz

ist dann

M=ME" - IX; M"™ (k=1...h), (487)
h

6 =8E" — X 80" =0 (t=1...A. (488)
k=1

Die Belastung %, die Temperaturinderung ¢ und die Stiitzenbewegung A, er-
zeugen Schnittkrifte M%™ und Verschiebungen d; M die #uBeren Krafte
— .-‘.fk = 1 Schnittkrifte M{™™ und Verschiebungen ;% M Sie kénnen bei zahl-
reichen Aufgaben nach Tabellen eingesetzt, bei anderen nach (311) berechnet werden,
Darnach ist

1Y = [ M Mg ~; ds + [N agtds — 3C57 4,

. (489)
et = [ MP g .-f:; ds = j M Mo J:, ds .

Die Genauigkeit dieser Vorzahlen ist oft wegen der Fehlerempfindlichkeit des An-

satzes fiir die Brauchbarkeit des Ergebnisses von groBer Bedeutung, so daB die zu-

verléssige Berechnung der Spannungszustande M&™, M{"™ des Hauptsystems aus

den dufleren Ursachen und den Kriften — X; = 1 durch den Nachweis der geo-

metrischen Vertriglichkeit der Forménderung zu priifen ist.

Die Schnittkrifte MY, M{”, M{” werden durch die Belastung ® und die
duBeren Krifte — X; =1, — X; = 1 in einem beliebig gegliederten statisch be-
stimmten Hauptsystem hervorgerufen, das in dem (# — k)fach statisch un-
bestimmten Hauptsystem enthalten ist. Es liegt nahe, dabei diejenige Form zu
wihlen, welche einfache, wenig fehlerempfindliche Rechnungen und daher auch
genaue Ergebnisse 6{i5", 6{i™ verbiirgt. Die EinfluBlinien der iiberzihligen Schnitt-
krifte X, werden mit éf§~» = §{2~M — 4™ aus den Biegelinien des Laststabzuges
des Hauptsystems und daher ebenfalls aus den Schnittkriften M{P=" entwickelt.

Die iiberzihligen GréBen X; ergeben sich nach diesen Vorarbeiten durch die
Auflosung der A linearen Gleichungen (488). In der Regel wird die zu den Vorzahlen
O™ konjugierte Matrix f;, bestimmt und

h
Xi= FBudte” (i=1...h) (490)
k=1

berechnet, Dabei gelten alle Bemerkungen des Abschnitts 25 fiir die Auflgsung der
Ansiitze aus statisch bestimmten Hauptsystemen. Ebenso ist selbstverstindlich,
daB Gruppenlasten X, an Stelle von statisch unbestimmten Schnittkriften ver-
wendet und nach Abschn. 36 unabhingig voneinander angegeben werden konnen.
Der Ansatz (488) 148t sich daher auf das statisch bestimmte Hauptsystem zuriick-
fiihren, in welchem auch die iibrigen (n — &) = » iiberziihligen Schnittkrifte X, des
Tragwerks als #uBere Krifte wirken. Diese werden zur leichteren Unterscheidung
mit Y, hezeichnet. Darnach ist

n- f-‘. in » 04 .r o . "ll 3 r "~
M=Mg"—IMI ™ X;= M8 — SMOY5s — SX, (M{" — IMYg),
i=1 O=1 | C=1

= K Ll B e ; 4
= Mg — IMG (Y§y— SYEX) — SMP X, = MY — SMOX,,
=1

0C=1 g1 g 2w 1
: ! ! (491)
0 = a';"'j"' . (n—dy gL 50 i i) [ &0y { {0y o
VR Pt "R — 2%eTony — 3 X; 'Léi'i T deo YU: ]
i=1 =1 t=1 C=1

o= é.-.'n ;‘(5”1: I’Y ry ;_ FiF) e \‘51 0 o e i
= %R — 2% {Yow — X Y0iXi) — Jofi Xi = 8% — 80 X,.

C=1 i=1 ] g=1




Berechnung eines Hallenrahmens. 297

Die geometrischen Bedingungen (488) fiir den Verschiebungszustand des statisch
unbestimmten Hauptsystems stimmen nach dieser Ableitung mit denjenigen des
statisch bestimmten Hauptsystems iberein.

Diese algebraischen Bezichungen werden bei der Berechnung eines Ansatzes
mit # Unbekannten in zwei Stufen verwendet. Die Zerlegung richtet sich nach der
Struktur der Matrix. Werden die iiberzidhligen Groflen Xy =Y,,... X, 3= Y5 in
der ersten Stufe zusammengefalit, so gehbren die iibrigen Schnittkrifte X, (1 ... )
der Gleichungen 1 bis 7 zunichst zu den Belastungsgliedern. Damit ist

h
X.,=Yo= l’j:’,-"_,_ — VYo Xy {492)
k=1
und die Normalgleichung ¢ der zweiten Stufe

h h
- iy - T () oy - i} iy
2 ](Y{: 2 _ﬁl’]} orX3) Oic ‘:—A‘}'-X-J.- Ol = Oitg »
= g |

0=
h r r
DO — Yo Xp =8%— 2o Yon, (493)
k=1 Cm1] i |
'rfr (n—hy g =k
k_é-lauc Xy =i -

Die Auflésung des Ansatzes in zwei Stufen ist daher gleichbedeutend mit der Ver-
wendung eines statisch unbestimmten Hauptsystems. Sie bringt stets Vorteile fiir
die Rechnung, wenn die statisch unbestimmten Schnittkrifte der ersten Stufe
durch Tabellen bekannt sind oder aus drei- und fiinfgliedrigen Gleichungen berechnet
werden kénnen. Entscheidend sind Abkiirzung und geringe Fehlerempfindlichkeit
der Losung. Am meisten werden Rahmen, eingespannte Tréger und durchgehende
Triger mit starren, oder elastisch drehbaren Stiitzen als statisch unbestimmte
Hauptsysteme verwendet.

Berechnung eines Hallenrahmens.
1. Géometrische Grundlagen: (n= E,[E, = 10} Abb. 269.
J1=0,0213 m*; Je =0,0417 m* = J; F, = 0,008 m*,
Jdlhv=T:/J1 = 1,95775; JonF,= JJn F, =0,62125,

I =18,00 m, . L =2500m, f=3,00m,

E=1200 m=4% hy=300m, kg = 9,00 m = h;,

s =0,487T m , 5y = 2,636 m, s = 6,862 m,

= 185673 m, sf =25,169 m, sh= 13414 m. Abb. 208.

2. Hauptsystem. Das Hauptsystem Abb. 270a ist der dreifach statisch unbestimmte
Rahmen. Die Langskraft des Zugbandes als itberzihlige GroBe betrigt nach (488) und (311):

{0 B .J:
ﬁi’lél J‘.H’nm ."f!l'" 'J-r—{f.';
(.5‘1$l| T 0 s Jl" o !
( .-'I.' a) - d,' i / ,.j
J._wl I 22 ds 210

X

Hilfswerte zur Berechnung von M;;"-‘ aus der Belastung und von ,'\2'-’.1?‘ aus — X; = 1 (Abb. 271)
mit den Tabellen des Abschn. 61:
1 = 1.50000, » = 0,64 610, = 592016 , Wy = 8,31154,
=025000, p@=083848, v=0587660, v,=613058,

: 172.0,25-0,83848 = 1 :
H¥ =2 _"|— e (2.0,25:8.31154+3) | =+ 0,16802 t.
il e e ]
—1-12 -2.025 ; Y
M&—3— "~ ' (2.0.25-0,83848 + 3) =—1,15512 mt,
=25 3506 -
M®) = _ 115512 + 0,16892-120 =-0.87102 mt,
b

ME — 115512 — (0.16892 — 1,0) 3,0 =+ 1,33812 mt.
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Zugeordnetes statisch bestimmtes Hauptsystem: Balken auf 2
|:."\|.1|.J 270 b).

Stiitzen. M

MY aus — X, =
.
; Py
,!) u!' i -4
&
= ———yd

837
o L

e | \
ol

i 1200 200 # Eﬁ?
Abb. 270.

+GFW

Abb, 271.
8 = 2.12,00-§ 12,00 (2 - 0,87192

1.15512) 4+ 0,52125.1,0%. 18,0 = 37,641
Schnittkriafte im

Tragwerk

vorgelegten
C=C»— X, Ci¥,;

M = MP — X, M{»,
a) Belastung aus Eigengewicht der

Laterne: $; = 2,0 t/m {Abb. 272a).
P=20:5,0/2=50t:

_2,0.5,00
" 8.3833

£ =1036111;
= L6311;

& — 0,63880:

¢ =0,7222; & = 0,27787;
MY =
Al

1,33812 4 1,15512

18,00

{1.:—13 812 +5,00 | = 0,64555;

g=

r18,573
83 — 35 ————.45,00 (2-1,33812 — 1,15512)
5,159 x ]

= 11,1417 (2 - 1,33812 + 0.84555) | = 360,131 ;

f 360,131
Xy = = 9,b67T5
T e

Mittelratiine vnd (]
Blequngsmorments

|
o

Abb. %
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Nach Abscho. 61 wird:

1,5.0,83848
3. T — ( : 28 [ I 54(3 — 4. V- 6.0,6 :
aus P: n,:[: 2.80- 3. 0.66667 0,36111[0,25-8,31154 (3 — 4-0,36111%) + 6 - 0,63889];
— 1,631 2.0,25.0,83848
a T (/37 S, B ! . bl 277 = o .
ws W: H’IE 2 2 3.502016 0-27778%[0.25-8,31154 (3 — 0.27778) - + 3]
H = H‘:a" 4+ HU® — X, HE = 220717 + 0,02571 — 9,5675- 0,16892 = 0,70674 t;
i ] 61
1
s P: M — . 2.50.18,0.0,36 0,25 0, %) ;
aus [ ) 5,0018,0+0,36 111 575 [0,25-0,83848 (3—4-0,36 111 }4-6-0,63880]
— 1,631 - 120 z Uc“'. 0,27 778%
. ,Hn’:g_.__L ap . : z = 2,:.- G
aus W: MF., 5 3.5.92016 [0,25.0,83848 (3 — 0,27778) 4+ 31:
M, = M/ + MI® — X, M’;}’I‘ = — 15,93084 — 0,15181 + 9,5675 - 1,15512 = — 5,03 084 mt;
ﬂ' s 0 rl'Ll ai

M,=M_,+ H,h =+ 345004 mt (Abb, 273).
b o [

b) Einseitige Belastung des Daches: p, = 8,0 t/m (Abb. 274a).
0=30-65=1951t; £ =0436111; & = (,638890.

Aufspaltung der Belastung in einen symmetrischen und einen antimetrischen Lastanteil.
Symmetrischer Anteil: (Abb. 274b).

58 = 2 F’ 159 ) 687 (1,33812 - 0,64555) -+ 13,414 — 31,687 (5- 0,64565 — 3 - 1.15512]_I

12 J
= 307 4443.
Antimetrischer Anteil: '8 = 0;
307,4443 L
r?*,%* = [1\{55.}"3: -,\)1 = W = 8.].6 179 t;

3,0-18,0 0,83848.1,6

H, = "~ 0,361112 [0,25.8,31154 (3 — 2.0,36111%)
b B 5.92016
4+ 2(3—2.0.36111)] — 8,1677-0,16802 = 1,17529 t;
M, =— -%0 “} L -0,36111% { ———— {Il 95.0,83848 (3 —2.0,36111%) 4 2 (3 — 2, 0,36 111‘]}
g I Lf 92015[
3 ol g o
b - 0,6 + 8,16779-1,15512;
+ 557600 ©/03889 J 577 55
=— 1327 . M, =— - M, =+ 0.8¢ i
M, 13,27163 mt; M, 4,46766 mt; a =1 $-185 m (Abb. 275.)
M, =4 9,63582 mt; M, = — 5,21143 mt; M =+ 10,15379 mt.
H_nnmﬁﬁ_:*l 0 thn
i I iﬁ“"'-! f=—c—>
Fa[mu |
N/
! .
b > ~
| P — — ."I
W/
\ I
_."... \.
_."l.l 5
3 kL \
' Mittelkraffinie und )
f.{, Biegungsmamente &
Abb, 274. Abb, 276.
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c) Gleichférmige Belastung durch Wind am Pfosten: w= 0,75 t/m (Abb. 276a).

120 =i S el
54,00 (3 0,87192 — 1,15512) = —~ 78,8746;

O = —
= 12,
78,8746
¥ : =— 2,00544 t;
: 37,6411 L8
07512071 0,6461 - 0,835848 _ -
i e e 10 IR0y 0i0401 e (3-8.31154 — 4) | -+ 2,00544 - 0,16802:
2 L 6.5,92016 |
0,75-12,0% 3083848 —4 6 y
M, =— 4 6 e = — — 2,09544-1,15512;
= 50 Loabio 5.92016 5.8766 ) 09544 - 1,1551
H, =— 7,890548 t; Hy = 1,09452 t; W, = 497468 mt
" = e el (Abb. 277.)
35,89 108 mt; W, = 6,23489 mt

- 6,80935 mt; M, -

M; = -

Belastung bei ungiinstiger Stellung der Katze des Laufkrans {(Abb. 278

d)
M = 13,50 mt; M, = 2,25 mt: 1 = 0,7500; 7' = 0,2500°
: 1
0id =— 0,00 - (13,50 + 2,25) (0,87192 — 0,64836) = — 15,84 482
- 15,84 482
X = — — — 0.42005 t-
1= 364100 e
5 13,504 225 0,6461.0,83848 £ LY = ’
G M 0 T e 502018 0,75 [8,31154 I,'_: — 0,75) — 214 0,42085 - 0,16892
= 0.82679 t;
. ; (2 —p)—2 g -
M = —xq| M+ M,) g = (M; — M) 'i-
d L M - o }
N
\\.
\\‘
.\.
N
2t~ _4 s
N\f?\\ Ml

Abh, 270.
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) 0,83848 (2 — 0,75) — 2

= 64 610-0,75 | (13,50 4+ 2,25
EEsmen 0T Uit ' 5,92016
. il
T (13,50 — 2,25) — 0,42085 - 1,15512
(13,50 2, d'-G.HT{'iE'hil_! 0.42005-1,15512;
M, =+ 3,62393 mt; My =— 204200 mt;
= £ (Abb. 279.)
M, = — 0,06459 mt; M, =+ 5,62939 mt.

5. Nachpriifung der Ergebnisse. Die gegenseitige Verschiebung oder Verdrehung

5 Querschnitts & mit N, M, oder Q, als &uBere Kraft ist fiir den berechneten Spannungs-
leich Null:

: Belastung (4b) (Abb. 274a).

1seitige Verdrehung des Querschnitts ¢ (Abb. 280a):

1
ds = 12,0 (— 13,2716 + 0,8319)

; 9 :

+ 13414 .lj (— 13,2716 4 10,1538) + ;— 15,8438

+ -5 5,159 (10,1538 — 5,2117) + - 18,573 (— 5,2117 — 4,4677)
1 Chiy Q& oEYe

+ - 12,0 (— 44677 + 0,6358) = 133,522 — 133,517 = 0,0.

B} Gegenseitige vertikale Verschiebung des Querschnittse (Abb. 280 b) ;

Te= f MMy '}‘ ds = 12,0.9.0. 1 (— 13.2716 - 0,8319)

i 13_-;[4-{ I’, 9.0 (—2.13,2716 + 10,1538)
I S
42,5 (— 13,2716 + 2- 10,1538) | '; 15,8438 (9,0 -+ :.;a,:J'.

(2- 10,1538 — 5,2117) - 18,5673 - : -0,0 (24,4677 -+ 5,2117)

~+ 5,159 - — . 2,

¥ 1]

1
— 12,0+ -9,0 (9.6358 — 4,4677) = 1241,274 — 1241,267 ~ 0.0.

Ansiitze mit statisch unbestimmten Schnittkriften und unbekannten
Verschiebungen. Die Auflésung der n linearen Gleichungen in Stufen liegt ins-
besondere bei Stabwerken nahe, deren Schnittkrifte abgesehen von der Belastung P
als Funktion von r = (n — f) statisch unbestimmten Schnittkriften und den
EJ fachen Betrigen f ausgezeichneter Komponenten g, (¢ =1...f) des Ver-
schiebungszustandes berechnet werden. Dies sind nach Abschn. 38 Knotenpunkt-
verschiebungen oder Stabdrehwinkel. Nach dem Superpositionsgesetz ist dann

r rf r
M=MP — SMOX, + Syg (MP — 3 Xy My) =My 4 SMG-Pyy. (494)
A1 H=1 A=1

M7, M{® sind die Schnittkrifte eines statisch und durch gz = 0 auch geometrisch
bestimmten Hauptsystems fiir die vorgeschriebene Belastung 8 und — X, = 1.
Die Schnittkraft M infolge 95 — 1 ist Null und daher die Schnittkraft Mg—"
infolee von wy = 1 durch die statisch unbestimmten Schnittkrifte X, p (h=1...7)
eines rfach statisch unbestimmten Hauptsystems bestimmt. Zur Berechnung der
# Unbekannten stehen die (# — f) = » geometrischen Bedingungen iiber den Verschie-
hungszustand des Hauptsystems (d; = 0) und die f statischen Bedingungen iiber
das Gleichgewicht der Schnittkrifte {64z = 0) nach Abschn. 38 zur Verfiigung.
;\:LLCh der Zerlegung des Ansatzes werden die statisch unbestimmten Schnittkriifte X,
in der Regel in der ersten, die ausgezeichneten Komponenten y, in der zweiten
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Stufe berechnet. Darnach ist
.'l.

Xy =X+ J".._\_;-}{h ¥a- (495)

en Untersuchung des durchgehenden Briickentrigers Abb. 281a wird
3 iften der E J, fache des Drehwinkels y,
't und in einer zweiten Stufe der Lésung bestimmt,
ch dann mit 4 = 0 auf ein neunfach statisch
r (E=1...6)

Zur stati
neben den s h unbestimmten &
der linken Endstiitze als Unbekannte verwend
Die Schnittk der ersten Stufe beziehen
unbestimmtes System (Abb. 281 D). In diesem werden die Stiitzenkopfmomente X

of ===y i = ' e e A B S
'_;}l = I / e £ PR B AT g
) ) > ; (AR ARA T =
; i < & il
[ | n &
b3 | ! T L
1 1 |
1 T 1 ] |
oYt R e —— T 5 I
Abb. 231,
[ =0 =240, k. =50, k. =15, h, =10,0, &' =30,
Lo=80, ¥ =12, hy=10,0, k! = 30, EJ = 1050000 tm?,

Langen in m.

en und aus der Forménderung eines dreifach statisch unbestimmten
Haug stems (Abb. 282) berechnet, dessen Schnittkrifte fiir "11 _'-'&’2 =1, _1’3 =1 nach
Abschn. 61 angegeben werden. Die geometrischen Bedingungen ergeben dann folgende Matrix:

5y X, s 2 X X

13,000 -+ 4,000

+ 4,000 - 22,114 - T4, IT4 | =4 5,519 — 5,519

5 R P B Lol P | S PR

T 55190 — 3,519 |4 18,114 | — 14,114

— 5519( 5516 — 14,114 |- 20,114 - 3,000

3,000 | == IZ2,000

Die konjugierte Matrix der Vorzahlen §,, wird nach Abschn. 20 berechnet. Das Ergebnis
lautet folgendermaBen: E

dyg gy Osg dgn (o g0
y " hoted i 5 - 1 e
1 | -+ 0.087048 ! 0,032G07 - 0,025190 -+ 0,007913 4 o,003508 i — 0,000802
. i B |t z | I
KXo | — 0032907 | + 0,106048 | - 0,081868 — 0,025715 — 0,011505 4 0,002809
i = : & A
] — VP& e o
Xag ©,025190 | + 0081808 | + 0,123245 ‘ — 0,023583 — 0,028082 |- 0,007246
X s O Lty - e | e
W0 | o,007013 0,025715 — 0,023583 | 4+ 0,134203 + 0,007210 — 0,024303
ek | =5
- T | iiE | — — —
Koo | + o,003586 | — 0,011505 | — 0,028982 ‘ + mogyz10 | -+ 0,127452 — 0,031863
Xsn — o,0008g2 | + o,002809 | + 0,007246 | — 00241072 o __- y
{0 | =) , Q0T E O24303 - 0,031863 -+ ©,001209

Im iibrigen soll die Untersuchung auf die Entwi
weis der Temperaturwirkung be c

cung der EinfluBlinie Xy und auf den Nach-
iben. Nach (405) und (328) ist
. : : 6
X = X 20 T X 24 Wa, .\n.-._-” — ,l"-;.'.!h "'S;' e
A

et
=]
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Der Laststabzug besteht aus einer Reihe einfacher Triger, deren Biegelinien §,, fiir — X, =1, |
nach 5. 112 durch Il
1r I ! 1 . .-5,‘1‘9?.‘:’:&1 r{f}‘::_‘:'?? % .,?1’.'_1’.11'
R — B wp oder Oy = @ p = 8 (3 weg— wp) . AT
heschrieben werden, Die Gleichung der Einflullinie X,, ist daher .i
mit den Vorzahlen B, in jedem Felde durch 2 Beitri i |
|
i : *qo73s 5T I
L 32907 i L.? Il
- Fora rqa 1 g = Sl +q 177 aEr 11
Feld1 Xgo= 0,106848 557 | Bee— {1 + e | @ : S % '
¥ H
T ( 25715 \ '
w 2 Xag= 0,08G868 3w — :l 1+ - F.;IJI | g |,
; \ 81808 / |
2 Frlakieda fiteki el
; F ; a1 e o Il
3 Xy =—0,011: J‘Jr | 3we— |1+ 11505 ) wp |, %i t% |
1',, f E- g’
s 4 Xgp= 0,002899 ‘_“ Wy ;
] &}f
Diese Funktionen werden mit Tabelle 22 berechnet und in 'ﬁ?ﬁé?a‘?" i
Abb. 283b aufgetragen. y !
Die statisch unbestimmten Schnittkrifte X, aus g, =1 (l
sind den DBelastungsgliedern d,, = — Y C,,-(EJ. 4,) mit |
Ef. A, = w450 =50m zugeordnet. Diese sind
a 15 0 1,00
= = = = oy —— -
o 5,0 ’
8y, = (4 0,0927 — 0,0353) 5,0 = 0,287, :
d;, = — 0,287, ;. = + 0,287,
4., = — 0,287, Ggs=10 L :
und daher X;, = ¥ friOess
1l
Ao 1 2 3 - 5 ] |
Apa | —0,088016 4 0,036052 +0,014864 +0,002001 —0,0072566 < 0,001814 mt '

Das Ergebnis ist in Abb. 283a eingetragen und durch die Biegungsmomente der Stibe des |
?\ui.-“hillpﬂ ilers L,i'l.,;LIth worden. Sie ¢ th‘!.u n sich durch 5'1"11\1 fl{}‘-l'lfl"l. nach Abb. 282,

Wird die Summe der Endmomente eines Stabesr, dere.x Drehsin hier i in Ubereinstimmung
mit S. 307 im Uhrzeigersinn als positiv gilt, mit K _ bezeichnet, so ist nach S. 317 die Bedingung
fiir das Gleichgewicht der &uBeren Krifte an einer aus dem Stabwerk abgeleiteten zwanglaufigen
Kette mit den virtuellen Geschwindigkeiten 44 = 1, 4,4 = 14 B4

& Kogtha

SA=0=JFK, 5,=F (K,g+ il 03 YPa= — 5 fl;.-,: ﬂ-r‘ 5 I{-ﬂlﬁ)
Die Pfosten der Kette sind von links nach rechts kg, kg, b, by, ihre Drehwinkel fiir py = d5 =1

daher #5 4 = 1, 954 = hg/hy = 0,5, Py 4= hy/h; = 0,6. Nach dem Prinzip der \rlrturlhn Ver- {
riickungen ist fiir die wandernde Einzellast P, = 1,

.E,‘ !I\”;\ U d = Lo Vi 4 -

Dabei ist K,, die Summe der Endmomente des Stabes r infolge der Einzellast P,, = 1 in m
und #, 4 die Verschiebung des Punktes m des Laststabzuges infolge von ¢, = 1. Sie wird aus den

statisch unbestimmten Schnittkriften X, , entwickelt. Damit ist die EinfluBlinie 1,4, gefunden. |
= | ?}rm A |
Wam = - ""h”ﬂ”‘ |

¥ K, 40,4 = —0,088016 - 1 —(0,021188 — 0,004 853) - 0,5

— (0,009347 — 0,008 165) + 0,5 = — 0,006274

Die Biegelinie im4 des Laststabzuges wird mit den Momenten Abb. 283a nach Abschn. 19 1l
berechnet. Sie ist, mit — 1/0,096274 multipliziert, die EinfluBlinie y ., die nach (4853) mit
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(R A | 3

Xg4 = + 0,036052 erweitert zur Bildung der EinfluBlinie von X, verwendet wird. Die Gleichung
134 T s ] 2 2 ! el i s :

fiir den Anteil Xg 4 y4m (X5 in Abb. 283b) lautet folgendermaBen:

I H = e 1
Feld 1: < 0,37447 = 0,088016 [3 wz — 1,40960 wp],
L]
o B — 037447 E 0,014864 [3 g — 0,85 840 wp].
»
- \n
e 8§ 3¥
éj |- 83 § 5
| g < g & =l
+Q058575 | i EER R 2
T\l * Q021784 | Bl AT i
i i
: + QOGRS = OETES :
] *gaorsz iy ORI i
= L |
5 8| !
i = = |
bl 30 = = !
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Die Schnittkrifte infolge einer Temperaturerhohung des Riegels um £ = 10° werden nach
dem Ansatz Xy = X,,_..“ + Yap Xz a4 berechnet, Der erste Anteil ist durch die Vorzahlen .'j-‘HL

und die Verschiebungen §1 des Hauptsystems bestimmt. Nach (311) ist
O =EJ ENDatl,.

k

Nii ist diz Langskraft im Stabe & infolge von — X, =1, y, = 0. J, = 0,5 m4, E [, il = 2520,
E J. atly = B40. Nach Abb. 2822 wird

k I 2 3 4 5 G
Ni% | © +00573 —0,0573 +00573 —o,0573 o t
N 0 —0,0353 -+ 0,0355 -o0,0927 — 0,0027 o t
so dad
Off =0 = 114820, &% =—ay = 202340, &P =8 =0.
-'Yk:.u o Zﬂn ﬁif‘,-'
R 1 2 3 4 5 6
Xxi0 | + 00800 — 90,2597 — 3.5595 -+ 79802 — 47276 - 1,1818 mt

Die Tc:npferaturﬂndtrung des Riegels erzeugt
system Abb. 2824, die mit den Anteilen aus
die in Abb. 284 eing
fiir 4 = 0 dar.

Schnittkriifte im statisch unbestimmten Haupt-
Xy, o Gberlagert werden, Auf diese Weise werr.?cn
etragenen Ergebnisse erhalten, Sie stellen die Momente aus Temperatur




Die Knotenpunktfigur.

300
Der unbekannte Stabdrehwinkel gy, wird nach (496
i (R 00800 - 1 0
: A 43,8358 ,
P P 13858
B
]
o
- 5 187
""" ——
l *J 2908 ?
o |
P2 TEUT =
#77 TREE
Xg =Xy o— 43,858 Xi i,
Xy =+ 0,0800 — 43,858 - 0,088016 3. 78 mt
Kammer, Statisch unbestimmte Hauptsysteme. Arm. Bet. 1914 S. 161 Hertw \
Die Berechnung der Rahmengebilde. Eisenbau 1921 S, 122. — Nakonz, W.: Die Berechnung

mehrstieliger Rahmen unter Anwendung statisch unbestimmter Hauptsysteme, Berlin 1924, —
Spiegel, G.: Mehrteilige Rahmen. Berlin 1920,

B. Die Berechnung durch Elimination der
Schnittkréfte.

38. Die statischen Bedingungsgleichungen.

Die Theorie des statisch unbestimmten Stabwerks ist in Abschn. 23 mit einer
Zerlegung in Teile (h) und (J) eingeleitet worden, um Gleichungen teils statischen,
teils geometrischen Inhalts zur Beschreibung des Spannungs- und Verschiebungs-
zustandes des Stabwerks zu bilden. Dieser allgemeine Ansaiz ist bisher stets auf
die geometrischen Bedingungen zuriickgefithrt worden, um die statisch unbestimmten
Schnittkrifte anzugeben. Unter Umstinden ist es aber zweckmiBig, diese zu eli-
minieren und zuerst die Komponenten des Verschiebungszustandes aus den Gleich-
gewichtsbedingungen zu berechnen.

Die Knotenpunktfigur. Durch die Aufteilung eines Stabwerks allgemeiner
Form entstehen Knotenscheiben (J), Gelenke (G) und Abschnitte (k) des Stabwerks.
Diese sind gerade oder gekriimmt und kdnnen auch aus geschlossenen Gruppen von
einzelnen Stéiben zusammengesetzt sein. Uber die Zerlegung des Stauwerks bestehen
keine anderen Vorschriften,.als daB jeder Abschnitt (%) nur zwei freie Querschnitte
erhilt, in denen er vorher steif oder frei drehbar angeschlossen war.

Die Konfiguration der Knotenscheiben und Gelenke in der Bildebene heilit
an}renpunktﬁ'gu:‘ (Abb. 289D). Sie ist durch die Gelenkpunkte ¢ und durch die
Sc'huittpuukio J, K von geraden Linien bestimmt, welche die Abgchnitte (h) des
Stabwerks vertreten. Die Schnittpunkte J, K ersetzen nach der Theorie des Stab-
werks, abgesehen von seltenen Ausnahmen, die Knotenscheiben und erhalten aus
diesem Grunde die Eigenschaft von materiellen Punkten, mit denen die AnschluB-
querschnitte (k) des Stabwerks zusammenfallen.

Die Bewegung eines Gelenkes (G) ist durch zwei Komponenten g, vg4, die Be-
Wegung eines Stabknotens (J) durch drei Komponenten u,, vy, ¢, beschrieben.
¢s wird als Knotendrehwinkel bezeichnet und im Uhrzeigersinn positiv gerechnet.

Beyer, Baustatik, 2 Aufl.,, 3. Neudruck. 20
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