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154 Die geometrischen Bedingungsgleichungen .

Verschiebung oder einer relativen Verschiebung aus den Anteilen der Belastung
und der statisch unbestimmten Schnittkräfte gebildet werden .

d k = d k0 + 2X h d th . ( 281 )

Sind die geometrischen Komponenten des Verschiebungszustandes überzählige
Größen eines Hauptsystems , so kann jede Schnittkraft nach dem Superpositions¬
gesetz aus den Anteilen der Belastung und den Beiträgen dieser unbekannten Größen
angegeben werden .

Kfo = Km0 + 2 (<pj KmJ + uj K ’
mJ + VjK " j ) . ( 282 )

Das räumliche Stabwerk mit k Knotenpunkten , dessen s Stabelemente wieder¬
um nur in zwei Querschnitten starr in Knoten miteinander verbunden sind , zählt

12 s Anschlußkräfte . Hierzu können noch t Zusatz¬
kräfte treten , welche einzelnen Zwischenstützen oder
Zugbändern zugeordnet sein sollen . Der Verschiebungs¬
zustand wird an jedem Knoten durch sechs Komponen¬
ten beschrieben . Dies sind drei Verschiebungen u , v , w
und drei Drehwinkel <px , <p y , <pz ■ Zur Berechnung der
unbekannten Größen (Anzahl 12 s + 6 k + 1) stehen 6 s
Gleichgewichtsbedingungen der an jedem Stab an¬
greifenden äußeren Kräfte , 6 k Gleichgewichtsbe¬
dingungen der an jedem Knotenpunkt angreifenden
äußeren Kräfte und 6 s Verträglichkeitsbedingungen
zwischen relativer Verschiebung der Endquerschnitte
und Verformung des Stabes zur Verfügung . Durch t
Zusatzstäbe sind / Verschiebungen gegeben . Die Anzahl
der Bedingungsgleichungen stimmt also auch hier mit
derjenigen der Unbekannten überein . Das Ergebnis
ist demnach , abgesehen von dem Ausnahmefall D = 0 ,
wiederum eindeutig .

Formale Abzählung der überzähligen Größen des räumlichen Stabwerks mit
steif oder gelenkig angeschlossenen Stäben :

6 - 4 =
Abb . 151 .

n — 6 si 2 + 3 s9 + s6 + / — 6 kt — 3 k3 (283)
(Abb . 151 ) . Daher kann das räumliche Stabwerk , dessen Elemente in allen Knoten steif
angeschlossen sind , statisch bestimmt berechnet werden , wenn 12 s -p / = 6 s 4 - 6 k
oder 6s + t = 6 k . In diesem Falle ist das Stabwerk ohne Belastung spannungslos
und der Spannungszustand unabhängig von Temperaturänderung und Stützen¬
bewegung . Die Berechnung eines beliebigen räumlichen Stabwerks kann ebenfalls
entweder auf einen Ansatz geometrischer Bedingungen mit den statisch unbestimmten
Stütz - und Schnittkräften als Unbekannten oder auf die Gleichgewichtsbedingungen
der Schnittkräfte am Knoten zurückgeführt werden , in denen die sechs geometrischen
Komponenten der Knotenverschiebung als Unbekannte auftreten .

A . Die Berechnung durch Elimination der
Komponenten des Verschiebungszustandes .

24 . Die geometrischen Bedingungsgleichungen .
Der Spannungszustand eines n fach statisch unbestimmten Stabwerkes kann

für jede Belastung nach S . 153 eindeutig beschrieben werden , wenn n von-
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einander unabhängige , statisch nicht bestimmbare Stützenwiderstände C oder
Schnittkräfte N , M , Q ausgezeichneter Querschnitte bekannt sind . Sie werden
in Zukunft unabhängig von ihrer Eigenschaft als Kraft oder Kräftepaar mit
XL. {k — 1 . . - tt ) bezeichnet . Die Ansätze ( 281 ) stützen sich allein auf das Gleich¬
gewicht der inneren und äußeren Kräfte und werden daher durch jede Annahme
über die Größe und den Richtungssinn der statisch unbestimmten Kräfte X k erfüllt .

Statisch überzählige Größen Xk und Hauptsystem . Wird eine Anzahl der
n statisch nicht bestimmbaren Stütz - und Schnittkräfte X k Null gesetzt , so entsteht
ein Hauptsystem des vorgelegten Stabwerks . Es ist statisch bestimmt oder statisch
unbestimmt , je nachdem alle statisch nicht bestimmbaren Schnittkräfte oder nur
eine Anzahl h von ihnen als , ,überzählig “ ausgeschie¬
den werden . Das Hauptsystem heißt in diesem Falle
(n — Ä) fach statisch unbestimmt . Als statisch über¬
zählige Größen lassen sich einzelne Komponenten
einer Stützkraft oder einzelne Komponenten der
einem ausgezeichneten Querschnitt k zugeordneten
inneren Kraft f (a ^- r ) dF verwenden . Selbstver -

k
stündlich können auch zwei oder alle drei Kompo¬
nenten (N , M , Q ) eines Querschnitts gleichzeitig
Null gesetzt werden .

Dieser Eingriff in den Spannungszustand des
vorgelegten Tragwerks kann durch reibungslose Ge¬
lenke, Führungen oder durch die vollkommene Tren¬
nung des Stabes verwirklicht werden , ohne damit
das Kräftebild des Hauptsystems zu ändern .

a ) X t = M k = / azdf .
k

Mit X k = 0 bestehen die inneren Kräfte im Quer¬
schnitt k nur aus einer Längs - nnd Querkraft , die
von einem Gelenk Abb . 152a übertragen werden
können .

b ) X t = N h = $ odf .
k

Mit X 2 = 0 bestehen die inneren Kräfte im
Querschnitt k nur aus einem Biegungsmoment und
einer Querkraft , die von einer Führung Abb . 152b
übertragen werden können .

c ) ^ 3 = Qk = Jtdf .
k

Mit X 3 = 0 bestehen die inneren Kräfte im Querschnitt k nur aus einem Bie¬
gungsmoment und einer Längskraft , die von einer Führung Abb . 152o übertragen
werden können .

d ) X t = M k , X t = N k , X 3 = Q k .
Mit X k = 0 , X 2 = 0 , X 3

— 0 sind alle inneren Kräfte im Querschnitt k Null ,
so daß das Tragwerk hier unterbrochen werden kann . Das Hauptsystem Abb . 152d
ist statisch bestimmt und besteht aus zwei Kragträgern .

Gleichgewicht einer beliebigen Gruppe von äußeren Kräften ist nur an einem
Hauptsystem mit kinematisch starrem Aufbau möglich . Der Ausnahmefall der un¬
endlich kleinen Beweglichkeit des Hauptsystems ist ebenfalls ausgeschlossen . Im

Abb . 15 :
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übrigen können die überzähligen Größen X k nach Art , Lage und Richtungssinn
grundsätzlich beliebig ausgewählt werden . Ist das Huuptsystcm jedoch aus beson¬
deren Gründen beweglich , so sind zum Gleichgewicht ausgezeichnete Eigenschaften
der Belastung $ und der statisch unbestimmten äußeren Kräfte X k notwendig .

Geometrische Verträglichkeit und Superpositionsgesetz im kinematisch
starren Hauptsystem . Die Gleichgewichtsbedingungen werden bei jeder Annahme
über die Größe der statisch unbestimmten Kräfte X k erfüllt . Dagegen ist nach (279 )
nur eine durch Größe und Richtungssinn ausgezeichnete Gruppe vorhanden , die in
Verbindung mit der Belastung % die mit dem vorgelegten Stabwerk verträgliche
Formänderung des Hauptsystems erzeugt . Diese ist durch die Stützung und durch die
Dehnung und Biegung der Stäbe , also durch die Schnittkräfte bestimmt . Spannung
und Formänderung sind im Bereiche des zulässigen Tragvermögens durch das
Hookesche Gesetz linear miteinander verknüpft . Daher entstehen zwischen der
Belastung iß {P 1 . . P n ) , den Schnittkräften und der Verschiebung oder Verdrehung
ausgezeichneter Querschnitte k lineare algebraische Gleichungen oder lineare
Differentialgleichungen , welche durch Superposition der Absolutglieder , also durch
Superposition der äußeren Kräfte iß und der anderen äußeren Ursachen gelöst
werden können . Das Hookesche Gesetz ist also die Voraussetzung für die Gültig¬
keit des Superpositionsgesetzes , nach dem irgend eine mechanische oder geometrische
Wirkung W h ( Kraft oder Verschiebung ) eines statisch unbestimmten Tragwerks als

k = n
Wh = 2W hk P k ( 284 )

k —1
angegeben werden kann .

Die statisch überzähligen Stütz - und Schnittkräfte X k (k = 1 . . . n ) des Stab¬
werks sind als innere Kräfte stets Doppelkräfte und neben der Belastung iß äußere
Kräfte des Hauptsystems . Ihr Richtungssinn und ihre Größe werden derart bestimmt ,
daß die Formänderung des Hauptsystems aus seiner Belastung iß , X k (k = 1 . . . » ) ,
aus seiner Temperaturänderung t,At und seinen Stützenverschiebungen A e mit
der Formänderung des vorgelegten Tragwerks übereinstimmt . Dies gilt insbesondere
auch an denjenigen Querschnitten k , an welchen Schnittkräfte zur Bildung des
Hauptsystems als statisch überzählig angesehen und durch äußere Kräfte X k er¬
setzt worden sind . Die relativen elastischen Verschiebungen oder Verdrehungen
ö '

k
‘ = ifi ’jvji der Ufer dieser Querschnitte k des Hauptsystems sind daher Null .

Damit treten zu den Gleichgewichtsbedingungen für die äußeren Kräfte
iß , X k (k = 1 . . . n ) noch geometrische Verträglichkeitsbedingungen für den Ver¬
schiebungszustand des Hauptsystems . In diesem werden die Komponenten d k , die
stets als gerichtete Größen anzusehen sind , in der Regel nach Vereinbarung ent¬
gegen dem Richtungssinn von X k positiv gerechnet . Die Verträglichkeitsbedingungen
werden nach (281 ) in der folgenden Form angeschrieben :

= = 0 , (* = i )
oder l (285)

l £- w = ljr W 0* = 0 , (k = 1 , . . . , h ) . |
Die Anzahl der Verträglichkeitsbedingungen stimmt mit der Anzahl n oder h der
überzähligen Größen X k überein , so daß die notwendige und hinreichende Grund¬
lage zu ihrer Berechnung vorhanden ist .

Entwicklung der Elastizitätsgleichung aus den geometrischen Verträg¬
lichkeitsbedingungen . Die relative Verschiebung ä k der Ufer k eines ebenen , statisch
bestimmten oder (n -- h ) fach statisch unbestimmten Hauptsystems durch äußere
Kräfte ?$ ,X k , durch Temperaturänderung und Stützenbewegung im Sinne von
— X k wird nach ( 35 ) aus dem Vergleich mit einem dem vorhandenen Kräftebild
benachbarten Spannungszustande abgeleitet . Hierbei entstehen die Ansätze (285)
mit der Arbeit aus einer virtuellen Belastung — X k = 1 [0) oder — X k = lf ~ h)
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und den Komponenten des vorgeschriebenen statisch unbestimmten Verschiebungs¬
zustandes (d k , e0 , dtp ) .

a ) l£» dk = J v<° > -JJ- + J M '°> + J * ££
+ J Vf oc, t <Zs + J M “» <fs - J£ CÄ>4 = 0 . ( 286)

bj ir w 4 = | + JMi- « ^ + J « r A) *

+ J N$ - v * t tds + J - 2JC '£ - U A . = 0 . (287)

Diese werden nach (281 ) durch Superposition in die Anteile aus den überzähligenGrößen X k und in die Anteile aus der Belastung iß (Index 0) , aus der Temperatur¬
änderung t , At (Index t) , aus den Stützenverschiebungen A e (Index s) zerlegt . Die
Stütz - und Schnittkräfte des Hauptsystems aus allen äußeren Ursachen ( iß , t , A t , A e)zusammen (k = 1 . . . n ) oder (k = 1 . . . h) erhalten die Bezeichnung Cg, , N ® , Afg ,
Q$ . Die Definition der positiven Richtung des Vektors ö k des Hauptsystems nach
S . 156 bestimmt mit den Schnittkräften Cjj.0)

, 2V)?\ Mj.
0 ’ , Qf 1 oder C '

k
~ h)

, N {^ ~h\
M [

k
~ h\ Q [

k
~ h) aus — X k = 1 die Form der Superposition ,

a ) Superposition im statisch bestimmten Hauptsystem :
C$ = Cg» ; * $ = * «»

; Q$ = Q™ :
C = er ~ 2 Xk er ; N = Nf - 2 x k xr ;

M = M (r — 2 Xk M{r ; Q = Qr - 2 Xk Qr -,
{k = 1 , . . . , n)

b ) Superposition im (n —

c$ ~ h ) == er ~ h ) + cr ~h)

= N <— » + N t
in~ h)

M$ ~h ) = Ml n~ h> + M}— h)

h ) fach statisch unbestimmten Hauptsystem :
+ CJ- “ ; C = C§

~ « - 2X k Ci- » ;
+ Nr ~h ) ; AT = IV(g

- A> - 2 1x k N £n~h) ;

+ Af,<» " * >; M = M'
(g

_w - 2 Xk Mi n ~ h ) ;
Q$ ~ h) = Qi>n ~ h ) + Qtin

- M + Qln - h) -,
(* = ! . .

Q = C<r w - 2X h Qi- »

, h ) .

(289)

Die Verträglichkeitsbedingungen (286 ) und (287 ) lassen sich darnach folgender¬maßen entwickeln :
Elastizitätsgleichung (k) für das statisch bestimmte Hauptsystem :

i? ’V N „ ds

■2

Form a :

•TT '+ J* «» «
1 + 4 «. ' ^ +

1 jxQ,ß ld ~

- Jm ^
-

XiU » * EF * EJ
Mfds

+ i M‘

+ J' EJ
- X’ Ux ^ + t ^ -TJ

GF

Q'i d s‘
EF

N . ds

+ F41 - (290 )
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Elastizitätsgleichung (k) für das (n - h ) fach statisch unbestimmte Haupt¬

system :
Form a :

! <«-* >^ = 0 = JiVr
»»n ;in - h) ds

+ Jm ? - . M '
,(
n - h) ds

rj « e :[n- h)
k

0<8
G FEF ‘ J "' * -E /

EF GF

- * . [J
N [n- h)2 ds Mi n- h'2 ds

‘ PEF ' J EJ
Nl^ dsMt

EF + Ja *1*
M (n-h) de

.-h ) t Vit>_ _ .
EJ

- J *.Qi“-*’* *
G i 7

[n- h)
k

Q {r h) ds
GF

( 291 )

Das erste Glied des Ansatzes (290)
N n ds . (* „ , M „ ds

f ApF + J
'
" > EJ

— 2 Cek ^ e
~

+ JxQ k ^ + fN lt oi t tds + $ Mt ±f - d s

Ifcl^ fco + &kt + dks) —

ist der Ausdruck für die Arbeit einer virtuellen Belastung — X k = 1 bei einer Form¬
änderung des Hauptsystems durch eine Belastung $ , die Temperaturänderung
(t ,

'& t ) und durch Stützenverschiebungen A e . Das positive Ergebnis bedeutet daher
die gegenseitige Verschiebung oder Verdrehung des Punkte - oder Geradenpaares k
des Hauptsystems aus diesen äußeren Ursachen im Sinne von — X lc . Der Ansatz

J N k N, ^ + JM * M, Ji + J * = 1 , d,i ( 292 )

wird als Arbeit der virtuellen Belastung — X k = 1 bei einer Formänderung des
Hauptsystems durch — X 1 = 1 erkannt . Das positive Ergebnis ist die gegenseitige
Verschiebung oder Verdrehung des Punkte - oder Geradenpaares k des Hauptsystems
infolge — Xx = 1 . Die entsprechenden Teilwerte von (291 ) sind Arbeiten einer vir¬
tuellen Belastung — X k = ljf ~ w bei einer Formänderung des statisch unbestimmten
Hauptsystems . Das positive Ergebnis bedeutet daher auch die gegenseitige Ver¬
schiebung oder Verdrehung dk ($

,>
, im Sinne von — X k . Die Ansätze (290)

und (291 ) können damit folgendermaßen verwendet werden :
Elastizitätsgleichung (k ) für das statisch bestimmte Hauptsystem :

Form b :
= 0 = ö. Aj ^ kl — -̂ 2 Ö k 2 — ' ' ‘ — X k $ kk — ' X „ 8 k ( 293 )

Elastizitätsgleichung (k ) für das [n — A) fach statisch unbestimmte Haupt¬
system :

Form b :
<5* = 0 = *<$ > • X ftn - h) . X A<n- h )i- Vie^ X h ö^ . (294)

Die Form b bestätigt das Superpositionsgesetz (284) für die Verschiebungen eines
statisch bestimmten oder statisch unbestimmten Systems und kann daher auch un¬
mittelbar Ungeschrieben und nach ( 290 ) entwickelt werden . Sie bildet durch ihre
übersichtliche geometrische Bedeutung die einfachste Grundlage für die unmittel¬
bare Berechnung der statisch überzähligen Schnittkräfte {X r . . . A n ) .

Die von der Belastung unabhängigen Verschiebungen ö ki , des Haupt -
Systems werden im Rahmen der algebraischen Lösung als Vorzahlen der überzähligen
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Größen bezeichnet . Die Verschiebungen <5* 0 , <5* 0 des Hauptsystems aus Belastung ,
Temperaturänderung und Stützensenkungen sind die Absolutglieder des Ansatzes
und heißen Belastungszahlen . Sie werden bei einer in dem beliebigen Punkte m des
Lastgurtes wirkenden Einzellast P m = 1 t mit dkm , bezeichnet und bedeuten
dann die Ordinaten der Emflußlinien der gegenseitigen Verschiebung oder Ver¬
drehung der Ufer des Querschnitts k im Sinne von — X k .

In den Sätzen von Betti und Maxwell ( 38 ) wird die virtuelle Arbeit einer
Kräftegruppe P m bei der Verschiebung eines « fach statisch unbestimmten
Stabwerks infolge der Belastung durch eine Kräftegruppe P k mit derjenigen der
Kräftegruppe P k bei der Verschiebung <$ĵ durch die Belastung P m verglichen .

2P m ^ \ = i : P k W n . (295)
Daher ist in einem statisch bestimmten Hauptsystem

1 * &kZ (P,X ) = 2 Pm &mk — öllc — ■ • • — Xt dkk — ■ • ■ — X n dnk = 0 , (296)
so daß noch eine dritte Form c der Elastizitätsgleichung entsteht .

Elastizitätsgleichung (k ) für das statisch bestimmte Hauptsystem :
Form c :

^ l ^lfc + -^2 ^2 * + ■ • • + Xk <5* k + • • • + Xn 8nk = yP m Ömk -\- <5* t + Öks . (297)

Elastizitätsgleichung (k ) für das (n — A ) fach statisch unbestimmte Haupt¬
system :

Form c :
w + a§r w + • • • + * * 6&- K) + - - - + x h

= £ Pm ömk M + äjT" + «ft"" •
Die Vorzahlen ä ik jeder Gleichung (k ) sind jetzt Verschiebungen oder Verdrehungen
ausgezeichneter Querschnitte i des Hauptsystems im Sinne von — X t durch die Be¬
lastung — X k

— 1 . Die Belastungszahlen d mk und <5j£*
w sind Verschiebungen der

Punkte m des Lastgurtes im Sinne der Last P m infolge — X k = 1 . Besteht die
Gruppe EP m aus gleichgerichteten Lasten , so sind d mk , ö i

l
"

k
M Ordinaten der Biege¬

linie des Lastgnrtes des Hauptsystems für — X k = 1 . Sie werden bei einer gra¬
phischen Untersuchung nach den Abschnitten 20, 21 zusammen mit den Vorzahlen
aus einem Verschiebungsplan des Hauptsystems für — X k = 1 erhalten .

Berechnung der Vorzahlen und Belastungszahlen . Die Ansätze a bis c unter¬
scheiden sich nur durch die Form der Rechen Vorschrift . Die Vorzahlen und Be¬
lastungszahlen des Ansatzes a werden als Ausdrücke für die Arbeit einer virtuellen
Belastung angeschrieben und durch Integration mathematisch gewonnen . Die Vor¬
zahlen dki , ökk und die Belastungszahlen <5* 0 der Ansätze b und c sind relative
Verschiebungen oder Verdrehungen ausgezeichneter Querschnitte k des Haupt¬
systems im Sinne von — X k . Sie werden nach den Tabellen des Abschn . 19 einge¬
setzt , nach Abschn . 18 berechnet oder zeichnerisch gefunden .

Die vollständigen Vorzahlen und Belastungszahlen bestehen im allgemeinen
aus drei Summanden , welche den Einfluß der Längs - und Querkräfte und den¬
jenigen der Biegungsmomente getrennt zum Ausdruck bringen . Der Anteil der
Querkräfte ist stets unbedeutend und kann gegenüber dem Fehler aus anderen
ungenauen Annahmen der Rechnung vernachlässigt werden . Dasselbe gilt bei bie¬
gungssteifen Stäben zumeist auch von dem Anteil der Längskräfte . Daher werden
in der Regel die Vorzahlen und Belastungszahlen , abgesehen von Temperaturwirkung
und Stützensenkung , auf den Anteil der Biegungsmomente beschränkt . Dies gilt
besonders bei neu zu entwerfenden Bauwerken , deren Querschnitte zunächst auf
Grund von Schätzungen oder überschlägigen Berechnungen angenommen werden
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müssen . Da die Abschätzung von Verhältniszahlen einfacher ist , wird ein £ / c facher

Betrag der Vorzahlen und Belastungszahlen berechnet . J c ist ein Vergleichs wert ,
durch welchen das Verhältnis JJJ in möglichst einfachen Zahlen angegeben werden

kann . Dasselbe gilt von der Einführung eines Vergleichsquerschnitts F c , so daß

der EJ „ fache , vollständige Betrag einer Vorzahl folgendermaßen lautet :

d s « I Mjf M ,ds -j- I M/e M ,

Da der EJ Jache Betrag der Formänderungen aus diesem Grunde bei der Be¬

rechnung statisch unbestimmter Tragwerke die Regel ist , werden in Zukunft zur

Abkürzung des Ansatzes die EJ e-fachen Beträge der Verschiebungen oder Ver¬

drehungen mit öik , ökk , ök ® bezeichnet . Der absolute Betrag von / „ ist nur zur

Berechnung von dkt und dks notwendig .
Die analytische Berechnung der Vorzahlen und Belastungszahlen zwingt in der

Regel zur Aufteilung des Integrationsbereiches in einzelne Strecken lh , deren ela¬

stische Eigenschaften durch ein mittleres Trägheitsmoment J h und eine die Quer¬
schnittsgestaltung bestimmende Funktion J hjJ = '

Qh beschrieben werden .

M k M,MiM ,

h h h
(300 )

N h ctt tds + M ,dk , = EJ , EJ c ZC et A ,

hh

Die Integrale werden nur dann formal integriert , wenn J hjJ und F hjF konstant
sind oder durch eine leicht zu integrierende algebraische Funktion ersetzt werden
können .

In vielen Fällen ist = J hjJ — 1 oder J hfJ cos a = 1 . Die Rechnung ist dann
besonders einfach . Sie wird mit Hilfe der Tabellen 12 und 16 ausgeführt . Andere An¬
nahmen über die Funktionen JJJ und J hjJ cos a sind in Abschn . 18 und in den
Tabellen 13 bis 15 ausführlich erörtert worden . Dasselbe gilt von der numerischen
oder graphischen Lösung des Integrals .

Die Einflußlinien der überzähligen Größen setzen sich aus den erweiterten Biege¬
linien dmk (k — l . . . n) zusammen , welche für den Lastgurt des Hauptsystems be¬
rechnet werden . Dies geschieht nach den Angaben in den Abschnitten 20 und 21 .
Sie werden je nach der Richtung der wandernden Last P m = 1 t in senkrechter ,
waagerechter oder beliebig schräger Richtung aufgetragen .

Berechnung der virtuellen Arbeit in statisch unbestimmten Systemen mit
einer Zerlegung der virtuellen Belastung . Die Vorzahlen und die
Belastungszahlen bjj

h) der Elastizitätsgleichungen für das (n — h ) = rfach statisch
unbestimmte Hauptsystem werden nach S . 158 als Ausdruck für die Arbeit einer vir¬
tuellen Belastung l fc bestimmt . Sie bedeuten geometrisch den E/ c fachen Betrag
der gegenseitigen Verschiebung und Verdrehung der Ufer eines ausgezeichneten
Querschnitts k des Hauptsystems im Sinne von — X lc . Der Einfluß der Längs¬
und Querkräfte wird auch hier nach Abschn . 18 vernachlässigt , so daß nach (289) ,
(291 ) und S . 160 die Ansätze eines (n — Ä) = rfach statisch unbestimmten Haupt¬
systems folgendermaßen lauten :

IST’ aw
h

(301a )
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Np Np Mp Mp
h h

Np a , tds -\- Mp (301b)
h h

m ->Np Mp Mfi EJ . SCftA
h h

Die Rechenvorschrift ( 301 ) läßt sich wesentlich vereinfachen , wenn die virtuelle
Belastung l ).

r> des rfach statisch unbestimmten Hauptsystems durch die ihr äqui¬
valenten äußeren Kräfte ljj.

01
, Y{

B\ (H = 1 . . . r ) eines darin enthaltenen , beliebigen ,
statisch bestimmten Hauptsystems mit den Überzähligen YB ersetzt wird .

lST
’ sai « , Yg>t) . ( ff = l . . . r) . ( 302 )

In derselben Weise können auch die Komponenten <5JjT] , <5 . . . des Verschie¬
bungszustandes des statisch unbestimmten Hauptsystems als Funktion der vor¬
geschriebenen Belastung iß und aller übrigen äußeren Ursachen aus der Formände¬
rung eines statisch bestimmten Hauptsystems abgeleitet werden . Die Formänderung
wird , abgesehen von der Temperaturänderung und Stützenbewegung , von einer
Gruppe von äußeren Kräften hervorgerufen , die aus der Belastung iß und den ihr
zugeordneten statisch unbestimmten Schnittkräften Ygj, besteht . Diese enthalten
unter Umständen auch Anteile aus Temperatur - und Stützenänderung .

r r
« = m Sin ys?i

Y(Sl + YjgI + Yg '.*28 + *2? + *2? ;
In Verbindung mit (302 ) ist

120 , *&1 (r ) Ä(r ) U0 , *& (ff = ik u k ®k u k <$ ■k u k ®

lifMJS
da die relativen Verschiebungen Öh ® , b [

B\ der Querschnitte H des statisch un¬
bestimmten Hauptsystems nach Vorschrift Null sind . Die Ansätze (301 ) zur Berech¬
nung der Verschiebungen eines statisch unbestimmten Stabwerks werden daher nach
der folgenden Rechenvorschrift abgekürzt :

M p MPi p &pMP Mp

N [P N ‘pir öpMP MP

Np Zit ds + MpMp M \> ds -{- E J ,

(305 )

h h h

MP M (/ > EJcSCpA ,NP NP

Die virtuelle Belastung — X,,. = 1 wirkt hier an einem beliebigen , in dem rfach
statisch unbestimmten Hauptsystem enthaltenen statisch bestimmten Stabwerk
und erzeugt in diesem die Schnittkräfte N (P , MjU . Sie. treten in den Integralen
an die Stelle von NP , Mp des rfach statisch unbestimmten Hauptsystems . Der

Beyer , Baustatik, 2 . Aufl ., 2 . Neudruck. 11
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Integrationsbereich wird auf diese Weise kleiner , daher sind auch die Ansätze für

<5JT® , Wl einfacher und im Ergebnis genauer
Der Ansatz (b ) zur Berechnung von h überzähligen Großen X k (k — 1 . . . h)

aus einem rfach statisch unbestimmten Hauptsystem kann hiernach folgender¬
maßen entwickelt werden :

x,dp + - - - X]c ö£l + - - - x h öjrl = d '& ,

XAWWI) + • • • * * (U0 , <̂ ) + • • • = i» >

Xi \jr § Vf N [n
- h) ~ ~ ds + Jm [0) M [n ~ n )

j ds ] + ■ • •

+ Xk [jr J Nj.0 ) Nln ~ h) -ß ds + J
’
M[0) jds ^ + • • •

+ Xh [
AJ N[a ) N\r h) r̂ d s + Jm ‘0 ) M\r h) jdsj

= Jjl fNi0 ) (N£- h) + Nl*-M + N?- h)) ~ ds + jMf (M <^ w + M <'i - '1) + Mf- '1,)
]
ß ds

+ EJ C [ J Al° >a t tds + \ Mr ^ ds - 2CSIA ,] .

(306 )

Werden die Verschiebungen ö 'P® , Wl des rfach statisch unbestimmten Stab¬
werks aus {ty,t,At , A e) oder aus — X f = 1 nach (305 ) in einem statisch bestimmten

Hauptsystem abgeleitet , so ist
1 (01 AfL _ 1 (0 ) JSjOL J _ 1 (0 ) A<p > . -i (0 ) X(rj1 k ° A® — l k °A® m Lk -£ FS (g) ) 1 k uki i « 'i’c. ZYm (307 )

Der erste Anteil kann als die Arbeit einer virtuellen Belastung nach Abschnitt 18
berechnet werden . Der zweite Anteil ist , nach Maxwell umgeformt ,

Sk . s (0)
Vk,2Ya { - EY 'm &Rt , {H — 1 . . . r ) (308 )

die Arbeit der statisch unbestimmten Schnittkräfte des rfach statisch unbestimmten
Hauptsystems aus den vorgeschriebenen äußeren Ursachen mit den Komponenten
<5$ *. des Verschiebungszustandes des statisch bestimmten Hauptsystems aus

Die Vorzahlen l *
’ • dp und die Belastungszahlen l *

’ • öfib werden daher nach ( 306 )
als Funktion von inneren , nach ( 308 ) als Funktion von äußeren Kräften berechnet ,
so daß mit dem Vergleich eine Nachprüfung der Ergebnisse erreicht wird .

Berechnung der virtuellen Arbeit in statisch unbestimmten Systemen
mit einer Zerlegung der Verschiebungen . Die gegenseitige Verschiebung oder
Verdrehung dp der Querschnitte (k ) eines rfach statisch unbestimmten Stab¬
werks kann ebenso wie die virtuelle Belastung l [r) in ( 302 ) auf ein statisch be¬
stimmtes Hauptsystem bezogen werden . Sie besteht dann aus einem Anteil öß$ ,
welcher von der Belastung , der Temperaturänderung und der Stützenverschiebung
herrührt , und einem zweiten Anteil aus den diesen Ursachen zugeordneten r statisch
unbestimmten Schnittkräften Yj?® des Hauptsystems .

ip Wb = 1P Wb + 1 P 1p SP = 1r 6® + 1 p dj?ßr Bi . (309)
Da nun auch die Belastung l [r ) auf ein statisch bestimmtes Hauptsystem bezogen
und durch eine äquivalente Belastung 1 | .0 )

, Y {a \ (H = 1 . . . r ) ersetzt werden kann ,
so ist nach Maxwell

Da ® + 1W:zr a®
- 2Y <i \ dgßyB (S)

= lf W*
Vki • - 2Y lSi SL(t')Oßk •
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Da ferner die Verschiebungen <5£>
fc des statisch unbestimmten Hauptsystems nach

Vorschrift Null sind , so ist auch die Arbeit der Kräfte Yu ® , Yb\ Null und damit
u rt <% = ir <5% ; ir «5ß = ir c . 010 )

Die Verschiebungen eines statisch unbestimmten Stabwerks können daher im Ver¬
gleich zu (305) auch folgendermaßen berechnet werden :

h

irw = 4 r) = 2 tJ m p jds
-
, — — ej c 2c {eiA e ;

h

lWVt = W ^ = EJ c 2llNro .t tds + $ MV ^ ds \ .
h h

Die vollständige Elastizitätsgleichung (k ) eines in der Form b nach (294) ange¬schriebenen Ansatzes läßt sich ebenso umformen :
* 1 *21 + + . . - x h ö& = <% ,
Xißi r>%°

}) + • • ■ * * ( 1« ) + • • • Xh (iyö [t = 1? ^ .

+ j Mk
~ h ) Mi ) -fds ] + • • •

+ V, [EJ N m ^ ds + j M? - » M£»>A ds] + • • •

+ X h [E J2V£- » ^ 0>J ^ + Jm ? " » Mj®
^ is ] ( 312 )

= = ^ JV ? - » V '0) <2s + Jm ? ' » M <°> -J- °- ds

+ £ / e [ J2V? - » a ^ is + jM ? - » ^ is

Da die virtuelle Belastung 1 ? nach (302) durch ljj.0 )
, YE \ (H = 1 . . . r ) äquivalent

ersetzt werden kann , ist

W W® = ii 0) Wk - ag ’
® ; 1 ? ag? = 4 0) <J£V - 2 y <° > a»>

4 . (313)
Der erste Anteil der Ansätze besteht aus Verschiebungen eines statisch bestimmten
Hauptsystems durch ( iß , t , A t , A e) oder —X { = 1 , die nach Abschnitt 18 berechnet
oder aus Tabellen 12 ff . entnommen werden können . Der zweite Anteil ist die Arbeit
der statisch unbestimmten Schnittkräfte YEk (H = 1 . . . r ) aus der virtuellen Be¬
lastung — X k = 1 mit den Komponenten du ® , des Verschiebungszustandes
des statisch bestimmten Hauptsystems . Die Vorzahlen werden auf diese Weise als
virtuelle Arbeit von äußeren Kräften angegeben . Der Vergleich mit ( 311 ) bildet
wiederum eine Prüfung für die Richtigkeit der Rechnung .

Die Elastizitätsgleichung als Minimalbedingung der Formänderungs¬
energie . Die Formänderungsenergie die Ergänzungsenergie A * eines Stabwerks
oder die erweiterte Funktion A ** ist nach (37 ) bei Gleichgewicht der inneren und
äußeren Kräfte ein Minimum . Da nun die statischen Bedingungen durch beliebige
Annahmen über die Selbstspannungszustände X k ( k = 1 . . . n ) erfüllt werden , er¬
halten diese in den Funktionen A it A * ,A ** die Eigenschaft von unabhängigen
veränderlichen Größen , nach denen die Funktionen partiell abgeleitet werden kön¬
nen . Nach dem Minimalprinzip E . Castiglianos entstehen daher bei n statisch
überzähligen Größen mit n partiellen Ableitungen nach X k die folgenden n Be¬

ll *



164 Die geometrischen Bedingungsgleichungen.

dingungsgleichungen :
dA t
dX k

abgesehen

0 ;
dA *

= 0 ;
dAf *
Tx7 = 0 , (£ = ! . . . » ) . (314)

Diese genügen , abgesehen vom Ausnahmefall , zur eindeutigen Berechnung der
n überzähligen Größen X k , die hier nicht mehr auf den Begriff der einzelnen Schnitt¬
kräfte beschränkt werden müssen , sondern beliebig aus ihnen zusammengesetzt sein
können , wenn die Gruppen unabhängig voneinander bleiben .

Die Ergänzungsenergie eines Stabwerks , dessen Symmetrieebene mit der Kraft¬
ebene zusammenfällt und dessen Spannungen nach den Regeln der technischen Biege¬
lehre berechnet werden , ist nach (158 ) und ( 163 ) mit den vorgeschriebenen Stützen¬

verschiebungen
(315 )

Soll außerdem eine Temperaturänderung des Baustoffes berücksichtigt werden ,
so tritt hierfür die Funktion

1 p / A' 2 Mg y. Qj
2 J \ EF

_l' EJ V
^ GF + J ( N a , t + M ds - 2C e A e ( 316 )

Die Stütz - und Schnittkräfte sind nach dem Superpositionsgesetz Funktionen
der unbekannten X k . Als Ansatz wird (288) gewählt .

C = C0 — X x Ck — X 2 C2 — • • • X k C k • • • X n Cn ,
N = N 0 - X 1 N 1 - X 2 N2

- • ■ ■ - X k N k - X n N n ,
M = M0 - X 1 M1 - X 2 M2 - X k Mk - Mn ,

Q — Qo -̂ t Qi ~~ Q2 — • ■ • X k Qk • ■ • X n Qn .

Die partielle Ableitung der Funktion A ** nach X k und damit die Minimalbedin¬
gung k ist

c N dN , ,
J EFdXk

S + f M 8M , ,
iwjJx k

ds + r dN
\

-dx k
* t tds

+
C OM a , At ,

J
-dxk r̂ ds ~ oII

<0
jî

5C
| r£,

(317 )

? :v. = — Nkäx k
k ’

dM
dXl ~ ~ M* >

° Q — — odXk
~ Vk >

dC
~dXt

~ ~ ^ k (318)

wird dieselbe Elastizitätsbedingung erhalten wie unter (286) , welche mit dem An¬
satz (288 ) weiter entwickelt worden ist .

Die Ableitung der Elastizitätsgleichungen mit dem Prinzip E . Castiglianos
nimmt im Gegensatz zu der anschaulichen geometrischen Methode nach (293 ) die
Zwangläufigkeit der mathematischen Behandlung als Vorteil für sich in Anspruch
und bietet die Möglichkeit , aus statisch unbestimmten Schnittkräften Yh neue
überzählige Größen X k zu bilden , mit denen Ansatz und Lösung vereinfacht werden
können . Dies wirkt sich jedoch meist nur in einzelnen Ausnahmefällen aus , so daß
die Lösung nach E . Castigliano in der Regel einen Umweg bedeutet , da der Ansatz
(293) und seine Ergänzung durch den Abschnitt 19 die Elastizitätsgleichungen be¬
reits in integrierter Form bieten .

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wird jede Elastizitätsgleichung in Zu¬
kunft nach dem Ansatz (293) oder (294) entwickelt .

Worch , G . : Beispiele zur Anwendung des Reduktionssatzes . Beton u . Eisen 1924 S . 39 .
—• Pasternack : Berechnung vielfach statisch unbestimmter biegefester Stab - und Flächen¬
tragwerke . 1 . Dreigliedrige Systeme . Zürich 1927 .
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25 . Die Grundlagen für die Bildung der Matrix .
Ansatz . Die n Elastizitätsgleichungen zur Berechnung von n überzähligen

Größen X k aus einem statisch bestimmten Hauptsystem erhalten nach der Be¬
gründung in Abschnitt 24 folgende Form :

&ki + -̂ 2 dki + • • • X k ökk + • • • <5j. (n_i ) + X n d kn = dk0 .
Bei einem (n — h ) fach statisch unbestimmten Hauptsystem erscheinen nach (294 )
die Verschiebungen d '

kk
' h)

, ö (ki
~h), dk

‘
0
~M . Die n Gleichungen werden zur besseren

Übersicht in einer Zahlentafel ( 319 ) zusammengefaßt :

-Xi X 2 A J. _ 1 X k ^ n+ i A „ _ j Xn
«hi <5l2 <5k * - i ) <5i * <5i (it+ i ) <5l <» - l ) ^ 1«

<52i <522 ^2 (fc—1) <52 lfc+ 1) ^2 (n - 1) <52 »

<5* u + i ) <5* (n - l ) <5kn

<5<n - l ) l <5<n —m <5<n —1) (fc—11 <5(11- 1) 1; ^ Oi- l ) (* + l > <5(n —1) (n - 1) <5(n- l ) n

<5» i *5«2 <5b [* - i > <5„ * <5n (l:+ l ) (n —1)

^10

<5-20

<5«

(5(n - l ) O

<5n0

(319 )

Für den allgemeinen Belastungsfall tritt an die Stelle von dk0
<5*:®) — + d ks .

Die gegenseitigen Verschiebungen oder Verdrehungen ökl . . . . dkh . . . der Ufer
des Querschnitts (k ) infolge von — X h = 1 (h = 1 . . . n ) werden als virtuelle Ar¬
beiten lfc - iJfc ! . . . l k ' ö kh . . . der Kräftegruppe — X k = 1 berechnet . Sie erhalten den
gleichen Richtungssinn wie die Kräfte — X k . Die Summe der Vorzahlen einer
Zeile (k)

dki + dk2 + • • • d kk + • • • d kn = dk ^ , ( 320 )

kann als die virtuelle Arbeit der Kraft — X k = 1 bei einer Formänderung des
Hauptsystems aus dessen Belastung durch — X k = 1 • • • — X n = 1 , also durch
die Nachrechnung von lj . - <5* v geprüft werden . Hieraus entsteht mit k = 1 . . . n
h - n
2 = l .s <5x .£ = (<5n + • • • <5ln) + (<521 + • • • d2n) + • • • ( <5„ i + • ■ • dnn ) (321 )

und damit eine allgemeine Rechenprobe für die Richtigkeit des Ansatzes .
Die Matrix der Elastizitätsgleichungen ist mit ö ik = ö ki zur Hauptdiagonale

symmetrisch . Die Tafel (319 ) kann daher abgekürzt angeschrieben werden . Im Grenz¬
falle sind entweder die n überzähligen Größen in allen n Gleichungen enthalten oder
sie sind unabhängig voneinander . Die Matrix ist dabei voll besetzt oder auf die
Hauptdiagonale beschränkt . Die Nebenglieder sind dann Null . Beide Grenzfälle sind
Ausnahmen . Der Aufbau der zahlreichen , für das Bauwesen charakteristischen ,
statisch unbestimmten Stabzüge führt vielmehr zu ausgezeichneten Klassen von
mehrgliedrigen Bedingungsgleichungen . Sie unterscheiden sich nach der Anzahl der
Unbekannten , die in jeder von ihnen auftreten und den aufeinanderfolgenden Glei¬
chungen gemeinsam sind . Die Zuordnung der überzähligen Größen begründet in der
Regel die Zusammenfassung einer ungeraden Anzahl von ihnen , also drei - , fünf - ,
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sieben - und neungliedrige Gleichungen . Aus dem gleichen Grunde enthalten die
ersten und letzten Gleichungen des Ansatzes im Vergleich zu den mittleren eine ge¬
ringere Anzahl von Unbekannten .

Auflösung und konjugierte Matrix . Die Auflösung einer Gruppevon n linearen
Gleichungen begegnet in formaler Beziehung keinen Schwierigkeiten . Jede Un¬
bekannte kann mit den aus der Determinantentheorie bekannten Symbolen unmittel¬
bar angegeben werden .

= • - ^ än0 . (322 )

In diesem Ausdruck ist Dik die Adjunkte zu der Vorzahl ö ik der Matrix . Sie entsteht
aus der Nennerdeterminante durch Streichung der iten Zeile und der k ten Spalte .
Ihr Vorzeichen wird durch ( — l ) i+* bestimmt . Dem Bruch D ilcjD = ß ( ]c liegt ein
ausgezeichnetes Hauptsystem zugrunde . Er ist von der Belastung unabhängig und
allein durch die geometrischen und elastischen Eigenschaften des Stabwerks be¬
stimmt .

X k — ßlk ^l0 + • • • ßik ^ iO + ’ ' - ßkk ^ ko + ' ' ' ßnk ^nO - (323 )

Mit öik = dki wird nach einer Vertauschung der Zeilen und Spalten der Determinante
ebenfalls D ik = D ki , damit auch ßik — ßki und

X k — ßkl ^ io + • ‘ ' ßki ^io + ’ ' ' ßkk ^ ko + ' * * ßkn ^n 0. - (324)
Hiernach erhält ßki die Bedeutung der überzähligen Größe X k , wenn die Belastungs¬
zahl öi0 allein gleich 1 und alle übrigen <5Ä0 Null gesetzt werden . Der Index i durch¬
läuft dabei die Zahlenreihe 1 , 2 über k bis n . Bei n überzähligen Größen X k ent¬
stehen auf diese Weise der Zahl nach n 2 Vorzahlen ßik , von denen jedoch nur
1 /2 -n (n + 1 ) untereinander verschieden sind . Sie werden auch hier unabhängig von
der Belastung allein aus den elastischen Eigenschaften des Hauptsystems bestimmt
und bilden , als Spalten einer Tabelle angeschrieben , die konjugierte , zur Haupt¬
diagonale symmetrische Matrix zu (319)

^ 10 ^ 20 Ö(k - 1) 0 ö kQ ^ (* + 11# ^ Ol - DO

* 1 ßn ßl2 ßltk - lt ßik ßllk + 1) ßl (n - l ) ßin

ßn ßii ßnk - 1) ßik ßuk + i ) !
i

ßi (n - l ) ßin

x k ßki ßki j ßk (k - l ) * ßkk ßk (Jfc+ 1) ßk (n - ll ßkn

■

ßlt - Vl ßin - 1)2 ß (n - 1) (* - 1) ßln - l ) k ßln - V <* + l > ßln —ll <n - l > ßift - 1>n

ßnl ßn2 ßnlk - 1) ßnk ßn \ k + l ) ßn (n - 1) Pnn

Die Auflösung der geometrischen Bedingungsgleichungen mit Determinanten ist
nur bei einer Verknüpfung von wenigen Unbekannten möglich . Bei größeren An¬
sätzen wird stets nach den Vorschriften des Abschnitts 29 gerechnet . Dies geschiehtbei vorgeschriebener Belastung unter Einbeziehung der Belastungszahlen . Bei
mehreren Belastungsfällen wird in der Regel die konjugierte Matrix der Vorzahlen ßki
(325 ) verwendet

Xk = 2ßkA * ( A = l . . . » ) . (326 )
<= r
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Werden an Stelle der Vorzahlen d ik der geometrischen Bedingungsgleichungen (319)
zur Vereinfachung der Zahlenrechnung Vielfache dieser Werte , also cd ik verwendet ,
so ist

x k = 2 ßu (c <5<0) (k = 1 . . . n) . ( 327 )

Die Glieder der konjugierten Matrix ßki = ßki lc (k — 1 . . . n ) werden dann für
(cöi0) = 1 berechnet .

Steht eine wandernde Last P m = 1 in einem beliebigen Punkte m des Lastgurtes ,
so ist dk0 = dkm die Ordinate der Einflußlinie der gegenseitigen Verschiebung (k)
des Hauptsystems . Sie wird nach Maxwell als Biegelinie des Lastgurtes für — X k

— 1
berechnet . Demnach entsteht die Einflußlinie

i —n
X k — 2 ßki &mi (k — 1 - tl) (328)

durch Überlagerung der mit den Vorzahlen ßki erweiterten Ordinaten der Biege-
linien ömi {i = 1 . . . n ) oder als einzelne Biegelinie des Lastgurtes unter der gemein¬
samen Wirkung der überzähligen Größen

x n = ß<X l = ß: Xi = ß;
am Hauptsystem .

Die Auflösung der Matrix wird durch Einsetzen der einer vorgeschriebenen
Belastung zugeordneten Wurzeln X k in die geometrischen Bedingungen (319) nach¬
geprüft . Dasselbe gilt von den Vorzahlen ßki . Sie müssen den Ansatz (319 ) mit
dem Leitwert i , also mit den Belastungsgliedern <510 = 0 , . . . ö i0 — 1 , . . .<5n0 = 0
identisch erfüllen .

Fehlerempfindlichkeit der Lösung . Die Fehlerempfindlichkeit der Lösung
kann entweder nach dem Einfluß von Fehlern in den Vorzahlen d ik aus ungenauen
Annahmen oder nach dem Einfluß von Abrundungsfehlern in der Zwischenrechnung
beurteilt werden . Sie unterliegen gleichen mathematischen Kennzeichen , da die Ab¬
rundungsfehler als ungenaue Vorzahlen des Ansatzes gelten können .

Die Wurzeln der Lösung werden nach S . 166 mit X k = Dk/D angegeben , so daß
mit der Nennerdeterminante D auch deren Fehler allen überzähligen Größen X k
gemeinsam sind . Daher untersucht A . Hertwig den Einfluß der um dr pik d ik von
dem wahren Betrag dik abweichenden Vorzahlen (Sik 4; piköik) auf die Nenner¬
determinante D . Wird p ik =zp konstant angenommen und darunter ein größter oder
mittlerer Fehler verstanden , um den sich alle Vorzahlen von den wirklichen Werten
unterscheiden , so ist mit D' — D + AD für ( dik ± pd ik) an Stelle von d ik

Der Fehler p der Vorzahlen ist eine kleine Zahl , so daß die Entwicklung der Nenner¬
determinante D ' als Reihe von Potenzen in p mit dem linearen Gliede abgebrochen
werden kann . In diesem Falle ist

XP ^ ik ^ ik V A ^ ft- jy - — 2lP °ik Pi k ■AD
D ' (330)

Der Unterschied <pX k wird im Vergleich zum wahren Wert der Wurzeln X k am
größten , wenn die Summe nur aus positiven Gliedern besteht . Die Fehlerempfind¬
lichkeit der Lösung wird daher unter der Annahme eines Betrages ± p , also eines
Fehlers

£ ] Öik Dik \
<p =- ±p — -ßz P 2 2 j \ ßik ^ik \

i k
(331 )
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beurteilt . Der Zähler ist die Summe der n 2 Produkte der n 2 Unterdeterminanten Dik
von (n — l ) ter Ordnung mit den ihnen zugeordneten Vorzahlen ö ik.

Da nun die Nennerdeterminante D' als die Summe der positiven und negativen
Produkte d ikD ilc jeder Spalte angeschrieben wird , ist <p um so größer , je mehr sich
die Summe bei gegebenen p von dem « fachen Betrage der Nennerdeterminante D'
unterscheidet , je kleiner also D' wird . Ist D' = 0 , p + 0 , so ist cp unendlich groß .
Die Voraussetzung ist erfüllt , wenn zwei Zeilen oder Spalten einander gleich sind
oder mit konstantem Faktor ineinander übergehen . Der optimale Grenzwert liegt
bei 9? = ( i P ) n .

Die Empfindlichkeit der Wurzeln gegen Abrundungsfehler kann unter Um¬
ständen durch Transformation der Unbekannten X k abgeändert werden . Der Ansatz
erhält auf diese Weise eine größere Nennerdeterminante . Die Empfindlichkeit des
Ansatzes gegen Fehler in den Vorzahlen bleibt dabei bestehen . Beide Ursachen der
Fehlerempfindlichkeit können gleichzeitig nur durch Änderung des Hauptsystems
gemildert oder beseitigt werden .

Die Stützwiderstände C und die Schnittkräfte N , M , Q des Stabwerks entstehen
nach (288) durch numerische oder graphische Superposition der Anteile aus der
Belastung iß und den überzähligen Größen X k des Hauptsystems . Das Ergebnis ist
als Summe von positiven und negativen Beiträgen wiederum durch Fehlerempfind -
lichkeit gefährdet . Diese wird durch das Hauptsystem bestimmt und kann daher nur
durch dessen Abänderung beseitigt werden . Sie verliert um so mehr an Bedeutung ,
je kleiner die überzähligen Größen durch geeignete Anordnung und Belastung des
Hauptsystems sind . Am besten werden sie überhaupt nur als Unterschiede gegen¬über plausiblen Annahmen der überzähligen Größen berechnet .

Die Schnittkräfte des statisch unbestimmten Stabwerks . Die statisch
überzähligen Schnittkräfte X k aus den vorgeschriebenen Ursachen ( iß , t , A e) sind
neben der Belastung iß äußere Kräfte des Hauptsystems . Die Schnittkräfte und
Verschiebungen lassen sich daher nach den Abschnitten 13 ff . und 17 ff . wie bei
jedem statisch bestimmten Stabwerk für eine Belastung aus iß und X k (k = 1 . . . n)berechnen . Sie können aber auch nach (288 ) und (289) durch die gruppenweise
Überlagerung einzelner statisch bestimmter Beiträge C0 , M 0 usw . mit Ck ■X k , M k ■X kusw . oder einzelner Verschiebungen w0 usw . mit wk - X k usw . angeschrieben werden .Die statisch bestimmten Schnittkräfte M 0 , M k usw . sind einzeln und daher auch nach
der Gruppenbildung im Sinne von (284) im Gleichgewicht .

Die Einflußlinien der Schnittkräfte werden nach denselben Regeln aufgezeichnet .Sie entstehen entweder durch die unmittelbare Überlagerung der Anteile M 0 mit
M k - X k nach (288 ) oder durch die Verwendung der Ansätze (324ff . ) für X k . In diesem
Falle ist

M = M * - 2M k X k ;
k

= M't - 2 \Mk 2ß * t &niV,
k i

= M0 - 2 [ömi XM k ßki} ;

Q = Q0 — JEQkx k ;
k

= Qo ~ 2lQk 2 ßki &mi\ ’
k i

= Qo 2l ^mi 2Qk ßki \ - (332 )i k
Die Einflußlinien setzen sich darnach aus dem statisch bestimmten Anteil M 0 ,und einer resultierenden Biegelinie zusammen , die entweder durch Überlagerung vonn Biegelinien oder ebenso wie auf S . 167 als einzelne Biegelinie des Lastgurtes des

Hauptsystems für Kräfte . — Xi = 2J M k ßki (i = 1 . . . n ) gefunden wird .k
Nachprüfung der Kontinuität des Stabzugs als Rechenprobe für dieSchnittkräfte . Da die statischen Bedingungen durch die Art der Untersuchung an

jedem Abschnitt des Stabwerks von vornherein erfüllt sind , können die Stütz - undSchnittkräfte des statisch unbestimmten Stabwerks (C,N,M,Q ) nur durch die
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Untersuchung des zugeordneten Verschiebungszustandes als richtig festgestellt wer¬
den . Dies geschieht durch Nachprüfung der Randbedingungen des freien Stabwerks ,
welche durch die Abstützung vorgeschrieben sind und durch Nachrechnung der
relativen Bewegung <5J

n ) der Ufer von n Querschnitten . Das Ergebnis ($!n ) = 0
[i = 1 . . . n ) bestätigt die Richtigkeit der Rechnung . In der Regel begnügt man
sich mit einzelnen für die Nachprüfung geeigneten Ansätzen . Dabei sollen die Bie¬
gungsmomente ( 171 ) in einem möglichst großen Bereich des Stabwerks vorhanden
sein und sich von den Biegungsmomenten M { wesentlich unterscheiden .

Ergeben sich die <5 (n ) =)= 0 , so muß die Rechnung wiederholt werden . Eine
Abschätzung des Fehlers (5j

m) = A in seiner Bedeutung für den Spannungszustand
genügt nur bei kleinen Unterschieden . Sind die Vorzahlen ö ik der Elastizitätsglei¬
chungen richtig , so können die ö 'f 1 — A zugeordneten Unterschiede A X k der über¬
zähligen Größen mit den Vorzahlen der konjugierten Matrix ausgerechnet werden .
Um sich jedoch von allen Voraussetzungen der vorhandenen Lösung frei zu machen ,
wird die dem Fehler <5(

4
b ) = A zugeordnete Änderung der Stütz - oder Schnittkraft Z*

in einem (n — l ) fach statisch unbestimmten Hauptsystem festgestellt . Bezeichnet Z{
die genaue Stütz - oder Schnittkraft , Z* ihren fehlerhaften Wert in der vorhandenen
Lösung , so bestehen die folgenden Beziehungen :

<5jr i ) - zj «5r i > = o ,
A .

Die Subtraktion dieser Gleichungen liefert den Fehler
AZ^ Z. - Zt ^ A/b^ - * . (333)

Er läßt sich zur Vereinfachung der Rechnung mit
ÄZ i = A/6^ < AZ i (334)

abschätzen .
Das System wird daher von den Stützen gelöst oder an einer geeigneten Stelle

durchschnitten , um die ihrer Größe nach bekannten gegenseitigen Verschiebungen oder
Verdrehungen als Funktion der nachgewiesenen Schnittkräfte nach Abschnitt 13 ff.
zu berechnen . Die virtuelle Arbeit ljn ) • <5jn ) ist dabei Null oder vorgeschrieben . Sie
kann nach (293) als Funktion äußerer Kräfte angegeben werden :

1 (« ) «5<* > = l «o) «5<»> = i <o><5j
« > - 2 X ™ . (335)

* = i

In der Regel wird jedoch die virtuelle Arbeit der inneren Kräfte nachgeprüft , so daß
mit der üblichen Abkürzung folgende Gleichung identisch erfüllt sein muß :

lf , aft» = lf ö '$ = - Ja «» N™ J ds + ~ ds = 0 . (336)
Für die Schnittkräfte aus Temperatur - und Stützenbewegung ist

1W = ds + ^ Ml0 ) M (
t
n)

j
- ds

+ EJ C [J Ni m «,f ds + [ l¥ <° >^ ds] = 0 , (337) '

IW = Nf 2Vf > J ^ s + J M[0 ) M<” > J
j ds - EJC2 Ae = 0 .

Die Schnittkräfte Mj 0> eines geschlossenen oder beiderseits eingespannten Stabzugs
sind in Abb . 153 eingetragen , so daß durch die Kontinuität des Stabwerks am Quer¬
schnitt i die folgenden drei Bedingungen nachgewiesen werden müssen :

^ Jlikf <s> Jf - ds = 0 ; i ; J vM <8> rfs = 0 ;
J
fds = 0 . (338)
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In diesem Falle ist die Summe der positiven und negativen mit JJJ reduzierten
Momentenflächen aus der vorgeschriebenen Belastung Null . Dasselbe gilt von ihren
Momenten bezogen auf die Achsen u und v .

Mf'- i -x
Essigi!

■ IIIIIIIHHIIHHIB
Abb . 153 .

Wahl des Hauptsystems . Das Hauptsystem soll nach diesen allgemeinen Ge¬
sichtspunkten , abgesehen von besonderen Ausnahmen , kinematisch starr sein und
keine unendlich kleine Beweglichkeit enthalten . Dabei sind die statisch unbestimmten
Schnittkräfte derart auszuwählen , daß die Schnittkräfte des Hauptsystems der
Größenordnung nach mit denjenigen des vorgelegten Stabwerks übereinstimmen
und der dem Ansatz ( 285 ) zugrunde liegende Stabzug nach Möglichkeit symmetrisch
ist . Zumeist ergeben sich Vorteile für die Lösung , wenn alle überzähligen Größen
die gleiche Dimension besitzen , also entweder Momente oder Kräfte darstellen . Die
Brauchbarkeit des Hauptsystems zeigt sich im Ansatz durch kleine Verschiebungen
b ik relativ zu dkk , also durch geringe gegenseitige Abhängigkeit der überzähligen
Größen . Die Auflösung des Ansatzes wird um so günstiger , je enger der Bereich ist ,
in dem sich die Schnittkräfte M,- , M k aus den einzelnen Belastungszuständen
— X { = 1 , — X k = 1 überlagern . Je kleiner die Schnittkräfte M it M k des Haupt¬
systems aus den überzähligen Größen im Verhältnis zu denjenigen sind , welche allein
durch die Belastung hervorgerufen werden , um so zweckmäßiger ist das Haupt¬
system zur Abminderung der mit jeder Superposition verbundenen Fehlerquellen .
Führt die Untersuchung zu Einflußlinien und daher zur Aufzeichnung von Biege¬
linien des Lastgurtes , so verdient der einfache oder zusammengesetzte Balkenträger
durch die einfachen Stützenbedingungen als Hauptsystem den Vorzug .

Pirlet , J . : Fehleruntersuchungen bei der Berechnung mehrfach statisch unbestimmter
Gebilde . Diss . Aachen 1909 . — Hertwig , A . : Die Fehlerwirkungen beim Auflösen linearer
Gleichungen und die Berechnung statisch unbestimmter Systeme . Eisenbau 1917 S . 110 . —
Worch , G . : Über Rechenproben bei der Berechnung vielfach statisch unbestimmter Systeme .
Bauing . 1925 S . 554 .

26. Stab werke mit wenigen überzähligen Größen .
Um die Methode im einzelnen anzuwenden und die Auflösung der n Elastizitäts¬

gleichungen eines hochgradig statisch unbestimmten Systems vorzubereiten , werden
zunächst Stabwerke mit 1 bis 3 überzähligen Größen behandelt .

Einfach statisch unbestimmtes System . Die Schnittkräfte des Hauptsystems
aus Belastung und überzähliger Größe X k sind nach (288)

Q = Qo - XiQ .x , M -
Die statisch unbestimmte Schnittkraft V x wird aus der geometrischen Verträglich¬
keit der Formänderung des Hauptsystems und des vorgelegten Systems bestimmt
und nach (290) mit k = 1 berechnet .

N .. ds Mr . ds
1 E F

JJC el /5 1 EF
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Die Superposition der Formänderung des Hauptsystems aus den vorhandenen
äußeren Ursachen nach (293) liefert folgende Bedingung :

^ 1 = 0 = (510 -f- d 14 + ö ls — X r <5, , = Ö1 g l
— X t (5jj . ( 341 )

Nach dem erweiterten Ansatz vom Minimum der Formänderungsarbeit ist die par¬
tielle Ableitung der Funktion A * * nach X 1 Null .

dAf * p dN N ds p dM Mds p dN ,-TxT = 0 =
J dx 1

-WT + ] äjTxTT + J dx x
^ tds

In dieser ist dC ejdX 1 — — C t , dNjdX 1
Ansatz mit (340) übereinstimmt .

- N t , dMjdX x = - Mi , so daß der

* i =

L
F , jNi . N ^ ds -r ^ MiM ^ ds + EJ ' [ JiVj a , t ds + J

*
A/ , ~ ^ ds Cel d „]

Je
F c

■ (342)
ds

Die statisch unbestimmte Schnittkraft X x besteht aus drei Anteilen . Die Belastung
erzeugt im statisch bestimmten Hauptsystem die Schnittkräfte N 0 , M 0 , die Tem¬
peraturänderung ist mit (t , At ) , die Stützenverschiebung durch gemessene oder ge¬
schätzte Beträge A e vorgeschrieben . Die Gleichung der Einflußlinie von X 1 wird
nach

Xi = öml / tu (343)
berechnet oder aufgezeichnet .

Zweifach statisch unbestimmtes System . Die Stütz - und Schnittkräfte ent¬
stehen durch Superposition der Anteile aus der Belastung (J5 und den überzähligen
Größen X 1 und X 2 .

C = C0 - X 1 C1 - X 2 C2 , N = N 0 - X 1 N 1 - X 2 N 2 ,
M = M 0 - r- X 1 M 1 - X 2 M 2 .

Die statisch unbestimmten Schnittkräfte X v X 2 machen nach S . 164 die erweiterte
Funktion der Formänderungsarbeit A ** zum Minimum , so daß deren partielle Ab¬
leitungen nach X 1 und X 2 Null sind .

dAf *
= 0 = r dN N ds + Jp dM Mds + J' dN

n. t tds~
dX^

~ fs ; E F 1 Ixl EJ Ux i

+ J• dM
dX 1 h

as - 2
de ,~
dX 1

dAf *
= 0 = c dN N ds p dMMds + Jp dN

dx 2 E F + J1
~
dX 2 EJ 1 dxJ 2

oc^ t d s

+ J* dM
- Txl

a.t Al j— dsh
- 2

dC e
dX 2

II -
N ,

dM
dX 2

-
M

l

äC
dX x

dN

-
n 2 ,

dM

-
m 2 ,

dC .Jx ~
2

= ' dX 2
~ " X

0 2

Der Ansatz ist hier wegen seiner grundsätzlichen Bedeutung für die Elastizitäts¬
theorie wiederholt worden , obwohl das Ergebnis nach (293) in integrierter Form an-
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geschrieben werden kann . Die Abkürzung verdient durch die anschauliche geo¬
metrische Auslegung den Vorzug .

$i = 0 — $n® X x $n X 2 $ 12 ,

$ 2 = 0 = $ 2 (g ) — Ai $ 21 A 2 $ 22 l

$1 ® = $10 + $1 « + $ls »
■

$ 2 ® = $ 20 + $ 2 < + $ 2s >

Ai = $1® $22 $2® $1:
$ 11 $ 22 $ 12

X ,
$2® $11 — $1® $2?

$ 11 $ 22 “ $ 12

12 V

(345)

Dasselbe Ergebnis entsteht nach (324 ) durch Superposition der Belastungsglieder .
Die Lösung des Ansatzes für $i0 = 1 und $20 = 0 wird mit X 1 = ß n und X 2 = ß 21 ,
die Lösung für $j0 = 0 und $ 20 = 1 mit X 1

— ß 12 und X 2 = ß 22 bezeichnet . Dabei
ist ß 21 = ß 12 .

** 0 I! = 1
)

II 1

ßn

$ 21 Q—

A Pl
i *

$ 2 ® — = jo $ n — $ 12
° 12

A

$ 2 ® =

$ 1 ® =

° 22

( 34
6

)

ßi
2 —

$ 22

1
— $ 12
$ 12
’

$ 11

ßl
2 1̂2 o~

nö P2
2 >

* 1 II $ 1 ® + ßl
2 $ 2 ® » a 2 = «

Q.1! $ 1 ® + ß2
2 $ 2 ® ( 34
7

)

Das Ergebnis läßt sich unmittelbar mit (345 ) vergleichen und bildet die Anweisung
für die Berechnung der Einflußlinien der statisch unbestimmten Schnittkräfte . Die
Einflußlinie X 1 wird als Biegelinie des Lastgurtes bei der Belastung des Hauptsystems
mit — X 1 — ß u , — X 2 = ß 12 , die Einflußlinie X 2 bei der Belastung mit — X x = ß2l ,
— X 2 = ß 22 erhalten .

Der Quotient $2i/ $2a der Lösung kann als die überzählige Schnittkraft X 2 für
— A x = 1 angesehen und daher durch X 21 bezeichnet werden . Ebenso läßt sich
$ i2/ $ ii = X 12 als der Betrag von X x infolge von — X 2 = 1 und $ 10/ $n = A 10 ,
$2o/$22 = A 20 als die überzähligen Größen eines einfach statisch unbestimmten
Systems aus der Belastung iß deuten . Daher ist (345 ) auch

Xi
$ 10 ~ $ 12 -̂ 20 .
$ 11 — $ 12

’ a 2 = $ 20 $ 21 * iQ
$ 22 — $ 21 A 12

(348)

Zähler und Nenner sind daher nach dem Superpositionsgesetz die Verschiebungen
$i1>

, $2
11 in zwei einfach statisch unbestimmten Hauptsystemen aus der Belastung iß

und — X x — 1 oder — X 2 = 1 . Die überzähligen Größen können daher auch folgen¬
dermaßen angeschrieben und berechnet werden :

X _
$ )£ . V _ $ 20 _1 $i¥ ’ 2 “

$ffi
' 1349)

Dreifach statisch unbestimmtes System . Die Stütz - und Schnittkräfte des
Hauptsystems werden nach (288 ) durch Superposition der Belastung und der über¬
zähligen Größen folgendermaßen zerlegt :

c = c® - X^ — x 2 c2 - X3 C 3 ,
N ^ Nq - X^ - X 2 N 2 - X 3 N 3 ,
M = Af(g) — X x M x — X 2 M 2 — X 3 M3 ,
Q = <?® - * iQi - x 2 q 2 - x 3 q 3 .

(350 )
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Die statisch unbestimmten Schnittkräfte X v X 2 , X 3 sind nach (285) durch die geo¬
metrische Verträglichkeit der Formänderung des Hauptsystems bestimmt .

* 1 * 2 * 3

( I ) hi ^12 ^13

(2 ) ^21 Al ^23

(3) •hi ^32 ^33

ho

'ho

ho

Der Ansatz wird nach S . 166 mit Determinanten aufgelöst .
^10 (^22 ^33 ““ ^32 ^23) "~~ ^ 20(<5l2 (533 “ ^32 ^ 13) + ^30 (<5i2 <523 ^22 ^13)
hi (^22 ^33 "" ^32 ^23) -- hi (^12 ^33 ““ ^32 ^13) + ^31 (<5j2 <523 — ^22hi )

’

^ 10 (^21 ^33 ” 'hl ^23) + ho {^11 ^33 "- hi ^ 13) — ^30 ((5ll (523 ““ ^21 ^13)
— ö 12 (^21 ^33 “- hi ^23) ■f- <522 (^11 ^33 “- hl ^13) — ^32 (hi h3 Ö2i ^ l»)

’

$ 10 (^21 ^32 “~ ^ 31 <522) -" ^20 (<5ll ^32 "- hi ^ lä) + ^30 (^11 ^22 - hi ^12)
^ 13 (^21 ^32 “~ ^31 <522) -~ ^23 (^11 ^32 "~~ ^31 ^ 12) + ^33 (hi h2 - hi ^12)

(351 )

(352)

Das Ergebnis läßt sich nach (324) auch durch Superposition der Belastungszahlen öh 0
entwickeln . Dabei ist für

<510 = 1 , <5äo = 0 , d 30 = 0 : X 1 = ßn , X 2 = /321 , X 3 = ß31 ,
Ao = 0 , Ao = 1 , Ao — 0 : X 1 = ß12 , X 2 = ß22 , X 3 = ß32 ,
Ao = 0 , Ao = 0 , Ao = 1 : -̂ i = ßn > X 2 = ß23 , X 3 = ß33 .

Die Vorzahlen sind unabhängig von der Belastung und können hier aus (352) mit D
als Bezeichnung für die Nennerdeterminante angeschrieben werden .

*

ßu — (Aa As As A3 ) »

Al = jj (Al As Al As) >

ßn — (Al A3 Ai A

usw .
(353)

Die Zählerdeterminanten Dhk und Dkh sind einander gleich . Damit ist auch die Be¬
ziehung ßhk = ßkh nachgeprüft worden .

Die statisch unbestimmten Schnittkräfte aus einer beliebigen Belastung mit
A® . A® . A® sind nunmehr

Xi = ßn A ® + ßl2 A ® + ßl3 A ® >

X 2 = ß2l A ® + ß22 A ® 4" ^23 A ® >
■̂ 3 = ßsi A ® "f* ßa2 A ® ""t" ßü A ® •

(354)

Die Matrix der Lösung ist zu (351 ) konjugiert und mit ßkh = ßhk außerdem zur
Hauptdiagonale symmetrisch .

h ® ^2 (g) h ®

^ 1 Ai ßl2 A 3

Ah ßn ßi2 A 3

A 3 ßn ßz2 ßsz

(355)

Das Ergebnis muß die Bedingungen (351 ) identisch erfüllen . Die Nachprüfung für
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ßn >ßn >ßsi und <5« = 1 besteht daher in
ßn + ßzi ^ 12 + ßai ^ 13 = 1 > 1
ßll <̂ 21 + ß -21 ^ 22 + ß -31 ^23 = 0 , 1 ( 356)
ßu ^31 4“ ßn ^32 4 " /^31 ^33 = 0 . I

Ähnliche Bedingungen gelten für ß 12 , ß22 , ß a2 und ö 20 = 1 oder ß ls , ß 23 , ßss und <530 = 1 .
Die Einflußlinien der überzähligen Größen nach (328) werden wieder durch

Überlagerung der mit den Vorzahlen erweiterten Ordinaten der Biegelinien dmk
des Lastgurtes des Hauptsystems oder auch als Biegelinien für ausgezeichnete
Gruppen von äußeren Kräften erhalten . Diese bestehen für die Einflußlinie aus
— X 1 = ßu , X 2 — ßi 2 , X 3 = ßi 3 .

Schnittkräfte . Die Einflußlinien der Schnittkräfte werden nach (288) durch
Superposition bestimmt . Die Vorzahlen Ck , N k , M k , Qk des Ansatzes sind aus den

Abb . 155 .Abb . 154 .

Schaulinien der Schnittkräfte für — X k = 1 bekannt , mit denen die Verschiebungen
(51!c usw . berechnet worden sind . Der Ansatz (288 ) gilt auch für die Schnittkräfte aus
einer vorgeschriebenen Belastung . Die statisch unbestimmten Größen X t usw . sind
in diesem Falle ebenso wie iß äußere Kräfte , aus denen die Schnittkräfte numerisch
oder zeichnerisch nach den Abschnitten ( 13ff . ) angegeben werden .

Die graphische Darstellung der Schnittkräfte wird in der Regel auf die Biegungs¬
momente beschränkt . Sie werden meist als Ordinaten . an der Zugseite des Stabzugs
winkelrecht zur Achse aufgetragen , um ein übersichtliches Bild zu gewinnen .

Die Lösung ist bei zahlreichen Aufgaben durch die Entwicklung der Biegungs¬momente nach M = S s einfacher . In dieser bedeutet S eine Komponente der Mittel¬
kraft der äußeren Kräfte des statisch unbestimmten Tragwerks links von einem be¬
liebigen Querschnitt , die für den ganzen Stabzug oder wenigstens für große Ab¬
schnitte konstant ist . Die Strecke s ist die Differenz b — ( y — y ) oder a = ( x — x)der Koordinaten y der Schwerpunkte oder Kernpunkte der Querschnitte und der
Koordinaten x , y der Mittelkraftlinie des n fach statisch unbestimmten Systems .a ) Einfach statisch unbestimmtes Stabwerk mit iß und der überzähligen Größe Xxeines statisch bestimmten Hauptsystems (Abb . 154 u . 155 ) :

M = M 0 — XiM 1 = S M k) . (357 )
b ) Zwei- und dreifach statisch unbestimmtes Stabwerk mit iß und der über¬

zähligen Größe Xi des ein- oder zweifach statisch unbestimmten Hauptsystems :
M = - X k M [" = 5 ,

M = Mf - X , M ' 2» = S Mf ) .
(358 )
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Diese Formulierung der Schnittkräfte kann mit Vorteil auf die beiderseits ein¬
gespannten und die ringsum geschlossenen Stabzüge angewendet und auch auf mehr¬
teilige Tragwerke übertragen werden . Der Abschnitt 60 enthält Beispiele .

Untersuchung eines Brückenträgers auf 3 Stützen .
1 . Geometrische Grundlagen : Theoretische Stützweite : lx = ls = l = 18,0 m . Abmes¬

sungen nach Abb . 156 a , hieraus f = JJJ (Abb . 156 b ) 1.
/ „ = / . = / > = 0,2 J k = 0,1150 m ‘ .

x und f = xjl werden im Felde lx von a nach c , im Felde von b nach c gemessen .

f o bis 6/ i 2 7/12 8/12 9/12 10/12 11/12 1,0

JdJ 1,0000 0,9631 0,8406 0,6453 0,4551 ° ,3 ° i6 0,2026

a) Trägerbild
d J

cjSystemskizze

p,—1:Ot/m.

V, i
m . |- 4z '

l2= 18,0-

Abb . 157 .

Materialkonstanten : E b = 210 t/cm 2 ; a ( = 0,00001 .
2 . Belastung : Aus der Anzahl der möglichen Belastungsfälle werden die folgenden heraus¬

gegriffen : a ) ruhende Last p = 1,0 t (Abb . 157 a ) ; b ) bewegliche Last P = 1,0 t (Abb . 157 b ) ;c) geschätzte Stützensenkung :
A c = lcm ; A a = Ab = 0 :

d) ungleichmäßige Erwärmung :
_ At = ta — ta = — 10 ° ,

_1 Zum Vergleich werden auch die Funktionen JJJ auf S . 97 verwendet :
Trägerbild : Verlauf der Trägheitsmomente :

! V- V,S \ v - V,5

Abb . 158 a— d. Abb . 159 a — d .

a)
b)

c)

d )

f = JdJ = l
{

f = A/7 = l - (1 - JdJ d (1 — 2 f ) 2 {
Z = JJJ = 1 - (1 - JJJ t) (i - f) 2 {
Z = JJJ = i - ( i - J1/Ji ) (l - fV -J {
Die Formeln gelten für den Bereich lr

konstantes Trägheitsmoment jedes Stabes
(/c = / i für x — 0,5 l) .
Die Querschnittszunahme ist stetig und symmetrisch
zur Feldmitte .
Die Querschnittszunahme ist stetig und unsym¬
metrisch zur Feldmitte .
Die Querschnittszunahme beschränkt sich auf die
Voute (vx = vjljj .
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3 . Hauptsystem : Das Tragwerk ist einfach statisch unbestimmt .
Ausbildung des Hauptsvstems .

a ) Träger auf zwei Stützen . X x : Stützkraft der Mittelstütze (Abb . 160a ) .
b ) Auslegerträger . X x . Stützkraft einer Seitenstütze (Abb . 160b ) .
c ) Zwei Träger auf zwei Stützen . X x : Moment der Normalspannungen in dem der Mittelstütze
unmittelbar benachbarten Querschnitt ( Abb . 160c ) .

a) Ä~

bj JT
.WS

c) K ~

Abb . 160.

~ k
WS*

4
~ k

Nach den Bemerkungen auf S . 170 verdient das Hauptsystem c) (Abb . 160 ) den Vorzug .
Berechnung von X 1 nach (342) :

l l
SMt MMds + EJt SMl ^ - ds - EJ. 2C . xA t i ® , j,

v ö l !g ) ui 0 "
_ Ol0 + Ol ( + Ol S

1 _
<5n

~
' r duh

J
Die Mitwirkung der Querkraft wird nach S . 159 vernachlässigt , der Einfluß der Längskräfte

ist Null .
Stütz - und Schnittkräfte im Hauptsystem (Kräfte in t , Momente in mt ) (Abb . 161 ) :

a ) Belastung — X x = 1 :

b ) Belastung (2 a ) :

; Af„ = 162f £ ' ;

c ) Belastung (2 b ) :
=£ ,,1 Qo=
=£m J “ vC : Q„ =

Abb. 161 . B0 = 0,0 ; c ^ b : Q0= 0 :
l

M„ —0 .

4 . Si
j

= V -

Numerische Integration für die punktweise vorgeschriebene Funktion JJJ mit Hilfe der
Simpsonschen Reihe nach (181 ) oder (182) :

1

«) — 2tj t) d $ — 2 — (r)0 + 4: ri1 + 2ri 2 -\- - ■ • + 2 »j2 „_2 -(- 4 % „_ i + % „) = 2
ü

Ax = 1,5 m ; £ x = 7,10838 ; (5'„ = 7,10838 .
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1

ß) ^11 = 2 l f rjd ^ = 2 | Ax (>j0 + 3 »7, -j- 3 ??2 -f 2 % + • • • + 3rj„_2+ 3r]n_ 1 -\- T) n) = 2 | Ax £ t ,

Ax = 1,5 m ; 2:2 = 6,32425 ; <5U = 7,11477 .

m 1 ■f 2 Ja

J
£2 J *
*

J
* 1 M 2

y
Ä2 ä 2 £ » A

0 0,00000 0,00000 1,00000 0,00000 I 0,00000 I 0,00000
i 0,08333 0,00694 1,00000 0,00694 4 0,02776 3 0,02082
2 0,16667 0,02778 1,00000 0,02778 2 0 .05556 3 0,08334
3 0,25000 0,06250 1,00000 0,06250 4 0,25000 2 0,12500

12 1,00000 1,00000 0,2026 0,20260 I 0,20260 I 0,20260

2i 7,10838 2T2 6,32425

Wird die Funktion f = J JJ zwischen den Querschnitten d und c angenähert linear angenommen ,
so kann <5n formal integriert werden 1 . Nach Tabelle 14b Seite 108 ist mit M a = M a = 1,0 mt ,
n = 0,2 ; v = v/l = 0,5 und V — l = 18,0 m :

b c

<5n = J M ? J
J

ds = 2J J’w'
i y

= 2 f 2 1,0 <4 _ ( 1 — 0,2 ) 0,5 [2 + (2 — 0,5 ) 2] } 18,0 = 6,9 ;
a a

5.
1

<5n
1

7,11477
= 0,14055 ;

6 . und 7 . Überzählige Schnittkraft X x = = ßu <$10 .
du

a) Belastung (2a ) :
l , l

<Jio = Jm . A = tlL JV { ' Jj ; ($ * A ) ? = i,p = n' -,
0 0

Numerische Integration nach Simpson [ (181) und ( 182)] mitp = 1,0 t/m , l = 18,0 m ; J * = l,5m :
= 2,41055 ; 274 = 2,1444 .

<51. = ~ J rf .d { = tL z 3 = 195,26455 ;
0

1 Tabellen 12ff . : S . 175 mit lx = /2 = 18,0 ; »1 = n, = 0,2 ; = v2 = 0,25 und Annahmen a~ d
für J nach

а )

б )

d)

<5u

A / = p = 18,0 ; A / = = 18,0 ; (5U = i W 4 - J« = 12,0 ;J i Ji ö

A
Ja

c ) "T
1 = « li

Jl

Jt
Ja

'

än -

J >

A it = // = 18,0 ; A f2 = fj = 18,0;
71 7a

3 -{- 2 3 + 2 »2 j
15

- '! + ■
15

>8,16 ;

■= * , ; A ;1 = ;i = i8,0 ; A /„ = '* = 18,0 :
7a ^ 6

2 + 3 « i 2 + 3 «2 _<5u = j5 + Tr '» -

A - „ -
Jk **

15

A / = , ;» = 18,0 ; A /, = !< = 18,0 ;
71 72

V,
{4 - ( 1 - n, ) J-! [2 + (2 - V! ) 2] } + il (4 - “ ns) »'s [2 + (2 - i>2)2]} = 8,95 .

Beyer , Baustatik , 2 . Aufl ., 2 . Neudruck . 12
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ß) ö10 = J V dS = tL ?- Ax 1\ = 195,41210 ;

u

X ' = ^ = 27,46822 m t ; X 1 = = 27,46569 m t .
ö 'u ° n

Die lineare Angleichung 1 der Funktion £ = JJJ zwischen den Querschnitten d und c liefert
mit M0 = 162 - J - £ = 40,5 und M x = 1,0 ; « = 0,2 :

<510 = tV 1 .0 • 40,5 {5 - ( 1 - 0,2 ) 1 ( 10 - 10 -1- + 3 J ) } 18 = 187,11 ; X x = 27,11739 mt .

b) Belastung (2 b) .

Gleichung der Biegelinie dml : = - Jf
j

= - ?
y

= Berechnung und Vergleich

der Ergebnisse aus (206 ) und (207 ) :

“)
Sßo = <76 ■ (2 Wo + -WX) ,

3Bi, = c/ 6 - ( tfm - i + 4 Wm+ W m+i ) ,
SB '

, = cl6 • ( w „_ i + 2 w „) .

m tÜjn
2 Wo 6 ,/cSB '

o 2 w „ | 6 / c • SB '
„ 28; .

41 » » tüm_j + 4 tt>m + tOm+%

o

i

0,00000

0,08333

0,00 000 0,08333 — — 0,02 083

0,12 5000,33332 0,49999

ß)
SB 0 = fc/24 (7 m0 + 6 wx — w, ) ,
SB m= c/l 2 (w m_i + 10 w m + tom-fl
SB , = 6/24 (7w „ + 6w „_1 — W „_2

7 Wo 6 Wj 24/c SB 0
m w ra W,n—! + IO W m + W m+I SBm

) , 7 W , 6 W „ ! 24/c 2B m

) ■ 0 0,00 000 0,00 000 0,49998 0 . 33331 0,02083

1 0,08333 1,00 000 0,12 500

Die Untersuchung wird mit den genaueren Werten 28 m fortgesetzt :
n n n

■dm = SB m fi, ; Ct# Probe : + Cm = J528 m ; M w = dml ; X t =̂ M vsl&n .
oo o

m SSm Sin SSm SB m £ Qm m ÖwmC Afw [mt]

a (2 ,63180 ) — — — — — — — —

0 0,02083 1,00000 0,00000 0,02083 0,00000 — 0,00000 0,00000 0,00000
1 0,12500 0,91667 0,08333 0,11458 0,01042 2,61097 3,91646 3,91646 0,55045
2 0,25000 0,83333 0,16667 0,20833 0,04167 2,48597 3,72896 7,64542 1,07455

• • • • •
' • • • •

1 Mit den Annahmen über £ = JJJ im Sinne der Anmerkung auf S. 175 , <5U nach S . 177,
h = 12 = 18,0 , »j = «2 = 0,2 ; <f ' = = 1,0 ; und pl = 1,0 t/m ist :

^ = ^ 1^ 7 = 20,25 mt,

r% -v. _ Pi li 3 + 2
> 1 “ T (2 + 3 Wj) + (2 + 3 « 2) p ' = 1Ul '

dl X = _ 3,61 + 0,38 « !_1 8 (2,734 + 1 ,266 »1) + (2,734 + l ,266m*) /

b) Aj Pi * ^ ~r ni
8 (3 + 2 « , ) + (3 + 2 n2) <p‘ = 25,0 mt ;
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Lineare Annäherung 1 der Funktion £ = JJJ zwischen den Querschnitten d und c (Abb . 156 ) :
X% = <W «5n = <5„a/6,9 ;

P = 1 innerhalb der Voute : 6 ml = 10,8 £ '
{5,75 — £ ' [ (2 + { ) + 4 ( 1 — | 2)]} ;

P = 1 außerhalb der Voute : = 27,0 £ [2 ( 1 — | 2) — 0,3 ] .
Zahlenwerte der Einflußordinaten :

1 = 0,2 ° >4 o,6 0,8

a ) Funktion f = JJJ nach Abb . 156 b (Fall e ,
ß ) lineare Annäherung zwischen <7 und c . . .

Abb . 162) 1,27
1,27

2,17
2,17

2 . 35
2,30

I <55
i,53

c) Belastung (2 c) und (2d ) 2.
a ) <5U = 7,11477 , 4 , = 1,0 cm , Aa = A„ =* 0 , C^ - ^ , ö lt = - E J . {CiA . ) .
Die virtuelle Arbeit (C1 Ac) ist für Cl — — x2

ff positiv , daher
<5ls = - 2100000 • 0,115 ( TV • 0,01 ) = - 268,3333 ;

-Vls = dlt jö n = - 37,71497 mt ;
ß ) At = tu — t0 = — 10 ° ; ot( = 10~6 ; Annahme a t ■At/h = const , h — 1,3 m .

Slt = EJ C ( -^ - ^
) = ~ 2100000 • 0,115 •

10
^ 3

10
• 18,0 = - 334,3846 ;

X lt = <5j , /<5n = — 46,99865 mt .
1 Annahmen über £ = JJJ nach Anmerkung auf S . 175 , n = J±jJ ; = v-Jl x :

a ) <5ml = -P ^ (l - f 3) ; b ) <5ml = P ^ f | '
p

1 ±l ( i + f ) + ( i _ „ 1) f2 (3 | / _ 1 )j
.

c> «- i = P TiTT * f '
( 1 + fl [ 10 - 3 ( 1 - «x) ( 1 + {*)] ;

d) P innerhalb der Voute :

Öml = P ^
12

^
{

4 " {1 “ ” l } [Vl <2 + <2 - Vi )2^ - ^ [
2 Bl ( 2 + f ) + ( i - f 8) ] } ;

P außerhalb der Voute :

ö » 1 = -P — 1 [2 ( 1 - I 2) - ( 1 - % ) *i (2 - *i )] S

Gleichung der Einflußlinie für X 1 :
(P = 1 : h = l'i = 18,0 »! = 0,2 ;
»1 = 0,25 ; <5U Seite 177 ) .

a) Xi — 4,5 cod \
b ) Xi = 5,56 mD + 2,12 f 3 (2 - 5 |

+ 3 $») ;
c) Xi = 8,65 wD (0,76 - 0,24 f 2) ;
d ) P innerhalb der Voute :

Xi = 3,02 { 2,98 - [0,4 (2 + f )
+ 3,2 (1 - f 2) ] } ;
P außerhalb der Voute :

Xi = 3,021 [2 (1 - | 2) - 0,088 ] .
Zablenwerte der Einfluß¬

ordinaten (Abb . 162 ) :

1 = 0,2 ; 0,4 0,6 0,8

a 0,864 ! r,5i2 1,728 1,296
& I ,° 77 ! L933 2,172 I , 5 I 2
c 1,250 2,100 2,240 1,510

1,110 1,920 2,160 1,530

zS ~

S -l

4
i

“ 2k
—»H

Abb . 162.
Fall a : -
Fall 6 und di -
Fall c : — • — •
Fall ei £ (*> nach Abb . 156 b . -

- Einflußlinie für X \ .
2 Mit tx,A(/h = const ist Slt ebenso wie du unabhängig von £ = / ,// . Daher ist für alle

Querschnittsänderungen :
0£( zl t 1~
1 2 <577

12*
h
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Lineare Annäherung der Funktion f = J JJ nach Seite

Xu
268 ,3333

6^9
= _ 38,8889mt , Xli

] 77 :

334,3846
6,9

= - 48,46153 mt .

8 . Stütz - und Schnittkräfte des statisch unbestimmten Systems . Die Stütz¬
oder Schnittkraft K des einfach statisch unbestimmten Systems ist nach (339 ) : K = K0 — X 1 - K1,
Die Kräfte K0 und . Â sind in Abb. 161 angegeben,

a) Belastung (2 a) (Abb. 163) .

A = 9,0 - 27,47 = 7,47 t ,

C = 9,0 + 27,47 j | ö = 12,06 t ,

B = 0,0 - 27,47 = - 1 .531 ,

Feld AC : Q = 18,0 (0,415 - I ) ,
M = 1,62. | (0,83 - | ) ,

Feld BC : 0 = 1,53 ,
M — — 27,47 f ,

Grenzwerte von M : 0 = 0 für f = 0,415:

0 = 0 für f = 1,0 ;
Afmax = 27,9 mt ;
■Mmi» = — 27,47 mt ;

b ) Belastung (2b ) (Abb. 164 ) .
1

L18,0
:

M und 0 für den Schnitt x = f l.

Feld AC :

Feld BC :

0 < £ < l m : 0 = & - * i

£* < £ < 1,0 : Q = £ '
m - X1

2
18,0 ’

1 .
18,0

'

1

0 = + * r

18,0

18,0 ’

Z? = — .Xj
1

18,0 '

M = 18,0 £ ,, - * !) ;

( l8,0 llz - xj ;

M = ~ SX 1 .

Grenzwerte von M : Q = 0 für £ = £m ; Mmax = ( 18,0 £j„ — Zfx) ;
0 = 0 für £ = 1,0 ; Mmix = - X 1 ;

Abb . 164.

Einflußlinien 1 : A , C und B sind zugleich die Gleichungen der Einflußlinien der Stütz -

1 Für Annahme a) auf Seite 175 mit X , = 4,5 coj> werden die folgenden Einflußlinien erhalten
(Abb. 165 und 166 ) :

Abb . 165.
Einflußlinie für C .

Abb . 166.
Einflußlinie für Qm und A .
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kräfte . Einflußlinien für Q m und M „ im Schnitt m :

Feld A C : 0 < f < £„ : Q m = - £ - Xt — ^

Feld CB : ßm = + * ,

M« = f . ( l8,0 :

Mm = f m (18,0 ( l - f ) - A'
1) ;

Mm = - £ fn X 1 .

c) Belastungsfall (2 c) und (2d ) :

A c B Feld A C Feld BC
t t t ßW M [mt] ß [t] M [mt]

K, + 2,10 — 4,20 + 2,10 + 2,1 + 37 . 71
*£ — 2,1 + 37 . 71 £Kt + 2,23 - 4 .46 + 2,23 + 2,23 + 4° .° 5 £ — 2,23 + 40 .05 £

9 . Die Schnittkräfte des Stab Werkes ergeben
Verschiebungen, die mit den Stützenbedingungen
verträglich sein müssen . Dies wird nach (335 ) ge¬
prüft durch :

=/ MW m <°>
y

- ds

Die Funktionen M | 0> aller hierfür geeigneten An¬
sätze zur Nachprüfung der gegenseitigen Verdre¬
hung r der Ufer eines beliebigen Querschnitts k
(Abb . 168a ) , der Ufer des Stützenquerschnittes c
(Abb . 168b) oder der Durchbiegungen Aa , A b , A c
(Abb . 168 c) unterscheiden sich nur durch einen
konstanten Faktor fi.

M<0) = ju $ , t = 0 = fMW ijl ds .

Belastung (2 a) :
M<xi wird als Funktion von £ angeschrieben .

Numerische Integration nach Simpson mit JJJnach 1 . S . 175

- l/u

- ISA

Abb . 168.
1 1

r =J {a £ 1- P̂ ^ £ Ja. d £ + J B £ l £ Jj- d £ = 9,649 — 9,649 = 0,0 .
0 0

C = C„

Qm •— Qo

2 x = ^ + w (f - | 3) = i (3f “ f3) : M m =

- £ -

+ 1 - 1

links von m ;

- (| — £3) = 1 - { (5 — £* ) rechts von m .18,0 4 '

Es soll die Einflußlinie für dasjenige Feldmoment
berechnet werden , das bei gleichförmiger Belastung |

1
am größten wird . An dieser Stelle ist (Fall a) :

M — i * m * s — links von m (Abb . 167 )_ )
Um/r - £m X1 rechts von m ,

ßm = 0 = ^ (7 — 16 £m) : fm =16 16 ' Abb . 167.
Einflußlinie für Mm .
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Belastung (2 c) und (2d ) : . , ,
Die Verschiebungen aus Temperatur und Stützensenkung im Hauptsystem und aus den zu¬

geordneten überzähligen Schnittkräften sind nach Abb . 168 .

r = t , + Tai = 0 ; r = r , + Tag = 0 ;

T ‘ 2 EJ ,
OL,At

Ifw + iXg ^ e ^ - äe - o .
0 0

0 = -i ET . ~ — + X , = 9,28846 - 9,28846 ,
2 J h J

0

Tf. — ~

0
1

0 = £ •/ „ / ) , + ATi/ *
J | 2 A d £ = 2415,0 - 2414,9999 ;

o

a) Abmessungen
d

h

Dreifach statisch unbestimmtes System .

J

— B=BnannininniwH'*

w

Abb.

muirmri 111>m u .m in 111111!11n 1111m11u i m 11111!

-
1

5?

L rtt

k
- h - - 1
- — h — -

169.

1 . Geometrische Grundlagen : Abmessungen (Abb . 169a ) : /, = 15,0m - L = 12,0m ;hi = «i = = 4,5 m ; Äa = 2 ht = 9,0 m.
Je Trägheitsmoment des Riegels Jü .Reduzierte Stablängen : / ' = 15,0 m ; i' = 18,0 m ; h\ = 27,0 m ; h ' = 18,0 m ; s ' = 9,0;s (> = 9,0 m . 91
Materialkonstanten : £ „ = 210 t/cm 2 ; a , = 0,00001 .2 . Belastung : Gleichförmig verteilte Belastung der beiden Riegel mit p t/m .
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3 . Hauptsystem : Das Tragwerk ist dreifach statisch unbestimmt . Als überzählige Größen
wird neben den beiden Eckmomenten X x und X 2 , X 3 = Y.,/2h x verwendet , um die Zahlen¬
rechnungen zu vereinfachen (Abb . 169 b) .

Ansatz zur Berechnung der überzähligen Kräfte :
-̂ i ' ^li + -̂ 2 ' *5i2 + X 3 • ö13 = (510 + öi ( + <5i , = f51 ;gj ,
Xi • <52r -}- X 2 * <522 -j- X 2 • S23 = <520 + <52 ( -{- d2s = ö2 /g) ,
■̂ 1 • ^31 + -̂ 2 ’ ^32 + -̂ 3 ' *̂ 33 = <̂ 30 + ^3 <+ ^3 « = <53 (g | .

4 . Die Vorzahlen werden nach (300 ) berechnet . Der Anteil der Quer- und Längskräfte
wird nach Seite 92 und 159 vernachlässigt .

6 — + ilÖll ~
3 + 3 + *i =

y + y + 15 = 27,00 ;

+ f + 5-
15 , 18
y + y ■ 9 = 20,00 ;

= i |I1 4 ) 3
s '

+ y + ■ ^ 3

j .:
4

: 19,25 ;

15 9
3 3

3 \ hj

l (^ ) +
3 U,5 ; ^

£ ) + -

- (±
3 \ 4,5

r(fiY + fih +l \ hj
■MY+ M .
4,5 /

~
4,5

m \
18
3 L + (£ )

■

]}

«5,2 = ^
15

2

_— 2
= - 5,75 .

= 7,50 ;

Ü
2

- • 2
h

M 4

- *Kf
Kf

flö 9
12 ' 3

15
3

4,5
4^

| = 5,25 ;

(26 r 4,5 + 4,

Matrix der Elastizitätsgleichungen und Abschätzung der Fehlerempfindlichkeit des Ansatzes
nach (331 ) :

X k X 2 X s Matrix der Unterdeterminanten D ik aus 5 .

( I ) 27,00 7 . 50 5 . 25 ^10 ( I ) 351,9375 - 174,5625 - 148,125

(2 ) 7 .50 20,00 - 5 . 75 ^20 (2) - 174,5625 492,1875 194,625

(3 ) 5,25 - 5 .75 19,25 ^30 (3 ) — 148,125 194,625 483,75

Matrix der Produkte dik D ik

( 1) 9502,313 — 1309,219 - 777,656

(2 ) — 1309,219 9843,750 — 1119,094

(3) - 777 . 656 — 1119,094 9312,188

2 \ ö lk D lk \ = 11589,188 ,

2 \ ö2k D2k I = 12272,063 ,k

2 \ <53 * A. * I = 11208,938 .
k

Mit D r = 7415,438 aus 5 . und 2 2 \ d{ k Di k \i k

* , ii 2 I öik D ik | , , j, ,<P = ( ±P ) -
ß ,- = ( ±P )

= 35070,189 wird

35070,189
7415,438 ( ±P ) 4,73 .

Für einen mittleren Fehler ±p = 0,01 der Vorzahlen <5<4 ist der mögliche Fehler von X kaus der Nennerdeterminante ca . 0,05 - X k .
5 . Konjugierte Matrix ßik . Die Vorzahlen ßik werden nach Seite 166 als Quotient

zweier Determinanten berechnet . Dabei wird die Nennerdeterminante nach (352 ) mit 3 ver¬
schiedenen Ansätzen angeschrieben :
ö = 27 (20 • 19,25 - 5,75 2) - 7,5 ( 7,5 • 19,25 + 5,25 •. 5,75 ) + 5,25 ( - 7,5 • 5,75 - 20 • 5,25 )

= - 7,5 (7,5 • 19,25 + 5,25 ■5,75 ) + 20 (27 • 19,25 - 5,25 2) + 5,75 ( - 27 • 5,75 - 7,5 • 5,25 )
= 5,25 ( - 7,5 • 5,75 - 5,25 • 20 ) + 5,75 ( - 27 • 5,75 - 5,25 ■7,5 ) -fc 19,25 (27 • 20 - 7,5 2)
= 7415 .4375
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a ) ßk 1 • ^ 10 —■1 > ^20 0 .
1 • (20 • 19,25 - 5,75 2) __

7415,4375
- 1 ( 7,5 - 19,25 + 5,25 - 5,75 )

—
7415,4375

^ 30 — 9 ’

0,0474601 ,

= - 0,0235404 ,

ßn 1 ( - 7,S ; 5!75 5»25 ;_g_
0j = _ 0,0199752 ,

7415,4375

ß ) ßki '- <5io —• 0 ; <52o
1 • (27 • 19,25 - 5,25 2)

7415,4375

1 : 4o = 0 :

=0,0663734 ,

ßz2
1(27,0 . 5,75 + 7,5 - 5,25 )
i 7415,4376

0,0262459 ,

y ) ßks • <5io — 0 ; <520
+ 1 (27 • 20 - 7,5 2) _

7415,4375

= 0 ; <S3(>= 1 :

0,0652355 .

Kontrolle (356 ) : Die Werte ßik erfüllen den Ansatz (351 ) identisch , z . B . ist

& r <5n + Au <512 + (331 (513 = 0,04 7 4 601 - 27 - 0,0235404 - 7,5 - 0,0199752 - 5,25 = 0,9999999 ^ 1 ,

ßn 6n + An <522 + /?3i <523 = 0,0474601 • 7,5 - 0,0235404 - 20 + 0,0199752 - 5,75 = 0,0000001 « 0 ,
ßn ö31 + (?21<532 + ß31 S33 = 0,0474601 • o,25 + 0,0235404 • 5,75 - 0,0199752 - 19,25 = 0,0000002 « 0 .

6 . Belastungszahlen nach (300 ) (Abb . 169 ) :

<5ro = = p ■ IS = 281,25 p ;

—

Ato —

p - n - ij
24

P - l-j - l'i
2 - 24

p - i | ■
'

24
= P

281,25 12 2 • 18
o r

P ■ll -Ji l_
24 2

_ £_— y— +_ — öi + _2
CiA O \ L 1 7.

24

281,25
2 - 2

= 248,625 p ;

108
2 iy + A ) l = - 91 . e875 ? ._

9
+ 5

7 . a ) Ansatz der überzähligen Größen als Funktionen der Belastungszahlen :
X 1 = + 0,0474601 <510 - 0,0235404 <520 - 0,0199752 d30 ,
X 2 = - 0,0235404 Sw + 0,0663734 <520 + 0,0262459 d30 ,
X 3 = — 0,0199752 (510 + 0,0262459 (520 + 0,0652355 ö30 .

ß ) Lösung für die Belastungszahlen <510 , <520 , <530 aus 6 . :
X , = + 9,3269 p ; X 2 = + 7,4746 p ; X 3 = - 5,0739 p .

8 . Superposition der Belastung p und der überzähligen Schnittkräfte zur Bildung der Stütz -

- 6,790p.

Abb . 170 .

und Schnittkräfte nach (350 ) . Schnittkräfte im Hauptsystem nach Abb . 169 . Momente M
in den Schnitten ex , e2 , e3 (Abb . 170 ) :

M = M 0 - X x M , — X 2 M 2 - X 3 M 3 ,
= — 9 .327 p - 1,0 — 7,475 p • 1,0 + 5,074 p • | = — 14,265 p [mt ] ,

M », 2 = 9,327 p • 1,0 + 5,074 p • J = — 6,790 p [mt ] ,
M <. » = — 7,4:15p • 1,0 = - 7,475p [mt ] .

Abb . 171a . Abb . 171b .

.
9 . Der Spannungszustand mit X 3 , . . . , X 3 nach (350 ) erfüllt die Stützenbedingungen . Daher

sind die gegenseitigen Verschiebungen rt und t 2 der Stützpunkte a , b und b , c für die Ergebnisse
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in (8) und Abb . 171 Null . Nachweis durch

Ir ', = M “» -
j ds = jAf <3> M<°>

IjL ds , 1 r £ = JM <3>M «» A s (Abb . 171a,b ) .

1 r; = - | • 9,3269 • 27 - J 6,7899 • 9 + f • 15 ■28,125 - 15 ■11,7957 = - 0,002 ,
1 T; = + $ • i • 6,7899 • 9 - H * ( 2 • 7,4746 + 10,0116 ) + 1 ( 7,4746 + 20,0232 )] • 9 = 0,004 ,

Tj = Ti • Är = — 0,002 . 4,5 = — 0,009 » 0,0 ; r 2 = r ] h2 = 0,004 • 9,0 = 0,036 «* 0,0 .

Der Fehler in der Berechnung der Schnittkräfte kann wie in Abschnitt 25 , S . 169 bestimmt
werden.

27 . Vereinfachung der Lösung bei Symmetrie des Tragwerks
und Symmetrie oder Antimetrie der Belastung .

Je mehr statisch überzählige Schnittkräfte zur Berechnung eines statisch un¬
bestimmten Tragwerks notwendig sind , um so ungünstiger ist die gegenseitige Ab¬
hängigkeit für die - Fehlerempfindlichkeit und damit auch für die Brauchbarkeit der
Lösung. Man versucht daher die gegenseitige Verknüpfung unabhängig von der
Größe der einzelnen statisch unbestimmten Schnittkräfte durch Symmetriebetrach¬
tungen über den vorhandenen Spannungs¬
und Verschiebungszustand des Tragwerks zu
klären und damit die Lösung zu verein¬
fachen.

Die Symmetrie des Tragwerks ist durch
die Anzahl der Symmetrieachsen bestimmt .
Man unterscheidet die Symmetrie zu einer
Achse, zu mehreren Achsen und zyklische
Symmetrie . Die äußeren Kräfte des Trag¬
werks können symmetrisch oder antimetrisch
zu einer Achse zugeordnet oder in allge¬
meiner Form vorgeschrieben sein . Symmetrie
oder Antimetrie der äußeren Kräfte bedeuten
auch Symmetrie oder Antimetrie des Spannungs - und Verschiebungszustandes , so
daß die Komponenten von Schnittkraft und Verschiebung in symmetrisch zu¬
geordneten Querschnitten gleich groß oder entgegengesetzt gleich sind und einzelne
Komponenten in den Querschnitten der Achsen ausgezeichnete Werte annehmen .

Bei Symmetrie der Belastung sind die Längskräfte N , die Biegungsmomente M
und die Verschiebungen w parallel zur Achse in symmetrisch zugeordneten Quer¬
schnitten m , m' gleich groß , die Querkräfte Q, die Verschiebungen u senkrecht zur
Achse und die Verdrehungen cp entgegengesetzt gleich (Abb . 172 ) . Für die Quer¬
schnitte n in der Symmetrieachse sind die Querkräfte Q , die Verschiebungen u senk¬
recht zur Achse und die Drehwinkel <p Null oder entgegengesetzt gleich , die Glieder
der ersten Gruppe (N , M , w) erhalten ausgezeichnete Werte .

Bei Antimetrie der Belastung sind die Querkräfte Q , die Verschiebungen u senk¬
recht zur Achse und die Verdrehungen cp in symmetrisch zugeordneten Querschnitten
m , m ' gleich groß , die Längskräfte N , die Biegungsmomente M und die Verschie¬
bungen w parallel zur Achse entgegengesetzt gleich . Für die Querschnitte n in der
Symmetrieachse sind die Längskräfte N , die Biegungsmomente M und die Ver¬
schiebungen w parallel zur Achse Null oder entgegengesetzt gleich , die Glieder der
zweiten Gruppe (Q , u , <p) erhalten ausgezeichnete Werte .

Damit sind bei Symmetrie oder Antimetrie der Belastung eines durch Achsen
ausgezeichneten Tragwerks einzelne Komponenten des Spannungs - und Verschie¬
bungszustandes bekannt . Die Anzahl der statisch überzähligen Schnittkräfte wird



186 Vereinfachung der Lösung bei Symmetrie des Tragwerks .

dadurch kleiner , das Stabwerk zerfällt in Abschnitte , deren statische und geo¬
metrische Randbedingungen zum Teil bekannt sind . Die Nullstellen der Biegungs¬
momente erhalten die Bedeutung von Gelenken , die Nullstellen der Quer - und Längs¬
kräfte diejenige von Führungen . Die statische Untersuchung eines mehrteiligen
Stabwerks wird daher bei symmetrischer oder antimetrischer Belastung zu einer
oder mehreren Achsen des Tragwerks auf einen Abschnitt mit wenigen statisch

unbestimmten Schnittkräften beschränkt (Abschnitt 26 ) .
Die Belastungsumordnung . Um die Rechnung bei

einer allgemeinen Belastung iß des Tragwerks in derselben
Weise zu vereinfachen , wird diese nach dem Superposi¬
tionsgesetz (284 ) in einzelne Anteile zerlegt , die zu jeder
Achse symmetrisch oder antimetrisch sind . Sie zerfällt bei
einer Symmetrieachse in zwei ( (1 ) iß , (2) iß ) , bei zwei Sym¬
metrieachsen in vier Gruppen ( (1 >iß , . . . (4 ) 5ß ) , die zu jeder
Achse entweder symmetrisch oder antimetrisch sind , also
einen symmetrischen oder antimetrischen Spannungs - und
Verschiebungszustand mit den Eigenschaften auf S . 185 her-
vorrufen . Auch bei Systemen mit mehr als zwei Symmetrie¬
achsen ist keine andere als die Umordnung nach diesen vier
Gruppen möglich .

Die statische Untersuchung mehrteiliger Tragwerke mit
ausgezeichneten Achsen beginnt daher stets mit der Um¬
ordnung der vorgeschriebenen allgemeinen Belastung und
der Beschreibung der ausgezeichneten Eigenschaften des
Spannungs - und Verschiebungszustandes jeder Teilbelastung ,

sß == ( ü>$ß , . . . <4>5ß . ) Sie schließt mit der Superposition der Teilergebnisse für die
Schnittkräfte und Verschiebungen aus

M = ( (1tM , , . . <4 >M ) , w = ( (1>z£>, . . . <4% ) ,

Abb . 173. Abb. 173 b : Symmetri¬
sche Belastung Abb. 173c :
Antimetrische Belastung l2)*ß.

Anwendungen .
a) Der Bogenträg .er mit Zugband Abb . 173 ist nach einer Achse symmetrisch

und für die vorgeschriebene Belastung iß vierfach statisch unbestimmt . Die Be-

Abb . 174.

lastung zerfällt daher in die Anteile (1 ) iß , <2 )iß . Die Belastung (1 >iß ist zur Achse I
symmetrisch und daher Q c = 0 und rpc = 0 . Das Tragwerk ist für die symmetrische
Belastung dreifach statisch unbestimmt . Die Berechnung wird auf den linken Träger -
abschnitt Abb . 174a mit dem Hauptsystem Abb . 174b beschränkt .
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b)
A+B

t - 0

1 i -o 4
g - 0

f - < r-

(H
r ^

A*81
k. .. A Ak_ 4

A +B
¥ß - o 4

c)
MAh

M- 0
N- d

M

d)
t-o

f " ' f- 1
M-0

“ 1 *. . . . . 1
M-0

N-0 WR
L A

i - o 4

M- 0 4 '
f- <

g-0 e- o

k — d k
'

. A

M-0
N-0

Die Belastung <2>$ ist zur Achse I antimetrisch und daher M c = 0 , N c = 0,
we = 0 , Z = 0 . Das Tragwerk ist für die antimetrische Belastung einfach statisch
unbestimmt. Es zerfällt für die Berechnung nach S . 18S in zwei Abschnitte Abb . 174c
mit dem Hauptsystem Abb . 174d.

b ) Der Rahmenträger Abb . 175a ist nach zwei Achsen I , II symmetrisch
und für die vorgeschriebene Belastung iß neunfach statisch unbestimmt . Sie wird
in 4 Anteile umgeordnet , die zu den Achsen I , II symmetrisch oder antimetrisch
sind und bei der Überlagerung iß liefern ( <4 >lß , <2 ) sß , <3 >iß , <4) iß = iß ) . Dasselbe
gilt daher nach dem Superpositionsgesetz auch für die Schnittkräfte ( <4>M, . . . (4 ,M
== M) und für die Verschiebungen ( (1 >w , . . . <4>w = w) .

1 . Belastung <:l ) iß symmetrisch zu beiden
Achsen (Abb . 175b ) . Die QuerkräfteQ und die
Verdrehungen q> der sechs Querschnitte a . . . /
sind Npll . Der Spannungs- und Verschiebungs¬
zustand ist daher durch Abb . 176 a bestimmt .
Der Abschnitt des Stabwerks ist dreifach sta¬
tisch unbestimmt . Die überzähligen Größen A-
werden nach Abb . 176b berechnet .

2 . Belastung <2) iß symmetrisch zur Achse/ ,
antimetrisch zur Achse/ / mit Q = 0 , <p = 0 in
den Querschnitten c , d und M = 0 , N - - 0 ,
u — 0 in den Querschnitten « , b , e , { (Abb . 175c ) .
Das Tragwerk ist jetzt zweifach statisch un¬
bestimmt. Die Schnittkräfte und Verschiebun¬
gen werden aus Abb . 177 a mit Abb . 177 b als
Hauptsystem abgeleitet . .

3 . Belastung (3 >!ß antimetrisch zur Achse I
symmetrisch zur Achse II mit M = 0 , N = 0 ,

. w — 0 in den Querschnitten c , d und Q = 0,
9? = 0in den Querschnitten a,b,e,j (Abb . 175d ) .
Das Tragwerkist dreifach statisch unbestimmt .
Die Schnittkräfte und Verschiebungen werden
aus Abb. 178amit Abb . 178b als Hauptsystem
abgeleitet.

4 . Belastung <4>jß antimetrisch zu den Achsen
I , II mit M = 0 , N = 0 , w = 0 in den Quer¬
schnitten c , d und M = 0 , N = 0 , u = 0 in den
Querschnitten« , b,e,f (Abb . l75e ) . DasTragwerk
ist einfach statisch unbestimmt . Die Schnitt¬
kräfte undVerschiebungenwerdenausAbb . 179 a
mit Abb. 179 b als Hauptsystem abgeleitet .

Der Abschnitt 51 über die Berechnung der Stockwerkrahmen enthält ein aus¬
führliches Zahlenbeispiel .

c) Der Kreisring Abb . 180a besitzt konstanten Querschnitt F , J . Er ist durch n
gelenkig angeschlossene Zugglieder F z in n gleichgroße Sektoren unterteilt und
rotationssymmetrisch durch p belastet .

Spannungs- und Verschiebungszustand sind in bezug auf n Achsen symmetrisch .
In den Symmetriequerschnitten sind die Drehwinkel Null , die Querkräfte Null oder
entgegengesetzt gleich . Die Untersuchung kann daher auf einen Kreissektor be¬
schränkt werden , dessen Anschlußquerschnitte keine Verdrehung, dessen Spitzen
keine Verschiebung erleiden . Damit sind zwei Bedingungen gegeben , aus denen das
Biegungsmoment X 1 und die Längskraft X 2 berechnet werden können.

1 . Hauptsystem mit den überzähligen Schnittkräften X lt X 2 nach Abb . 180b .

i

Q—0

4
A- B

¥ 1

M=0
JFÖ

M- 0
N- 0

f 1 '
M-0 M-0

- Zj
N- 0

\ <Air
M- 0

W- o

N- 0

Abb . 175 . Die Abb. 175b , c , d , e zeigen die
Belastungsanteile
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2 . Ansatz : + X 2 Ö12 = <510 , X x d21 + X 2 d 22 — <520-
Belastungszustand : — X x — 1 , M 1 = 1 ; — X 2 = 1 , M 2 = yj2sin (n/n ) (Abb . 180c) .

Abb. 176 a und b .

- 1

Abb. 177 a und h .

\ iAbb . 178a und b .

Abb. 179 a und b.

3 . Vorzahlen (Tab . 16) :
+ nr/n

öu = : j M* ds = l *
—nln

2nr
n

= 2 r

+ n/n

A . - f ly
12 J 2 sin n/n

—n/n

ds =
2 sin nj 'i

^ 12 — ( l

ö 22 = 2 -(| ) 2 — J— r + L22 v ' 0,5 F ,
T ‘ F

+ ?tlnJ
—n/n

cos 2 q>
4 sin 2 n/n

•{■nln + n/ft

JF \ xids + ( Mlds
—n/n —nln .

^ ' 4 sin 2 n/n 2 ( 1 + 2 ^ -

— (
F V sin 2 n/n + Ctgf) +n

n
— ( 1
4 \ sin 2 nln + 2 ctg 2 £
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4 . Belastungsglieder : M 0 = 0 ) N 0 = fir .

2 sin njn

Abb . 181.

qjVSmt

9,mmt

0,30mt
Abb . 180 a bis c. Abb . 182.

5 . Auflösung des Ansatzes für d 10 = 0 : X x = — X 2 ~ ^
t X 2

/
FTX 2 — pr

+ ctg

+ ctgsin 2 jijn

Zahlenbeispiel (Abb . 181) .
p = 10,00 t/m , J — 0,00105 m4 , r = 4,00 m , F — F , — 0,26 m2 , n = 3 .
J , F und F „ sind ideelle Querschnittsgrößen .

Xl = — 0,468 mt , X 1 = + 0,620 t .
Der Verlauf der Momente ist in. Abb . 182 dargestellt .

NDie Längskraft N im Ring ohne Zugbänder beträgt 40 t , also a = — = 153,8 t/m 2. Die
X*

Zugbänder vermindern die Längskraft höchstens um 1 % , dagegen ergibt das Biegungs-
moment von 0,468 mt bei der Wandstärke von 0,20 m eine Zusatzspannung von

das sind 29% der reinen Ringspannung .
Verhältnis der Biegungsmomente eines Stabwerks bei verschiedener Be¬

lastung eines Stabes . Die Umordnung der Belastung ist unter Umständen auch von
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Tabelle 24 . Verhältniszahlen für die Umformung der Momente eines Stabwerks

bei verschiedenen symmetrischen oder antimetrischen Belastungsformen
eines Stabes .
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Nutzen , um die Schnittkräfte für verschiedene Belastungen eines einzelnen Stabes
(h — 1 ) , h auf eine bekannte Belastung zu beziehen . Eine überzählige Größe X k des
Hauptsystems kann oft aus zwei Belastungszahlen nach (323) als

— ßk (h- l ) <5(Ä- 1 ) 0 + ßkh ^hO
berechnet werden , so daß bei symmetrischer Stabform und symmetrischer oderantimetrischer Belastung

^ (Ä- uo — i ^Ao un (l Xk — *5* 0 (ßka - D i ßkh ) ■
Demnach ist für zwei verschiedene entweder symmetrische oder antimetrische
Belastungsformen 5(51 und

Die Schaubilder der Biegungsmomeflte eines Belastungsfalles (2 ) können damitauf die bekannten Biegungsmomente eines Belastungsfalles ( 1 ) bezogen werden .Hierfür wird der einfachste Fall , die gleichförmige Belastung , gewählt .Die Voraussetzungen für die Gültigkeit des Ansatzes sind erfüllt , wenn von demEinfluß der Längs - und Querkräfte auf die Verschiebungen abgesehen wird und die
Belastung des in A und B gelenkig angeschlossenen Stabes lh in den benachbartenStabteilen des statisch bestimmten Hauptsystems keine Biegungsmomente hervor¬ruft . Die Komponenten d(Ä_1 )0 , dh0 bedeuten daher die relativen Verdrehungen der
Endquerschnitte (h — 1 ) , h des ausgezeichneten Stabes .

Die Verhältniszahlen sind für symmetrische Belastung mit <5* 0 2 : <5* o 1= firRr \ uk Rk , für antimetrische Belastung mit <5* 0,2
'• <5» o,i = vr R r : vk Rk nachTabelle 17 für Stäbe mit konstantem Trägheitsmoment berechnet worden und inTabelle 24 enthalten .

Gegeben ist die Schaulinie M mp für eine gleichförmige Belastung des Stabes A B (Abb . 183a ) .Hieraus folgen die Momente MmP (Abb . 183b) für die Belastung des Stabes AB durch Einzel¬lasten : *
2 - 1,0+ 0,960,6 • 5,0 0 .6 • 5,0

■
J M,fi7 = 1,5 ; //13 = 6 • 0,16 = 0,96 ; M mp =

mp = 1,64M mp .

i f |t f
-0,2

0,5l - ^

1= 5,00-

Abb. 183 a und b .

28. Vereinfachung der Lösung bei Symmetrie des Hauptsystems .
Die Symmetrie des Hauptsystems setzt Symmetrie des Tragwerks voraus , deren

Eigenschaften im allgemeinen bereits auf S . 185 dargelegt worden sind .Das Hauptsystem mit einfacher Symmetrie . Von n statisch unbestimmten
Schnittkräften Y3 wird in der Regel eine gerade Anzahl r symmetrisch zugeordnetsein . Der Rest (n — r ) = t gehört Querschnitten der Symmetrieachse an oder be-
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steht aus Stütz - und Schnittkräften , deren Einheit im Hauptsystem ebenfalls sym¬
metrische oder antimetrische Kräftebilder erzeugt . Statisch unbestimmte Biegungs¬
momente und Längskräfte in der Symmetrieachse des Hauptsystems liefern sym¬
metrische , statisch unbestimmte Querkräfte antimetrische Spannungszustände.
Hie t symmetrisch zueinander liegenden, statisch unbestimmten Schnittkräfte
werden mit YA . . . YA+j . . . Yb _ j . . . Yb , die übrigen (n - r) = * mit Zh be¬
zeichnet . Von diesen soll die Anzahl t ' symmetrisch { Uh) , die Anzahl t" antimetrisch
( Vk) sein (t = t ' + t"

) . Die symmetrischen Eigenschaften des Hauptsystems sind
die Ursache folgender Beziehungen :

ö AA = d BB , • • ■ö u + J ) {A + J ) — d {B _ JUB _ j ) , • • • ö A {A + J ) = &R (B - j ) ,

<5u + j ) h = d (R- J ) h > ^ u + j ) te = —

Die Matrix ist daher auch zur Nebendiagonale symmetrisch oder antimetrisch . Das¬
selbe gilt von der konjugierten Matrix.

Zerlegung der Matrix und Bildung von Gruppenlasten . Werden je zwei der
r Bedingungsgleichungen mit den Ordnungsnummern (A + / ) , ( R — J ) symmetrisch
zueinander liegender Schnittkräfte addiert und subtrahiert , so entstehen zwei von¬
einander unabhängige Ansätze . Die Gleichungen a enthalten neben den statisch un¬
bestimmten Schnittkräften Uh die Größen ( YA + YR) = X '

a , { YÄ + J + YB _ j ) = X '
a + i .

Die Schnittkräfte V k fallen aus . Die Gleichungen ß enthalten neben den statisch
unbestimmten Schnittkräften V k die Größen { YA — YB) = X '

T , ( YÄ+ J — Yb _ j ) — X '
_ { .

Die Schnittkräfte Uh fallen aus . Hierzu treten noch t ' geometrische Bedingungen
dh — 0 mit den unbekannten Größen Uh , ( YÄ + J -(- YR- j ) = X '

a + i und t" geo¬
metrische Bedingungen ö k = 0 , welche nur Vk und ( YÄ + J — YR_ j ) = X '

r_ { ent¬
halten . Die beiden Ansätze a und ß zählen daher (r/2 + 1'

) und (rj2 + t”
) Glei¬

chungen mit ebensoviel Unbekannten.
Um die Aufspaltung der Matrix nach Abschnitt 34 vorzubereiten , werden die

Glieder mit den Summen und Differenzen statisch unbestimmter Schnittkräfte mit
der Zahl 2 erweitert, so daß daraus neue Unbekannte

2 ( Y Ä + J + Y b _ j ) — X a + i , | ( Y a + j — Y b _ j ) — X r _ i ( 359 )

mit den doppelten Vorzahlen entstehen . Diese Rechnung wird an vier ausgezeich¬
neten Gleichungen (A -{- / ) , ( R — / ) , h und k gezeigt .

Allgemeiner Ansatz .

A + J + YA + jÖ (A+ J ) (A+ J ) • ' A- YR - jÖ (A+ J ) (R—J ) - • + U h d (A+ j ) h • + VkÖ (A+ Jih • • •

h • • • • -\~ yR —jöhot —j ) ■ + U „ 6hh -

k - h YA + j6t (A+ J ) • + Y R - j6t (R- j ) — * + Vk $ kk

R - J • " ~\ - Y A+ j6 (R- J ) (A+ J ) ■ • + 5/
Ä- z <5(fi - zxii - j ) ' • + U h Ö(R - J ) h ' • + Vh6 (R - j ) h ■• •

« + i

h

Ansatz a .

. . . +
Va + j + y r —j . 2 (6(a + ji (a + J)Y 6(A+ J) (r- j )) ■ • + ^ * (5* <a + z )+ 6h (R - j )) • • •2

• • • +
Ya +j + Yr - j

2 6 (A+ J ) h ■■■ • + t/* <5» *2

Ansatz ß .

• • • +
YA+ J — Yr- J 2 (6(a +J) (a + j )— 6(a +j ) (r—j )) • • + Vh (<5* (A+ j ) — 6 t (r - j >) • • •2

• • • +
Ya + J — Yr j

2 6 (A+ j ) f - ■ + Vt6 ti • • •2

<5u + .no
<5* o
<5* o

<5(fi - z) o

<5(* + ao + 6(i - fl i

6h o

<5u + / >o— 6<ß - nn

<5* o
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Die Verwendung der halben Summe und der halben Differenz zweier zueinander
symmetrisch liegender , statisch unbestimmter Schnittkräfte nach (359) bedeutet
mechanisch die Erweiterung der statisch unbestimmten Schnittkraft zur statisch
unbestimmten Gruppenlast und damit zu einer statisch überzähligen Größe all¬
gemeiner Art . Diese sind ebenfalls unabhängig voneinander , so daß bei der Ableitung
beliebiger Schnittkräfte und Verschiebungen auf die Superposition über die Beziehung

y a + j = X a + i + X r _ i : Y R - j = X aJri - X r _ i

verzichtet und dafür folgender Ansatz verwendet werden kann :
Mh = MHt — ^ ( A/ H <a + i) ^ a + i + ^ H {r —i) X T—i + MHh Uh -\- MBk Vk) , \

— ~ 2 ( &R {a + i) X a + i + X r _ i Jl- dBh Uh + dHk Vi ) . )
MB (a + i ) , bedeuten im Hauptsystem die auf den Querschnitt H bezogeneSchnittkraft und die relative Verschiebung der Querschnitte H infolge von
— Xa+ i = 1 . Alle anderen überzähligen Größen sind dabei Null . Der Belastungs¬zustand

- Xa+i = - 1 ( Ya + j + Yb _ j ) = 1 , - X r_ , = - 1 (Y4 + j - Y r _ j ) = 0 usw . jbesteht aus den Schnittkräften j (361a )
~ Y a + j = 1 . ~ y r ~ j — 1 , )

der Belastungszustand
~ X r_ i — — | ( Y a + j — Y r _ j ) = 1 , — X a + i

—

aus den Schnittkräften
K y a + j + Y r _ j ) = 0 usw .

(361b )
~~ Y A + J — 1 » + Y R - J — 1 •

Die Vorzahlen der Gleichungen a und ß werden aus der Arbeit einer virtuellen
Belastung entwickelt :

+ J ) U + J ) Y ^ IA + J ) (R - J )) — ^ A + j ( ^ U + J ) U + J )Y &(A + J ) iR - J )) YlR - j (Ö{R- J.) lR - J )+ ÖtR - J ) U + .7))
= l ^ + J ^ U + JHa + i ) = la + > ^ (a + i ) (o + i ) >

^ U + J ) {A + J )
— bu + J ) t,R - J ) ) = ^ A + j {b (A + J ) U + J )~ d {A + J ) {R - J )) ~ lR - j (d {R - J ) (A + J )~ Ö{R - JHR - J ))

= ^ A + J ^ U + J ) W- i ) ~ lR - jÖ (R - J >(r - i ) = ^ r - i ^ (r - i ) (r - i ) '
^h (A + J ) + ^ A (R - J ) = \ (a + i ) = la + i ^ (a + t ) h +

ÖkiA + J ) — ^ k (R - J ) = ^ fc(r - i ) = 4 - » fyr - 0 k = ^ ^ U JfJ ) k -

Damit erhalten die beiden voneinander unabhängigen Ansätze « und ß folgende
Form :

Ansatz a .

Ö(a+ <) a • • + A fl+ i ^ (a+ O (n+ i) * + U * <5io + i ) a ’ • • ^ la + f>0

A-
„ 6 ha • • + a 0+ , ^ A(a+ <> + U h ä „ k • • • ^ hO ■

Ansatz ß -

* r <5(r - i >r - • + X r - i <5(r - (><r - il ■ - r V k <5<r - i ) jfc4 *

* r r • + äfc (r- O + V * dkk * ‘ *

(362 a)

(362b)

Diese Gleichungen können nach dem Prinzip von Cast igliano ( S . 163 ) auch unmittel¬
bar angeschrieben werden . Die virtuelle Belastung besteht dabei aus den Teilkräften
eines der Belastungszustände — X a = 1 , • • • — X a+ i = 1 , • • ■ — X r= 1 , • • • — X r_ ,= 1 .

Beyer , Baustatik , 2 . Aufl . , 2 . Neudruck . 13
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Da die relativen Verschiebungen und ö^ j des Hauptsystems aus den äußeren
Ursachen und den überzähligen Größen X k Null sind , ist in Verbindung mit (361)

R - J ° R - JA + J UA + Ja+ i ^ a + i

+ <5(ü - J )!OI~ 2 (^ U + Jla + Ö{R - J ) a ) X a — 2j {Ö(A + J ) h + 0 ,

(a+ i ) h(a+ i ) a(a + i ) 0

R - J ° R - JA + J UA + J

) X r - 2 ( ö{(A + J ) k \ R - J ) k(A - J )M (R - J ) r(R - J ) 0

z r - 2Ö ,\ r—i ) k(r—i ) r

ß ) Ö(A + J >0 — Ö(R - J ) 0

Die Belastungsglieder bei Symmetrie der Matrix . Die Belastungsglieder
der beiden Ansätze a und ß ( S . 192 ) entstehen durch Addition und Subtraktion der
Bedingungsgleichungen mit den symmetrischen Ordnungsnummern (A + J ) , (R — J )

(a+ i ) 0 'U + «7) 0 | (R - J ) 0 (r—i ) 0(ii - J )O<5,\ A + J ) 0

Bei symmetrischer Belastung ist du + Jm = d (R _ J )ti , dw_ i ) 0 = ök0 = 0 ] die Glei¬
chungen ß sind daher homogen , so daß

X r_i — 0 , V lc — Ü und X a+ i — Yj + j — YB _ j . (363)
Bei Antimetrie der Belastung wird Öu + J) 0i = — d {B _ J) 0 , also A (a+ l ) 0 = <5Ä0 = 0,
so daß die Gleichungen a homogen sind . Daher wird jetzt

X a+ i = 0 , Uh = 0 und X r_ ( = Y ( 364)A + J — ~ Y b _ j .

Diese Lösung trifft bei Verwendung von unsymmetrisch liegenden Stütz - oder
Schnittkräften W '

H mit symmetrischem oder antimetrischem Kräftebild nicht immer
zu , so daß diese oft in ein statisch unbestimmtes Hauptsystem einbezogen werden.
Ist WB die zur statisch unbestimmten Stütz - oder Schnittkraft symmetrisch liegende
Größe , so werden zweckmäßiger von vornherein Gruppenlasten

Wj, + W;
(365 )

gebildet , von denen dann stets die eine oder andere bei Symmetrie oder Antimetrie
der Belastung Null ist .

Um diese übersichtliche Lösung auch bei einer beliebigen Belastung iJJ anschrei¬
ben zu können , wird diese nach S . 186 durch Belastungsumordnung in einen sym¬metrischen Anteil und in einen antimetrischen Anteil <2>9ß so zerlegt , daß

e ( (1>$ + (2, $ )
In der statischen Untersuchung des Tragwerks für erscheinen dann allein die
überzähligen Größen X a , X a+ i und die symmetrischen Kräfte Uh , in der statischen
Untersuchung des Tragwerks für <2>$ nur die überzähligen Größen X r , X r_ { und
die antimetrischen Kräfte V k . Jedem Lastanteil wird zur Vereinfachung der Rech¬
nung ein der Eigenart der Belastung oder <2>$ entsprechendes Hauptsystem
zugeordnet .

Der symmetrisdie Anteil liefert

A + J
der antimetrische Anteil (2 )iß

(2>2Ta+ !. = 0 , = (2>Ya + j = - 12) Yr _ j ,A + J —

( 366)
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die Superposition von und daher
Ya + j = {1 ) Ya + j + ‘» Y^ , , Yr _ j = <i>Y

Schnittkraft M = ll )M + (2 >M usw.
Anwendungen , a) Durchgehender Träger auf

4 Stützen in symmetrischer Anordnung (Abb . l84a ) .
Das Tragwerk ist zweifach statisch unbestimmt .

Hauptsystem a (Abb . 184 b ) : Träger auf zwei Stützen .
Überzählige Größen sind die Stützkräfte X a = YA ,Xb = YB , so daß daa — öbb .
' Hauptsystem b (Abb . 184e) : Drei einzelne Träger .

Überzählige Größen sind die Stützenmomente X a = YA ,X b
= ~ Yj, , so daß ebenfalls 6aa = Ö hh.
Umformung des Ansatzes nach (359 ) :

X a + X b öab = da0 ,
X a öba + X b öbb = dba ]

X±± ^ 2 (daa + öai ) = öa0 + db0 ,
X

-^
Xb 2 (öaa - dab ) ^ öa0 - öb0 ',

X 1 dn ^ d10 , X 2 ö22 = d20 .

Belastungszustand — = 1 : — X a — 1 , — X b = l ,

R —J + <2>

77ZZ 77/

b) ' Haupte•)

Y * - j -

< l 2 >

stem a

S- — ^

c)
r4 1

d) /

■ » i

-HK

\ 1

4
Hauptej

177777} VT}

fstemb

3*.
^ vttttti 17777771

M,

91
^ IrVVm

Mg
*

Schnittkräfte M x \ Abb* 184-

Belastungszustand — X 2 = 1 : — X a = 1 , + X 6 = 1 , Schnittkräfte M 2 .
Symmetrische Belastung : X 1 = {vX a = luX b , X 2 = 0 .
Antimetrische Belastung : X 1 = 0 , X 2 = (2 ) = — t2 >X b .
Schnittkraft aus der Superposition : M = M0 — X x M x — X 2 M, .

b ) Beiderseits elastisch eingespannter Bogenträger in symmetri¬scher Anordnung (Abb . 185 ) . Das Tragwerk ist dreifach statisch unbestimmt .
Hauptsystem a . Träger auf zwei Stützen (Abb . 186a ) . Die EinspannungsmomenteXa , X h und die Längskraft X c im Bogenscheitel sind statisch unbestimmte Schnitt¬

kräfte .
Überzählige Größen :

— X 1 = 1 , M = M lt
V -̂ a — -̂ B .Z 2 — 2 - X 2 = l : ~ Xa = 1 , + = 1 . s? II t»

V _ X. + x t .3 2
I wli - X a = 1 , - x 6 = 1 , m = m 3

Die Schnittkräfte aus — X 1 = 1 und — X 3 = 1 sind symmetrisch , die Schnitt¬
kräfte aus — X 2 = 1 antimetrisch . Daher Öl2 = Ö23

— 0.
-X2 X ,

«5h S13

ö22

^31 ^33
13*
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Symmetrische Belastung :
(1 )M0 ; a >X x + 0 , <1>X 2 = 0 . = <»Xa = c«Xj + 0 .

\_ L _
H—u,-

Abb . 185 .

Mi + 1y
'\

* 1

Antimetrische Belastung :
(2)M0 ; (*>X 1 = 0 , (2 |X 3 = 0 ,
<2>X 2 = <2>X a = - ™X b =+= 0 ,

M0 = <»M0 + <2)M0 ,
M = M0 - ^ M, - X 2 M2 - X 3 M3

= M0 - X l yf + X t f - X 3 ,li
N = N 0 — X 3 cos x — X 2 sin a .

Die statisch unbestimmte Längskraft X c = X1
des symmetrischen Anteils des Ansatzes läßt
sich außerdem noch durch einen Anteil der
GruppenlastX 3 in Gestalt zweier Momente X 1yfl
in a und b derart zu einer Gruppenlast X i er¬
gänzen , daß diese im Gegensatz zu X x unab¬
hängig von X 3 berechnet werden kann. Die
Bedingung ist hierfür 1 3 <534 = 0 . Gruppenlast
- X 4 = 1 : - X 1 = 1 , + X 3 = ly 0 .

^34 = ^31 yo ^33 = 0
(starre Einspannung ) ,

^ 3 ^ 34 — ^ 31 2e 31 yo ^ 33 2j 'o e 33 — 0

(elastische Einspannung ) .
£ 33 , e 31 sind die E / c fachen Drehwinkel des
Widerlagers infolge eines Momentes von der
Größe 1 oder einer waagerechten Kraft 1 in
a oder b .

\ y' I±ds - 2 £31
y0 = J

Jt '" + 2 ' ”
'

X 2 , X 3 , Xi . nach (465) .
Hauptsystem b (Abb . 186b ) . Die Längs¬

kraft N c = X c im Scheitel wird durch die
statisch unbestimmte Schnittkraft H b am
Kämpfer ersetzt . Als überzählige Größen wer¬
den außer X 2 und X 3 nach Lösung (a ) die
Gruppenlasten X x = 1/2 (Ha + H b) und X * = 1/2
(Htt — H b) verwendet . Von diesen ist X * statisch
bestimmt und bei symmetrischer Belastung Null.
Bei antimetrischer Belastung ist Ha = — Hb.

Die beiden symmetrischen überzähligen Grö¬
ßen Aj , X3 werden auch hier durch Erweiterung
von X x zu einer symmetrischen Gruppenlast X4
unabhängig voneinander . Diese besteht aus X1
und einem Anteil von X 3 in Gestalt zweier

Kräftepaare Ajy 0 ' in a und b . Die Strecke y 0 wird derart bestimmt , daß <543 = 0.
Ansatz und Ergebnis wie in Lösung (a ) .

Abb . 186 .
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Hauptsystem c (Abb . 186c) . An Stelle der LängskraftM c = Zj im Bogenscheitel als statisch unbestimmte

Schnittkraft . Das Hauptsystem ist dann ein Drei¬
gelenkträger mit X t und den Gruppenlasten Z 2 , Z 3nach (a ) als überzähligen Größen . Der Ansatz erhält
wiederum die in (a ) angegebene Form . Auch hier
kann der symmetrische Teil durch die Ergänzung
von Z x zu einer Gruppenlast Z 4 in zwei voneinander
unabhängige Gleichungen zerlegt werden , die aus Z 4
und zwei Momenten --J- Zj besteht . Die Strecke y0
wird aus der Bedingung <5^ = 0 berechnet .

c) Geschlossener Dachrahmen mit Hänge¬
stangen in symmetrischer Anordnung
(Abb. 187 ) . 1 . Statisch bestimmtes Hauptsystemnach Abb . 188 a :

Zwei übereinander liegende Balkenträger . Als
statisch unbestimmte Schnittkräfte werden die
Längskräfte in c , h und k und die Biegungsmomentein a und b verwendet .

Symmetrische überzählige Größen :
Z , = § (Z B + Z ») , x 2 ~ \ {x h + x k) , x 3 = x c .

Antimetrische überzählige Größen :
Xt = \ [X a - X h) , X , = | (X * - X k) .

Belastungszustände : —
~ X3 — 1 : - Z
—X 2 = 1 : - z
- * 4 = l : - X t
~ XS = 1 : - X

Z 3 = 1 , M = Mo ,
- X t = l , M = M 1 ,
- X k = l , M = M 2 ,
+ X b = l , m = m 4 ,
+ x fc = i , m = m5 .

Ansatz für symmetrische Belastung :

N c dient das Biegungsmoment

Abb. 187.

a) Xc

Xx X2 X3
6n Ön <3,

<3,1 S22 ^23

^31 ^32 i ^331
Ansatz für antimetrische Belastung :

AT4
<544 <5JS

<5» ^65

Symmetrische Belastung : Z 4 = Z 5 = 0.
X, = »>X0 = <i>X 6 , X3 = XC .

Antimetrische Belastung : X 1 = A’
2 = A'

3 = 0.
Xi = mx a = - <2>Z , , Z 5 - <2>Z ft = - ™X k .

c)
_ _ _

Abb. 188.
Beliebiger Lastangriff :

M = (»Mo + l2 )M 0 - 2X T M r \ r = 1 . . . 5 .
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Die Längskraft X c = X 3 kann ebenso wie X 1 auf S . 196 zu einer Gruppenlast X*

ergänzt werden , so daß S 13 oder <323 Null ist . Die Erweiterung des Ansatzes zur un¬
abhängigen Berechnung aller überzähligen Größen wird in Abschnitt 36 behandelt .

Die Verwendung des Biegungsmomentes im Scheitelquerschnitt c (Abb . 188b)
oder der Schnittkraft H „ im Querschnitt b an Stelle der statisch unbestimmten
Längskraft X 3 = X c führt zu keinen wesentlichen Änderungen der Lösung . Sie wird
dann ebenso wie auf S . 196 behandelt .

2 . Die Rechnung läßt sich durch statisch unbestimmte Hauptsysteme abkürzen ,
deren Schnittkräfte für die Belastung iß und — X k = 1 aus Tabellen bekannt sind.
Sie kann daher hier unter Umständen mit Vorteil auf den geschlossenen Stabzug
oder den Zweigelenkrahmen mit biegüngssteifem Zugstab bezogen werden . Der
Ansatz lautet für Abb . 188c :

Symmetrische Belastung

Xt X 2

-51V Ö 'ü

Antimetrische Belastung
V , X5

m
M = M ™ - Xj - X 2 Vf ' 1» - X 4 M (" - X 5 MSV .

Zahlenbeispiel in Verbindung mit einem statisch bestimmten Hauptsystem .
Berechnung einer zweischiffigen , zur Mitte symmetrischen Halle (Abb . 189 ) .

1 . Geometrische Grundlagen : Trägheitsmomente
und reduzierte Stablängen . Riegel : J r — 0,00312 m4 = J „
Pfosten : oberes Ende Jt , — 0,00540 m 4 , unteres Ende
Ja — 0,000675 m 4

, J a : J b = n = 0,125 . Maßgebendes mitt¬
leres Trägheitsmoment für den Pfosten nach Tabelle 11

/ * = * • / « = 4,90 J a = 0,00331 m 4 ,

h ' = 3 ’45 ! ’! ! ! ! ? = 3,25 m , s [ =s 3,09 m , s'
2 = 2,50 m .

UjUllool
2 . Hauptsystem und überzählige Größen : Die Belastung wird bei Symmetrie des

Stabzugs durch Umordnung in den symmetrischen und antimetrischen Anteil zerlegt . Die sym¬
metrische Belastung •Ojß erzeugt ein symmetrisches Kräftebild , so ‘daß die symmetrisch zuein¬
ander liegenden Biegungsmomente der Querschnitte b , c , d , e nach (359 ) zu überzähligen Grup¬
penlasten vereinigt und aus

Xi = i ( '«Mj + ; X 2 = i (WM , + MM d)

berechnet werden (Abb . 190a ) . Die Differenz der Biegungsmomente aus (1, )ß ist Null , daher

X t = WM h = <» M , , X 2 = I»M „ = w M d .
Der antimetrische Anteil erzeugt ein antimetrisches Kräftebild , so daß ein Hauptsystem
mit den Biegungsmomenten <2,M e als überzähligen äußeren Kräften statisch bestimmt
berechnet werden kann (Abb . 190b ) . Diese werden zu zwei überzähligen Gruppenlasten zu¬
sammengefaßt :

l2)Xi = ( •2lM „ -{- MM , ) ; <2>X 3 = i ( WM , — Mm, ) :
MX d = 0 daher <2>X 3 = MM „ = - MM, .

Mĉ SPMd

Abb . 190 a . Hauptsystem für symmetrische Belastung . Abb . 190 b . Hauptsystem für antimetrische Belastung .

Abb. 189 .

Das Hauptsystem für den symmetrischen Anteil der Belastung nach Abb . 190a ist beweglich ,
aber durch die Art der Belastung im Gleichgewicht . Das Hauptsystem für den antimetrischen
Anteil (Abb . 190b ) ist statisch unbestimmt , die statisch unbestimmte Schnittkraft jedoch durch
die Art des Lastangriffs Null .
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Ansatz :
Symmetrischer Anteil

V , X,
Antimetrischer Anteil

3 . Vorzahlen der Elastizitätsgleichungen : Berechnungnach (300) mit den Abb . 191a—c

13,506
■1,03113 - Q:7233s

4,964 ,M, M,

33,580 .

- 1,37081 - 1,37881

1,000. 1,37681 1,37681

Abb. 191. Bieguogsmomente im Hauptsystera
infolge — Xi = 1,

Abb. 192.

Auflösung des Ansatzes nach (347 ) :

X 1 = + 0,10780 <510 - 0,09185 <520 ,
V2 = - 0,09185 <510 + 0,24990 <520 ,

A 3 = - \- 0,02978 <530 .

4 . Die überzähligen Größen und Schnittkräfte aus einzelnen Belastungs¬
fällen . a) Eigengewicht (Abb. 192a) . Die Belastung ist symmetrisch. Hauptsystem : Abb. 190a,
A3 = 0 . Schnittkräfte : Abb. 192b.

<5io = A = _ 138,57 ,

^ o = jAf „ Ma = _ 86,017 ,

A1 = — 7,037 mt = Mb = M, ,
Xt = — 8,769 mt = M e = Ma .

Abb. 193. Biegungsmomente aus Eigengewicht .

■1,853 - 8,769

+$623 * >1,082

Momente im statisch unbestimmten System (Abb. 193 ) :
M = M0 + 7,037 M1 + 8,769 M2 .
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Probe : Die gegenseitige Verschiebung öh der äußeren Fußgelenke muß als Null nachgewiesen
werden . Die virtuelle Belastung 1k nach Abb . 194 a liefert

U3) <5*ö = S M* Mo
3>^

J
ds = ° ’02 = A > 0 .

-asm

2.9376 ,

Alit . 194 a und b .

so daß die waagerechte Komponente H der äußeren Stützkräfte nach (333 ) den Fehler
AH = A/Öffr 1' enthält :

l '" - 1’ c *
' 1’ = 1£- ’ <5*

2
*
’ ds = 110,403 . (Abb . 194b ) ,

AH = 0,02/110,403 = 0,181 kg ,
gegenüber H = 2,040 t .

b ) Einseitige Schneebelastung (Abb . 195 a ) . Die Belastung wird in den symmetrischen und
in den antimetrischen Belastungsanteil zerlegt . Symmetrischer

~ ^ Belastungsanteil 111 : Hauptsystem nach Abb . 190 a , Schnitt¬
kräfte ll )M 0 , nach Abb . 195 b

“ ’<5io = S w M 0 M 1
L - ds = - 12,643 ,

<% „ = f <i >M 0 M 2
A ds = - 7,826 .

Antimetrischer Belastungsanteil <2>*ß : Hauptsystem nach
Abb . 190 b . Schnittkräfte l2 >Af0 nach Abb . 195 c .&«VS

I

77W7

Schneebelastung .

*<> ♦«* »<5 Ki

I \ \ 1 1

?« i* fiJu.

' t ' 0M = ‘ i '* 'M a M a A±ds = 0 , V 3 = 0 .

Daher ist nach 3 . :

A'
x = — 0,644 mt = M b = M e ,

X t = — 0,794 mt = M „ = M ä .
Momente im statisch unbestimmten System (Abb . 196) :

Symmetrischer Anteil .

Antimetrischer Anteil .
Abb. 195.

M = «1rn 0 + <*>Af0 + 0,644 M x + 0,794 M 2 .
Probe wie bei a ) :

<5£8 = 0,02 =

c) Windbelastung (Abb . 197 a ) . Die Belastung wird in
den symmetrischen und in den antimetrischen Belastungs¬anteil zerlegt ( Abb . 197b und d ) . Symmetrischer Belastungs -

Abb. 196. Biegungsmomente aus Schneebelastung .

'■qfflß +0,030mm

anteil : Hauptsystem nach Abb . 190a . Schnittkräfte u >Af0 nach Abb . 197c
'”<5i „ = J Is . ds = - 7,373 , « ><520 = lf - ds = - 4,015 .J J
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Antimetrischer Belastungsanteil : Hauptsystem nach Abb . 190b . Schn. ttkräfte <2>Af0 nach
Abb . 197 e

(2><530 = J ,2, -H„ A/ 3 Y
ds = 98 -05 •

Daher ist nach 3 . :
X1 = — 0,426 mt , X2 = — 0,326 mt , X3 = + 2,921 mt .

a)
^ §

\ 0,15t 0,55t | |
OMt

Windbelastung .

Symmetrischer Anteil .

Antimetrischer Anteil .
Abb . 197.

+2,m

*1,317
~°im -3,55«

- -* 3,065f

-3.3H7

Abb . 198 - Biegungsmomente aus Windbelastung .

Momente im statisch unbestimmten System (Abb . 198 ) :
M = <bM 0 + <2>2kf0 + 0,426 Mx + 0,326 M2 - 2,921 Mx .

Probe wie bei a) :
<5$ = 0,025 = A .

Mit a >6Ja = A/h = 0,025/3,45 = 0,00725 , a ,<52« = | 2)<5,) » = 0 ergibt sich nach S . 169 ein Fehler
AXx = 0,10780- 0,00725 = 0,000782 mt und damit ein Fehler der äußeren horizontalen Stütz -
Kräfte

AH = 0,000782/3,45 = 0,23 kg gegenüber 723 kg .
, Zahlenbeispiel in Verbindung mit einem statisch unbestimmten Hauptsystem .
(Abb . 199 a .)

1 . Geometrische Grundlagen . Trägheitsmomente :
J x = 0,0416 m4 = / „ , / 2 = 0,0213m 4 , J 3 = 0,0114 m 4 .

Reduzierte Stablängen :

‘ i - ä -M ' “ 18-245 ” ■ “ - 8-09 ' Sh " 15-746 m '

h '., = 6,00 m , h' = 2,00 m , sf, = 5,657 m , l\ = 8,00 m .
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2 . Hauptsystem (Abb . 199b ) : Zwei einfach statisch unbestimmte Seitenrahmen stützen
den Riegel des Mittelschiffs als Balkenträger . Statisch unbestimmte Schnittkräfte sind M „
M r , H r . Um die Symmetrie des Stabzugs für die Rechnung auszunützen , wird außerdem auch H t
als äußere Kraft verwendet , so daß die Gruppenlasten

X x = \ (M t -J- M t ) , X 2 = \ (Mi — M r ) , X 3 = (Hi -j - H r ) , X 3 = (H b H r)

gebildet werden können . X 3 , X 2 , X 3 sind überzählige Größen . Die Gruppenlast X t ist Null
oder statisch bestimmt . Wird die Belastung in den symmetrischen und antimetrischen Anteil

a) Abmessungen b) Hauptsystem
Abb . 199.

zerlegt , so ist <1)A 2 = a >X t = <2>X 1 = <2>X 3 = 0 und (2>A 4 statisch bestimmt . . Der Ansatz
zerfällt in zwei unabhängige Teile .

A
'
i V 3

Symmetrische Belastung :
<51? <51?

<51? <51?
Antimetrische Belastung : X 3 6$ = <51? .

3 . Die Schnittkräfte des statisch unbestimmten Hauptsystems . Unterlagen
zur Berechnung der Schnittkräfte in den statisch unbestimmten Seitenrahmen nach Abschn . 61

18,25
15,75

= 1,159 ; ^ = 0,381 ;15,75

6,0 = 1 ,200 .2 ' 5,0

H = 0,833 • 2,159 + 1 + 1,200 • 1,381 = 4,456 .
Belastungszustand — X t = 1 : — M , = 1 ,

■Ai = Dt = — — = — 0,125 t ,

0> = 0,833
2 -4,456

= 0,3179 ,

M r — 1 , M <2> nach Abb . 200a

_L _
8,0

~

- 1,000

Bi _ C4 — +

H ai = H b i = H c i = H d i 5,00

= + 0,125 t

0,3179 = - 0,06361 .

0 = 1 + 2 - 1,200 ( 1 + 0,381 )

C3 = + p
= .+ 0,750 t ,

Belastungszustand — -ST2 = 1 : — M , = l , + M r = 1 , Mf > nach Abb . 200b
^ 2 = - 0,125 t , B2 = + 0,250 t , D 2 = + 0,125 t , C2 = — 0,250 t ,

H ai = H b3 = - 0,0636 t ; H c3 = H d3 = + 0,0636 t .
Belastungszustand — AT3 = 1 : — H t = l , — H r = 1 , nach Abb . 200c

_ _ _ 6,0
8,0

4,456
— 0,9682 ; H a3 = - ( - 0,9682 ) = - 0,4841 ,

H d3 = H a3 = — 0,484 , H b3 = H c3 = - 0,484 + 1,000 = + 0,5161 .
4 . Berechnung der Vorzahlen des Ansatzes als gegenseitige Verschiebungen im statisch

unbestimmten Hauptsystem nach (305)
Je J „ I CIO 1 i . Clo, I* , #1/1. , #-li>, / .

7<51? = JM
<°> M «

jds
= + 28,14 ;

- / M <<» Af<»
yds = + 682,5 ;

<51? = JM
<»> M “» = - 77,47 ;

<51? = JM
«» M <« J-

jds
= + 16,05 .
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5 . Auflösung des Ansatzes in 2 . nach (345 ) :
<5® + 0,11351 <5$

Vi =
19,34467

V, 16,05370 ’ V a = -
469,1904

cj

V>b . 200. Biegungsmomente infolge - A'
; 1 im statisch unbestimmten und statisch bestimmten Hauptsystem .

6 . Die Schnittkräfte des statisch unbestimmten Stabwerks können aus den Stützkräften
oder durch Superposition gewonnen werden :

H a = + 0,0636 (X 1 + Xt) + 0,484 V3 ,
H„ = + 0,0636 (Xt + Xt ) - 0,516 V3 ,
H c = H <* > + 0,0636 (X\ - X2) - 0,516 X3 .
H d = + 0,0636 (Xt - Xt ) + 0,484 X3 .

antimeirisch
Abb . 201 . Schneebelastung .

7 . Belastungsfall I : Einseitige Belastung des Mittelschiffs durch Schnee mit p = 0,45 t/m
nach Abb. 201 . Sie wird in den symmetrischen und antimetrischen Lastänteil mit p = 0,225 t/m
zerlegt, so daß Xx = «OAf, = (DM r , X3 = “ >H t = <l>H r , X 2 = <2>M , = — <2>Af r , Die Be-
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lastungsglieder des Ansatzes werden als gegenseitige Verschiebungen im statisch unbestimmten
Hauptsystem nach (305 ) berechnet .

a>s<*>= J <»M<») Mi« ds = — 86,7 ; = 0 ;

a><5<z> = J Jj- Ts = + 472,9 ;
<«<5<« = J ‘«dl !,

01 M<« J±ds = - 12,33 ; <2><5<2
0
> = = 0 .

Vi =
— 86,7 + 0,1135 - 472,9

19,34
- 1,710 mt ,

A' , 12,33
16,05

= - 0,768 mt ,

472,9 — 2,75 • 86,7
469,2 + 0,499 t .

Abb. 202. Biegungsmomente infolge Schneelast .

Die Stützkräfte sind dann nach 6 . :
H a = + 0,0840 t ,
H b = - 0,4150 t ,
H c = - 0,3173 t ,
H d = + 0,1817 t .

Sie können in Verbindung mit
den übrigen äußeren Kräften zur
Bestimmung der Schnittkräfte
verwendet werden . Die Super¬
position nach (289) liefert

M = M<« + 1,710 Mi« + 0,768 Mi« - 0,499 M <« .
Um die Richtigkeit des Ergebnisses ( Abb. 202 ) nachzuweisen , wird festgestellt , daß die Summe
der gegenseitigen Verdrehungen der Querschnitte l und r Null ist .

<5$ = Jm {*>M«» -A ds = 16,81809 - 16,79790 = 0,02 « 0 .

rv-0,625t/mir
iS»

\ \

Abb . 203. Windbelastuug .

8 . Belastungsfall II : Waagerechte Belastung des Pfostens des Seitenschiffs durch Windmit w =s 0,625 t/m .
Die Umordnung der Belastung ist bei dem einfachen Schaubild der Schnittkräfte M l

0
0>

nach Abb . 203 unnötig .
Belastungsglieder des Ansatzes :

S$! = J M '°>Mi« A ds = + 19,236 ,

<5® = J M>« ' Mi« Jj - ds = + 19,236 ,

« !S = J M 'f M '
3
« A ds = + 179,552 ;

x \ = 2,048 mt , Xt = 1,198 mt , X3 = 0,496 t , Xt = 0 .
Nach Abschn . 61 wird

0,625 - 5,00 ,H t>» = -
g
- ( - 0,5701) = 0,891 t ; = 0,891 - 0,625 • 5,00 = — 2,2341 .
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Die übrigen waagerechten Stützkräfte werden wiederum nach 6 . berechnet .

H a = — 1,788 t , H b = + 0,841 t , H c = - 0,202 t , H d = 0,294 t .
Sie dienen zur Ermittlung der Schnittkräfte . Die Superposition nach (289 ) liefert

M = .- 2,048 M <*> - 1,198 M <?> - 0,496 M <*> .
Zum Nachweis der Richtigkeit des Ergebnisses (Abb . 204 ) wird festgestellt , daß die gegenseitigeVerschiebung der Stützpunkte der inneren Pfosten Null ist :

j
Lds = 51,618 - 51,617 = 0,001 w 0 .J AT§» AT«»^ 30 =

Das Hauptsystem mit Symmetrie nach zwei Achsen . Die Symmetrie desTrag¬werks zu einer Achse führt mit der Bildung eines symmetrischen Hauptsystems zur
Symmetrie der Matrix in be-

W x * 3,206
/ --qm

*0,850& * 1,210

zug auf die Nebendiagonale
und zur Zerlegung des An¬
satzes in zwei unabhängige
Gruppen von Gleichungen .

$ Durch die Addition und Sub-
* 1,187
*8,517

ii
Xd Xa

Abb . 205.Abb . 204 . Biegungsmomente infolge Windlast .

traktion von Gleichungen mit symmetrischen Ordnungsnummern sind neue Un¬bekannte entstanden , die in statischer Beziehung als Gruppen von überzähligen ,zueinander symmetrisch liegenden Schnittkräften erkannt wurden . .Besitzt das Hauptsystem zwei Symmetrieachsen , so ist die Matrix durch vierAchsen ausgezeichnet . Der Ansatz kann dann durch wiederholte Addition und Sub¬traktion in vier voneinander unabhängige Teile X , fi , v , r zerlegt werden . Die Un¬bekannten dieser Gleichungen bestehen aus Gruppen von je vier statisch unbestimm¬ten , einander nach Abb . 205 symmetrisch zugeordneten Schnittkräften . Sie könnenähnlich wie bei einfacher Symmetrie des Hauptsystems symmetrisch oder anti¬metrisch zu einer der beiden Achsen entwickelt und zur Bildung der vier unab¬
hängigen Abschnitte des Ansatzes unmittelbar angeschrieben werden . Die Unbe¬kannten Uk der Gleichungen X sind zu beiden Achsen symmetrisch , die UnbekanntenVk des Ansatzes fi zu beiden Achsen antimetrisch . Die Unbekannten Y k der Glei¬
chungen v sind symmetrisch zur Achse I und antimetrisch zur Achse II , die Un¬
bekannten Zk des Ansatzes x antimetrisch zur Achse I und symmetrisch zur Achse II .Bilden daher X A , X B , X 0 , X D eine Gruppe statisch unbestimmter , einander sym¬metrisch zugeordneter Schnittkräfte , so ist

+ X D) ,
X B +

U k — | (X A -f - X B + X c -j- X D) ,
Zk = \ {X A + X B - X c - X B ) ,

Der Faktor 1/4 ist durch die nachträgliche Erweiterung der Summanden der Ansätze Xbis r entstanden , um die Schnittkräfte für — Uk = 1 aus der Belastung — X Ä
— 1 ,— X B = 1 , — X c = 1 , — X D = 1 usw . zu entwickeln . Die Vorzahlen und die Be¬

lastungszahlen der Ansätze A bis x folgen aus derselben algebraischen Entwicklungwie die Gruppenlasten , also durch Addition und Subtraktion der Vorzahlen öik undder Belastungszahlen ök0 des allgemeinen Ansatzes . Sie erscheinen nach der erwähn¬ten Erweiterung der linken Seiten der Gleichungen im vierfachen Betrage . Die Vor¬
zahlen <5AA und Öhi aus — X h = 1 werden jedoch dabei halbiert , wenn X h eine über¬
zählige Größe in der Symmetrieachse ist . Die Entwicklung kann nach dem An-
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satz (362 ) auf S . 193 verfolgt werden . Die Vorzahlen der Ansätze X bis r werden je
nach der Art der Gruppenbildung mit 1hk , fihk , vhk , r ,lk bezeichnet und unabhängig
von der algebraischen Grundlage ebenso wie auf S . 193 unmittelbar als die Arbeiten
VA *» , V/btÄ . lfc - Vfc* . einer virtuellen Belastung - Uk = 1 , - Vk = 1 ,
_ y k = i ; _ Z k = 1 bei einer Formänderung aus — Uh = 1 usw . entwickelt .
Dasselbe gilt von den Belastungszahlen ?.k0 , u.kQ , vk0 , r i0 .

Die Gruppenlasten U
bis Z können in dieser
Form nur dann entwickelt

SymmetrischeBelastung

werden , wenn die Anzahl der überzähligen Schnittkräfte ein Vielfaches von vier ist.
Sie werden deshalb unter Umständen durch symmetrisch liegende , statisch bestimmte
Schnittkräfte ergänzt . Daher tritt in der Regel zur Bildung von Gruppenlasten die
Umordnung der Belastung nach den ausgezeichneten Systemachsen (Abschnitt 27) .

Antimefn 'sche Betastung Ansatz und Lösung der¬
artiger Aufgaben wer¬
den an der folgenden
Rechnung gezeigt .

Der kreisförmige ,
1 durch eine Querwand
r unterteilte Behälterring

(Abb . 206) ist sechsfach
statisch unbestimmt . Er
ist zu zwei Achsen sym¬
metrisch . Um diese Ei¬
genschaft für die Be¬
rechnung zu benutzen ,

werden neben H a und H c auch H b und H d als äußere Kräfte verwendet , so daß
durch deren Umordnung nach den vier Achsen acht überzählige Gruppenlasten ent¬
stehen . Da das Kräftebild auch bei der Füllung einer Kammer zur senkrechten
Achse symmetrisch ist , sind die für diese Achse antimetrischen Gruppen Null.
Daher werden nur die folgenden überzähligen Größen angeschrieben :

1

Abb. 207 c , d.

u 1 = * 1 = x + M b + M e + Md) , U2 = Z 3 = ~ (H a + H b + H c + H d ) ,

Z1 = X 2 = ^ (M a + M b
-

(368)
M d ) , Z2 = Z 4 = ^ (tf 0 + Ä 6

- .ff c
- /7 d)

Die Elastizitätsgleichungen entstehen aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit (156)
^io — 2 ^ikX k = 0 usw . , <540 — 2 &ikX k = 0 ; £ = 1, . . . ,4 .

Die Vorzahlen haben die folgende Bedeutung :

<5u = ^ pV ? § ^ + jM ? y ^ ; d10 = + J MoM ^ ds
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Nt und M 1 sind die Schnittkräfte aus — X x = 1 , X 2 = X 3 = X 4 = 0 . Dieser Be¬
lastungszustand ist gleichbedeutend mit — M0 = 1 , — M b = 1 , — M c = 1 , — M d — \
(Abb. 207 a ) .

1 . Um die viergliedrige Matrix zur Bestimmung der überzähligen Größen
Xx . ■ . -X* zu zerlegen , wird die Belastung in einen symmetrischen und in einen
antimetrischen Anteil aufgespalten .

Symmetrische Gruppe :
fi ^ 13

^ 31 ^ 33

Antimetrische Gruppe :
f 2 ^24

<542 <344
2 . Die Vorzahlen (Abb . 207) :

+ ff/2 -fff/2

Fl r ’

<5n = 2 J \ ds — 2rn ; d13 = — 2 ^ ~ yrdcp = — 4r ,
- jt/2 —.-t/2

+ ff/ 2 -fff / 2

^ 33 = 2 + 2 cosV
A

rdcp + ( y )

*
2r ~ = nr + ^

~ ~ +
- ff/ 2 - ff/ 2

-fff/2 -fff/2

<522 = 2 J 1 r d <p + 22 • 2r A = 2 r (zr + 4 A
) ; d24 = - 2 = - 4r ,

- ff/ 2 '

4-ff/ 2 + ff/ 2

^ 44 = 2 rd <P f 2
J

“
2 cos 2

^
A rd <p = nr +

“ ff/ 2

■Zt —
»•

'
—ff/ 2

3 . Die Belastungszahlen für einen zur waagerechten Achse symmetrischen oder
antimetrischen Wasserdruck p :

+ */2
(1)^io = 0 , (1 )d30 = 2 J

*

y cos cppr ~ r dq> — 4pr ,
- */2

(2)4 o .
2 * (2r ) 1

2r / c^ 3 F 4 2 ^ / a
'

+ */2
<2>(Sa>= 2J cos q> jpr ^ rd <p = 4/ >r | f

— jr/2
4 . Die überzähligen Größen sind nach den Ansätzen 1 . :

^ X 1 =
8pr

Jo

r (n °- ~ 8) + ~ — + ~ 8 -
X*fl P X*, P

‘«X .

*̂ 30 ^ ii ^ io
4ip7tr ■■Je

/ 2 Q\ \ J c *̂ 2
1 Q ^r ( ji 2 — 8 ) + — — b -

p
~ 8 —

4o ^417-̂ 40^24
($22 ^44

4 / c
T ' X

7.
<̂ 22 — ^20 ^24 __ £ß y

^ e H: + ') +
" ' ‘

T + ’ IV + Tf .
■8 »-
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5 . Die Schnittkräfte aus der Füllung eines Abteils entstehen durch Überlagerung
des symmetrischen und antimetrischen Anteils aus p/2 . Daher ist bei Füllung beider
Hälften des Behälters

M a = Mb = M c = Mi = X 1 ,
bei Füllung eines Abteils

* l + * 2 .

H „ = Hh

Ma = M b =

H c = H d = ^

x 1 - a'
2 .

H„ H b =
* 3 + * 1 .

2 r ’

M e = M d = *
TT TT * 3 - * 4n c — tl d — 2r .

Die Abmessungen nach Abb . 208a liefern für p = 6,0 t/m folgendes Ergebnis :

Je = ° ’15
,

3
Ö

1,0 = 0,000281 m4 ,

Abb. 208 a.

12

0,30 3 • 1,0
12

=0,00226 m 4 ,

Je
Je

Je
X 1 = 8 • 6,0 • 5,0 •

F c = 0,15 • 1,0 = 0,15 m 2 ,
F z = 0,30 • 1,0 = 0,30 m 2 ,
/ . = 0,125 ,
F „ = 0,001873 m 2 ,
F z = 0,000936 m 2 ,

0,001873

5,0 (n 2 - 8 ) + 0,001873 • + 0,000936 • ~
5,0 5,0

=0,0478 mt ,

A s = 6,0 • 5,0
1,333 n • 0,125 (5,0 2 + 0,001873 ) + 8 • 0,001873

71 (4 - 0,125 + ji ) 5,0 +

X a = 4 ■6,0 • 5,0 •

0,001873 \
5,0 )

0,001873 • n

8 - 5,0
= 22,85 mt ,

: 0,0751 mt ,8 Tr
5,0 (jr2 - 8 ) + 0,001873 • -L- + 0,000936 „5,0 5,0

v 4 ^ 0,001873 (4 - 0,125 + jr ) + 1,333 - 5,0 2 • 0,125A 4 = 4 • 6,0 - 5,0 - --
(
-

, | s7 . . - = 29,15 mt .
Ti (4 • 0,125 + Ti) ^5,0 + sQ ) - 8 - 5,0

Füllung beider Kammern ,
1 mt = 66H mm.

Füllung einer Kammer ,
1 mt = 0,4 mm .

Abb. 208 b . Biegungsmomente.

Statische Untersuchung eines Kühlturmunterbaues . Um auch die Bedeu¬
tung der mehrfachen Symmetrie eines Tragwerks für die Vereinfachung der statischen
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TXnT

-V

a

x

Untersuchung zu zeigen , wird ein waagerecht liegendes Stabeck berechnet , dessen
Knotenpunkte durch senkrechte , am unteren Ende eingespannte Pfosten frei drehbar
gestützt sind . Das Tragwerk hat 24 statisch un¬
bestimmte Schnittkräfte X k , deren Abhängigkeit
bei unregelmäßiger Gliederung des Stabwerks neun-
gliedrige Elastizitätsgleichungen liefert (Abb. 209) .

Da die Aufgabe hier für ein Tragwerk mit
zyklischer Symmetrie gelöst werden soll , können
alle Vorzahlen des Ansatzes aus den Biegungs¬
momenten M24 , M 1 des Hauptsystems Abb . 210
für — X 2i = T — X 1 — 1 abgeleitet werden. Die
Trägheitsmomente des Pfostens für die radial
und tangential gerichteten Hauptachsen des Quer¬
schnitts sind J r , Jt > die Trägheitsmomente des
Ringstabes / , .

Um auch ähnliche Tragwerke mit anderen
Abmessungen zu vergleichen , werden statt der

3E J c fachen Verschiebungen d'
ik, Vorzahlen d{ k = &ik verwendet . Sie entstehen aus

folgendem Ansatz :
^ 24,24 = • • • ^ 22,22 :

%
%

*2*

£

Abb . 209 .

1 .932 2 . . / ,

s/ _° 23,23 — ‘ * ÖL
3

0 .259 2

/i3 + 2
J t

0,9662 / (h? Y- + 2
J t

0 .259 2 J ,At + 2 3 7 :
Ä3 4 “ + 2 0,t

![
)6- /2:! y ,J t * J T

-£ ö’
lk = dik

■ = 1,9322 + 2 • 0,9662 + 8 • 0,2592 + 2 ( ~ )
' = + 6,489 ,

0,259 • 1,932 - 0,259 • 0,966 + 0,966 • 0,259 • 4 = + 1,25097 ,
3

-24,21 — “ —3
Geometrische Abmessungen des Tragwerks:

Jt = Ji = Jo und Jr = iJc ; A = 12 m , s = 6,73 m .
Vorzahlen der geometrischen Bedingungen <524 = 0 und <5X = 0 :

-24,24 = i * ,2
= • • • = 1 .9322 + 2 • 0,9662 + 8 • 0,2592 + 2 (~ )

3

*̂ 23,24 “ ^1,24 = - . .
<522,24 = <52 ,24 = - 0,966 • 1,932 - 1,932 • 0,966 + ~ (y )
<521,24 = <53 ,21 = - 0,259 • 0,966 - 4 • 0,966 • 0,259

<520,24 = <54,24 = + 0,966 2 - 4 • 0,2592
^ 23,23 = <5m = • • • = 2 • 0,259 2 + 8 • 0,966 2 = 7,6 ,
<51>24 = <5i,2 = 1 . 932 • 0,259 - 0,966 • 0,259 + 4 • 0,259 • 0,966
<5i,23 = <5m = 0.2592 - 4 - 0 . 9662
öi,22 = <5M = - 0,259 • 0,966 - 0,259 • 0,966 • 4

= - 3,64434 ,
= - 1,25097 ,
= + 0,66484 ,

= + 1,25097 ,
= - 3,66562 ,
= - 1,25097 .

— Xat = 1, Mat , - * 1 = 1 , M, .
Abb . 210 . Momentenflächeo im statisch bestimmten Hauptsystem .

Beyer , Baustati !' , 2 . Aufl ., 2 . Neudruck . 14
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Matrix der Vorzahlen dik .

Wo Wi x„ Ws X 2i w W w
24 + 0,66484- 1,25097- 3,64435+ 1,250974 - 6,48900 + 1,25097- 3,64435- 1,25097
I — 1,25097— 3,66562+ 1,250974- 7,60000 + 1,25097— 3,66562
2 4 - 0,66484 - 1,25097- 3,64435+ 1,25097-j- 6,48900+ 1,25097
3 — 1,25097— 3,66562+ 1,250974- 7,60000

4 4~ 0,66484 - 1,25097- 3,64435+ 1,25097
5 — 1,25097— 3,66562
6 -f 0,66484- 1,25097

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung wiederholen sich infolge der zyklischen Sym¬
metrie bei allen Verschiebungen , deren Indizes gleichzeitig um ein Vielfaches von

zwei erhöht sind .
a) b) c)

- -21
BelastungI

Abb . 211 .

a) b) c)

Die Lasten sind
waagerecht und werden
nur in den Knoten des
Stabecks eingetragen .
Sie lassen sich daher
nach der Winkelhalbie¬
renden und einer dazu
senkrechten Geraden ,
also in Richtung der
Tangente an den um¬
schriebenen Kreis zer¬
legen . Jede Belastung
kann infolge der vorge¬
schriebenen zyklischen
Symmetrie des Trag¬
werks auf die Wirkung
der Kraft W = 11 in
Richtung der Winkel¬
halbierenden (Abb ,211a )
und auf die Wirkung
der Kraft T — 1 t in
Richtung der Tangente
(Abb . 212 a ) zurückge¬führt werden . Beide werden einzeln untersucht , um daraus durch Superpositiondie Lösung für eine allgemeine Belastung zu gewinnen .

Belastungszahlen für W = 1 im Knotenpunkt 24 .
^23,o = ~ h3 - 0,259 ,
<523,0 = - 0,777 ,

- \s - 4- -M— Xff

2V '*

Belastung
Abb . 212 .

<5ko = - W 1 . 932 . a;\0 =
^24,0 = 1,932 , (5j 0 :

<52,0 — <522 o = A3 • 0,966 ,
d .,‘, n — ■2,898 .

Belastungszahlen für T = 11 im Knotenpunkt 24 .
<524,0 — 0 , ■<52s,o = — 4 ä3 - 0,966 , ^ 2,0 — <522,0 —

^ 2,0 = <59

• 4 h3 - 0,259 ,<5i,o =
<524,0 = 0 , <5i,o = - <5*3,0 = - 11 . 592 , <52,0

= - <522 0 = — 3,108 .
Die Belastung I mit W = 11 im Knotenpunkt 24 ist symmetrisch zur Achse A .
Sie wird , um bei der Lösung mit zwei Symmetrieachsen zu rechnen , in die zur Achse B
symmetrische Belastung (1 )/ mit Wa = 1 und in die zur Achse B antimetrische
Belastung <2>7 mit W h = 11 in den Knoten 12 und 24 aufgespalten (Abb . 211 ) .
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* 4 * 5 X e X 1 x a x e x 10
+ 0,66484
— 1,25097
- 3,64435 — 1,25097 + 0,66484
+ 1,25097 — 3,66562 - 1,25097
4- 6,48900 + 1,25097 - 3,64435 — 1,25097 4- 0,66484
4- 1,25097 + 7,60000 + 1,25097 — 3,66562 — 1,25097
- 3,64435 + 1,25097 4- 6,48900 + 1,25097 — 3,64435 — 1,25097 -}- 0,66484

24
1

2

3
4
5
6

Die Belastung II mit T — 11 am Knotenpunkt 24 ist antimetrisch zur Achse A .Sie wird , um bei der Lösung mit zwei Symmetrieachsen zu rechnen , in die zur Achse B
symmetrische Belastung <3>i 7 mit Ta = £ t und in die zur Achse B antimetrische
Belastung (4>IT mit T b = i t in den Knotenpunkten 12 und 24 aufgespalten
(Abb . 212) .

Darnach ist jede Teilbelastung zu zwei ausgezeichneten Achsen A , B des Trag¬werks symmetrisch oder antimetrisch , so daß das Kräftebild nach (367) mit einervierfachen Umordnung der zu den Achsen A , B zugeordneten Schnittkräfte , alsomit den Gruppenlasten U , V, Y, Z beschrieben werden kann . Diese werden nach
S . 205 mit der folgenden Tabelle als Funktionen der statisch unbestimmten Schnitt¬kräfte X k des allgemeinen Ansatzes entwickelt . Der Vordersatz enthält das Bildungs¬gesetz der Gruppenlasten , Vorzahlen und Belastungszahlen , der Nachsatz die
Schnittkräfte X k jeder Gruppenlast .

X V r
24 I 2 3 4 5 6

u V Y z
+ + + + * 24 *! * 2 * 3 * 4 * 5 *«
+ - - + * 12 * 11 * 10 * 9 * 3 * 7 *6
+ - - * 12 * 13 * 14 * 15 * 1. * 17 * 18

+ - + - * 24 * 23 * 22 * 21 * 20 * 1. * 18

1 . Belastung i* )/ mit zwei zu beiden AchsenA , B symmetrisch liegenden Kräften Wain den Knotenpunkten 24,12 (Abb . 211 b ) . Die Belastungszahlen /uk0 , vk0 , zk0 sind Null .Dasselbe gilt daher auch von den Gruppenlasten V, Y , Z . Dagegen sind die Gruppen¬lasten U1 = \ (X k + X u + X 13 + X 23) usw . mit Xla usw . von Null verschieden .Hieraus folgt
U1 = X k = X u = X 13 = X 23 ■

Belastungszustand — XJ1 = 1 mit — X k = — Xn = — X 13
— — X 23 = 1 ,

— U24 = 1 mit *̂ 24 == ^ 12 === 1 •
Die Vorzahlen X kh der Matrix (1,7 werden nach S . 206 als Arbeit der virtuellen
Kräftegruppe — XJ k = \ bei einer Formänderung des Hauptsystems aus — Uh = 1
angeschrieben .

^ 1 ^
1,1

~ 1 d (1+ 11 + 13 + 23 ) (1+ 11 + 13 + 23 ) = ^ ( ^ 1,1 + ^
1,11 + d ljl3

- f - d 1 | 23 )
= 4 (7,60000 + 0 + 0 - 3 ,66562 ) = 4 - 3,93438

14*
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ll ^ 1,24 — 1 <5(1+ 11+ 13+ 23) (24+ 12 ) " (^ 24,1
" 1" ^ 24,11

“ t“ ^ 24,13 ^ 24,23 )

= 2 ( 1,25097 + 0 + 0 + 1,25097) = 4 • 1,25097 ,
1 24 ^ 24 = 1 <5(24+ i2 ) (24+ 12 , = 2 <524>24 = 2 • 6,48900 ~ 4 • 3,24450 ,

1 1
«% | 0

= 1 <̂
(1+11+13 +23,o = 44 ( - 0,3885 ) .

Die Ergebnisse der Zahlenrechnungbilden, durch 4 geteilt , die Matrix für die Be¬
lastung (1 ,J .

U2t Ul u 2 U3 Ut U5 U,

24 + 3,2445 ° + 1,25097 — 3,64435 — 1,25097 0,66484 — —

I + 1,25097 + 3 .93438 — - 3,66562 — 1,25097 — —

2 - 3,64435 - + 7+ 5384 + 1,25097 - 3 .64435 — 1,25097 + 0,66484

3 — 1,25097 — 3,66562 + 1,25097 + 7,60000 + 1,25097 — 3 .66562 — 1,25097

4 + 0,66484 — 1,25097 - 3 .64435 + 1,25097 + 7 . 15384 — - 3,64435

5 - — — 1,25097 — 3 .66562 — + 3,93438 + 1,25097

6 — — 4 - 0,66484 — 1,25097 - 3,64435 + 1,25097 + 3 .2445 °

Die Matrix ist zur Nebendiagonale symmetrisch und wird ebenso wie nach S . 192
durch Addition und Subtraktion zugeordneter Gleichungen berechnet . Dabei ent¬
stehen mit

und
ü * + ^ . = $ 1 . + U 5 = S 2 ,

Ui - U 6 = T 2 ,

u % + U t
'= S 3 ,

u 2 - u ^ t 3
folgende Ansätze

2D 3 = S 4

Sx ■̂ 2 . s 3 s 4

I + 3 . 2445° + 1,25097 - 2,9795 ° — 1,25097

2 + 1,25097 + 3,93438 - 1,25097 — 3,66562

3 - 2,9795 ° - 1,25097 + 3 >5° 95° + 1,25097

4 - 1,25097 — 3,66562 + 1,25097 + 3,80000

- 1 . 449°

— 0,3885

+ 1,449 °

Ti

I + 3 .2445° + 1,25097 — 4,30918

2 + 1,25097 + 3 .93438 + 1,25097

3 — 4,30918 + 1,25097 + 10,79818

— 1. 449°

— 0,3885

+ 1,4490

2 . Belastung <2>7 mit zwei zur Achse A symmetrischen und zur Achse B anti¬
metrischen Kräften Wb = £ t in den Knotenpunkten 24 , 12 (Abb . 211c) . Die Be¬
lastungszahlen Afc0 , fi k0 , rk0 sind Null . Dasselbe gilt daher auch von den Gruppen¬lasten U , V , Z . Die Gruppenlasten Yk = | (X 1 - X u - X 13 + X 22) usw . sind mit
vu usw. von Null verschieden. Hieraus folgt

= + A'
j = An = A13 = + X^ .
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Belastungszustand — Yk = 1 mit ~ X 1 = 1 , + X n — 1 , + Z 13 :
^ 24 === 1 m ' t — X 24 - -- 1 , - f - Xj , 1 •

1 . - X , 1 ,

Die Vorzahlen vkh der Matrix <2)7 werden nach S . 206 als Arbeit der virtuellen
Kräftegruppe — Yk

— 1 bei einer Formänderung des Hauptsystems aus — Yh = 1
angeschrieben. Die Rechnung liefert

ll r l,l = 1 <̂ (1- 11 - 13 + 23 ) (1- 11- 13+ 23 ) “ 4 (^ 1,1 — — ^ 1,13 + ^ 1, 23)

= 4 (7,60000 - 0 — 0 - 3,66562) = 4 • 3,93438 ,
^ 1 ^1,24 = 1 <̂ (1- 11- 13 + 23) ( 24- 12 ) = 2 (^1,24 ^11,24 ^13,24 + ^ 23 ,24)

= 2 (1,25097 - 0 — 0 + 1,25097) = 4 • 1,25097 ,
1-24 ^24,24 ~ 1 ^(24 -12 ) (24—12 ) ~ — ^24,24 ^ 2 * 6,48900 — 4 • 3,24450 ,

li <2>,’i,o == l <2 ,^(i- n- i3+ 23 ) o = 4 <2)^io = 4 ( 0,3885)
^,

l24 (2>,,24,0 == l l2 '^(24- 12 ) 0 = 2 ’2 )^24,0 = ^ ( 1,449) .

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bildpn, durch 4 geteilt , die folgende Matrix der
Gruppenlasten Yk .

Y *

24

1

2

3

4

5

+ 3 .24450 4- 1,25097 - 3 .64435 — 1,25097 4- 0,66484 —

+ 1,25097 + 3 .93438 — — 3,66562 — 1,25097 —

- 3 .64435 — + 7 U5384 4 - 1,25097 - 3,64435 — 1,25097
— 1,25097 — 3,66562 4- 1,25097 + 7,60000 4- 1,25097 — 3,66562

+ 0,66484 — 1,25097 - 3 .64435 4- 1,25097 4- 5,82416 4- 2,50194

— — — 1,25097 — 3,66562 4- 2,50194 4- 11,26562

- 1 .449

— 0,3885

+ 1,449

3 . Belastung <s>77 mit zwei zur Achse A antimetrischen zur Achse B symme¬
trischen Lasten Ta — J t in den Knotenpunkten 24,12 (Abb . 212 b)

U = 0 , V — 0 , Y = 0 ,
Z1 = X 1 = X u = — X 13 = — X 23 .

Belastungszustand — Zx — 1 mit — X 1 = 1 , — X u = 1 , + X 13 — 1 , -}- X 23 = 1 ,
Belastungszustand — Z6 = 1 mit — X 6 = 1 , + X 18 = 1 .

Die Vorzahlen rkh der Matrix <3 >77 werden nach S . 206 als Arbeit der virtuellen
Kräftegruppe — Zk

— 1 bei einer Formänderung des Hauptsystems aus — ZÄ = 1
angeschrieben. Die Rechnung liefert

ll T l,l = 1 ^ (1+ 11- 13- 23 ) (1+ 11- 13- 23 ) = ^ ( ^ 1,1 + ^ 1,11 ^ 1,13 ^ 1,23 )

= 4 ( 7,60000 + 0 — 0 + 3,65562 ) = 4 • 11,26562 ,

li
(S>T i,o — 1 ^ (1+ 11- 13- 23 ) o “ 4 <3 ><510 = 4 ( 5,796 ) .
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Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden , durch 4 geteilt , die Matrix für die Grup¬
penlasten Zk der Belastung (3 )77

Zx ^ 3 ^ 5

I + 11,26562 + 2,50194 — 3,66562 — 1,25097 — —

2 + 2,50194 + 5,82416 + 1,25097 - 3 .64435 — 1,25097 + 0,66484

3 — 3,66562 + 1,25097 4 - 7,60000 + 1,25097 — 3,66562 — 1,25097

4 - 1,25097 - 3 .64435 + 1,25097 + 7 . 15384 — - 3 . 64435

5 — — 1,25097 — 3,66562 — + 3 .93438 + 1,25097

6 — + 0,66484 — 1,25097 - 3 .64435 + 1,25097 + 3,24450

4 . Belastung <4>77 mit zwei zu beiden Achsen A , B antimetrischen Kräften
Tb

— £ t in den Knotenpunkten 24 , 12 (Abb . 212c)

U = 0 , Y = 0 , 2 = 0 , ? ! = * (* ! - Xu + * u - .Xm ) + 0 )
V1 = + X 1 = - X 11 = + X 1> = - X 23 ,

Belastungszustand — V1 = 1 mit — X x = 1 , + Xu = 1 , — X 13 = 1 , + X 23 = 1 .
Die Vorzahlen fxktt der Matrix (4>77 werden nach S . 206 als Arbeit der virtuellen Kräfte
— Vk = 1 bei einer Formänderung des Hauptsystems aus — Vh — 1 angeschrieben .
Die Rechnung liefert

ll 1,1 = 1 ^ (l - ll + lJ - 23 ) (1- 11+ 13- 23 ) = 4 ! <51(11 + <51>ls
^ 1 ,23 )

= 4 (7,60000 - 0 + 0 + 3,66562 ) = 4 • 11,26562 ,
li (4Vi,o = 1 ^ (i- n + i3- 23 )o = 4 <4 )(510 = 4 ( — 5,796 ) .

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden , durch 4 geteilt , die Matrix für die Grup¬
penlasten Vk der Belastung <4>77.

Vx v , V» V, y t
I 4- 11,26562 + 2,50194 — 3,66562 — 1,25097 —

2 + 2,50194 + 5 . 82416 + 1,25097 - 3,64435 — 1,25097

3 — 3,66562 + 1,25097 + 7,60000 + 1,25097 — 3,66562

4 — 1,25097 - 3 .64435 + 1,25097 + 5,82416 + 2,50x94

5 — — 1,25097 — 3,66562 + 2,50194 + 11,22562

Die Ansätze <2)7 , (3 )77 zur Berechnung der Gruppenlasten Y , Z lassen sich im vor¬
liegenden Falle ineinander überführen , da die Achsen A und B miteinander ver¬
tauscht werden können .

Die Auflösung der Bedingungsgleichungen der vier Gruppen bereitet bei Be-
achtung der Rechenvorschriften Abschnitt 29 keine Schwierigkeiten . Die Super¬
position der Teilergebnisse zur Bildung der statisch unbestimmten Schnittkräfte
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aus einer vorgeschriebenen Belastüng der Rahmenstellung nach Abb . 213 (Wind¬
richtung winkelrecht zu Stab 23 ) geschieht mit zyklischer Vertauschung der Er¬
gebnisse und liefert folgende Lösung . Sie dient zur Berechnung der übrigen Bie¬
gungsmomente (Abb . 214) .

Längskräfte * 23 * 1 = * 2! * 3 = * 19 * 5 = * 17 * , = * 16 * 9 = * 13 * u

t + 32 .94 + 21,40 — 0,72 — 12,92 — 12,20 - 8,48 — 7,10

Momente X 22 = -̂ 24 * 2<, = * 2 00il * 16 = * 6 * 14 = * 8 ©*II{N —

mt + 40,222 - 6,247 — 40,626 - 27,463 + 6,247 + 27,867 —

Die Untersuchung kann als Grundlage für die vollständige Beurteilung des räum¬
lichen Zusammenhangs der Konstruktion bei Einspannung der Pfosten im Stabeck

Abb . 214. Biegungsmomente aus Belastung nach Abb . 213 .Abb . 213.

mit oder ohne Berücksichtigung des Verdrehungswiderstandes der Pfosten und
Riegel verwendet werden .

Andree , L . : Das B .U .-Verfahren . München 1922 . — Hertwig , A . : Zur Berechnung sym¬
metrischer statisch unbestimmter Gebilde . Bauing . 1928 Heft 10 und 11 . — Vinzenz , J . :
Beitrag zur Berechnung des kontinuierlichen Trägers . Bauing . 1921 , S . 695 .

29. Algebraische Auflösung der Bedingungsgleichungen .
Die statisch unbestimmten Schnittkräfte eines Stabwerks werden je nach der Art

der Aufgabe für eine ausgezeichnete Belastung oder nach zahlreichen äußeren Ursachen
getrennt angegeben , um daraus die für die Verwendung ungünstigsten Grenzwerte
zu entwickeln . Während die Belastungszahlen dk0 , dk

l
0
~ h) oder dk^ , ök

‘^ " in dem
einen Falle in die Auflösung einbezogen werden , ist im anderen die Berechnung der
statisch unbestimmten Schnittkräfte mit Hilfe der zu den Vorzahlen dik konjugierten
Matrix meist einfacher und übersichtlicher . Sie werden dann je nach der Art des
Hauptsystems in der folgenden Form angeschrieben :

= (Ä = 1 - - - . » ) ; X k = Zßu ^ - h\ (k = l . . . . /*) . (369)
i = 1 i = 11

Jede Aufgabe besteht in der Auflösung von n oder (n — h ) linearen Gleichungen mit
ebensoviel überzähligen Größen . Sie ist in formaler Beziehung elementar . Schwierig -
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keiten entstehen unter Umständen nur durch die Fehlerfortpflanzung der Zahlen¬
rechnung . Diese darf erst dann als beseitigt angesehen werden , wenn die Nenner¬
determinante nicht wesentlich kleiner ist als das Produkt der Glieder der Haupt¬
diagonale .

Die Berechnung mit Determinanten nach S . 166 ist nur bei einer kleinen Anzahl
von Wurzeln am Platze , die leicht mit Unterdeterminanten angeschrieben werden
können . In allen anderen Fällen wird zunächst eine Wurzel durch Elimination oder
Substitution der übrigen gewonnen . Diese selbst folgen dann durch Rekursion . Da¬
bei verdient diejenige Rechenvorschrift den Vorzug , deren Zwischenergebnisse über¬
sichtlich und nachprüfbar angeschrieben und deren Endergebnisse mit der kleinsten
Stellenzahl einwandfrei erhalten werden . Die Lösungsfehler treten um so mehr zurück ,
je größer die Nennerdeterminanten aller Zwischenstufen bleiben . Daher ist die
Elimination nach Gauß stets dann am Platze , wenn die Vorzahlen dkk in der Haupt¬
diagonale der Matrix groß gegenüber den Nebengliedern sind und diese selbst nach
dem Rand zu der Größe nach abnehmen .

Auflösung des Ansatzes durch Elimination , a ) Die vollständige Rechen¬
vorschrift nach C. F . Gauß . Die Elimination beruht in der Rückbildung des
Systems mit n Unbekannten auf ein System mit (n — 1 ) Unbekannten . Man ver¬
wendet Vorwärts - oder Rückwärtselimination , um zunächst die n te oder die erste
Unbekannte zu bestimmen und findet alle übrigen durch Rekursion der Lösung .
Auf diese Weise entsteht eine Rechenvorschrift von großer Übersichtlichkeit .

Bei Substitution der Unbekannten wird eine Unbekannte als Funktion der
übrigen in eine andere Gleichung eingesetzt und auf diese Weise in beliebiger , zu¬
meist durch den Ansatz vorgeschriebener Reihenfolge zuerst eine Unbekannte X k
gefunden . Die übrigen ergeben sich wiederum durch Rekursion . Die Substitution
eignet sich also bei unregelmäßiger Matrix . Sie führt unter Umständen auch dann
noch zu brauchbaren Ergebnissen , wenn die Elimination nach gebundener Rechen¬
vorschrift versagt .

Die Elimination ist als gebundene Rechenvorschrift von C . F . Gauß angegebenworden und als Gaußscher Algorithmus in der Geodäsie seit langem zur Lösungder Normalgleichungen bekannt . Hierbei wird bei n Unbekannten in n Eliminations¬
stufen stets die linksstehende Unbekannte ausgeschlossen , indem die in geeigneterForm erweiterte erste oder letzte Gleichung von den übrigen Gleichungen der
Eliminationsstufe abgezogen wird . Zur Nachprüfung der Zahlenrechnung jederElimination werden die algebraischen Summen der Vorzahlen öik jeder Zeile gebildetund als Zeilen - oder Quersummen v) mitgeführt .

Ai 4~ A a ^12 4 - • • • 4~ Xk &lk + • ■ • 4 - A n 5lB = <510
Aj ^21 4“ X 2 ö22 + ■ 1’ ' 4" X k d2k 4- • ■ ‘ 4~ A n <52n = ^20
■Xi <581 + X 2 d32 + • •• • 4- X k ö3k + • ■■ 4 - X n d3n = <530

X 1 dnl + X 2 dn2 + . . • 4- X k 6nk -{- • • ■ + X n dnn = d „ 0
öiz = <5n + <5 12 + • • • oder d ys , = <5n + <5 12 + • • • <5ln + 610 . (370)

Bei Vorwärtselimination wird die erste Gleichung der Reihe nach mit .

# 12 - - # 13 - -
^ 31
<hi

S« 1
Sn

erweitert und zu den folgenden addiert .

(371)
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+ X k <5, ) + • • ■+ * „ ($'2 n

oder — äl2 ’

+ X k <5, + * . 4
( 372 )

Auf diese Weise ist ausgeschlossen und die erste Eliminationsstufe mit
(n — 1 ) Gleichungen gebildet worden. Sie ist nach dem Ergebnis der Rechnungunter Beachtung des Maxwellschen Gesetzes ebenfalls zur Hauptdiagonale sym¬metrisch . Ihre Vorzahlen erhalten im Sinne von C . F . Gauß folgende Bezeichnung :

X2 <522 + -̂ 3 äs» 4* 4" Xk <52k 4~ + X n d‘

X%lf£i + X2 4- + Xk öil + «5^ . . (373)+ X n d\

Die Richtigkeit der Zahlenrechnung wird durch die folgende Identität festgestellt :

ästx = <522 + ^23 4" • • • <52n = <52 2' — <5] 2’ V
'21

(374)

(375)
Hierauf wird X 2 ausgeschlossen, indem die erste Gleichung der ersten Stufe der
Reihe nach mit — «24 = — <5« erweitert und zu den fol¬
genden addiert wird. Auf diese Weise wird die zweite Eliminationsstufe mit (n — 2)UnbekanntenX 3 . . . X n gebildet . Ihre Vorzahlen führen die Bezeichnung <5 f̂ . . . 6 {

3 lusw . Die Richtigkeit der Rechnung folgt aus

<53
2i ' = <533 4 - ä -H +

Die Elimination ergibt schließlich
A(n- Dy _ °no

(376)

In dem Ansatz (372) ist 1 <521/<5U die überzählige Größe X 12 , welche von — X 2 = 1
erzeugt wird. Demnach sind

(377 )

die Verschiebungen der Punkte 2 . . . k , welche aus — X 2 = 1 und gleichzeitig durchdie — X 2 = 1 zugeordnete überzählige Größe X 12 entstehen . 0$ . . . ö2 l sind also
Verschiebungen in einem einfach statisch unbestimmten Hauptsystem , in dem X tnicht mehr als überzählige Größe auftritt . Ebenso können <5^ . . . <5^ als die Ver¬
schiebungen der Punkte 3 . . . k eines zweifach statisch unbestimmten Haupt¬systems angesehen werden, in dem X x und X 2 nicht mehr als überzählige Größen
enthalten sind.
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Vollständige Vorwärtselimination für fünf überzählige Größen (378 ) .

.Yj A~
2 AT3 X 4 -̂ 5

I <5u Ö12 <5l3 <5l4 Ö« <5io

« 12 « 13 « 14 « 15 —

2 <52i <522 Ö23 Ö24 ^25 ^ 20

I

3 Ö3I ^32 ^ 33 Ö34 Ö35 Ö30

4 ö4i ^ 42 ^ 43 Ö44 Ö45 Ö40

5 Ö51 ^ 52 ^ 53 4. i <565 Ö50

2 (1> öl» 41V . 41V 4SV «51V

% « 23 « 24 ^25 —

II 3 ® 41V 41V öl» 41V 41V

4 (1) öS» 4S 41V 41V 41V

5 ® öl » öls 41V 41V 4 £»

3 (2) 41V 4SI' 41» -51»

« 34 « 35 —

4 (2) 41V 41V <51» öio

5 ® 41V 4ffi «51» <51»

4 <3> 41» öl » <51»

IV « 46 —

5 ,3, 41» «51» öl»

V 5® öl» öl»

I I öu <5l2 Öl3 Ö14 Ö16 Ö10

II 2 <1> Ö1V Ö1V öS» Ö1V öiV

III 3 ® öS» öl» öl» Öl»

IV 4<3> öl» öl» öl»

V 5 ® öl» Öl»

— Ö22 «12 ^12 '
ÖS» = ^23 «12 Öl3 >
<HV = Ö24 « 12 ^14 >
Öl» = ^26 — « 12 ^15 >

«12 =

% ' = % ' - * 23 ^ .’

“ Ö33 « 13 ^ 13 « 23 Ö^» >

Ö'
u == Ö34 « 13 ^ 14 « 23 Ö2V >

Ö® = ö 35 « 13 ^ 15 « 23 ^ 25
* •

« 13 '

« 23 —
ö & .
öiV ■

Öl» = Ö® - « 34 öf ]

= <5y4>- « 24 ^ y - «34 ^ 4
'

— Ö44 « 14 ^ 14 « 24 Ö.24 — « 34 Ö® >

Öffi = Ö45 — « 14 ^ 16 « 24 Ö2» « 34 Ö® ’

« 14 —

« 34 =
<5$ .
ö <»

ö<i >= ög>- x4Sö <l>
= <5<y- *35 <5i»- «15 <5<y
= ö^>“ «2S<5a>—«3B<5S» - *„ öi»
= ö55—« 15^ 5-̂ «25 ^ 23

’—«35 öS» —«45 .

^15 — '

« 25 —

^11
ö ® ,

Ö&
'

öl» .

m .

ölV = (522 - «12 (512 ; <5<» = <5<» - «23 <5<» = <533 - « 13 <513 - «23 ,
Ö« = ^2 * — « 12 Ö1 k ■ Öi% = <3^ — « 23 Ö£ l = Ö3k — X13 Ölk — « 23 Ö^ ,

4 * *T * = Ö4 * « 11 « 2 k ^3^ « 31 Ö:(» — • • * « Ur- D fc 1 *
«Sfe1’ = <5* . - «11 <5ln - «21 ö <» - «3 * a« - • • • « (1- 1) 1 4jfc8, ,
ö*V ’ = ö* 0 — «11 ^10 - « 21 <5yo, - «31 ^ 30

) — • • • « (*- ! >* <53r?jo -

( 379 )
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Die vollständige Elimination bietet eine mehrfache Möglichkeit zur Substitution
der Ergebnisse der einen Gleichung in einer anderen derselben Stufe und damit zur
unmittelbaren Nachprüfung der Lösung.

b) Die abgekürzte Rechenvorschrift nach C . F . Gauß . Der Algorithmus
von Gauß kann im Gegensatz zu (378) auf die erste Gleichung einer jeden Elim in a-
tionsstufe beschränkt werden , so daß ein reduzierter Ansatz von n Elastizitäts¬
gleichungenentsteht , die n Hauptsystemen mit ansteigender statischer Unbestimmt¬
heit zugeordnet sind.

-Xi 4i + ■X
’
a ^12 + -̂ s ^i .3 + + Xn öln = <510 ,
V " + Z 3 «5‘V + + Xn d 'H = ,

* , #&' + + Xn d l̂

x ■ 4- Xi ° {n —1) 0

4 - X Mn - l ) _ Mn - 1)
• A n 0 « n — ° n 0

Die abgekürzte Vorwärtselimination liefert X „ ebenso wie der vollständige Ansatz
und genügt zur Berechnung aller anderen überzähligen Größen X k (k — n — 1 . . . 1)
durch schrittweises Einsetzen der Ergebnisse in die übrigen Gleichungen des redu¬
zierten Ansatzes (380 ) . Er bedeutet mathematisch die Beseitigung aller Glieder der
Matrix (319) unterhalb der Hauptdiagonale . Bei Rückwärtselimination verschwinden
alle Glieder oberhalb der Hauptdiagonale . Die Rekursion kann auch als wiederholte
Anwendung des Gaußschen Algorithmus in der entgegengesetzten Richtung an¬
gesehen werden . Ist die Matrix der Elastizitätsgleichungen symmetrisch zur Neben¬
diagonale , so ist die Vorwärtselimination mit der Rückwärtselimination identisch .

Die Rechenvorschrift wird an einem fünffach statisch unbestimmten System
gezeigt (S . 220) .

Die anderen überzähligen Größen werden durch Rekursion aus den Glei¬
chungen 4<8>, 3 (2 ) , 2 (1> und 1 gefunden (,378 ) :

(380)

. k 5 4 3 2 I

^ 2 ^* 2 • — JCg «12

-̂ 3 ^ * 3 • • — ^ 3 Ä28 X3 «13

-^ 4 ^ * 4 • — A4 X34 — « 24 — Xt xu
— Xs X* 5 ' -̂ 5 ^ 45 — Xf «35 — -̂ 5 ^25 X 3 « 15

TOS

eJXIIe * 5 x 3 * 2 * 1

k 5 4 3 2 I

Zur Nachprüfung der Ergebnisse können die Elastizitätsgleichungen
(1 ) . . . (5) verwendet werden . (Fortsetzung des Textes S . 223.)
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Abgekürzte Rechenvorschrift für die Vorwärtselimination von fünf überzähligen
Größen (381 ) * * -

* 1 * 2 * 3 * 4 * 5

Kon¬
trollen

[Öi2 =
* - 6

fc- i

Belastungsglieder <5<0

zur

ßsk

O

Best

ßtk

imm
* * =
ßzk

ung

ßttc

von

ßiA
0

Be-
lastungs -
fall ( )

01 k I 2 3 4 5 z O O 0

I <5ub <5u <5l2 <5« <5l* <5l5 dj V O O O 0 1 <5io

« l * • <5i2/<5n ^13/^11 <5l4/^ll ^15/̂ 11 • • • * <W <5n

2 ^2 * (^2l) $ 2 $ 3 ^24 <525 ä2X O O O I 0 <520

- « 12 <5i n • - « 12 <5l2 - « 12 <5l3 - « 12 <5l4 —« 12 <5is - « 13 <5l2 • • - «12^10

<5& <5$ <5£ <5& <5& O O O I ^ 20

« 2 * • • «5M tlWV • • • * #äl «8

3 ^3 * ($ ll ) (<532) $ 3 <53* ^ 35 <532’ O O I 0 0 ^80

~«18 * • • - «13 <5l3 - «13 ^14 - «13 ^15 - «13 <5l2' • • • “«13<5«

“«23 $ *£ • • - « 23 ^23 «23 ^24
* “ « 23 *$aV “« 23 $ 1’ • • “«23$ 0

• • <5$ <5$ <% ’ <5& O O I «B

«3 » • • • <5£ 7<5&' « ■ • • * wm

4 <5* 2 (<5. i ) («5*2) (Ö43) <5*4 <5*5 <5*2 O I O 0 0 <5*o
“«14 ^11 • • - «14 ^14 - «u Sls - « 14 <5i2 • • “«14$ 0
~« 24 ä<ul • • - « 24 ^24 -« 24 <5ä’ ~« 24 <522’ • "«24$ 10
- « 34 <5$ • • ~«34 ^S*

’ - «3* ^3
25 ~*34 <532 • • “«34SS

A * = «5Ä • • <5i3*' <5ffi <5i8i O I <5*0

«4 » • • • « 5 • ♦ '
WS

5 <56 2 (ä. i ) (<552) (<563) (<5*4) <565 ^52’ I O O 0 0 <5so
“« 15 ^1 * • • • - « 15 <5lS - « 15 <5i2 • • - « 15 <5l0

—«25 • • • "*"« 25 $ ¥ - « 25 <5a2 • • “«26$ 0
- « 35 <5^ • • - « 35 <5^ - «35 ^82 • • - « 35<5ä0

~ « 45 <5l*i • • —« 45 <5*V - « 45 <5*2 • “ « 45<5io

^ 52 = <5^ • • • <5& <5$ I • «8
• • - • • • * •

*
w 6 9 UOtjenten V<5ft 11 werden unmittelbar in die Rekursionstabelle (38S ) eingetragen .Die eingeklammerten Vorzahlen sind nur zur Erleichterung der Summenbildung beigefügt.
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Berechnung der Vorzahlen ßik eines Ansatzes mit fünf überzähligen

Größen ( 384 ) .

Äs Äs Äs ßi5 Äs

Äl Ä2 Ä3 Ä4 Äs

*12 *13 *11 *15

Äl Äl Äl Äl

«23 * 24 « 25

Äl ’ <5$ Äl

« 34 « 35

Äi ’ Äl

« 45

Äl

Aus a ) folgt ^ = - L .
° bb

Durch Rekursion sind folgende Vorzahlen
bestimmt :

Aus a ) u . b ) : ß w _ /?36 , ß13 — ß3i .

Ä3 ßn ß »3 ßiZ ßb3

Äi Ä2 Ä3 Ä4 Äs

* 12 * 13 * 11 « 15

Äl Äl Äl ’ Äl

« 23 * 24 « 25

Äl ’ Äl ’ Äl ’

* 34 * 35

ßbi * 34 Äs * 35 As >

Ä 3 = *23 Ä 3 * 24 Äs * 25 Ä ;j ,
Ä 3 = — * 12Ä 3 *13 Ä 3 * 14 ßt3 — * 16 ßbi •
ßn = A )2 usw .

ßib ~ * 46 Äs ’ Äs = * 34 ßib * 36 Äs •

Äs = * 23 Äs * 24 Äs * 25 Äs »

Äs = * 12 Äs * 13 Äs * 14 Äs * 15 Äs '

Äs = Ä4 USW .

Aus a ) : ß bi = y?46 .

ßli Ä4 Äl ßii ßbi

Äl Ä 2 Ä3 Äl ÄS

« 12 * 18 * 11 * 15

Äl Äl Äl Äl

* 23 * 24 « 25

Äl ’ Äl ’ Äl ’

* 34 « 35

Äl Äl

* 15

Ä 4 —
^ 3)

— * 15 Ä4 •

Ä4 — — X3i Ä4 ~ * 35 ßbi -

Ä4 * 23 Ä4 * 24 ßii * 25 ßbi ■

ßli * 12 Ä4 * 13 ßsi * 14 ßii — * 16 ßbi •

ßbi ~ ßi3 USW .

Aus a ) , b ) u . c ) :

Ä 2 = Äs > Ä 2 = ßu . Ä » — ßn ■

ßl2 ßn ßii ßii ßbi

Äl Ä2 Ä 3 Äl Äs

* 12 « 13 * 14 * 15

Äl Äl Äl Äl

* 23 * 24 «25

Ä2 — * 23 Ä2 — * 24 ßii — * 25 Ä2 "

Ä2 = * 12 Ä2 * 13 Ä2 * 14 ßii — * 15 Ä2 .

Ä2 = Äl USW.

Aus a ) , b ) , c ) u . d ) :

ßbi = Äs > Äl = ßli - Äl = ßl3 > Äl = ßli ■

e ) Äl Äl ßii ßii ßbi

Äi <5ia Ä3 Äl Äs

* 12 * 13 « 14 « 15

Äl —
0

— * 12 Äl — * 13 Äl — * 14 Äl — * 15 Äl •
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Rechenvorschrift in Verbindung mit (381 ) für die Rekursion eines Ansatzes
mit fünf überzähligen Größen zur Bestimmung der Vorzahlen ß ik ( 385 ) .

^50 öio <53o ^20 Ö10

i k 5 4 3 2 I i

” ßs2 Xk2 — ßz2 x 12

ßö3^23 — ßs3 x 13

* 5

— ßu xki — ßu xu — ßu x u ~ ßu xU
5

~~ ßö5y-k5 — ß $3Xi3 ßbb y-3S ~~ ßs6 x23 ~~ ßs3 x\3
5

<5 o O o o

x k = ß , k ßö5 ßu ßs3 ßsa ßu

~~ ßtS.Kkl ■ ■ ßi2 yi2

^ 43^ * 3 • ■ “ ßl3 X23

— ßn y m — ßii xU — ßii xU — ßa x ii
-̂ 4 4 ~ ßibxk5 — ßi5 Xi5 ~ ßu xaa — ßi3 x 23 ~ ßu xu

4

mi o o o

Xjc = ßi Je ßiä ßu ßl3 ßl2 ßu

ß32^ Je2 ■ — ßz2 X12
“ ß33XkZ — ßz3 x23 — ß33x13

/?34X*4 ~ ßai x3i — ßsi ^ -a — ßu xu
-̂ 3 3 “ ßs&Xk & ß35 7C35 ~~ ß '33x23 “ ^ 35^15

3

ö& ' Wk 1' ■ o O

x k — ft * ßas ßu ß33 ßa3 ßsi

$ 22̂ * 2 • ■ — ßi2 x \ 2

Äa ^ 2s — ßi3 X13

* 2

*“ & 4^ fc4 ■ — ßu x u ~~ ß ‘2i Xli

/?25^ fc5 — ßz3 X23 ~~ ß 'U x 15

öi k
o

i n \
- »

I/ « » o

Xk — ßlk A >5 ßu ß -23 ßi3 ßil

~ ßl2 x k2 • — ßl2 X13

~~ ßl3 x ka ■ ■ ~~ ßl3 X13

* 1 -

~ ßli x kt • ~ ßli Xll

~ ßlö x ks ■ ■ ~~ ßl3 x U
I

Wö ' Wk 1'

Xk = ß lt ßu ßu ßl3 ßiz ßn



Auflösung des Ansatzes durch Elimination .

k I 2 3 4 5
X t ökl * 1 * 21 * 1 * 31 * 1 *41 * 1 * 51

* 2 * 12 x 2 s22 * 2 *42 * 2 * 52

* 3 * 13 xa 3 * 3 * 33 * 3 * 43 * 3 * 53

XA 4 * 4 * 24 * 4 * 34 * 4 * 44 * 4 * 54

* 5 * * s xAs * 5 * 25 * 5 * 35 * 5 * 45 * 5 *55
%k — dk0 * 10 ^ 20 ^ 30 * 40 ^ 50

223

(383)

c ) Die Berechnung der konjugierten Matrix . Um die überzähligen Größenfür mehrere Belastungsfälle ohne Wiederholung der Elimination anzugeben , wird
die konjugierte Matrix zu (319) berechnet . Mit dieser ist nach (326 )

h = n
2 ßkh ^hO un d ßh k ~ ßk h *

Ä = 1
Die Vorzahlen ßhk sind nach S . 166 die überzähligen Größen X A (& = 1 . . . n ) für
dk (s = 1 . Um die 1/2 •« in + 1 ) unabhängigen Glieder der konjugierten Matrix
übersichtlich zu berechnen , wird entweder mit der Bestimmung der ßkn aus dn0 = 1durch Vorwärtselimination oder mit der Bestimmung der ßkl aus <S10 = 1 in Ver¬
bindung mit einer Rückwärtselimination begonnen . Die übrigen Vorzahlen ergebensich auf Grund der Symmetrie der konjugierten Matrix zur Hauptdiagonale durch
Rekursion . Zunächst sind mit ßnn die Vorzahlen ßkn . . . ß ln bestimmt . Alle übrigen
ßllk [h — k ■ ■ ■ 1 ) werden stets aus den ersten k Gleichungen bestimmt , da die
übrigen Vorzahlen /3 ( fc+1) fc = ßkik+i ) ■ ■ ■ bekannt sind . Die Berechnung schließt mit
dem Werte von ßn . Er wird bei allen unsymmetrischen Systemen , die keine zur
Nebendiagonale symmetrische Matrix besitzen , durch Rückwärtselimination mit
*io = 1 geprüft .

Die Untersuchung wird auf S . 221 an einem System mit fünf überzähligen Größen
bei Vorwärtselimination nach ( 381 ) gezeigt [Rechenvorschrift in Verbindung mit
(381 ) : S . 222],

Die Elastizitätsgleichungen (319) müssen nach S . 167 durch die Vorzahlen der
konjugierten Matrix erfüllt werden . Sie gelten als Rechenprobe ; z . B . ist

Kontrollen :

k I 2 3 4 5

ßl k$ kl Ai * 11 ßl2 ^ 21 ßl3 ^ 31 ßiAi As *51
ßlk ^ k 2 ßtl ^ 12 ß %2 ^ 22 ^ 23^ 32 $ 24^ 42 $ 25 ^ 52

A k *!: 3 ßsi Az * 23 ^ 33 ^ 33 $ 34 ^ 43 As * 53

ßl k * i 4 ßn * u ßl '2 * 24 ßl3 * 34 ßu * 44 As *54
A t * fc5 Al * 15 ßö2 * 25 ß &3 ^ 35 A4 *45 $ 55 ^ 55

* , = 1 I I I I I

(386)

Die Bedingungen J ? ßhi dkh = 0 für öi0 = 1 werden in der Regel nur dann geprüft ,
A

wenn nur ein Teil der Nebenglieder der Matrix vorhanden ist .
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Anwendung des Gaußschen Algorithmus zur Untersuchung des Sägedach¬
rahmens , Abb . 215 . 1 . Geometrische Grundlagen .

Abmessungen, Verhältniszahlen JJJ , reduzierte Stablängen s '
, h ' Abb . 215.

J , = ] h ■ f * = 1 , £ „ = 210 t/cm 2 , <x , = 0,00001 .

2 . Gleichförmig verteilte Belastung der Riegel a , b , c mit p = 1 t/m .
3 . Hauptsystem : Das Tragwerk ist fünffach statisch unbestimmt . Hauptsystem und

statisch unbestimmte Schnittkräfte sind in Abb. 216 angegeben . Als überzählige Größen X2 und
Xt werden die 1/A fachen Beträge der waagerechten Komponenten Y2 , Y4 der Schnittkräfte
verwendet . Biegungsmomente des Hauptsystems in Abb . 216.

4 . Die Vorzahlen ö ik werden ohne die Mitwirkung der Quer- und Längskräfte angeschrie¬
ben und zur Abkürzung der Rechnung dabei in die Anteile zerlegt , die auf die Riegel (a,b,c )
und auf die Pfosten d entfallen .

<5ii = d33 = du , a + = 3,306 4“ 1,193 = 5,1
d 12 = $ 34 = $ 12, o *4“ $ 11, b = - 2,668 + 1,793 = - 0,875

$ 13 = $ 23 = $ 13, 6 = + 1,086
$ 14 == $ 14,6 = - 2,635
$ 22 ~ $ 44 = dga . o + $ n , (522, d = 4,556 + 1,793 + 4,0 = 10,349
$ 24 558 $ 14, b $ 22, d = - 2 .635 - 2,0 = - 4,635

$ 3& ^ $ 35, e = + 3,72

<545 ^ $ 35, e <522, d = + 3,72 + 2,0 = + 5,72

$ 55 ~ $ 53, c + 2 (522, d = + 13,19 + 4,0 = + 17,19

<5„ , „ = 3,94 • i - • 0,752 + 3,33 ■y • (0,752 + 0,75 • 1,0 + 1,0 2) = 3,306

du , 4 = 3,94 • j ■ ( 1,02 + 1,0 • 0,25 + 0,252) + 3,33 • y • 0,252 = 1,793

d12, « = - 3,94 . i - • 0,75 (2 ■0,917 - 1 ) - 3,33 • y • 0,917 (2 • 0,75 + 1 ) = - 2,668

di3. 6 = 3,94 • y • 0,75 (2 • 0,25 + 1 ) + 3,33 • y ■0,25 (2 • 0,75 + 1 ) = 1,086

du . » = - 3,94 . -i • [1,0 (2 - 1,0 + 0,917) + 0,25 (2 • 0,917 + 1,0)] - ■0,25 ■0,917 = - 2,635

djj, . = 3,94 • y • (1 .02 + ! 0 . o 917 + o,9172) + 3,33 • y • 0,9172 = 4,556 ,

d22, i = 6,0 • y • 1 .0» = 2,00 ; d65, e = (3,94 + 3,33) • y • [1,0 * + 1,0 • 1,667 + 1,667 »] = 13,19 ,

3 94 Q QQ
das. C = — - • [1,0 (2 - 1,0+ 1,667 ) + 0,25 (2 • 1,667 + 1,0 )] + . 0,25 • (2 • 1,667 + 1,0) = 3,72 .

(Fortsetzung des Textes auf S . 228.)
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fiaupfsystem ^

Beyer, Baustatik , 2 . Aufl ., 2 . Neudruck .

Abb. 216.
15
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Belastungszahlen ( Abb . 217 ) :
<510 = <53o = <V <. + <W = - 44,18730 - 33 .97797 = - 78,16527 ;
<5,„ = *„ = * , . . + * «. * = 65,50132 - 33,97797 = + 31,52335 ;
/ = - 109,68863 ;
-5ro, . = — ! 3,94 . * [0,75 • ( 13,5 + 2 . 16,875 )] + 3,33 • * [0,75 ( 13,5 + 2 • 7,875 ) + 1,0 • 2 • 7,875 ] }

= - 44,18730 ;
$ 10j „ = _ {3,94 • | [0,25 • 47,25 + 1,0 • 2 • 16,875 ] + 3,33 • £ • 0,25 • 29,25 } = - 33,97797 ;
d 20

’
o = 3,94 • 4 [0,917 • 47,25 + 1,0 • 33,75 ] + 3,33 • | • 0,917 • 29,25 = + 65,50132 ;

6s>0, & = ^ro , 6 '
<560 = _ {3,94 • 4 [1,667 • 47,25 + 1,0 • 33,750 ] + 3,33 • i [1,667 • 29,25 + 1,0 • 15,75 ]}

= - 109,68863 .

Abb . 217 .

ül mm wmmmmmm

5 . Matrix der geometrischen Bedingungen mit den Belastungszahlen für die in 2 . vor¬
geschriebene Belastung .

* r * 2 * 3 x * * 3

( I ) 5,100 - 0,875 + 1,086 - 2,635 O

(2) - 0 .875 + 10,349 + 1,086 - 4,635 O

(3) + 1,086 + 1,086 + 5 , ioo - 0,875 + 3,720

(4) - 2 .635 “ 4 .635 - 0,875 + 10,349 + 5,720

(5) 0 O + 3 . 720 + 5 . 720 + i 7, 19°

(<5* o)

78,16527

31 .52335

78,16527

31 . 52335

109,68863

6 . Auflösung des Ansatzes . Die statisch überzähligen Größen werden entweder mit
den Vorzahlen ß ilc der konjugierten Matrix nach (324 ) berechnet oder mit Einbeziehung der Be¬
lastungszahlen <5i0 in den Gaußschen Algorithmus unmittelbar gewonnen . Beide Lösungen sind
durch die Vorwärtselimination S . 226 vorbereitet . Rekursion zur Bestimmung der Vorzahlen ßt *auf S . 227 .

Kontrolle (386 ) :
k I 2 3 4 5

ßlk ’ ^ lk + 1,439006 — 0,073168 — 0,032948 — 0,332890 O

ßik ' Ö^ k — 0,073168 + 1,582610 — 0,007047 — 0,502397 O

ßz k *^ 3 Ä — 0,032948 — 0,007047 + 1 . 370941 — 0,047446 — 0,283505

ßik ' dfk — 0,332890 - 0,502397 — 0,047446 + 2,389294 - 0,506557

ßik ' ^ ik O O — 0,283505 - 0,506557 + 1,790063
I 1,000000 0,999998 0,999995 1,000004 1,000001

Mit p — 0,01 und cp — + p ZS I ßtt <5<* | = ± p 12,1 wird nach (331 ) der mögliche Fehler
i k

von X k aus der Nennerdeterminante der Bedingungsgleichungen ca . + 0,12 X k .
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Konjugierte Matrix der Vorzahlen ßik :
^ 10_

^ 20 <̂ 30 ^ 10 650

* 1 + 0,282158 + 0,083621 — 0,030339 + 0,126334 - 0,035474

X * + 0,083621 + 0,152924 — 0,006489 + 0,108392 — 0,034665

X 3 — 0,030339 — 0,006489 + 0,268812 + 0,054224 — 0,076211

X , + 0,126334 + 0,108392 + 0,054224 + 0,230872 — 0,088559

X 3 - 0,035474 — 0,034665 — 0,076211 — 0,088559 + 0,104134

Anwendung der Matrix zur Berechnung der überzähligen Größen X k .
X t = + 0,282158 <510 + 0,083621 <520 - 0,030339 öm + 0,126334 <540 - 0,035474 <560 ,

= + 0,083621 <5W + 0,152924 <520 - 0,006489 <530 + 0,108392 <540 - 0,034665 <560 ,
X 3 = - 0,030339 <510 - 0,006489 ö20 + 0,268812 dM + 0,054224 <540 - 0,076211 Öw ,
X t = + 0,126334 <510 + 0,108392 6m + 0,054224 <530 + 0,230872 <510 - 0,088559 <560 ,
X 3 = - 0,035474 <510 - 0,034665 ö20 - 0,076211 <530 - 0,088559 d it) + 0,104134 <560 .

Mit den Belastungszahlen nach 4 . aus der Belastung 2 . ergeben sich folgende statisch über¬
zählige Größen :

X t = — 9,174075 mt ; X 3 = + 6,0106641 ; X 3 = — 8,775876 mt ;
X 3 = + 6,295086 1 ; X s = ~ 6,576513 mt .

Die Vorwärtselimination nach Gauß , S . 226 , liefert unter Einbeziehung der BelastungszahlenXs = — 6,576513 mt . Die anderen überzähligen Größen werden durch Rekursion gewonnen .
Rekursion mit Rechenprobe (382 ) .

k 5 4 3 2 I

-̂ 2^ * 2 + 1,031241

+ 1,094802 + 1,868746

~ Xt Xjn — 0,428652 + 3,139917 + 3,252461

+ 5 . 592678 + 5 U94I 65 O O

y tt>_*
ift -1» - 6,576513 4 - 0,702408 - 13 ,54 * 389 + 1 . 775945 — 15,326523

Ao = * * = - 6,576513 + 6,295086 - 8,775876 + 6,010664 - 9,174075

+ 721,368701 + 198,442199 + 685,968717 + 189,476265 + 7 I 7 .° 94° 49

Xi kl - 6%- » + 415 . 336463 + 3,171610 + 863,673067 + 32,167058 + 1x98,001808

k 5 4 3 2 I

Kontrolle : £ X k • <5* 0 = £ X '*> . 6^ [vgl . (486 ) S . 295 mit X k statt Y*]
2512,3499 « 2512,3500 .
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Kontrolle durch Einsetzen in die Bedingungsgleichungen (383 ) :

Ä I 2 3 4 5

— 46,787781 4 - 8,027315 - 9,963045 + 24,173687 O

+ ,X
*
2 *t52 * - 5 .259331 + 62,204361 + 6,527581 — 27,859428 0

+ ' <$3 * — 9,530602 — 9,530602 - 44,756972 4 - 7,678892 — 32,646262

+ - 16,587553 — 29,177726 — 5,508201 + 65,147851 + 36,007895

+ X s Stk 0 O — 24,464629 - 37 . 617655 — 113,050260

<5,0 — 78,165267 + 31,523348 — 78,165266 + 31,523347 — 109,688627

7 . Stütz - und Schnittkräfte des Stabwerks für die Belastung 2 . Berechnung der Bie¬
gungsmomente in den Querschnitten 6 , 6 und 9 durch Superposition des statisch bestimmten
und statisch unbestimmten Anteils nach (288 ) (Abb . 218 ) .

M

iW,
M,

(9)
(6) (9)

= 0 0

= 13,5 - 9,1741 •

(6) (2) :

(10) :

= 0
0
0

9,1741 •
0

- 9,1741

- 6,0107 • 1,0 0
0,75 - 6,0107 • 0,917 0
1,0 0 0

+ 6,0107 • 1,0 0
1,0 + 6,0107 • 1,0 0

^ 4 « 4
0
0
0

- 6,2951 ■
- 6,2951 ■

1,0
1,0

0
0
0
0
0

= — 6,0107 mt
= + 1,1076 mt
= - 9,1741 mt
= — 0,2844 mt
= - 9,4586 mt

Auflösung dreigliedriger Ansätze . Ansätze in der allgemeinen Form (319)
sind selten . Die Bedingungen für die Verträglichkeit der Formänderungen der Haupt¬
systeme hochgradig statisch unbestimmter Tragwerke liefern meist regelmäßigeAnsätze von Gleichungen mit drei , fünf oder sieben Unbekannten , deren Anzahl am
Anfang und Ende des Ansatzes abnimmt . Am einfachsten ist der dreigliedrige An¬
satz . Er bildet mit der Matrix auf S . 231 die Grundlage für die Berechnung der
wichtigsten hochgradig statisch unbestimmten Tragwerke .

Die Vorzahlen ö ik , di0 bezeichnen einzelne Verschiebungen eines statisch be¬
stimmten oder statisch unbestimmten Hauptsystems . Während die Hauptglieder dkkder Matrix stets positiv sind , können beide Nebenglieder 6k ik_v , ök {k+ 1 ) einer Gleichung
(k) positiv oder negativ sein oder auch das Vorzeichen wechseln . Die Tragwerke mit
dreigliedrigen Elastizitätsgleichungen können hiernach in drei Gruppen mit be¬
sonderen , von der Vorzeichenfolge abhängigen Eigenschaften des Kräftebildes zu¬
sammengefaßt werden .

Die Lösung wird in jedem Falle nach dem abgekürzten Gaußschen Algorithmus
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(381 ) entweder für eine ausgezeichnete Belastung angegeben oder nach (385 ) zur
konjugierten Matrix entwickelt .

a ) Rechenvorschrift bei Vorwärtselimination des Ansatzes . Redu¬
zierte Matrix ( S . 231 ) .

Die Hauptglieder der reduzierten Matrix ergeben sich mit k = 2 . . . n aus
und d« - » = ö9n - - & =±

Ät«- 2)ü («- l ) in - 1
die Belastungsglieder aus

II ^10 Mk - 2 )° ik —l ) 0

Damit wird
x n = « iV1»

n '
6^

'

Die überzähligen Größen X „- l ■ ■, . x k . . . z x
reduzierten Matrix durch Rekursion gefunden .

Alk—2)Olk- 1) l,

( 389 )

( 390)

Die konjugierte Matrix .
Die Vorzahl X n — ßnn der konjugierten Matrix entsteht bei d 10 = 0, . . . <5 (n _ 1) 0 = 0 ,

(5n0 = 1 . Sie ist nach (390)

(391)ßnn AC' - i )
1

n
^

n (n—ll * [n—1) n
Die Eliminationskoeffizienten xis . . . x ^ - dic ■ ■ ■ Viin sind allein durch die elasti¬
schen Eigenschaften des Hauptsystems bestimmt und nach der reduzierten Matrix
Kennbeziehungen zwischen zwei aufeinanderfolgenden überzähligen Größen ab¬
steigender Richtung X !; , X k_r des homogenen Ansatzes mit Ö„ 0

— 1 .
_ = !?>£ =- v _ • _ = Al

dyX , Xl* : x 3 d \8 ö22 - dn x12
X/t- 1 _ k _ _

1) (*- 1) “ ^ (*- 1) l*- 2>x ik - t >(6- 11

X n~ 1 ^ (n —1>n <) (n—1) n

Mfc- 1 ) k

= x in - 'in —1 ) n '

(392)

•̂ n <5(
(«- ij („ - ! ) Ötn - 1) <n~ li n- l )(n - 2) x (n - 2)(n - 1)

Die Vorzahl ßnn des dreigliedrigen Gleichungssatzes wird demnach durch die all¬mähliche Entwicklung der Kennbeziehungen in der Form eines Kettenbruches un¬mittelbar aus der Matrix der Elastizitätsgleichungen angeschrieben . Hierbei ent¬stehen gleichzeitig auch die Formänderungen Ö(kk 1) und die Kennbeziehungen
• x ilc- l ) k ■ ■ ■ x in - l ) n •

ßnn = ^ ~
_ .

On n On (n _ D 1) n

^ (n - 1) n

<5<„-
^ ln - 1) U - l > — <5(n - l ) ( fi- 2) * <n- 2) (n - 1)

( 393)

<(n- 2) (m- 1) ^23

n ln —1!

^(ft—2) (« —2) '

'J UIL

<5<22 — <5©

(394)

S <<>>Si n~2) , Mn—3)®(n - 2) (« - 2)
Die Vorzahlen ßtn- v n ' ' ' Awi » • • - ßi „ werden daraus durch wiederholte Multi¬plikation mit den negativen Kennziffern berechnet .
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Die Spalte ß k (n^v der konjugierten Matrix besteht aus den Unbekannten X k
für die Belastungszahlen dk0 = 0 (k = 1 . (w — 2 ) , n ) ; = 1 . Daher ist
auch das Belastungsglied der reduzierten Matrix = 5 (n_ 1) 0 = 1 , so daß die
Gleichung mit der Ordnungsnummer (n — 1 ) folgende Form annimmt :

ßtn —lHn —1) ^ (n —lUn —1) “1“ ßn in —l ) ^ in—1) n ~ 1 • ( 395 )
Nach Seite 166 ist ==- ßu - Dn und damit bereits bekannt .

ßln - l >(n- l ) —
1 - '{n—1) n

Ö(.1- 2)
(« - 1) (/t- 1) A(« - 2) P (n —l ) n l ) n •v U - i ) (w- i ) (396 )

Hieraus werden wiederum die Vorzahlen ß, - <.n - Y) (£ = (» — 2 ) • • • 1 ) durch Multi¬
plikation mit den negativen Kennbeziehungen x ilc_1 ) k gefunden . Ebenso wird mit
d(n- 2) 0 — 1

O _ f ~ P (”—2) l » - l ) <S(n- a) ln - 1) _ _
1 o / OD71Pin —2) (w—2) M/i- 3) A<« - 3) P (n —2) (n —1) ^ (n- 2) (n—l ) • \ *J*' * /u {n - 2) (n - 2>

Damit sind dann die Vorzahlen /Sä (m_2) (k = {n — 3 ) . . . 1 ) durch Rekursion be¬
stimmt . Schließlich wird

Äi = = ± - ßr (398 )
Die Entwicklung der konjugierten Matrix durch Rekursion verlangt Zwischenwerte
mit einer größeren Anzahl von Stellen , um Fehler in der Zahlenrechnung auszu¬
schließen . Das einwandfreie Ergebnis der Lösung kann durch die Berechnung der
Vorzahl ßu mit Rückwärtselimination geprüft werden , wenn die Matrix nicht zur
Nebendiagonale symmetrisch ist . Dies wird bei Symmetrie des Hauptsystems durch
die Verwendung von Gruppen symmetrisch liegender Schnittkräfte nach (359 ) als
überzählige Größen vermieden .

b) Rechenvorschrift bei Rückwärtselimination des Ansatzes . Redu¬
zierte Matrix ( S . 234 ) .

Die Hauptglieder der reduzierten Matrix ergeben sich mit k = (n — 1 ) . . . 1 aus
° kk <5*

die Belastungsglieder aus

Damit wird

Mn - k- l )1) (F+ -
und (5j” 11 ;

Mn - k) _ _ Mn - k - l )° k 0 — ° k 0 ° U:+ 1) 0

(52u12
A<«- 2) '
^22

(400 )

(401 )
Alle anderen überzähligen Größen werden durch Rekursion aus der reduzierten
Matrix bestimmt .

Die konjugierte Matrix .
Die Belastungszahlen werden der Reihe nach (5jo

- 1) = <510 = 1 , = <52o = 1
usw . , während alle übrigen Null sind . Die Eliminationskoeffizienten

^ 21 • • • ^ 32 • • • Xklk - l ) ■ ■ • ^ n (n - l )
sind nach der reduzierten Matrix wiederum Kennbeziehungen zwischen zwei auf¬
einanderfolgenden überzähligen Größen aufsteigender Richtung X k_ lt X k des ho¬
mogenen Ansatzes mit <510 == 1 .

ünn
-Vi - I _ <i | n - l ) ln - 2) _ _

^ [« - l ) (n - 2)_
X n—2 ^ (n—l ) (n—1) ^(n—1) n ’ <n- l )

■* <n - l ) <n - 2)

(fc—1) _ _ äk tk- 1)_ _X k- 1 Ökk — Öka +llXVc +Vk
klk~ 1' • (402 )

^ 2 _ ^21 _ <̂ 21
^22

_2) <$22 “ ^23 *32
— * 21 ‘
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Daher kann auch ßxl aus der Matrix der Elastizitätsgleichungen als Kettenbruch an¬
geschrieben werden . Er enthält die Formänderungen Ö f̂ k) und die Kennziffern

1)

Ai - :

Äi = -

« 21 *32

^21 - T~ o ^21
^ 22 fSag « 32 .

* <* - lMn - 2> « » (n - li

(403 )

<5(,
^ n <n- ll

A<0)u « n

(404 )

Die Vorzahlen ß21 . . . ßkl . . ; ßnl werden durch Rekursion mit den Kennziffern
Xkuc- i ) bestimmt . Die Vorzahl ß22 entsteht aus <520 = 1 mit ß12 = ß21 und der
Gl . (402 ) ,

ßl2 *̂ 21 + ßiZ ^22
2 > = 1 )

' ßi2 = ßll HZl • (405 )
«&-•>

Die Vorzahlen ß 32 . . . ßk2 . . . ßn2 sind dann wieder durch Rekursion bestimmt . Zu¬
letzt wird ßnn erhalten .

c) Gleichzeitige Verwendung der Kennbeziehungen aus Vorwärts -
und Rückwärtselimination . Die Zwischenwerte der Rückwärtselimination zur
Bildung der Vorzahl ßllt mit der zunächst nur die aus der Vorwärtselimination (394 )
gewonnene konjugierte Matrix nachgeprüft wird , dienen zu einer einfachen Berech¬
nung der Hauptglieder der konjugierten Matrix . Sind ßnn, ß (n - i ) „ usw . durch
Vorwärtselimination bekannt , so wird aus Gleichung n der reduzierten Matrix der
Rückwärtselimation und mit <5(„_1) 0 = 1 .

^ (n - ll (n - l ) ^ n (# - l ) 4 " ßn {n —l ) ^ nn 0 .
|

ß (n—l ) (n- 1) ~x ßn (n- l ) 7,
" ßln —l ) n • I

1) Ä » (n - 1) '

(406 )

In ähnlicher Weise wird ßkk für dk0 — I aus der Gleichung (k + 1 ) der reduzierten
Matrix gefunden .

ßkk &Uc+ l ) k + ßlk + 1) k u i.k + i ) (k + 1)

° (*+ i ) rt+ i ) _ 1
ßkk — ~ ßlk + Dl du

Mn —k —1) _ fk
Uffc+ iwifc + l ! — u •

ßklk + 1) •
(407 )

X(jfc+ 1) *
Diese Beziehungen können an Stelle von (397 )oder zu deren Nachprüfung als Zwischen¬
kontrollen verwendet werden .

Die konjugierte Matrix eines dreigliedrigen Ansatzes wird hiernach am einfach¬
sten mit der Entwicklung von ßn „ und ßn in Gestalt zweier Kettenbrüche begonnen .
Damit sind die Kennzahlen x {k_1) k , x k (k- i ) bestimmt , mit denen die übrigen Vor¬
zahlen nach (392 u . 402 ) durch einfache Rekursion gefunden werden . Die Ansätze (397 )
dienen als Zwischenprüfung .

Die Rechenvorschrift wird in einerTabelle S . 234 zusammengefaßt . Die Pfeile zeigen
die Richtung an , in der die Vorzahlen der konjugierten Matrix durch Multiplikation
einer Zeile oder Spalte mit einer dazwischenstehenden negativen Kennzahl x (J._1 ) J: ,
** <*- 1) entstehen . Daher kann das Hauptglied ßkk , verglichen mit der Rekursion nach
S . 233 , durch Multiplikation von ßklk+1) mit — l/x u.+1) * berechnet werden .



236 Algebraische Auflösung der Bedingungsgleichungen.

Eine mittlere Vorzahl ßkk der Hauptdiagonale kann auch aus der Gleichung (k)
des Ansatzes ( 399 ) mit Go = 1 in Verbindung mit den beiden Kennbeziehungen

- = k u .- i >k und _ = * u +1 ) (409)
unmittelbar berechnet werden :

ßkk _ 1_
— G It—1J + G * ~m* (*+ ! >k G (i+D (410 )

Anwendung auf die Lösung eines Ansatzes mit sechs Gleichungen .
1 . Elastizitätsgleichungen :

Xr x 2 x 3 x 4 Xs X6
I Gi G2 1

2 Gi ^22 ^23

3 G2 ^33 G4
4 G3 G4 Go
5 G4 Go Go
6 Go Go

Go

Go

Go

Go

Go

Go

2 . Vorwärtselimination nach dem abgekürzten Gaußschen Algorithmus (381 ) :
-G X , x 3 x t x 5 X,
Gi ^12 * 12 Ga Go

(Gi ) ^22
— x12 <512

^23 Ga
— *12 Ga

^20
” Xtt ^10

GV ^23 «23 e (l > GV
(G2) ^33

” ^ 23 ^23

G4 Ga
— *23Ga

^30
— ^23

Gi* G4 ^34 s (2)ds2 Go
(G 3) G4

— *34 G4

Go Ga
- iu Ga

^40
— «34^go

1

G3
4
> Go *40 Ga Go

(<504) ^55
— *45Go

Go Ga
- *4oGS

Go
- *40G3

0
’

GV ^56 ^56
t (4) G»

(Go) Ge
— *30Go

Ga
- *0. Ga

Go
- *ooG4

o
’

Ge Ga Go

G«?
; Go ~ «a — 1 : x 6 = ßm .

Die anderen überzähligen Größen X k oder ßkh entstehen durch Rekursion .
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3 . Vorwärts - und Rückwärtselimination als Kettenbruch , a ) Kettenbruch zur
Vorwärtselimination .

* 56 * 46 * 34 * 23

ßee — MR)Om

<555 —
^44

^33 ^2:
^22 Öt .

6SS S ‘A> $8
Die Zahlenrechnung liefert der Reihe nach die Kennbeziehungen

<521 <5-12* 12 — « * 23 —°11
_ ^43= > *4 - <5e5

gW > n 3i g (i ) > " 45 —
^ 3) > " SS

und die Hauptglieder ^ . . . 6$ der reduzierten Matrix zur Vorwärtselimination .
Die Belastungszahlen werden für jeden Belastungsfall nach (389 ) berechnet .

^ kO
11 = <5kO ~~ ^ (*- 1) 0 * ( fc- l ) fc •

Reduzierte Matrix zur Vorwärtselimination .
* i * 2 * 3 * 4

I <5n <5l2 i
L i

* 12

2 <D ^ 23 * 23

3 (2) m ^ 34 * 34

4 <3) ■ m <543 * 45

5 '1 ' « SB ^ 5« * 56

6 <6> <5$

<5io

öiV

<5i3o>

K '

(411 )

Darnach wird für jeden Belastungsfall zuerst X 6 bestimmt . Die anderen über¬
zähligen Größen X s . . . X t ergeben sich durch Rekursion .

b ) Kettenbruch zur Rückwärtselimination .
* 21 * 43 *54

& i = "37m =

^ 22 —

a«> SiV All )OftR MO)ü66
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Die Zahlenrechnung liefert der Reihe nach die Kennbeziehungen
d5s S45 _ 'bl . _ ^23 .

* 65 = ; ~ ~
¥JT ’ * 43 ~

Ö'X ’ 32 ÖiV ’ _ ^12
m

und die Hauptglieder <5$ . . . <5^ der reduzierten Matrix zur abgekürzten Rückwärts¬
elimination . Die Belastungszahlen sind nach (400)

— ^* 0 ~ * ( ft+ lU ^ (
"+ i ) o

l ) >
Reduzierte Matrix zur Rückwärtselimination .

* 1 X , x 4 X*

j (5)

2 U)

3 (8'

4 I2)

5 *1’

6

<521 <522 « 21

^ 32 « 32

^ 13 w « 13

<5^ * 64

<5. 6 <5«« * 66

JS(4)° 20

A <3>° 30

Am° 40

Der Ansatz liefert für jede Belastung zuerst X 1 . Damit sind die anderen statisch
überzähligen Größen X 2 . . . Xt durch Rekursion bestimmt .

4 . Konjugierte Matrix . Die konjugierte Matrix kann aus einem der beiden
Kettenbrüche entwickelt werden . Bei Vorwärtselimination entsteht ßM und xK . . . x12 .
Die Gleichung 5 (4) der reduzierten Matrix (411) liefert mit = ßK

ßto ^ bb + ß «b ^ 56 = 1 i ßbb — Jli )
~ = -

J7Ü
- ßöS * 66 •ü56

Die Vorzahlen ßi5 . . . ß l6 ergeben sich wieder durch Multiplikation mit
die übrigen Vorzahlen in ähnlicher Weise .

»45 usw .,

ßa —
1 ßib ^45 _

m ~
m ßa *45 > ßzi > ßu > ßu >

ft — 1 ~ ßli ^12 _ 1 n
Pli —

(511
—

^ 4
— Pl2 * 12 -

Konjugierte Matrix aus
Vorwärtselimination und Rekursion. Rückwärtselimination und Rekursion .

- * :'32 * 43 * 64 — * 35

- * , — xs
— *s - X,

— X,

- x (

* 34 * 13 4456 48

Die Berechnung der konjugierten Matrix ist bei Verwendung der Zwischenwerte
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xa- Dk und xklk- V beider Kettenbrüche kürzer. Die Rekursion mit ßw der Vorwärts¬
elimination verwendet die Beziehungen

. &1 == ~ i &2 >
die Rekursion mit ßn der Rückwärtselimination die Beziehungen

= ~ . = “ ^ '

Die Pfeilrichtungen sind wiederum die Anweisung ( S . 235) für die Berechnung der
Vorzahlen ßik mit den Kennbeziehungen x(k_1) k , xk (k_1) .

Zur Berechnung der überzähligen Größen X k für einen beliebigen Belastungsfall
<5i ® • • • <5e® durch Superposition nach (369) genügt ebenso wie für die Einflußlinie X keiner der beiden Ansätze , da nach S . 166 ßik = ßki .

i = 6
Xk = 2ß * iöi ®> ( A = l . . . 6 ) . (412)

d) Ausgezeichnete Belastung mit ein oder zwei Belastungszahlen .
Der Sonderfall 8k0 4 = 0 , <5<0 = 0 (i — 1 . . . k — 1 , k + 1 . . . n) gestattet folgende
Umformung der Gleichung (k) der Matrix:

Xic ( — Xl7c- l ) k ^ (k- l ) k + 8 kk — * (i + i ) i ^ i [it+ i | ) — d k

X k = <5* 0
— * (*- i ) * i ) * + <5* * ~ Xu+nftdit+n *

’ (413)

Aft _ i = ~ ^ ( fc- DftAj : , . ■ . -X
"
* — Hi2 -Xg ,

* ft+i = ^ ( ft+nfcAji , . * * X n ^n {n—l ) ^ n—1
(414)

Sind bei der Belastung des Hauptsystems nur zwei Belastungszahlen <5U_ 1) 0 , ö k0von Null verschieden , so können die zugeordneten Verträglichkeitsbedingungendes
Ansatzes
(^ — 1 ) : ( fc_2 ) öu- i ) (s- 1) + A *. blk_x) k — d{kn_1) 0 ,

(^) : + X k_xöka _1) + X k dkk + X k+ 1 8kik+x ) = ökü ,
mit

A *_2 — ~~ X k_xx (k _2) ( ft- n > A t+1 — — X k x( k+Vk
in zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten angeschrieben werden.

■Xft-i (^tft—i ) ( ft—i ) — ^ ( fc—i ) ( ft—2) ^(ft—2 ) ( ft—n ) + X k öik_i ) k = »
•̂ ft- i <5fc ( ft- i ) “I" A k ( 8kk — dftift +n ^ tft+ni ) = <5j. 0 •

Hieraus wird nach Division mit Ötk_1) k in Verbindung mit (392) und (402)
* »- i

X lk - V k

A fc_j

+ A k

+
x k (*- l >

3,(*—1)0 _ _ R

= R

3ik-1) k
<5*o

o* <*- !>

( fc- l ) ft >

ftft •

(415)

(416)

Die Glieder der rechten Seite sind Quotienten bekannter Verschiebungen des
Hauptsystems. Sie besitzen durch das Gleichheitszeichen dieselbe mechanische Be¬
deutung wie die überzähligen Größen X k .

Aft_i = ** <*- !>
1 A * = Xtk - Vk

R <k- l ) k

1 1
X {k- l >k x klk - l ) « <*- ! >* x k (k - 1)

- 1
(417)

Die Schnittkräfte X k_2 . . . X x werden mit den Kennzahlen ^(*_2) ( ä—i > • • • xw , die
Schnittkräfte X k+1 . . . X n mit den Kennzahlen x(k+1) k . ■ ■ xnU_1} bestimmt .
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Die Lösung des Ansatzes kann auch bei einer beliebigen Anzahl von Belastungs¬
gliedern nach deren Aufteilung in Gruppen zu zweien verwendet werden . Das end¬
gültige Ergebnis entsteht durch Superposition der Teilergebnisse .

Durchgehender Träger zur Abstützung eines Ausziehgleises :

a)

Längen in m

c) -Xt - 1 xs=*i

3,0 6,3
M0 in mt

Abb. 219 .

1 . Geometrische Grundlagen . Abmessungen , Verhältniszahlen J c / f , reduzierte
Längen l '

h (Abb . 219a ) .
2 . Belastung . Lastenzug nach Abb . 219d .
3 . Hauptsystem . Die Reihe der Balkenträger nach Abb . 219b , Momente M k aus

— X k = 1 (Abb . 219c ) ; Momente M 0 aus der Belastung (Abb . 219d ) .
4 . Matrix der Bedingungsgleichungen .

X , AT8

( 1)

(2)

( 3 )

(4 )

(5 )

(6 )

( 7)

(8 )

2,0 — 1,0 — — — — — —

— 1,0 12,0 + 5 .0 — — — — —

— + 5,0 11 .5 — 1 .5 — — — —

— — - 1 .5 3 .5 + 1,0 — — —

— — — + 1,0 3 .5 - i,5 — —

— — — — - L5 ii,5 + 5 .o —

— — — — — + 5 .0 12,0 + 1,0

— — — — — — + 1,0 12,0

(<W

0,00

354 . 37

669 . 37

31 . 50

31 . 50

905 .06

800,72

0,00
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5a ) Auflösung des Ansatzes unter Verwendung von Kettenbrüchen ,
a) Vorwärtselimination mit Kettenbruch :

# 78 # 66 # 34 # 23 # 12

1

12,0 - 1,0
1,0

12,0 - 5,0 5,0
'

11,5 + 1,5
- 1,5

3,5 - 1,0 1,0

3,5 + 1,5
- 1,5

11,5 — 5,0 5,0

12,0 + 1,0 1,0

ft? ft » ft? ft? ft ?

*12 — 1
2 = - 0,5 , ft ?> = 2,0 ,

*23 ” 5,0 = 0,434783 , ft'i> = 11,5 ,12,0 - 0,5

# 34 =
- 1 )5 = - 0,160839 , ft1! ’ = 9,326085

11,5 — 2,173915

# 46 ~ 1,0 = 0,306867 , 3,258741
3,5 - 0,241259

# 56 =
- 1,5 = - 0,469758 , ftf = 3,193133

3,5 - 0,306867

* 67 =
5,0 = 0,463162 , ft ? ’ = 10,795363

11,5 - 0,704637

# 78 =
1,0 = 0,103261 , ft ?’ = 9,684190

12,0 - 2,315810

ßaa = 1,0 = 0,084057 , SiV — 11,896739
12,0 - 0,103261

ß) Rückwärtselimination mit Kettenbruch :

# 21 # 32 # 43 # 76

2,0 + 1,0

2,0

ft?

* 87
-*• > -► -> ■> -►

- 1,0
_

12,0 - 6,0
5,0

~
11,6 + 1,5

- 1,5

3,5 - 1,0 + 1,0

3,5 + 1,5
- 1,5

11,5 - 5,0 + 5,0

t—
<tc ©1 ©

-> -> -► -> -> ->

+ 1,0

12,0

ft? ft» ft? ft? ft? ftV ft?
Beyer , Baustatik , 2 . Aufl -, 2 . Neudruck 16
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1,0 = 0,083333 , ,S<°> = 12,00 ,*87 12,0

* 76 —
5,0

12,0 - 0,083333
= 0,419580 , = 11,916667 ,

* 65 ^
- 1,5

11,5 2,097900
= - 0,159539 , Ä (2) _ÜÖ0 — 9,402100 ,

1,0 = 0,306683 , ö !V — 3,260691 ,* 54 —
3,5 - 0,239309

* 43 “
- 1,5

3,5 - 0,306683
= - 0,469731 , JS(4 ) _°44 — 3,193317 ,

* 32 “ 5,0 = 0,463160 , <5 <5> — 10,795403 ,
11,5 - 0,704597

* 21 “
- 1,0 = - 0,103261 , <5jf» — 9,684200 ,

12,0 — 2,315800

ßn = 1,0 = 0,527 221 , ^ (7) _°11 — 1,896739 .

y ) Berechnung der Vorzahlen ßik der konjugierten Matrix ( S . 243 ) . Entwicklung von ßktk+1)
aus ßik+ 1) (k+ 1i durch Rekursion mit den Kennbeziehungen — xk tk+v ; Entwicklung von ßkk
aus ßfk+1) k durch Rekursion mit — 1/x tk+1) k . Nachprüfung von ßk k wegen der Fehlerempfindlich¬
keit mit dem Ansatz (396 )

ßkt — ~~ ßkik+ V ^Hk+V (S . 243 ) .
1 = 8

S) X k = 2 ßkt <5(o .
i = i

X k = + 2,48520 ; X2 = + 4,97039; X, = -f 59,44205; X4 = + 26,04114;
X6 = + 29,51865 X6 = + 65,23799; X7 = + 39,82042; X 8 = - 3,31856 .

s ) Die Anzahl der Multiplikationen ist durch die Einbeziehung der Belastung in die Elimi¬
nation kleiner . In diesem Falle wird X 8 nach (390 ) mit der reduzierten Matrix der Vorwärts¬
elimination bestimmt , deren Hauptglieder in dem Kettenbruch (5a , a) enthalten sind . Die über¬
zähligen Größen X 1 bis X , ergeben sich dann durch Rekursion desselben Ansatzes . Das Ergebnis
für X, kann mit der reduzierten Matrix der Rückwärtselimination nachgeprüft werden , deren
Hauptglieder in dem Kettenbruch (5 a , ß) enthalten sind . Die Belastungsglieder werden in die
reduzierte Matrix nach (389 ) oder (400) eingetragen .

Reduzierte Matrix aus der Vorwärtselimination :

* 1 * 3 * 4 * 5 X, * 8

( ! ) 2,0 - 1 .0 — — 1 —

(2) — ü .5 + 5 .° — _ — — —

(3) — — 9,326085 - i .5 — ■— —

(4) — — — 3 . 258741 + 1,0 — —

(5) — — — — 3,193133 - 1 .5 — —

(6) — — — — — I0 . 7953 &3 + 5 .0 —

(7) — — — — — — 9,684190 + 1,0

(8) — — — — — — — 11,896739

0,00

354.37

515 .30

114 .38

— 3 .6°

903 .37

382 . 3 1

- 39.48

Die Rekursion beginnt mit X 8 = n = - 3,31856 und wird nach der Rechenvor¬
schrift unter 5 b , ß entwickelt .
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5b ) Auflösung des Ansatzes unter Verwendung
des abgekürzten Algorithmus nach C . F . Gauß .

Die Berechnung der Kennbeziehungen und der
Hauptglieder der reduzierten Matrix ist übersichtlicher .

a ) Vorwärtselimination nach S . 244 .
Die Vorzahlen ß t k werden nach 5 a , y bestimmt .

ß) Rekursion mit Rechenprobe auf gleicher Seite :
Rechenprobe : £ X k = E x lk) • Wö » ,

(vgl . S . 295 ) 134229,5 « 134229,7 .

6 . Die Schnittkräfte des Tragwerks .
Die Schnittkräfte werden nach (288 ) berechnet . Bie¬

gungsmomente M im vorgelegten Tragwerk für die Be¬
lastung 2 (Abb . 220 ) .

M irnnt

Abb . 220.

Auflösung fünf - und siebengliedriger £
Ansätze . Die einfache und übersichtliche Lö- ®
sung eines dreigliedrigen Gleichungssatzes ist §
durch die unabhängige Kennbeziehung zwischen ’«
zwei aufeinanderfolgenden überzähligen Größen ®
begründet und darf daher bei fünfgliedrigen ®
Gleichungen nicht mehr erwartet werden . Die
Untersuchung wird an einem Beispiel mit 7
überzähligen Größen X 1 . . . X 7 gezeigt . Der
regelmäßige Ansatz lautet :

* x X2 x 3 x t Xs x a X7
«u d n <5is

Ge ^22 ^23 l524

^31 ^32 ^33 ^84 <5s5

^42 ^43 Ö44 Ö45 Ö46

^53 <554 <555 <55, <557

<5«4 ^65 <5ee ^67

<5,5 <5,6 677

<5io

^ 20

<5s0

°40

Ö5o

(418)
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Vorwärtselimination nach dem Gaußschen Algorithmus (419 ) * .
* 1 * 2 * 4 * 5 * 6 X ,

<5n <5j2 du « 12 « 13 dix ^ 10

(^ 2l ) ^ 22 di3 du deZ ^ 20

" « 12 <512 —%12 $ 13 - - « 12 di £ - «12 <510

^ 24 « 23 « 24 <5ao

(^ 3l ) (<53a) ^ 33 ^ 34 ^ 36 d3z ^ 30

“ * 13.̂ 13 - - - « 13 d -LX “ « 13 Öiq

- ^ 23 _ « 23 <524 - - ^ 23 ^ a-£' —« 23 dgQ1

«5g w ^ 36 « 34 ^ 35 <5& <5so

(du ) (du ) du <545 ^ 46 diS ^ 40

- Xj4 ^ 24 - — - « 24 <52
l
i - « 24

- « 34 ^ 34 - «34 Ö35 - - « 34 ^ 3
a
i - « 34 Ö$

du w <546 « 45 « 46 <5{
3
i du

(^ 53) (dM ) dss du ds7 dss d6o
“ « 35 ^ 36 — — - « 36 « ö - « 35 <5| 2o

>

- * 45 <5S - * 45 du - - « 45 « ö - « 45 ^ 40

diV <5$ <5ß7 « 66 « 57 <5& <5$

(<5. 4) (des ) <5ö8 <5,7 <562 ^ 60

- « 46 ^ 46 - - « 46 <5S - « 46 ^ 40
*

—« 58 <568 ~ « 56 dl7 - « 56 d ‘
& “ ^ 56 ^ 60

d'ee d 'eV « 67 ä '& <5$

(^ 75) (d„ ) ö77 d7x <570

~ « 57 <5ß7 - « 57 diz - « 57 C

- « 67 « 8 » —« 67 - «67

dW fi(6) <5$

Die Zeilen 1 , 2 (1 ) , 3 (2) . . . 7 , 6 ) bilden zusammen die reduzierte Matrix.

7 ’
(420)

^ 6 ^ 6# = ^ 80 ~ % 7 ^ 67 » ^ 55 = <5fi0 ~ X 7 <$57 — X e 0 $ USW . ]

Der Sonderfall <510 = • • • = ö60 = 0 , <570 = 1 liefert X 7 = /?„ = . Für die Rekursion_ _ ^77
* Die Klammerwerte sind nur zur Erleichterung der Summenbildung <5t v beigefügt .



Auflösung fünf - und siebengliedriger Ansätze . 247

ist eine Kennbeziehung mit je zwei Kennziffern *t ( t+11 , *t (4+2) zwischen drei auf¬
einanderfolgenden überzähligen Größen k , (k -j- 1 ) , (k -f- 2) charakteristisch .
ßn — — ^87 ßn • ßbi ~ ~ *5« ßai ~ *57 ßn > . ßn ■

ß<ss —• JisT
— *67 ßn > ßae — ~ * 56 ßm

ßbb ~~ * 56 ßm * 57 ßbi 1 • • •

* 12 ßil * 13 ßn >

' * 57 ^ 07 < • • • . ^ 16 = * 12 ß 'itS * 13 ßit >

1
ßn * 12 ^ 12 * 13 ^ 13 '

(421)

Das Ergebnis kann durch Rückwärtselimination nachgeprüft werden . Damit ist
die konjugierte Matrix durch fplgende Rechenvorschrift bestimmt .

^ 10 ^20 ^30 ^40 ^50 ^60 ^70
* 1 ßu ßl2 ßll ßu ßu ßlt ßl7

* 2 ßt % ßii ßll ßu ßu ßll

* 3 ßs3 ßz4: ßu ßu ßs7

* 4 ßu ßu ßu ßu

* 5 ßu ßu ßn

X* ßm ßn

x 7 ßn

f
- xn ; x13

~* 23 ' — * 24

* 45 ’ * 46

*

(422 )

Die Lösung eines siebengliedrigen Ansatzes erfährt keine grundsätzliche Änderung .
Die folgenden Bemerkungen genügen zur Anwendung .

Matrix und reduzierte Matrix bei Vorwärtselimination (423 ) .
* 2 * 3 * 4 * 5 * 6

öu <512 ^ 13 <5u <5io <5u ^ 12 ^ 13 Ä4 ^ 10 * 12 * 13 « 14

Äl ^ 22 ^ 23 ^ 24 ^ 25 ^ 20 c * 2i W ^ 25 « 23 « 24 « 25

Äl ^ 32 ^ 33 ^ 34 ^ 35 ^ 36 ^ 30 <5$ sfl ^ 36 ö i2 )° 30 « 34 * 35 « 3«

<541 ^ 42 ^ 43 <544 <545 <̂46 <517 ^ 40 <5a <5S K (547 <5(3>U40 « 45 * 46 « 47

^ 52 ^ 53 « u <555 ^ 56 ^ 57 ^ 50 affi c A(4)u 60 * 56 * 57

| ^63 ^ 64 ^ 65 ^ Ö6 ^ 67 '\ o C A(&)ü 60 « 67

I <574 *75 ^ 78 d, . <̂70 c A<6)u 10 j

Die Berechnung von X 7 und die Rekursion sind daher für eine ausgezeichnete Be¬
lastung ebenso wie bei dem fünfgliedrigen Ansatz (419ff .) zu behandeln . Dasselbe
gilt für die konjugierte Matrix . Rückwärtselimination führt zu einem ähnlichen
Ergebnis .

Helmert , R . : Die Ausgleichsrechnung , 2 . Aufl . Leipzig 1907 . — Hertwig , A . : Die Auf¬
lösung linearer Gleichungen durch unendliche Reihen und ihre Anwendung auf die Berechnung
hochgradig statisch unbestimmter Systeme . Müller-Breslau -Festschrift 1912 S . 37 . Osten¬feld , A, : Rechnerische Auflösung von fünfgliedrigen Elastizitätsgleichungen . Eisenbau 1913
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S . 120 . _ Frandsen , P . : Rechnerische Auflösung von Clapeyronschen Gleichungen . Eisenbau
1913 S . 440 . — Lewe , V . : Die Berechnung durchlaufender Träger und mehrstieliger Rahmen
nach dem Verfahren des Zahlenrechtecks . Borna 1915 . — Pirlet , J . : Zur Berechnung statisch
unbestimmter Systeme . Eisenbau 1916 S . 139 . — Lewe , V. : Die mathematisch -rechnerische
Auflösung der allgemeinen sowie der drei- und fünfgliedrigen Elastizitätsgleichungen . Eisenbau
1916 S . 175 . — Hertwig , A . : Einige besondere Klassen linearer Gleichungen und ihre Auflösung
in der Statik der durchlaufenden Träger und der Rahmengebilde . Eisenbau 1917 S . 69. — Mül¬
ler - Breslau , H . : Zur Auflösung mehrgliedriger Elastizitätsgleichungen . Eisenbau 1916 S . 111
u . 299 . — Derselbe : Anwendung auf mehrfach gestützte Rahmen . Eisenbau 1917 S . 193 . —
Derselbe : Statik der Baukonstr . Bd . 2 , I . Abt . 5 . Aufl. Stuttgart 1922 ; II . Abt . 2 . Aufl. Leipzig
1925 . — Jordan , W. : Handbuch der Vermessungskunde Bd . 1 , 7 . Aufl . Stuttgart 1920 . —
Domke , O . : Dachbauten , Handbuch für Eisenbetonbau Bd . 10 , 2 . Aufl. Berlin 1923 . — Borne¬
mann : Rechenvorschrift zur Auflösung symmetrischer Elastizitätsgleichungen . Bautechn . 1926
S . 455 . — Pasternak , P . : Berechnung vielfach statisch ‘unbestimmter biegefester Stab - und
Flächentragwerke . 1 . Dreigliedrige Systeme . Zürich 1927 . — Mehmke , R . : Über die zweck¬
mäßigste Art , lineare Gleichungen aufzulösen . Z . angew. Math . Mech . 1930 S . 508. — Worch , G, :
Über die zweckmäßigste Art lineare Gleichungen aufzulösen . Z . angew . Math . Mech. 1932 S . 175 .

30. Auflösung der Gleichungen durch Iteration .
Die Brauchbarkeit der Wurzeln X h , ßhlc einer größeren Anzahl von linearen

Gleichungen scheitert nicht selten an der Fehlerempfindlichkeit der Zahlenrech¬
nung . Der Ansatz wird durch die Wurzeln nicht mehr identisch erfüllt . Um nun die
Auflösung nicht mit einer größeren Anzahl von Stellen von Anfang an zu wieder¬
holen , kann das Ergebnis als Näherung angesehen und durch Iteration verbessert
werden . Dieselbe Rechnung ist unter Umständen auch bei nachträglichen Ände¬
rungen der Vorzahlen dik nützlich . Diese können von Änderungen der Form
und der Querschnittsverhältnisse des Stabzugs herrühren . Sie können sich auch
durch die nachträgliche Berücksichtigung veränderlicher Trägheitsmomente und
aus der Verschiebung einzelner Stabknoten ergeben haben , wenn zur Vereinfachungder Rechnung zunächst geometrische Bindungen angenommen worden sind
( S . S01 ) . Das Ergebnis der Elimination mit den angenäherten Vorzahlen wird dann als
erste Näherung für den verbesserten Ansatz öik , öi0 verwendet . Auf diese Weise
lassen sich unter Umständen auch Systeme mit verschiedenen Abmessungen trotz
hochgradiger statischer Unbestimmtheit leicht in bezug auf ihre wirtschaftlichen
Eigenschaften vergleichen .

Die Näherungsfolgen können naturgemäß auch aus beliebigen Annahmen Xii0für die überzähligen Schnittkräfte entwickelt werden , wenn die Konvergenz einer
Iteration feststeht . Hierbei spielt die Fehlerempfindlichkeit für die endgültige Lösungkeine Rolle , da selbst Rechenfehler ausgeglichen werden . Die vorgeschriebene Ge¬
nauigkeit der Lösung läßt sich jedoch in diesem Falle nur durch unnötig viele Nähe¬
rungsfolgen erkaufen .

Die Rechenvorschrift . In der Regel wird die schrittweise Auflösung eines line¬
aren Ansatzes (293) von der Form

l ^ nX h - (5,o = 0 , A,A = 1 . dkn ^ dhk (424)
durch eine Näherungsfolge eingeleitet , bei der die unbekannte Schnittkraft X k in
der Hauptdiägonale der Matrix als Funktion der übrigen Glieder angegeben wird.Diese werden zunächst mit X h f> geschätzt .

(£ - ! ) , (£ + ! )LSdkh x t

Die JS enthält dabei nur diejenigen Glieder der Zeile k , deren Indizes h von k ver-h
schieden sind (Ä =)= /fe) . Der Ansatz konvergiert , wenn die Diagonalglieder in derMatrix der Vorzahlen groß gegenüber den Nebengliedern sind oder genauer , wenn



Konvergenzbeweis. 249

jede der n Summen aus den Beträgen der (n — 1 ) Nebenglieder öki einer Zeile der
Matrix dividiert durch die Vorzahl dkk in der Diagonale < 1 ist . In der zweiten
Näherungsfolge treten die Werte V Ajl an die Stelle von X h>0 . Die Iteration wird
so lange fortgesetzt , bis X k « Xt >{v+ l ) = X k .

Üm jedoch in jedem Falle eine Konvergenz der Iteration zu erreichen und außer¬
dem die Anzahl der notwendigen Näherungsfolgen zu vermindern , wird die Iteration
in Einzelschritten durchgeführt . Hierbei werden die Ergebnisse X 1<r , . . . , X m >reiner Näherungsfolge v bereits im Ansatz für X (m+ 1)> derselben Näherungsfolg

’
e

verwendet . Die unbekannten Schnittkräfte Z 2 0 . . . X n0 der ersten Näherungs¬
folge werden angenommen . Dabei wird dann

= ^ 10 JE / ^ 22 ^ 2,1 = <̂ 20 ~ ^ 21 -̂ 1,1
— JS ^ 2h -̂ h , 0 >

k - 1
$kkX k x — d k0 ( ^ kh ^ h, 1 + Jj &khXh,oi>%._ 1 ' 1 J. i i ’ (426)h = 1 A= t4.1

h „ X,
nDie zweite Näherungsfolge beginnt mit öu X li2 = <510 — J£ d lhX h l usw . Die
2

Rechnung wird fortgesetzt , bis XktV äs Aii (v + 1) erhalten wird .
Konvergenzbeweis . Jede Gleichung (424) ist nach (314) eine partielle Ab¬

leitung der Formänderungsarbeit A ( oder einer der ihr verwandten Funktionen A *
oder A **

, die allgemein mit A t bezeichnet werden . Die Formänderungsarbeit
setzt sich aus dem statisch bestimmten Anteil A ifi und dem Anteil aus den über¬
zähligen Kräften X k zusammen :

Ai = A t>0 + | 2 2 hkX h X k - 2 hoX k .* * h (427)
k h

Sie wird -zum Minimum , wenn die Spannungen mit den äußeren Kräften im Gleich¬
gewicht sind . Diese Minimalbedingung begründet die Konvergenz der Iteration , da
z . B . X k l so bestimmt wird , daß die Minimalbedingung

ndAj
dXk

—■ ^ ko ~ — 2 ^ khXt i o ~ hkX x- j — 0 (428 )i ifc+ i
mit dem verbesserten Werte X k x erfüllt ist . X kl ist daher ein besserer Wert im
Vergleich zu X ktQ , so daß die Näherungsfolge in jedem Falle konvergiert . Die Rech¬
nung wird um so schneller abgeschlossen , je größer die Vorzahlen in der Diagonaleder Matrix gegenüber den Nebengliedern sind , d . h . je schneller jede Zeile k nach
beiden Seiten abklingt .

Die Annahmen für die X k 0 der ersten Näherungsfolge stützen sich am besten
auf Ergebnisse aus der Untersuchung geeigneter Teilsysteme . Dabei liegt es
am nächsten , die Nebenglieder jeder Gleichung in der ersten Näherungsfolge Null
zu setzen und damit die X k 1 aus einfach statisch unbestimmten Systemen ver¬
änderlicher Gliederung zu berechnen . In anderen Fällen sind oft Gruppen von
zwei und drei statisch unbestimmten Schnittkräften vorhanden , deren gegenseitige
Abhängigkeit im Vergleich zu anderen statisch unbestimmten Schnittkräften größerist . Das vorgelegte Stabwerk wird dann zunächst in Teilsysteme zerlegt , deren
überzählige Schnittkräfte leicht berechnet werden und für die erste Näherungs¬
folge als Grundlage dienen . Oft kann auch bei der Iteration von den Ergebnissenmit drei- und fünfgliedrigen Elastizitätsgleichungen ausgegangen werden . Diese
Annahmen sind für die Genauigkeit des Ergebnisses unwesentlich , dagegen für den
Umfang der Rechnung , also durch die Anzahl der notwendigen Näherungsfolgen
von Bedeutung .
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Umformung des Ansatzes . Ist die konjugierte Matrix einer Näherungsrech¬
nung mit den Zahlen ß lk . . . ß nk (k = 1 . . . n ) bekannt , so kann jede Gleichung eines
in bezug auf Systemgestaltung oder Rechengenauigkeit endgültigen Ansatzes mit
diesen Vorzahlen erweitert werden , so daß durch Addition n Gleichungen von der
folgenden Form entstehen :

k : X 1 Z {6,n ßhk) + X 2 2 {dhi ßhk ) +
h = 1 A= 1

• X k {&hk
h = 1

ßh k ) + ' • X i 2 {&hnßl
h = \ hk )

= 2 (\ oßnk) ; k = L . . . n . (429)
A= 1

Abgekürzte Schreibweise :
X1>k

X 1 + \ kX2 + * • • + ^k. kXic + • • • + Xn,kXn = X k>0 .
Da die Vorzahlen ßh k die Gleichungen des endgültigen Ansatzes nahezu erfüllen,

so ist nach S . 223

A-l,k — 2 ^ Al ßhk ^ 0 ;
A= 1

n
^ k,k = £ Kkßhk ^ 1 >

h —1

n

An,k = 2j n ßh k ^ 0 (430 )
Ä= 1

und damit diejenige Form eines linearen Ansatzes vorhanden , die bei der Iteration
bereits mit zwei oder drei Näherungsfolgen ein genaues
Ergebnis verbürgt . Die Matrix der Vorzahlen X(> k ist

T jedoch , wie leicht einzusehen ist , nicht mehr zur Haupt -
a I diagonale symmetrisch (Xiik Xkti) . Dies ist nur der

Abb 221 Fall , wenn die Matrix der Vorzahlen 6ik zur Neben-
Jctji, * = 3 ,44 , 0 ,0762 , diagonale symmetrisch ist .

vgl . Tabelle ll , Die Iteration in Einzelschritten wird zur Untersuchung
Jdlt = 0,6762 , f « = l > des Sägedachbinders Abb . 215 verwendet , dessen Schnittkräfte für
JdJs = 0,8784 , f» = l . Eigengewicht aufS . 224f . ermittelt , dessen Stabquerschnitte jedoch

nach einer wiederholten Querschnittsbemessung nach Abb . 221
festgestellt worden sind . Auf diese Weise entsteht die folgende neue Matrix der Elastizitäts¬
gleichungen für Eigengewicht :

* 1 * 3 * 3 * 4 * 5

+ 7 .6396 — 1,0321 + 1,7063 - 4,3599 O

— 1,0321 + 14 .3589 + 1,7063 - 6,3599 O

+ 1,7063 + 1,7063 + 7 .6396 — 1,0321 + 6,0662

- 4 . 3599 - 6,3599 — 1,0321 + 14,3589 + 8,0662

0 O 4 - 6,0662 + 8,0662 4- 24,0627

— 122,8500

+ 49 .2637

— 122,8500

+ 49 . 2 637

— 172,1137

Die Ausgangswerte X k0 der Iteration sind die Ergebnisse auf S . 229 . Nach der ersten Gleichung
ergibt sich mit X tj0 , X 3}0 , X it0 und W6i0 der Wert X 1 x = - 9,716 . Ebenso wird X i x = + 6,564
aus der zweiten Gleichung mit X UI , X 3, 0 , X i >0 und W5| 0 , X äl = - 9,304 aus der

’
dritten Glei¬

chung mit X lt j , X 2i j , X i 0 und X St 0 gefunden .
Die Produktsummen werden bei Verwendung der Rechenmaschine ohne Zwischenablesung

gebildet und durch <5, k dividiert , so daß nur die Teilergebnisse der Näherungsfolgen aufgeschrie¬ben werden . Um die wiederholte Division zu vermeiden , empfiehlt es sich , die Gleichungen (424)vor Beginn der Rechnung auf dkk = 1 umzuformen .Die Konvergenz der Iteration ist nach den Ergebnissen der 7 . und 8 . Zeile schlecht . Sie zeigt
jedoch gewisse Gesetzmäßigkeiten , mit denen sich zugeordnete Glieder der Näherungsfolgendem Endwert nähern . Diese dienen dazu , um einzelne Zeilen zu überspringen und damit die
Iteration abzukürzen .

Da die konjugierte Matrix der Vorzahlen ß ik des Beispiels für das ursprüngliche Gleichungs -
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* 1 X , * 3 * 4 * 6
Aiisgangswerte . - 9 . 174 + 6,011 - 8,776 + 6,295 - 6,577

1 . Iteration . . — 9,716 + 6,564 - 9,304 + 6,414 - 6,957

2 . , , . . - 9,455 + 6,698 - 9,074 + 6,783 - 7A39

3 - - 9,278 + 6,847 - 8,953 + 7 .013 - 7 .247

7- - 8,988 + 7 .070 - 8,806 + 7,346 - 7 -395

8 . - 8,966 + 7,087 - 8,797 + 7,369 - 7,405

12 . , , . . - 8,932 + 7,H3 - 8,786 + 7,402 - 7,419

13 - „ • • - 8,933 + 7 , 111 - 8,783 + 7 .404 - 7,420

14- „ • • - 8,933 + 7,112 — 8,782 + 7,4° 6 - 7,421

System bekannt ist , empfiehlt sich die Umformung der Gleichungen nach (429 ) . Han erhält aus derendgültigen <5, ^-Matrix von S . 2S0 und der genäherten ß t ^-Matrix von S . 229 die Beiwertek =n
und damit das Gleichungssystem

Ä= 1

* 1 * 3 * 4 * 5

+ 1,46665 + 0,05433 + 0,04677 — 0,20281 — 0,0l86l

— 0,002 65 + 1,40908 + 0,03189 — 0,05369 + 0,000 81

— 0,00282 + 0,05195 + 1,47250 + 0,05997 + 0,234 21

— 0,060 79 + 0,05020 + 0,03926 + 1,30460 + 0,060 22

+ 0,020 84 — 0,02795 + 0,02120 + 0,022 14 + L 329 IO

^■4,0
— r 4 .48724

+ 9,36405

— 13,82785

+ 9,77407

— 10,27286

Die Iteration wird für diesen Ansatz mit den gleichen Näherungswerten X t 0 ( S . 229 ) begonnenund in Einzelschritten durchgeführt . Sie konvergiert schnell :

* 2 * 3 * 4 * 5

Ausgangswerte . - 9U74 + 6,011 — 8,776 + 6,295 - 6,577

1 . Iteration . . - 9,033 + 7,070 - 8,868 + 7+ 7° - 7,417

2 . , , — 8,960 + 7,107 - 8,771 + 7,407 - 7,423

3 - - 8,931 + 7 + H — 8,780 + 7,409 - 7 .423

4 . - 8,931 + 7 . 114 — 8,780 + 7,409 - 7,423

Runge , C . : Praxis der Gleichungen . Leipzig 1921 . — Mises , R . v . , u . H . Pollaczek -
Geiringer : Praktische Verfahren der Gleichungsauflösung . Z . angew . Math . Mech . 1929 S . 58 ,152 . — Domke , O . : Dachbauten . Handb . f . Eisenbetonbau Bd . 10 . 2 . Aufl . Berlin 1923 .
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31 . Allgemeine Rechenvorschrift zur Untersuchung statisch
unbestimmter Stabwerke .

1 . Beschreibung der geometrischen und elastischen Eigenschaften des
Stabwerks . Das Tragwerkwird in einzelne gerade oder gekrümmte Stäbe und Stab¬
züge zerlegt , deren Achsen durch Lage , Länge und Form , deren Querschnitte durch
Umriß , Fläche und durch die Hauptträgheitsmomente beschrieben werden . Unter
Umständen sind auch Angaben über die Abstände wa , der Kernpunkte a'

, i ' not¬
wendig . Der Spurpunkt der Stabachse ist der Schwerpunkt des Querschnitts . Die
Bezugsachsen y und 2 fallen mit den Hauptträgheitsachsen , die Spur s der Kraft¬
ebene in der Regel auch mit einer Symmetrieachse zusammen ( S . 25ff . ) . Die Trägheits¬
momente werden zur Berechnung der Formänderung von Bauteilen aus Eisenbeton
auf den vollen Querschnitt mit oder ohne Beachtung des zehnfachen Stahlquer¬
schnitts bezogen . Für die mittragende Plattenbreite einer Trägerrippe gelten die
Bemerkungen auf S . 94 .

Die Materialkonstanten werden in der Regel nach den Bestimmungen des Deut¬
schen Ausschusses für Eisenbeton festgesetzt . In diesen ist für die Berech¬
nung von Formänderungen E e = 2100 t/cm 2

, E b = 210 t/ern 2 und a t = 0,00001
vorgesehen .

2 . Belastung und Stützung des Tragwerks . Der Festigkeitsnachweis verlangt
genaue Angaben über das Eigengewicht des Tragwerks mit seiner Ausrüstung und
über die Nutzlast aus stetig verteilter Belastung und Einzellasten . Hierzu treten
Vorschriften über die Zerlegung der Lastenzüge zur Bildung der Grenzwerte in
Verbindung mit Einflußlinien und Angaben über die Belastung durch Schnee , Wind
und Nebenkräfte , über deren Eintragung und die Verteilung der Einzellasten . Die
elastischen Eigenschaften der Stützung und die möglichen Stützenverschiebungen
werden in jedem Falle geschätzt und die Temperaturänderung und das Schwinden
des Baustoffes durch Annahmen abgegrenzt .

3 . Das Hauptsystem . Die ausgezeichneten Stützenwiderstände und Schnitt¬
kräfte X k werden nach den Bemerkungen auf S . 170 ausgewählt . Damit sind Haupt¬
system und Verträglichkeitsbedingungen l fc- = 0 bekannt . Diese werden nach
Abschn . 24 oder für Gruppenlasten nach Abschn . 36 entwickelt . Die Stütz - und
Schnittkräfte Ck , N k , M k , Q k aus — X k = 1 und C0 , N 0 , M 0 , Q0 aus der vor¬
geschriebenen Belastung werden in einem statisch bestimmten Hauptsystem nach
Abschn . 13ff . , in einem statisch unbestimmten Hauptsystem in der Regel mit Hilfe
von Tabellen berechnet und voneinander getrennt in einzelne Stabnetze derart
eingetragen , daß die Ordinaten der Schaulinien bei jeder Aufgabe einheitlich ,
z . B . stets an der Zugseite des Stabes erscheinen .

4 . Die Vorzahlen di * . Die Vorzahlen dik sind unabhängig von der Belastung des
Tragwerks . Sie können als Verschiebungen unmittelbar aus den Tabellen 17 bis 19
entnommen oder durch Integration nach (300) mit Hilfe der Tabellen 12 bis 16 be¬
rechnet werden . Die Funktionen ’

Q = J kjJ oder ] h jJ cos a zur Beschreibung der
elastischen Eigenschaften des Stabes lh sind in der Regel konstant oder werden zur
Berechnung eines angenähert richtigen , geschlossenen Ausdrucks durch geeignete
Funktionen nach ( 188 ) ersetzt .

Die Freiwerte n und r der Ansätze ( 188 ) dienen zur Angleichung der Funktion
an die bauliche Ausgestaltung der Stäbe . Ist die Berechnung in dieser Form un¬
genügend , so werden die Vorzahlen graphisch oder numerisch mit Hilfe der Simp-
sonschen Reihe nach ( 181 ) integriert . Hierbei kann der Integrationsbereich auch in
Stufen konstanter elastischer Wirkung eingeteilt werden . Die Zahlenrechnung läßt
sich nach S . 165 durch die Arbeitsausdrücke 1 * 3* 2 . . . und nachprüfen .

5 . Die konjugierte Matrix . Die Vorzahlen ßhk werden bei der Untersuchung
einer größeren Anzahl von Belastungsfällen nach den allgemeinen Angaben in



Zeichnerische Auflösung der Bedingungsgleichungen. 253

Abschn . 25 , für Stabwerke mit wenig überzähligen Größen nach Abschn . 26 be¬
rechnet. Die Ergebnisse müssen die geometrischen Bedingungen ö k = 0 identisch
erfüllen.

6 . Die Belastungszahlen du ® • Die Belastungszahlen sind Formänderungen des
Hauptsystems aus den in 2 . angegebenen äußeren Ursachen . Sie werden abgekürzt
nach (300 ) berechnet . Hierzu dienen die Tabellen 12 bis 16 . Unter Umständen können
die Formänderungen dk <® auch unmittelbar aus den Tabellen 17 bis 19 entnommen
werden . In besonderen Fällen ist die numerische Integration nach Simpson oder
die Berechnung mit Stufen konstanter elastischer Wirkung nach (183 ) notwendig .
Die Beträge aus Temperaturänderung werden für jedes Element des Stabzugs
konstant angenommen (173) , die Verschiebungen ölcs aus der Stützenbewegung nach
(174 ) berechnet . Die Biegelinien ömk (k — 1 . . . n ) des Laststabzugs des Haupt¬
systems zur Bildung der Einflußlinien lassen sich für die Belastungszustände
—X k = 1 nach Abschn . 20 und 21 , in einfachen Fällen nach den Tabellen 12 bis 16
aufzeichnen.

7 . Die überzähligen Stütz - und Schnittkräfte . Die überzähligen GrößenX k
werden bei einzelnen Belastungsfällen unmittelbar aus den Belastungsgliedern , bei
zahlreichen Belastungsfällen nach (326) berechnet . Dasselbe gilt für die Ableitung der
Einflußlinien aus den Biegelinien des Laststabzugs des Hauptsystems nach (328) .

8 . Stütz - und Schnittkräfte C , N , M , Q des Tragwerks . Die Stütz - und
Schnittkräfte des Stabwerks werden aus der vorgeschriebenen Belastung und den
ihr zugeordneten überzähligen Stütz - und Schnittkräften X k mit Hilfe der Gleich¬
gewichtsbedingungen graphisch oder numerisch nach Abschn . 13 und 14 berechnet .
Die Aufgabe ist nunmehr statisch bestimmt und die Superposition nach (288) der all¬
gemeine Ausdruck für die Lösung . Die Schnittkräfte C0 , N 0 , M 0 , Q0 und C k , N k ,
Mk , Qk des Ansatzes sind aus dem Absatz 3 . bekannt .

Die Einflußlinien der Stütz - und Schnittkräfte werden nach derselben Rechen¬
vorschrift durch Überlagerung der Ordinaten der Einflußlinien C0 , N 0 , M 0 , Q0 des
Hauptsystems mit den durch Ck , N k , M k , Qk erweiterten Ordinaten der Einfluß¬
linien X k gefunden . Sie muß unter Umständen mit großer Stellenzahl durchgeführt
werden, um Lösungsfehler aus Differenzen zu vermeiden (vgl . auch S . 168 ) .

9 . Die Nachprüfung des Ergebnisses . Die Randbedingungen der Formände¬
rung des Stabzuges sind durch die Stützung offener Stabzüge oder durch den Zu¬
sammenhang geschlossener Stabzüge vorgeschrieben . Sie müssen für das berechnete
Spannungsbild erfüllt werden . Dies wird nach S . 168 durch Nachrechnung der
gegenseitigen Verschiebung geeigneter Querschnitte geprüft .

32 . Zeichnerische Auflösung der Bedingungsgleichungen .
Die umfangreichen Zahlenrechnungen zur Bestimmung der Wurzeln linearer

Gleichungen lassen sich zum Teil , in einzelnen Fällen auch vollständig durch gra¬
phische Methoden ersetzen . Sie sind stets nützlich , wenn die Lösung mit dem
Kräftebild des Tragwerks verbunden werden kann . Dies ist bei den durchgehenden
Trägem mit starren und frei oder elastisch drehbaren Stützen , bei durchgehenden
Trägem mit elastisch senkbaren Stützen und bei Rahmenträgern der Fall .

Die graphische Auflösung stützt sich entweder auf die geometrischen Be¬
ziehungen der Gleichungen oder auf deren mechanische Auslegung . Die Vorzahlen
<3* i . . . ökk . . . dkn jeder Zeile k werden dabei als die n Komponenten einer im
Ursprung angreifenden Kraft angesehen , die nach n Achsen zerlegt worden ist .
Sie bilden , nach dem Ansatz (319) mit den unbekannten Zahlen X x . . . X k . . . X n
multipliziert , die Komponenten <510 . . . der Resultierenden £ X k nach
denselben n Achsen .
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Die Vorzahlen dkl . . . ökk ■ ■ ■ ökn einer jeden Zeile k sind unveränderlich und
besitzen damit die wesentliche Eigenschaft der Masse , so daß den n Gleichungen des
Ansatzes auch massengeometrische Bedeutung beigelegt werden kann . Darnach
werden nach P . Pasternak die Vorzahlen jeder Zeile k als die fiktiven Gewichte
einer räumlichen Gruppe von n Punkten A k behandelt , deren Abstand von einer
Grundrißebene durch die zunächst unbekannten Strecken X k vorgeschrieben ist .
Die Gleichung k

2d hh X h = &M = Tt 2ö kx = Tt sk , = (431)

bestimmt daher den Abstand Tk des Schwerpunktes E ’
k der fiktiven Gewichte dkh

von der Grundrißebene . Die Koordinaten der Grundrißprojektion E k werden nach
bekannten Regeln berechnet , indem die Massen ökl . . . dkk . . . dkn der Projektion A kder Punkte beigelegt werden . Damit ist jeder Bedingungsgleichung k ein aus¬
gezeichneter Punkt E '

k zugeordnet , dessen Lage durch die Vorzahlen dkl . . . dknund die Belastungszahl dk0 bekannt ist . Dieses massengeometrische Bild des An¬
satzes enthält , zum Teil ergänzt durch die analytische Auflösung der Gleichungen
nach C . F . Gauß , geometrische Beziehungen zwischen den Endpunkten der Ordi -
naten X k , die in zwei Ebenen , in einfachen Fällen aber auch in einer Ebene verfolgt
werden .

Anwendung auf dreigliedrige Elastizitätsgleichungen .
z ^ n + Z 3 <5f2 ©ii

-Mn + * 2 <5-22 + X s ^ 23 — *̂ 20

X k- 2 d (k.- 1 ) ik - 2 ) X * - 1 ^ (S- l ) <fc- 1 ) 4 - ^ (k- l ) k = fyfc - UO

1 ) + X k ^ A: k "4“
1 ^ m +n = ^ 7c0

^ n - 2 ^ (n - 1 ) (n - 2 ) + - 1 ^ (n - l ) (n - 1 ) + X n ^ (n - l ) n = ^ (n - l ) 0

X «--1 (n - 1 ) + X n ^ nn ^ n0 •

Der Gaußsche Algorithmus liefert nach (388 und 399) bei

Vorwärtselimination (433)
Xi ^11 "f Xt <5i2 9

*©II

X2 ö£ + X3 S23

X k ökk
l > + % k* i <5* (fc+i )

^ n- 1 dG _S <» - 1) + X „ Ö(n_D „ = «a : ; io

— uitO »

Rückwärtselimination (434)
II

^ Gi + ^ C
“ 2’ — ^ 20 »

Xk - lä k (i . D -f
k)

n - 2 (5(„ _ i ) („ _ 2) + X n_ x öj
'

hi ) in --1) = 0

Xji —1 <5n (n - 1) A X n d nn — <5« o *

Die zeichnerische Darstellung wird hier auf eine Ebene beschränkt . Sie enthältdie räumliche Punktgruppe A [ bis A '
n , deren Grundriß A x . . . A n auf einer Achse

abgebildet ist (Abb . 222) . Die Abstände A k zwischen zwei aufeinanderfolgendenPunkten A k_ 1 , A k sind beliebig . Sie können gleichgroß gewählt werden oder zumTeil auch Null sein .
Die Belastungsspalte der Ansätze (433) , (434) ist entweder voll oderteilweise besetzt .Die allgemeine Aufgabe kann mit dem Superpositionsgesetz stets auf die Losungfür wenige Belastungszahlen zurückgeführt werden . Der Ansatz zerfällt in diesem
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Falle in drei Abschnitte , von denen der erste und dritte homogen sind . Diese werden
daher für <5„ 0 = 1 (Lösung a) und für Ö10 = I (Lösung b ) berechnet .

Lösung für den homogenen Ansatz . Punktfolge A kl A k+1 mit A k 4 = 0 ,
Ait +1 + 0 -

Die Lösung a bedient sich der Kennbeziehungen der Vorwärtselimination ,indem das Verhältnis — x {k_n k — X k_1jX k zweier nach links aufeinanderfolgenderOrdin aten als Verhältnis der Strecken a ik_1) k , ba _1) k dargestellt wird . Der Abstand
A k = A k_1 A k wird dabei durch den Punkt F {k_ 1) k geteilt . Er fällt nach (433 ) in
die Schwerlinie der den Endpunkten A k _ 1 , A '

k zugeordneten Massen djjjjlfj (fc_ 1) und
\ kr-l ) tc -

Afc- i
X*

— “ y~( k- l ) k
a (k~ l ) k

a ik - l ) k z
* <*- ! >k 1

' fc
J (k~ l ) k ■

1 + A k . (435)
Dasselbe gilt für die Lösung b , bei welcher die Kennbeziehungen der Rückwärts¬
elimination verwendet werden . Das Verhältnis — Kk ^ _ k) = X kjX k_ k zweier nachrechts aufeinanderfolgender Ordinaten wird geometrisch durch die Strecken akik_k) ,bkik_d und den Punkt F, . u- i ) ausgedrückt . Dieser liegt nach (434) auf der Schwer¬

linie der Massen d kik_u und 6 {
kk

k\ welche den Endpunkten A '
k _ x und A '

k zu¬
geordnet sind (Abb . 222) .
Z *
X,.

' — ^ 7c( fc- l ) — a k (k~ 1) :
X* U-1) 1

1 + * k (ä- 1)
J k » u k {k - 1 ) 1 + * * (*-1)

A k . (436)
Die Punkte F (k_ 1) k , Fjak - D sind unabhängig von den Belastungsgliedern und alleindurch die elastische Struktur des Systems bestimmt . Sie werden daher als Fest¬
punkte bezeichnet .

Sind die Verhältniszahlen X k_ JX k und X k/X k _1 positiv , die Kennbeziehungenxik- i ) k und xkik_v also negativ , so liegen die Festpunkte F ( k_ 1) k , F k ( k_ 1) außerhalbdes Intervalls A k (Abb . 223) . Die Strecken a{k_1) k , b (k~1) k werden daher im Sinne
A k_lt A k pnd A k , A k_1 positiv gerechnet . Negative Verhältniszahlen X k _ 1jX k ,Xk/Xk- i , also positive Kennbeziehungen x ik_k) k , % k {k ~ D ergeben Festpunktezwischen Ak_x und A k (Abb . 222) . Da der Nenner der Kennbeziehungen

Ül *- !) «: _ dtit - Dx k {k - 1 ) (5)4
" ^ (437)

m jedem Falle positiv ist , wird die Lage der beiden Festpunkte zu den Grenzendes Intervalls durch das Vorzeichen der Nebenglieder <5 k der Matrix entschieden .Die Festpunkte F (k_1) kl F k {k_ 1) der Achse werden entweder mit den Strecken
a (k- i ) k , a k ( k - D eingetragen oder durch geometrische Teilung der Abschnitte A k imVerhältnis

> x k {k- l ) — k )
(438)

erhalten , wenn die Kennbeziehungen mit den Kettenbrüchen (394) und (404 ) be¬stimmt worden sind .
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Der Festpunkt F klk_v kann jedoch auch mit Hilfe des Festpunktes F ik_ 1) k und
der Gleichung k des Ansatzes geometrisch gefunden werden, wenn die bei jeder
zeichnerischen Lösung unvermeidliche Fehlerfortpflanzung in Kauf genommen wird.

Nach Abb . 224 a ist die Gerade | (. im homogenen Bereich a durch den Fest¬
punkt F ik_1) k bestimmt . Sie schneidet sich mit | £ + 1 im Punkte A k der Geraden k .
Nach der Gleichung k

k (k—1 ) X k dkk + X k+1 ökik + X) 0 (439)
ist der SchwerpunktEk der fiktiven Massen , ökk , dk ( k+1) ein Punkt der Achse

( Tk = 0 ) . Er liegt auf der Geraden tt) fc im
Abstand ek vom Punkte A k .

// i

/ /
Pfclfr+l ) ^ k+1 '

i *4~ dj( je (440)
1 / / 1a) , A. _ ? SA. _ j- r =- / 1

Ck Ak« |

1 ) 1 V _ tot ! f

/ fipe*
«w

' k+l
1

Die Gleichung k kann auch folgendermaßen
geschrieben werden:

^ Ofc- Dfc ^ fctfc- i ) + dkk ) + X M dkUc+1 ) = 0 . (441 )
Hierbei ist Y k Vk {k- X)

JT ^k k) — X k_k Ök (s_d
+ X k dkk und daher Y lk_1) k = D k D '

k diejenige
Ordinate der Geraden £k , welche den Ab¬
schnitt A k im Verhältnis ö kk : dk u- i ) teilt - Die
Gerade D'

k A k + 1 schneidet nach (441 ) die Achse
im Punkte E k . Eine beliebige Annahme gk>1
liefert das Dreiseit mit den Eckpunkten

n,i aut drei zueinander paral¬
lelen Geraden k , (k -)- 1 ) , tOft . Da zwei Seiten
durch die festen Punkte F u_1) k und Ek be¬
stimmt sind , ist auch F klk+1) ein Festpunkt.

Die geometrische Auslegung der Gleichung k
wird durch deren Umformung nach

Z{k- X) k {^ k (k- X) + Ökk, l) + -ZfcOt +l ) (^kk,2 + ^ fctfc+l ) ) — 0 (442)
wesentlich günstiger . Dabei ist die Aufteilung der Vorzahl ökk = bkk, i + <5* *,2
beliebig und richtet sich nach den besonderen Eigenschaften des Ansatzes . Die
Ordinate Zik_ 1) lc = Bk B '

k liegt auf der Schwerlinie tu^ der fiktiven Gewichte
<5jfcdfc- i ) . d k k, i . die Ordinate Zk (M ) — C k Ck auf der Schwerlinie to '

ks von ökki2 und
ökik + i ) • Die Punkte B '

k l , E k , C k>1 bilden nach (442 ) wieder eine gerade Linie , so daß

ein Dreiseit B '
k l , A k>1 , C '

kx mit den vorgeschriebenen Festpunkten F ( k_1) k und E k
entsteht . In derselben Weise kann auch die geometrische Konstruktion des Fest¬
punktes Eju . j, aus F a +1) k nach Abb . 224b begründet werden . Die Schwerlinien
Vo

'
k,x > tuisind durch die Strecken ckk , c {k¥1 ) k bestimmt (Abb. 224) .

A r — An k > c ( ft+ l ) J; — Jt , 1 n k+ 1 -“T °7

«ü* to*
> \ v

Abb . 224 .

Cfcfc — -i ) + a 1 '* <*+!>
(443)

Punktfolge A k , A k+1 mit A k + 0 , A k+1 = 0 .
In einzelnen Fällen werden die Punkte A k , A k+1 zusammengelegt (A k+l = 0) ,

um das Bild der geometrischen Lösung in einfacher Weise mit dem Kräftebild des
Tragwerks zu verbinden. Die Kennbeziehungen xk {k+u , xik+1) k sind in diesem Falle
stets negativ . Dem Punkte (A k , Mj.+1) der Achse sind daher zwei Punkte A '

k , A '
k+ x

des Linienzuges ££. , £j.+ 2 zugeordnet.
Die beiden Geraden f * , £(.+ 2 schneiden sich im Abstand uk (k+1) von der Ordinatek .

Dieser ist im homogenen Bereich der Lösung a durch die Kennbeziehung
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+ XM d,+ X k+ 1 d , fc+2 ° <fc+1) <fc+2)k+ 1 ° (fc+ 1) (fc+ 1)

(fc+ 1) (fc+ l ) ,l >’fc<fc+ l )(fc+ 1) (fc+ 1)’fcffc+ l ) — u kk , 1 »

l ^ - (fc+ l > — A fcj ° fc(fc+ 1 ) + 1 (fc+ 1 ) (fc+ 2) l ° (fc+ l ) (fc+ l ) ,l
- T ^ (fc+ i ) (fc+ 2]

fc(fc- l ) (^ fc(fc- l ) + <5fcfc,l) + -̂ Vfc+ l ) (fc+ 2) (^ <fc+ l ) (fc+ l ) ,l + ^ (fc+ 1) (fc+ 2) ) = 0 •

Hiernach sind Yka _u = Bk B ’
k und Y( ;. +1) ( fc+2) = CkCk Ordinaten der Geraden !j 'k

und £'
k + i der homogenen Lösung (a) , die mit den Schwerlinien m '

k , loj.+ 1 der fiktiven
Gewichte d Mk_ x) , dkk >1 und ö ( k+1) {k +2) , d (k + 1) ( k+1) il zusammenfallen . Nach (444)
schneiden sich die beiden Geraden gk , Xk der Abb . 226 auf der Schwerlinie tu *: der
fiktiven Gewichte {d k {k ^1) -f- dkk>1) und ä k {k+ 1) . Der Punkt E k ist nach (439 ) mit
Tk = 0 ein Punkt der Achse und der Schwerlinie n) ,; ( t +1) der fiktiven Gewichte
(<Wi >

‘ + <W ) und ( <S, s+ x ) ( * rt ) iX + <Wi > <* +2)) . Mit einer Annahme
,

werden
die geometrisch voneinander abhängigen Punkte Bktl , J '

kil , A k l , A [k + 1) 1 , Ck>1 ,
^ fc(fc+i) . i gefunden . Sie bestimmen ein Vierseit , dessen Ecken auf vier vorgeschriebe¬
nen Geraden to '

fc> tü fc , k , liegen , von dem außerdem drei Seiten durch je einen
Festpunkt F ik_1) k , B k , E k gehen . Daher ist auch F ik+1) lk+2) ein Festpunkt und der
geometrische Ort des Schnittpunktes Uklk+1) eine zu k parallele Gerade , die Über¬
gangslinie Ufc ( fc+1) .

Der Ansatz (444) enthält außerdem die Beziehung
( -̂ fc+i ~~ -Xfc ) dkik+1) + Y ( fc+D ( fc-t-2) ( ^ ( fc+i ) ( fc+ 2) ,i + <5( fc+n ( fc+2>) = 0 > (445 )

nach der sich die Geraden fJJ.+ 2_ und Xk + l auf der Schwerlinie tu i +1 der fiktiven Ge-
wichte ökik+1) und . .
prufung der geometrischen Konstruktion . Die Festpunkte F * u _ x) und die Übergangs -

Beyer , baustatik , 2 . Auf !., 2 . Neudruck - 17
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linien u (s+1) * werden aus den Festpunkten F {k+2) ik+ 1) ebenso bestimmt . Die Schwer¬
linien tu* , tut , Wi+ 1 , tu*:+ i und tü fc( fc+ 1, werden mit den Strecken ckk , ckk , c{k+2) (Ä+ll ,
c<w , (l+ D und ek (k+1) eingerechnet (Abb . 226) .

c kk —
G (k-\

)+ äm
' kJ * . Ckk : n

<5* (»- n + ö* *
A k t C

° <k+ i >(fc+ a )
‘ ft+ 2.

c (*+2) (*+r ) :
i +

~Ak+2 , ek ( k+ l )
‘

(*+ A (*+ l ) Ö(i + 1) (i - l ),l + du + ll (*+ 2>

_ _ <̂ it + i ) u + 2) zh + 2 — ök ik- 1) Zh_
<5* (*- l >+ + <5(*+l >(i + D . J + <5, s + ll (fe+ 2)

(446 )

Die überzähligen Größen bei einzelnen Belastungsgliedern . Die analy¬
tische Lösung dreigliedriger Elastizitätsgleichungen für zwei aufeinanderfolgende
Belastungsglieder <5U_1) 0 , ök0 nach S . 239 kann durch den Ansatz

(*- n *

+ X .

UStL
$(k*D rß

r(k-iXk-e) \Vr-3)(k-2) . t / T f ' i>
Äk-2 \ r(k -2Xk- l)

Abb. 227 .

ersetzt werden . Er gilt allgemein für zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten und
beweist die geometrische Lösung nach Abb . 227. Die Belastungsglieder erhalten die
Dimension der überzähligen Größen X^ . X * und sind von diesen unabhängig . Sie

Abb . 228 .

werden nach der Art ihrer geometrischen Verwendung als Kreuzlinienabschnittebezeichnet , jedoch hierfür besser durch die Ordinaten V(k_ 1) k , Vkk in den Fest¬
punkten ersetzt .
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a tk - l ) k jy ^ (*- l ) fc ^ Ue- DO <5(*- l ) 0 d (k - 1)0 )(*- l >* dk k i i v1 r « <*- 1) k <5(1.—1>* <5(*- l ) * + ^ (iz ! ) (*- ! )

~
* 8

- 2) >
- 1 )

17 - , — <** (*- 1) r > _ x k (*:—i ) <5* o <5* ov kk A k
f ' -kk i i „1 + * * <*- !> <5* (*- ! >' <5* (*- i > + <511' *’ ~

su - i »

(448)

Die überzähligen Größen X x . . . X ^ sind bei gleichen Vorzeichen der Neben¬
glieder einer Gleichung durch die Festpunkte F {h_1)h der Lösung a , die überzähligenGrößen X k+1 . . . X h durch die Festpunkte F rlr_ x) der Lösung b bestimmt (Abb . 227) .Bei ungleichen Vorzeichen der Nebenglieder gilt das gleiche für die Festpunkte und
Übergangslinien F (h_1)hl u (Ä_ 1)A und F r (r_1} , u r{r~1} (Abb . 228) .

Allgemeiner Belastungsfall . Die geometrischen Hilfsmittel des letzten Ab¬schnitts lassen sich auch bei der zeichnerischen Lösung des vollständigen Ansatzesverwenden . Die überzähligen Größen X k sind wiederum Ordinaten einer Punkt¬reihe A k in beliebigen Abständen A k . Jedem Intervall Ak sind zwei FestpunkteF ik__1) k , F k ( k_ 1) zugeordnet . Jede Gleichung k
+ X k Ökk + X k+1 ö kAk+1) = <5fc0 (449)

bestimmt nach der Auslegung auf S . 256 einen Punkt E '
k als Schwerpunkt vonfiktiven Massen 6k (k_ 1) t 6kk , 6m +1) , welche den Punkten A k _ 1 , A '

k , A '
k + 1 zugeordnetsind. Die Koordinaten dieses Schwerpunkts sind nach bekannten Regeln

Ak Ek = ek
<5* (* H ) Ak + 1 ~ ^ klJc- l )_Ak
<5* <*- n + <5* * + <5* (*+d

’ E k E '
k = Tk =

<5* <*~1) + 0* 1 + 01 (450)
Ebenso darf in (449)

X k- iö k {k- D + X k äkk — Yk (k- D (^kuc- i ) + dk k) (451 )

Abb . 229 . Zur Ableitung für positive x* (*+ i ) .

gesetzt und Yk (k_1) als Ordinate des Schwerpunkts der Massen d k ( k- i ) und ökk inA ’
k ~ \ ,A k angesehen werden . Sie unterteilt den Abschnitt Ak in Dk nach dem Ver¬hältnis ök (k_t ) : dkk . Aus (449) wird dann

^ * 0b-n (^fc(fc- i ) + &kk) + X fc+i = dkü — Tk (dk {k_u + ökk + ök {kJrl ) ) . (452)
Demnach ist T k auch Ordinate des Schwerpunkts der fiktiven Massen {dk {k- D + bkk)und bk {k+ 1) , so daß die Punkte Dk , E k und A ’

k + 1 eine gerade Linie bilden (Abb . 229) .Auf diese Weise entsteht das Dreiseit A '
k ~ x , D'

k , A '
k , A kJrX , dessen Eckpunkteauf einer Schar paralleler Geraden liegen . Ihre Ordinaten sind unbekannt . Allen

möglichen Dreiseiten ist jedoch der Punkt E '
k der Seite D'

k Ak+ x gemeinsam . Ist
außerdem noch ein Punkt L k der Seite = A '

k_ x A '
k gegeben , so besitzen auch die

Seiten A k Ak+ x dieser Dreiseite einen gemeinsamen Punkt Lk+X, da die Punktreihe Dk
17*
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ähnlich zur Punktreihe A k (Ähnlichkeitspunkt L k) und die Punktreihe D'
k ähnlich

zur Punktreihe A k+ X ist (Ähnlichkeitspunkt E k) . Daher ist auch die Punktreihe A 'k
ähnlich zur Punktreihe A ’

k+ 1 . Der Ähnlichkeitspunkt L k+1 ist allen möglichen Ge¬
raden gk+1 gemeinsam und liegt nach Konstruktion mit L k und E '

k auf einer Ge¬
raden . Bewegt sich der Punkt Lk auf einer Geraden , so ist die zugeordnete Punkt¬
reihe L k+X zu E '

k perspektiv und daher ähnlich zu Lk . Ist die Punktreihe Lk senk¬
recht zur Achse , so gilt das gleiche von der Punktreihe L k+1 .

Dieses geometrische Bild kann für jede Ordinate T k , also auch für Tk — 0
angegeben werden , so daß die Punkte E '

k mit E k in die Achse fallen . Der Geradenzug
gk = g '

k oder gk = gk des homogenen Ansatzes ist dann für jede Lage des Punktes A 'k
durch die Festpunkte F a _ x) k , F klk+X) oder F (k+1 ) k , F k {k_ 1) bestimmt , je nachdem
d„ 0 = 1 oder <310 = 1 gesetzt wird . Daher ist bei der Entwicklung der geometrischen
Lösung nach rechts eine Gruppe der zugeordneten Punkte Lh , L h+1 durch die Ordi -
naten in den Festpunkten F fk~1) k bestimmt . Der zweite geometrische Ort für die
Punkte Lk+1

= F k (k + 1) besteht aus dem Geradenzug £0n = F [k _ x) k E k (Koordinaten
für E '

k sind ek , Tk) , dessen Ursprung daher mit den Randbedingungen für F '
12 be¬

stimmt ist . Dasselbe gilt für die Entwicklung der Lösung von rechts nach links.

Abb . 2S0 . f ; .

Die Elemente der graphischen Darstellung sind hier die Ordinaten in F k {k_ x) , die
Koordinaten ek , Tk der Punkte E ’

k und der Ursprung des Geradenzugs £n0 = F '
,k + 1) k E'kin (Abb . 230 ) .

Nach der ersten und letzten Gleichung des Ansatzes
^12 = <5l0 + ^ n ^nn — ^nO

ergeben sich die Koordinaten der Punkte E '
x und E '

n zu
<5mEXE\ = Tx =

r .
<hi + <5«

o

Ak E x — ex — 4 ,

i + *n (n—1)
AnE n = G,

<5n - f- ^ 12

-
— dn (n- l >

5 » * + <5n (n- X)

(453 )

Nach (435) und (437) ist ex = a12 ; nach (436) und (437) e„ = - an (n_x) . Der Ur¬
sprung F [ 2 des Geradenzugs C0n ist daher E '

x , der Ursprung F '
nin _ x) des Geraden¬

zugs Cn0 der Punkt E '
n .

Diese Rechenvorschrift kann durch Verwendung der Gleichungen ergänztwerden , welche bei Vorwärtselimination oder Rückwärtselimination nach Gauß
erhalten werden . Sie bestimmen nach (433) , (434) die Ordinaten von F [k- 1) k und

des Geradenzugs gk als die Ordinaten der Schwerpunkte der fiktiven Massen
d (b- i ) (k- i ) . d k und 6kk K

, Sk (k_v . Ihre Verwendung ist naturgemäß für die
zeichnerische Lösung ohne Bedeutung . Da aber die Gleichung k im Gaußschen
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Algorithmus von der reduzierten Gleichung (k — i ) <*- *> abgezogen wird , um die re¬
duzierte Gleichung (k ) (k~v zu erhalten , kann der ihr zugeordnete Punkt F '

k {k + 1)als Schwerpunkt der Massen (ögzlitt - « + Ö{h_1 ) k) in F\k_ l ) k und <5,c0 in E '
k angesehen

werden. Die drei Punkte liegen daher , wie bereits geometrisch bewiesen , auf einer
Geraden.

Um diese geometrischen Beziehungen bei der Lösung einer Aufgabe zu verwenden ,werden n Punkte A x . . . A n auf einer Achse in beliebigen , also auch gleichgroßen
Abständen Zl 2 . . . A „ aufgetragen . Dabei ist die Struktur des Hauptsystems maß¬
gebend. Die Festpunkte F (k_1) k , F k {k_1) werden mit Hilfe der Vorzahlen der Be¬
dingungsgleichungen nach S . 256 geometrisch bestimmt oder nach (435) , (436) mit .den
Kennbeziehungen x lk_ 1) k , eingerechnet . Dasselbe geschieht mit den Koordi¬
naten ek , Tk der Punkte E k , so daß sich die Geradenzüge £0n , £no ur| d damit die
Geraden gk eintragen lassen . Sie schneiden sich in den Punkten A '

k der Ordinaten A k .
Damit ist die Richtigkeit der Lösung nachgeprüft . A k A '

k ,— X k .
Die Kennbeziehungen eines Ansatzes nach (387 ) mit negativen Nebengliedern ,

also mit Gleichungen von der Form

-■̂ fc- l ^fcffc- l ) + X k bk k ~ -̂ fc+ l ^lfc+1 ° fc(fc+1) fcO
sind negativ . Dasselbe gilt nach S . 255 auch für die Abszissen a ik_1) k ,
der Festpunkte . Diese liegen daher außerhalb des Abschnitts A k . Die Koordinaten
von E '

k sind :
Nfc(t - l ) n lt

*k (fc- X) '* <fc—1) (*+l)
Ak E k — ek — — (454)

•r *rX

Abb. 231.
Zur Ableitung für negative ek (k+ l ) ’

Die geometrischen Beziehungen bleiben unverändert . Dasselbe gilt daher auch von
der zeichnerischen Lösung (Abb . 231 ) .

Wechseln die Vorzeichen der Nebenglieder des dreigliedrigen Ansatzes , ist also
z . B . in der Gleichung k die Vorzahl ö k (k ^ D positiv und daher a ( fc_D k positiv , die
Vorzahl <5MS.+1) negativ und daher a -. (k +1) negativ , so liegen die Festpunkte F (k _1) k,
F k ( fc- u zum Bereich A k zwischen den Intervallgrenzen A k_l , A k , dagegen die Fest¬
punkte F k (k+1) , F lk+1) k zum Bereich A k+l außerhalb . Werden dessen Intervallgrenzen
mit A k+1 = 0 in einem Punkte zusammengefaßt , so ist auch aklk+1) = a ik+1) k = 0 ,
d . h . die dem Bereich A k +1 zugeordneten Festpunkte F k (k+1) , F lk+1) k fallen eben¬
falls nach A k , A k + 1 .
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Den Endpunkten A k_1 , A k des Abschnittes A k sind die Gleichungen (k — I ) , k
zugeordnet, die Gleichung (k — 1 )

+ -X
'
/c- i <5( k ° (k- 1 ) k \ k- 1 ) 0k- 1 ° {k- 1 ) ( fc—1)k- 2 ° ikr -l ) (Ä—2 )

geometrisch beschrieben durch den Punkt Ek_ 1 (Abb. 232) mit den Koordinaten
’<*—1) * Ak

’fc( fc- l ) >öik- iuk- i ) + 1) (i - l ),l '(fc-ilfc
't*- l >0EM Eik- l Z -k- l '(*- 11(fc- l ). 1 (fc—1) *

— <5(*- l ) (4- 2)*+ <5(fc- l ) (fc- l > + *5(4—1) *
(455)

die Gleichung k
-̂ u - i ) ^ fc( t - i ) + * * ö klc — X k+1 b k (k+1 ) — &k0

geometrisch beschrieben durch den Punkt Ek mit den Koordinaten
^ (fc-i>

(456)

.jf -J, t>

-4 _ 5i_l X*ikÄ— —ik*
tyc-2){k-3) \ fa -ljk Wt -1) | F(kA)P<*2) |

-Aj, - "— *+ •- - Aki j
Abb . 232 .

Für die zeichnerische Auflösung der Gleichungen mit Hilfe von Ek und F [k _ 1) k ,F kik + 1) usw. sind Begründung und Ableitung auf S . 260 maßgebend . Dabei wird der
Geradenzug f 0 „ aus einem bekannten Punkte JF(

'
fc_ 1) k der Geraden dem Punkte Ekund der Ordinaten im Festpunkte F klk+1) ) also im Doppelpunkte A k , A k +1 ent¬

wickelt . Damit ist F kik + 1) bestimmt , aus dem in Verbindung mit Ek+ l der Punkt
■̂

'
(fc+ nofc+ 2) auf der Vertikalen durch F {k +1) (k+2) gefunden wird. Der Geradenzug | B0entsteht aus einem Punkte F [k + 2) (k + 1) und Ek + 1 , Er liefert auf der Ordinate in F (k+ 1) k ,d . i . im Punkte A k+1 , den Schnittpunkt F '

(k+1) k , aus dem in Verbindung mit Ek der
Punkt F kik _ 1) erhalten wird. Damit sind die Geraden | 4 jedes Abschnitts A k , also
die gesuchten Strecken X k_lt X k bestimmt . Der Ursprung F '

12 des Geradenzuges £onfällt wiederum mit E[ , der Ursprung F(, (n+ 1) des gegenläufigen Geradenzuges Cn omit E '
n zusammen.

Die Lösung kann durch ähnliche geometrische Beziehungen nachgeprüft werden .Durch Addition der Gleichungen k und (k + 1 ) entsteht nach (444)
■̂ *- 1 ^ fc(fc—i ) + X k d kktx + X k+ 1 ö (k+ l ) ( fc+ 1) j j + X k + 2 <5(<c+ 1) ( j .+ 2 ) — + <5<*+ 1) o

und damit eine geometrischeBeziehung zwischen vierfiktivenMassen inA k ^ l . . - A k+ 1 ,oder deren Zusammenfassung in zwei Punkten B '
k , Ck mit den Ordinaten Y (k~1) h ,Ya +i ),a +» mit dem Schwerpunkt Ekik + 1) (Abb . 233) .

<5* (*- i > + <5,
(458 )

k+ 2 — C(fc+2) <fc+l )*5(4+1) (fc+l ),l + <5(*+i ) (»+sl

r _ *5(4+1) (fc+s)~ TT
—

. . . _) js
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■Ak ( ic-n ) Ek (k+n
6

*k {k+1) <*+l ) (1+2) U i+2■4 k ~i?. <5.(t- i ) k +<i- i

T ]c {k+ 1) —

<5* (»- l > + Ön . j + <5(11+11(.’t+ l ) , 1 + <5<6+lM *+2>

<5* o + <5(t +no
(459)

_ ' “ (*+1) 0_
<5* (i - i ) + <5* k, i + <5(*+d (*+i ), i + <5(i +i ) (i +2)

Die Punkte Bk , E k (k+ 1) , C '
k liegen daher auf einer Geraden , für die Ek Festpunkt ist .

In ähnlicher Weise werden die Gleichungen k und (k + 1 ) geometrisch ausgelegt .
Xk- l Ök {k- l ) + X k Ök k, 1 ( -̂ fc+1 — X k) ^1 (1+1)

= Y (1- 1 ) 1 (^l ( l- l ) + ^kk,l) — ( -̂ i +i ■ Xk ) ök(*+l) = <5 +

X k) ö( fc+ni
X , (1 + 1) (1 + 2)

\Xk
— ( -̂ i +i X k ) <5U+1) k -\ - Y,

d . h . die Geraden B'
kA k und B k A k + 1

schneiden auf der Schwerlinie tu* eine
Strecke von der vorgeschriebenen Länge

= St (460)
Glei-

" t“ -̂ 1+ 1 ^ (1+ 1) (1+ 1) , 1 ”1“ -̂ 1+ 2 ^ (1+ 1) (1 + 21

(^ (1 +1 ) (1 + 1) , 1 "I" ^ (1+1 ) (1+ 2)) — <5|(1 + 1) 0 >

Öl v k (l +l )

für die zweite
° 1 (l - l ) f u kk,l ~

ab . Ähnliches gilt
chung.

Wird daher eine Gerade gk mit dem
vorgegebenen Punkt jF(i _ i ) i angenom¬
men , so ist g2 mit B'

k und E'
k {k + 1) , also

auch Ck bestimmt . Dasselbe gilt für die
Gerade g3 mit B k und der Strecke Sk
auf TOj. . Daher besitzt auch die Gerade
A '

k + i > Ck einen festen , dem Punkte
E[k- i) k zugeordneten Punkt von £*+2 -
Dieser liegt auf der Ordinaten von

Abb . 233 .

-12,0 12,0 ■ 10,0^ r̂ 9ß-

Abb . 234 .

"
(i+D (i+2>- Die Lösung wird für eine

Gerade F {k_ 1) k Bk am einfachsten , die
gleichzeitig durch E kik + 1) verläuft .
Damit ist eine zweite zeichnerische
Auflösung des Ansatzes mit den
Festpunkten E k {k + 1) und den Strek -
ken Sk , Sk+1 gefunden worden .

Um die Genauigkeit der zeichne¬
rischen Lösung festzustellen , wird die
Identität der Gleichungen des An¬
satzes mit den Ergebnissen für die
überzähligen Größen untersucht .
Sie kann durch Iteration verbessert oder auch durch die Berechnung der A X k aus

A (l i ) i ! S t (t - D + -̂ i . i <5t t + ^ T(t + i ) ,iAT k - + Öl (461 )
öl (l - l ) + Öl

nach X k<2 = X kl + A X k berichtigt werden .
Die Lösung wird an der Berechnung eines symmetrischen Brückenträgers

gezeigt (Abb . 234 ) , dessen mittlerer Teil als steif eingespannter Rahmen ausgebildet ist . Hier¬
zu dient ein dreifach statisch unbestimmtes Hauptsystem , an dem außer der Belastung die
Stützenmomente X x . . . . X t als überzählige Größen angreifen . Die Formänderungen des
statisch bestimmten Abschnitts des Hauptsystems sind bei Annahme eines für alle Stäbe
gleich großen Trägheitsmomentes

_ 10
66 - 6

_ 12
46 — g

<5n — <5« ■1 <B-° 10,0 ) = 6,333 ;

<5ki
1

(10,0 + 12,0 ) = 7,333 ; <5*

= 1,667 ;

= 2,000 .
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Die Formänderungen des statisch unbestimmten Abschnitts aus — X3 = 1 werden mit Hilfe
der Tabellen Abschn . 61 bestimmt . Für diesen Belastungsfall ist :

H = — 3 _ J _
2 15,Ö

1
3,25

= - 0,192 + 0,442 mt ;

= - 0,0308 t = N ‘3> ,

Biegungsmomente am
Riegel h k : Mh — — 0,634 mt ; M k = + 0,250 mt .
Stütze fi3

-, M c = + 0,366 mt ; M „ = 0,366 - 0,0308 - 15,0 = — 0,096 mt ,
Stütze Ä4 : M d = + 0,250 mt ; Mb = 0,250 - 0,0308 - 15,0 = - 0,212 mt .

<5<| > = äfi =
g

12 + -
*

12 (o,634 - —|
5°

) = 6,036 ;

<5$ = j 12 ( - 0,250 + = 0,268 .

Matrix der Elastizitätsgleichungen
* 1 * 2 * 3 + 4 * 6

I + 6,333 + 1,667

2 + 1,667 + 7,333 4- 2,000

3 + 2,000 + 6,036 + 0,268

4 + 0,268 + 6,036 + 2,000

5 + 2,000 + 7,333 + 1,667

6 + 1,667 + 6,333

s *

8,ooo

11,000

8,3°4

8,304

11,000

8,000

Hierbei ist sk — + ökk + ök (k+ 1) .
Der Kettenbruch ßlx = ß6ts wird in bekannter Weise nach (404) und (394) gebildet undliefert

* 65 = *12 = 0,2632 ; xM = x 23 = 0,2901 ; *43 = jz34 = 0,04912 ;
*32 = * 45 = 0,3321 ; xn = = 0,2500 ; ßn = ß e6 = 0,1690 .

Die Abschnitte A k werden in Übereinstimmung mit den Feldweiten festgesetzt , um das Er¬
gebnis der graphischen Auflösung unmittelbar zur Bestimmung der Schnittkräfte des Stabwerkszu verwenden.

Riegelstab lk 2 3 4 5 6

a (*- l>k 2,084 2,698 0,562 2,992 2,000
akik-l) • 2,000 2,992 0,562 2,698 «3-coqüf

d * <'-+ i >4 + i — ö k <i i ) l k

Bedingung ft I 2 3 4 5 6

+ 2,084 + 0,666 - 2.503 + 2,503 —0,666 — 2,084
Vorgeschriebene Belastungsannahmen .Die überzähligen Größen sollen für Eigengewicht g = 1 t/m , Belastung des Feldes la mitNutzlast p = 1 t/m , ferner für gleichförmige Temperaturemiedrigung des Riegels um 15° undfür eine gemessene Verdrehung des linken Rahmenstützpunktes um 19 ' angegeben werden.£ ./ „ = 60000 tm 2.

F
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Soweit sich die Formänderungen auf den statisch bestimmten Teil des Hauptsystems be¬
ziehen , ist eine nähere Erklärung unnötig .

Die statisch unbestimmten Formänderungen (5^ >, <5^ > werden aus

berechnet . Die Momente Mf \ sind mit Hilfe der Tabelle Abschn . 61 in Abb . 234 aufgetragen
worden . Hieraus folgt die

^ | 3)
Übersicht der Tk = - - in mt .

Ä I 2 3 4 5 6

Eigengewicht 1 t/m , 90 .4
8,000 !

272 .5
11,000

, 155,7
8,304

+ 18,75 + 15,68 + n . 30

Nutzlast p — 1 t/m auf /3
112,5

+ - —-
11,000

112,5+
8,304

, 3,450+
8,304

+ 0,415Riegel t = — 15 0

A <p3 = I 9/ _ 31,6
8,304

62,1
8,304

— EJ c a.i tl i Nf > = — 60000 • 0,00015 • 12 • ( — 0,0308 ) = -f 3,45 ,
(5^ > = — EJ e 2 Cf )At = — 60000 • 0,096 • 19 • 0,000291 = — 31,6 .

- Eigengewicht 1 t/m
- HufziosiFeld 3 1 t/m

- Wideriagereerdr. 19 '
- Temperahirvermind. 15°( l0foctijLängen i- l 11 I

Momente
Abb. 235 .
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Um die Gleichungen zeichnerisch aufzulösen , werden nach S . 261 zuerst die Festpunkte
F 12 . . . F se , F 65 . . . F 21 und die Punkte E 1 . . . E e mit den Ergebnissen oM . . . « 56 , «66 . . . a21,
e 1 . . . e e der Rechnung auf der Achse A 1 . . . A , eingetragen und die Ordinaten T1 . . . r „ für
jeden einzelnen Belastungsfall in E 1 . . . E e abgesteckt . Die positiven Werte erscheinen in der
oberen Halbebene . Daher gilt das gleiche von den überzähligen Schnittkräften X k . Mit den
Ordinaten T1 , T e in den Festpunkten F 12, F 65 und den Endpunkten E '

k der Strecken T k sind die
beiden Geradenzüge f 0„ , C„0 und damit in jedem Abschnitt A k zwei Punkte F '

{k_ 1>k , F '
k (i l | des

Geradenzuges bestimmt , welcher auf den Ordinaten A v A s usw . die gesuchten Strecken XvX 2 usw . abschneidet .

Die statisch unbestimmten Stützenmomente nach Abb . 235
in mt für jeden Belastungsfall :

Belastung * 2 * 4 * 6

Eigengewicht . . . 10,2 15 .8 19 . 7 19,7 15 . 8 10,2 mt
Nutzlast . - 3 .4 12,1 14 .5 - 0 .7 0 . 3 o , ,
Temperatur . . . 0,05 — 0,18 0,63 0,63 — 0,l8 0,05 , ,
Lagerverdrehung . — 0,50 1,50 - 5 .4° — 11,20 3 . 3° —0,80 , ,

Die Schnittkräfte des statisch unbestimmten Bereichs des Hauptsystems sind
M = Mf > - X , M <*> - X , M <*>.

Die Momente
berechnet .

aus den einzelnen Belastungen werden nach den Tabellen Abschn . 61

Biegungsmomente in mt .

Belastung M a— x 3 Mh M k M * — X t M a

Eigengewicht . . . — 0,29 + 0,5 $ - 19,7 - 19,1 - 19,1 - 19,7 + 0,58 — 0,29
Nutzlast . - 1,24 + 5 . 13 - 14,5 - 9,38 + 4 .06 + 0,7 + 3 . 36 - 3 .oi
Temperatur . . . — 1,03 + 0,85 — 0,63 + 0,22 + 0,22 + 0,63 + 0,85 - 1,03
Lagerverdrehung . + 32,70 - 3 .94 + 5 .4° + 1,41 - 5,78 + 11,2 — 16,98 + 19,47

Mohr , O . : Abhandlungen aus dem Gebiete der techn . Mechanik , 3 . Aufl . S . 83 . Berlin 1928.— Culmann : Anwendungen der graphischen Statik Bd . 3 . Zürich 1900 . ■— Fidler , Claxton :
Trans . Inst . C . E . Bd . 74 . Okt . 1883 . — Massau , J . : Annales de l ’association des ing ^nieurs
de Gand 1889 . — Vianello : Der durchgehende Träger auf elastisch senkbaren Stützen . Ham¬
burg 1904 . — Ostenfeld , A . : Graphische Behandlung der kont -. Träger . Z . Arch . - Ing .-Wesen
1905 S . 47 ; 1908 Heft 1 . •— Vlachos : Zeichnerische Behandlung der durchgehenden Träger .
Ost . Wochenschr . öffentl . Baudienst 1908 . — Marcus , H . : Die Berechnung von Silozellen .
Z . Arch .- u . Ing .-Wesen 1911 . — Mehmke , R . : Leitfaden z . graphischen Rechnen . Leipzig 1917.— Pasternak , P . ; Berechnung vielfach statisch unbestimmter biegefester Stab - und Flächen¬
tragwerke . 1 . Dreigliedrige Systeme . Zürich 1927 .

33. Integration der Elastizitätsgleichungen als
lineare Differenzengleichungen .

Die Wurzeln des Ansatzes sind bisher durch die algebraische Rekursion der
linearen Gleichungen bestimmt und zeichnerisch einer Punktfolge 1 . . . k . . . » zu¬
geordnet worden . Das Ergebnis erscheint dabei geometrisch in einem funktionalen
Zusammenhang , dessen Unbekannte nur für ganzzahlige Werte k der Veränder¬
lichen (k - Ä ) Lösungen besitzen . Damit entsteht die Frage nach derjenigen
stetigen Funktion , die für ganzzahlige unabhängige Veränderliche Lösungen des
linearen Ansatzes ergibt . Dieser erhält damit die Eigenschaft einer Differenzen¬
gleichung .

k+ m .
Die Elastizitätsgleichung 2ö rh X h = dr0 , ( k = r — ^ - ) ist eine lineare Funk -

A- i V 4 /
tion von der Form

k+ m , r (462 a)^ (* * . * *+1 . X , = iV,
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mit (m + 1 ) aufeinander folgenden abhängigen Veränderlichen X k . Sie kann als
Funktion von Differenzen A h X k (h — 1 . . . m) entwickelt und damit als lineare
Differenzengleichung

F 2 {X k , AX k , A 2X k , . . . , A m X k ) = N r (462b )
mit der ganzzahligen Veränderlichen k angeschrieben werden . Der Grenzübergang
mit (k — \ ) , k = A x dx würde eine Differentialgleichung ergeben , so daß
die Verwandtschaft der allgemeinen mathematischen Beziehungen und Lösungs¬
methoden von Differenzen - und Differentialgleichungen verständlich ist .

Die Gleichung (462 a ) mit X k und den folgenden Unbekannten bis X k + m heißt
nach der Umformung in (462 b ) Differenzengleichung m ter Ordnung , so daß die
dreigliedrigen , fünfgliedrigen und siebengliedrigen Ansätze als Differenzengleichungen
zweiter, vierter und sechster Ordnung behandelt werden können . Sie heißen homogen ,
wenn die Belastungszahlen Null sind . Sind die Störungsglieder N r vorhanden , so
spricht man wie in der Infinitesimalrechnung von vollständigen Gleichungen und
nennt Funktionen , welche die Differenzengleichungen erfüllen , Partikularlösungen .

Die Differenzenrechnung ist ein selbständiger Teil der Mathematik , dessen Me¬
thoden in zahlreichen Sonderwerken studiert werden können . Ihre Beziehungen
zur Baustatik sind von F . Bleich und E . Melan eingehend dargestellt worden .
Die nachstehenden Bemerkungen sind daher nur als kurzer Hinweis zu verstehen ,
welcher zu einem Vergleich mit der algebraischen Auflösung einer Gruppe von
linearen Gleichungen ausreicht .

Der Ansatz einer Differenzengleichung mter Ordnung mit n linearen Gleichungen
1 , 2 . . . n und (n + m) Unbekannten X k wird für beliebige Werte der m ersten
oder letzten Wurzeln erfüllt . Die allgemeine Lösung X * einer vollständigen Diffe¬
renzengleichung mter Ordnung enthält daher stets m willkürlich wählbare kon¬
stante Größen . Sie kann aus der allgemeinen Lösung X k der homogenen Gleichung
und einer - partikulären Lösung X k der vollständigen Gleichung zusammengesetzt
werden. Die vollständige Lösung X k der homogenen Gleichung besteht aus der
Summe der m voneinander unabhängigen , mit den Konstanten C„ {v = \ m)
erweiterten partikulären Lösungen .

x *
k = x k + x k .

Die m in der Funktion X k enthaltenen Integrationskonstanten C„ werden aus den
Randbedingungen des statischen Problems bestimmt .

Die linearen Differenzengleichungen der baustatischen Probleme sind infolge
des Maxwellschen Gesetzes stets symmetrisch und von gerader Ordnung . Sie ergeben
nur bei konstanten Koeffizienten einfache Lösungsfunktionen . Die homogene Diffe¬
renzengleichung mter Ordnung wird dann durch ein partikuläres Integral X k = g*
befriedigt , in dem die qr (v = I . . . m) als Wurzeln einer charakteristischen Gleichung
mten Grades berechnet werden . Damit entsteht die folgende allgemeine Lösung :

X k = C1 q\ + C2 Q
* + - ■ ■ Cm Ql . (463)

Dies ist nach einiger Umformung auch möglich , wenn einzelne Wurzeln gleich oder
komplex sind .

Beispiel : Lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung mit den konstanten
Koeffizienten a , b , c :

aX k_ 1 + bX k + cX M = 0 . (464)

Lösungsansatz : X k = g *, charakteristische Gleichung : a + 6g + cg 2 = 0
b , 1
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allgemeine Lösung :
X k — Cj ^ + C2 q\ .

Ist die Gleichung das Ergebnis einer baustatischen Untersuchung , so ist a = c ,daher

01 - 02 = 1 ; 0i = 0 ; e 2 = Y ; x h = c 1 Q
k + c 2 e~k .

Die Gleichung (464) läßt sich für a = c auch folgendermaßen anschreiben :
-Xfc- l + ZßXk + X k+ 1 — 0 •

Lösungsansatz «* *
, charakteristische Gleichung : ßof a + ß = 0 mit den Wurzeln

ocj = m , a2 = — m und der Lösung
X k

— A1 emk + A2 e- mk = Ck ©of m k + C2 Sin mh .
Sie läßt sich auch leicht für die homogenen und symmetrischen Differenzengleichun¬
gen vierter und höherer Ordnung entwickeln , wenn die Koeffizienten konstant sind.Das partikuläre Integral der vollständigen Differenzengleichung kann stets
nach den allgemeinen Methoden von Lagrange und Cauchy angegeben werden.Diese sind in der Literatur über Differenzenrechnung zu finden . In der Regel sind
jedoch die Störungsglieder der baustatischen Ansätze einfache algebraische Funk¬
tionen der Veränderlichen , für die das partikuläre Integral als ganze rationale
Funktion mit unbestimmten Beiwerten angeschrieben werden kann . Diese werden
dann derart bestimmt , daß der Ansatz erfüllt ist .
Ansatz . a X k _ 1 + b Xj. + c X k+ 1 — N — const :

C (a + b + c) N = N ;

X k = £ N ,
~
X = N

h ' a + b + c *

Ansatz . u X k~ k -}- b X k c X k+ k = IV -f- f k : X k = oc -j- ß k .
« (« + ß (k - 1 )) + b (« + ß k ) + c (« + ß (k + 1 ) ) = IV + r k ,

« (« + b + c) — ß {a — c) + ß (a + b + c) k — N + rk ,
r _ _ N (a -(- 6 + c) -(- r (a — c)ß - a

xt =

~|“ fr & *
{ci •

N (a -f- b + c ) + r (a — c)
(a -{- b -f* £)2 +

b + C)*

k + Cl 01 + C2 02 •& b C
Jedem stetigen Bereiche einer Differenzengleichung zweiter Ordnung ist eine

Lösung mit zwei Integrationskonstanten zugeordnet . Diese werden aus den vor¬
geschriebenen Randbedingungen und aus der Stetigkeit der Lösung an den Grenzenbenachbarter Abschnitte bestimmt . Sie ändern sich mit jedem Belastungsfall .Bei der Berechnung der Vorzahlen ßhlc sind die Belastungsglieder außer N k = 1Null . Der Ansatz ist daher in k unstetig und zerfällt in zwei homogene Teile.I : (0 bis k — 1 ) , II : (k + 1 bis « ) . Die vier Integrationskonstanten werden aus den
vorgeschriebenen Randwerten X n , X n und aus der Stetigkeit der Lösung in (k)berechnet . Diese verlangt , daß ßkkl = ßkktI1 und daß Gleichung (k) mit N k = 1
erfüllt ist .

Die Lösung wird für n = oo kürzer . Ist diese Annahme unzulässig , so kann
diejenige Belastung des unendlich ausgedehnten Bereichs durch Spiegelung der
vorgeschnebenen Belastung des endlichen Bereichs entwickelt werden , welchedieselbe Formänderung des Stabwerks liefert . Der Ansatz wird dann für den unend¬lich ausgedehnten Bereich (n — oo ) mit berechnet . Die Lösung kann aber auchfür n = oo mit angegeben und dann durch eine homogene Lösung ergänztwerden , welche die vorgeschriebenen Randbedingungen des kurzen Bereichs her¬stellt (vgl . Abschn . 22) .



Berechnung der Stützenmomente des durchgehenden Trägers . 269

Berechnung der Stützenmomente des durchgehenden Trägers mit frei¬
beweglichen , starren Stützen 0 . . . fc . . . n ; V = const = l , X0 = 0 , Xn = 0 .

Ansatz nach (293) X k_k + 4X k -(- Xk y4o (Abb . 236) .

a) Gleichmäßige Belastung aller Felder : y dk0 — N = const .
Lösung :

Nx k = Y + c lQk + c2Q
-k ;

e = - 2 + V 3 = - 0,2679 .

a)

— & — ö -
t?7>. 7T7' wi> wr

— l —^
vn.
n

a „ = o .
N
¥
N
¥

X t

+ Cj + C2 — 0 ;

+ C1 Q
n + C2 g~n — 0 .

Abb . 236 .

I
?"- * + .
i + e” ) ’ bei großer Felderzahl ist 0 .

'<X k .

Gleichförmige Belastung p (Abb . 236a) :
6m PP

-X
-
! - 0,10566 pl 2 ; X 2 = 0,07735pl 2 ; ¥ s = 0,08494pl 2 .

b) Stetige hydraulische Belastung der Felder bis ln . p0 = 0 pn = P (Abb . 236b ) .
, 2 P ,Pk — p — = —7~,k ,rk Jr n »2 / ’ Nk ±S - P~ kl °k0 — „ 2

PIx * = + c ie k + C2 Q
~k ;

X k

Clt C2 aus -A0 = X n = 0 .
Pl f h nn~k — n" + * ': / h q — Qn+ k \
6 n \ n 1 — g2n / ’

w = 10 : X t = 0,001667 Pl , X 5 = 0,008357 Pl , X 9 = 0,019465 Pl .
c ) Belastung eines einzelnen Feldes lm+1. h < m , r > m -\- 1 (Abb . 236 c)

¥ Ä_i + 4 -f X h j l = 0 . + 4ATr + X r+1
— 0 .

Xi ^ C^ + CzQ - * , X r = C3 Q
' + Cie - r .

Cx . . . C4 aus X g
— X „ = 0 und den Gleichungen m, (m + 1 ) .

w : + 4X m + X+ml = ^ , (m + 1 ) : ¥ m + 4X m+1 + ¥ ro+2
- 6 <W , °

Ci = - c , =

ca =

6g
2 Ge3 - i ) ( e2n - i )

c 4 __ _ 6
_e_

?
2n Ge2 - i ) ( f>2 " — i )

^ i • - - m i - - ro + i i » - nH -a j *

[<We m - e2n_m
) + <5<m+i>o ( em+1 - e 2n- (m+1 ,

) L

[«*0 (em - <r m) + «5lm+i ) o (em +1 - e - (m+1)) ] -

Spannungszustand eines Bogenträgers mit steifem Zugband . Die Längs¬
kraft X „ wird als die überzählige Schnittkraft des (n — l ) fach statisch un¬
bestimmten Hauptsystems Abb . 237a berechnet , dessen statisch unbestimmte
Schnittkräfte M 1 . . . M k . . . M n_x in Abb . 237b eingetragen sind .

M k = M&- 1’ - AfiV 1’ X „ -
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Wird die Längenänderung der Hängestangen vernachlässigt , so können die Biegungs¬
momente Mf ~" aus dreigliedrigen Bedingungsgleichungen berechnet werden
(Abb . 237 b ) .

<W _ 1( + AfjT » 6kk + <Wi > = Co¬
llie Vorzahlen der Gleichun¬
gen bleiben unverändert , wenn
die Abstände c der Hänge¬
stangen und das Trägheits¬
moment des Untergurtes kon¬
stant und die Abschnitte des
Bogengurts derart ausgebildet
sind , daß J b : / cos q> = \ und
das Trägheitsmoment J z des
Streckträgers konstant ist
(JulJz = /<) • Die Biegungs¬
momente Af^ T 1*

’ Afjfn
- 1) wer¬

den dann aus den folgenden
Differenzengleichungen be¬
rechnet :

Beliebige Belastung der Fahrbahn , die durch Querträger an den Hängestangenauf das statisch unbestimmte Hauptsystem übertragen wird .
( 1 + /r) [MgiUo + L 1) M + 4 Mfl , + M 'gVu„ , » •

Belastung des statisch unbestimmten Hauptsystems durch — X n = 1
( 1 + fl ) [M $ z \ } „ + 4Mjfir “ + Affeil, ] = + 4y ,c + y M .

Die Bedingungsgleichungen sind in beiden Fällen reziproke Differenzengleichun¬gen mit konstanten Koeffizienten , deren homogener Ansatz durch
HV 1} = ClQ * + C2 q

Stützweite : l = (n —2) c, Abszissen des Punktes k : (Är—1) c, (» —1 —k) c.

befriedigt wird . Hierzu treten als partikuläre Lösungen
M 'V 1’

l + ß l + iu
4 / (k — \ ) (n — l — k )

(n - 2)2
Mit = yn _t — 0 ist das vollständige Integral

MiT 1] = C lQ + C2 q- 1 ; Mir " = Y^ yz + C l6 2 + C2 q- \
M\l 3J , = y«- 2 + Cx g <"- 2> + c 2 r "l- 2) ; Afgzö , = Cx g ' "- 1’ + c 2 .
Die Randbedingungen d '"“ 1 ' = 0 , dj ’Li11 = 0 ergeben damit

= 0 = (1 + H) (2 M {r ~1] + M? ~ " ) - y2 ; Cx Ql (2 + + C2 ßf 1 (2 + ef 1) = 0 ,
e -il ) = 0 = ( 1 + fi) (2 M \r \] n + M \

*= | i „) - y„_2 :
(2 ei + 1 ) + C2 er <" - 2> (2o / 1 + 1 ) = 0 ; Cj — 0 , C2 = 0 .

Die Integrationskonstanten werden für die Funktion q
" 11 in derselben Weisebestimmt . Sie sind ebenfalls Null , so daß folgende Biegungsmomente entstehen :

Streckträger : M {£ ~" =

ß

l + ß
’

Bogen : M (
k
n ' " = y k

y*

JWfn- l ) _ ^ k
‘Lb .M k0,z

1 + fl 1 + /i
- t — f1 + ß J

Ml* * 1)= W<0 ) Mk% b .m k0,b lvl k 0,6 j _|_ p
'

1 + ß
Mn .k0, &*

S ^ + ik + r ) 1
'

1 ß

X,
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(Fj der Querschnitt des Bogens im Scheitel , F z der Querschnitt des Zugbandes .)Ohne Berücksichtigung der Längskräfte bei der Formänderung des Bogens ist die
Längskraft X n ebenso groß wie bei einem Zugband . Nach der im Ansatz gewählten
Superposition sind die Momente im

Bogen : M kfb = Mfa b
» - X n = T~ rfl M . »

- yj .

Streckträger : M ,!>z = j (M ™
6 - X n y k ) .

Das Ergebnis ist eine Bestätigung für die bekannte Aufteilung der Biegungs¬momente des Bogenträgers im Verhältnis der Trägheitsmomente von Bogen - und
Streckträger . Sie kann sich allerdings wesentlich ändern , wenn die einschränkenden
Voraussetzungen für die Integration des Ansatzes nicht erfüllt sind . Er wird dann
nach der allgemeinen Rechenvorschrift Abschn . 29 gelöst .

Die Integration der Elastizitätsgleichungen wird , wie dies bereits aus diesen
kurzen Bemerkungen einzusehen ist , nur bei einer größeren Anzahl von Unbekann¬
ten und bei konstanten Vorzahlen des Ansatzes verwendet . Die Bedeutung dieser
Lösung liegt in der Beschreibung des Kräftebildes regelmäßig ausgebildeter Trag¬werke , dessen Gesetzmäßigkeiten am besten durch einen funktionalen Zusammen¬
hang dargestellt werden können . Daher sind vor allem mehrfache Tragwerke mit
Erfolg durch Differenzengleichungen untersucht worden .

Seliwanoff , D . : Lehrbuch der Differenzenrechnung . Leipzig 1904 . — Wallenberg , G . :Theorie der linearen Differenzengleichungen . Leipzig u . Berlin 1911 . ■— Funk , P . : Die linearen
Differenzengleichungen und ihre Anwendung in der Theorie der Baukonstruktionen . Berlin 1920 .— Grüning , M . : Die Statik des ebenen Tragwerks . Berlin 1925 . — Derselbe : Anwendung von
Differenzengleichungen in der Statik hochgradig statisch unbestimmter Tragwerke . Eisenbau
1918 S . 122 . — Mann , L . : Statische Berechnung steifer Vierecknetze . Dissertation Berlin 1909und Z . Bauwes . 1909 . — Wanke , J . : Über die Berechnung von Bogenträgern mit einem Streck¬
träger . Eisenbau 1921 S . 264 ; außerdem in der Melanfestschrift . Leipzig u . Wien 1923 . —
Fritsche , J . : Die Berechnung des symmetrischen Stockwerkrahmens mit geneigten und lot¬rechten Ständern mit Hilfe von Differenzengleichungen . Berlin 1923 . — Melan , E . : Ein Beitragzur Auflösung linearer Differenzengleichungen mit beliebiger Störungsfunktion . Eisenbau 1920S . 88. — Bleich u . Melan : Die gewöhnlichen und partiellen Differenzengleichungen der Bau¬statik . Berlin 1927 .

34. Ansätze mit unabhängigen überzähligen Größen .
Die Elastizitätsgleichungen sind durch die Ausnützung der Symmetrie des Trag¬werks bei der Bildung des Hauptsystems wesentlich einfacher geworden und ent¬

halten im Vergleich zum allgemeinen Ansatz nur einen Bruchteil der überzähligen
Größen. Die algebraische Auflösung linearer Gleichungen wird jedoch ganz über¬
flüssig , wenn alle Vorzahlen öi !c (i 4 = fy durch die Struktur des Hauptsystems oder
durch Zusammenfassung der statisch unbestimmten Schnittkräfte zu ausgezeich¬neten Gruppen ausfallen . Die überzähligen Größen sind dann unabhängig vonein¬
ander.

6k 0 ~t~ dk t + 6/
k u kk (465)

Ein derartiger Ansatz kann grundsätzlich bei jedem statisch unbestimmten Trag¬werk angegeben werden . Er verdient aber nur Beachtung , wenn die Fehlerfort¬
pflanzung bei der Auswertung der \ -n (n + 1 ) Bedingungen dik = 0 (i + k) keine
Schwierigkeiten bereitet und damit zuverlässige Ergebnisse für Zähler und Nenner
erhalten werden . In allen anderen Fällen ist die Formulierung der überzähligenGrößen und die Auflösung der Bedingungsgleichungen nach Abschn . 29 einfacher .
Die Brauchbarkeit des Ansatzes hängt außerdem von der fehlerfreien Superposition
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der überzähligen Größen X k bei der Bildung der Schnittkräfte ab . Diese ist auch
bei der Auswahl unter den verschiedenen Hauptsystemen entscheidend , welche sich
für die unabhängige Berechnung der überzähligen Größen eignen . Im allgemeinen
werden diejenigen Hauptsysteme bevorzugt , deren überzählige Größen klein sind .

Müller - Breslau ; Die graphische Statik der Baukonstruktionen Bd . 2 , 1 . Abt . 5 . Aufl.
Stuttgart 1922 . — Grüning , M . :

' Theorie der Baukonstruktionen . Enzyklopädie der mathe¬
matischen Wissenschaften IV 29a . Leipzig 1907— 1914 .

35. Methoden bei wenigen überzähligen Größen.
Die Vorzahlen dik bedeuten allgemein eine virtuelle Arbeit I, - (3! fc der Kräfte¬

gruppe — X t — 1 bei den Verschiebungen ihrer Angriffspunkte i durch die Kräfte¬
gruppe — X k = 1 . Sie erhalten in einzelnen Fällen geometrische Bedeutung und
bezeichnen die Projektion des Vektors einer Verdrehung oder Verschiebung . Die
Bedingung lf • = 0 kann dann kinematisch erklärt werden .

Sind Xf und X k zwei statisch unbestimmte Stützkräfte , so bedeutet l, - - ^ = 0
die winkelrechte Lage des Vektors i i! der von — X k = 1 hervorgerufenen Ver¬
schiebung des Punktes i zur Richtung des Kraftvektors X t . Die Bedingung l i - d ik = Q
kann daher mit einem Verschiebungsplan des Hauptsystems erfüllt werden , der
für — X k = 1 gezeichnet wird und i i ' liefert ( S . 139 ) . X t ist dann senkrecht dazu .

Ist X k ein Einspannungsmoment , so wird 1 * • <5,-k = 0 ,
wenn die Wirkungslinie von X { während der Be¬
wegung infolge von — X k = 1 durch den Drehpunkt
der Stabtangente verläuft . Ist X k ein Biegungs -

s ' form-
fdnderungj Ui/irciui/y |

/infolge

Iinfolge -Xfi- 1

y / v ^ y moment , so ist die Lage von £ bei lj - djj . = 0 dadurch
bestimmt , daß die gegenseitige Verschiebung oder
Verdrehung der Querschnitte i infolge — X k — \
Null ist (Abb . 238 ) .

Abb . 23$ . Sab == 0 i Sae —0 } öbc —0 .
Die Nebenbedingungen bedeuten kine- Diese zeichnerischen Hilfsmittel sind meist nicht
matisch , daß Xb infolge - w = i i enau genu g - um die Nebenbedingungen 1 2-

• öfk = 0
ist und die Wirkungslinien von x a und vollständig zu erfüllen , so . daß sie besser durch ana -
Xb durch den Pol der elastischen Be - i 4.* -l t ^ , j r . x , ■c' **nlytische Lösung ersetzt werden . In einfachen Fällen

treten an die Stelle der statisch unbestimmten
Schnittkräfte eines ausgezeichneten Querschnitts

wegung der Endtangenten in I infolge
von —Xc — 1 verlaufen .

äquivalente Kräfte mit geometrischen Freiwerten . Die überzähligen Größen er¬
scheinen daher als Funktionen der Koordinaten x g , y 0 ihres Schnittpunktes und
des Winkels <p zwischen ihren Richtungen . Damit werden auch die Schnittkräfte
N f > N k , M { , M k des Hauptsystems infolge von — X t = 1 , — X k = 1 Funktionen
dieser Koordinaten . Sie können mit den Nebenbedingungen

(466)

so bestimmt werden , daß je drei einander zugeordnete überzählige Größen von¬
einander unabhängig sind .

Anwendung auf zweifach statisch unbestimmte Stabwerke . Als über¬
zählige Größen werden die Komponenten einer Gelenkkraft X t ^ - X 2 mit dem
Winkel 9? = 90 — y> (Abb . 239 b ) oder die Biegungsmomente X lt X 2 zweier Quer¬schnitte im Abstand e (Abb . 239f ) verwendet . Dann sind cp und e geometrischeFreiwerte , die so bestimmt werden , daß • <512 = 0 . Dies wird mit der Berechnungdes Rahmens Abb . 239 a ausführlich gezeigt .

a ) Die überzähligen Größen sind die Komponenten X t , X 2 der Stützkraft im
Punkte a . Die Richtung von X 2 schließt mit der Waagerechten den Winkel ip ein.
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Dieser dient als geometrischer Freiwert . Die Kraft — X x = 1 liefert M x , die waage¬
rechte Kraft 1 1 in a die Momente M k . Aus der Bedingung

ds = J
*
M x (M x sin y> -f M k cos ip)

folgt

M , M ,

(467)

Besitzen die beiden Rahmenstäbe konstantes Trägheitsmoment , so ist
3 ll ’ h

tg ^ = +

b) Die überzähligen Größen sind das Biegungsmoment X x und die waagerechte
Komponente X 2 des Stützendrucks A . Parameter ist die Abszisse e des Quer-

CJ
r

ff f

d)

e

Abb . 239.

Schnitts E (Abb . 239d , e ) . Bei konstantem Trägheitsmoment der Stäbe ist e = 2/3 - / .
Der Ansatz erfährt keine Änderung , wenn die beiden Biegungsmomente Xi und X2
in E und C als überzählige Größen gewählt werden (Abb . 239 f , g ) und der Parameter e
so bestimmt wird , daß die Nebenbedingung 1 i ' <512 = 0 erfüllt ist .

In ähnlicher Weise wird der Rahmen Abb . 240 berechnet ,
a ) Überzählige Größen : Die Komponenten X x , X 2 des Stützendrucks A

(Abb . 240b , c) . Parameter ist der Winkel ip .

M , M ,

Beyer, Baustatik , 2 . Aufl . , 2 . Neudruck . 18
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Bei konstantem Trägheitsmoment der Stäbe ist
^ 1 (3 t ~ 2 ^2) T ^ 2 ^2

' 2/j ^ + ZS)
tgf -

b ) Überzählige Größen : Stützkraft C — X x und das Biegungsmoment ME = X2
Parameter ist die Strecke e (Abb . 240d , e) .

r
&)

b)

d)

f)
<rrb

c)
n ,
m,

\
K- 1^ ~ *k

1h , 7
/

/
/

e)
- M,

, eUh , f r ,Th, M *£) ! \ f (h *h) .ZA?i -r - 9 r Tür 3- 5— \ - 77

Abb . 240.

c) Überzählige Größen : Biegungsmomente X t und X 2 in F und E . Als Para¬
meter dient der Abstand e (Abb . 240 f , g) . Er wird bei konstantem Trägheitsmomentder Stäbe folgendermaßen berechnet :

Q/ l2 2 + 2A; ,
3 + 2 Aj + A; A6

1
Diese Ansätze werden nach der Fehlerempfindlichkeit der Superposition der An¬
teile aus Belastung und überzähligen Größen bewertet . Aus diesem Grunde verdientder dritte Ansatz in beiden Beispielen den Vorzug .

Anwendung auf dreifach statisch unbestimmte Stabwerke . Die über¬
zähligen Größen Xa , X b , X c eines Hauptsystems können entweder aus den drei
Schnittkräften eines Querschnitts b (Abb . 241 ) oder aus drei Biegungsmomenten
(Abb . 243) abgeleitet werden. Außerdembesteht die Möglichkeit , dafür die Biegungs¬momente der Querschnitte klt k2 und die waagerechte Komponente der Kraft
f (t a ) dF eines der beiden Querschnitte (k2) zu wählen (Abb . 242) .Die geometrischen Freiwerte (x ’

ü , y '
ü , 1p) , die auf diese Weise eingehen , werdenaus den Nebenbedingungen

la ^ab 0 , — 0 , 1 C <5CO = 0 (468)
so bestimmt , daß die überzähligen Größen Xa , X b , X c nicht mehr voneinander
abhängen . Diese bestehen in dem Ansatz zu Abb . 241 aus den Schnittkräften des
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Querschnitts b , also aus zwei Gruppen von Kräften , die wiederum miteinander
im Gleichgewicht sind . Die überzähligen Größen des Ansatzes zu Abb . 242 bilden
zweimal zwei Gruppen von Kräften , von denen ebenfalls je zwei im Gleichgewicht

Abb . 241 . Abb . 242 . Abb . 243 .

sind. Jeder Ansatz enthält eine Kraft Xa ^ - X b und ein Kräftepaar X c . Die
Wirkungslinien der Kräfte schneiden sich in einem Punkt 0 (x'

0 , y '
0 ) und schließen

den Winkel ^ = 90 — ip ein . Um die Wirkung einer jeden Kräftegruppe auf die
zugeordneten Querschnitte klt k2 zum Ausdruck zu bringen , werden diese mit 0
durch starre Stäbe verbunden angenommen , die keine Formänderung erleiden . Nach
den Bedingungen (468) kann 0 kinematisch als Pol der Drehbewegung der Quer¬
schnitte k oder kx , k2 infolge — X 0 = 1 angesehen werden , während X a winkel¬
recht zur wirklichen Verschiebung dab gerichtet ist (vgl . auch Abb . 238) .

Werden drei Biegungsmomente als überzählige Größen Xa , X h , X c verwendet
(Abb. 243 ) , so hängt die Lage der zugeordneten Querschnitte a,b , c von den Be¬
dingungen (468) ab . Sie bedeuten dann kinematisch , daß die gegenseitige Ver¬
drehung der Querschnitte b und c infolge von — Xa = 1 und die gegenseitige Ver¬
drehung des Querschnitts c infolge von — X h

— 1 Null sind (vgl . S . 272) .
Die zeichnerische Ermittlung der Koordinaten x '

0 , y '
0 , y> durch kinematische

Auslegung der Bedingungen nach S . 272 ist ungenau . Sie werden daher analytisch
mit Ma , M b . . . oder M {*\ M 'p . . . als Funktionen dieser geometrischen Freiwerte
entwickelt , je nachdem ein statisch bestimmtes oder r fach statisch unbestimmtes
Hauptsystem vorliegt . Jede der drei Bedingungen erhält dann nach (299) eine der
folgenden beiden Formen :

l a öab = ±jN a N b ^ ds + J M a Mb ds = 0 ,

U0) = NM Njf> ^ - ds + j M<0 >Mp = 0 .
(469)

Ihre Anzahl kann auch beschränkt werden , um die Matrix der überzähligen Größen
auf diese Weise aufzuspalten . Dies geschieht oft mit Rücksicht auf die Fehler -
empfindlichkeit der Lösung . Bei unsymmetrischen Bogen - und Rahmenträgern
(Abb . 244) wird daher auch 1 „ <50 » + 0 verwendet
und mit der folgenden Matrix gerechnet .

<5» »

<5&&

<5e «

ba o

<5co

(470 )

Abb . 244 .

Der Ansatz ist durch die Untersuchung geschlossener oder eingespannter ein-
und mehrteiliger Stabzüge mit statisch bestimmtem oder unbestimmtem Haupt -

18*
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system bekannt geworden . Unter verschiedenen Lösungen verdient stets diejenige
Anordnung den Vorzug , deren überzählige Schnittkräfte klein sind , das Kräftebild
des Hauptsystems also wenig ändern und einfache Ausdrücke für N a , M a . . . oder
N {J \ M lJ ] . . . liefern .

Der grundsätzliche Charakter der Lösung zeigt sich bei Untersuchung des ein¬
teiligen , geschlossenen , beliebig geformten Stabzuges , der unter der Wirkung einer
Gruppe von äußeren Kräften im Gleichgewicht ist . Der beiderseits starr oder
elastisch eingespannte Stabzug ist ein Sonderfall . Die Koordinaten x '

0 , y '
0 , (p oder

■
ip = 90 ° — tp werden in einem geometrisch geeigneten Koordinatensystem x '

, /
aus (468) bestimmt . Mit j ds = ds '

, ds = ds " und Abb . 241 ist

i <Ac =

^at —

y '
o =

tgyi =

/ l [/ — yö - (x' - x '
0 ) tgtp ] ds' = 0 , l b Sbe = f l ( x ' - x'

0 ) ds ' = 0 ,
’ cos (y — a ) sin a ^ j ,

cos y ' JV - *o ) [y
' - y

'
0 ~ ( x ' ~- x '

o ) tgv ]

IV ds f
Xq =

f x' ds/

Sä s> ’

' - y ’
0) ds ' + jr

J ds ' ’

JV - * '
o) (y‘

J
*
sin a cos ads "

JV - xo) y' ds '

JV - v
‘ " + rj sin 2 a ds " JV -- x '̂ ds '

(471)

Besteht das Stabwerk aus geraden Elementen sk von konstantem Trägheitsmoment
J k , deren Projektionen auf die Richtungen x '

, y ' mit skx , skv und deren Schwer¬
punktsabstände mit xk0 , y '

k0 bezeichnet werden , so ist mit s’
k = s k - J eIJ k :

_ S xkü sk . . ./ 2y '
ko sk .0 “ ' y° ~ ‘

z ?k
’

, (472)
tgy > = XlkSh >lÄ±Ej .2 Xk% "t“ iV 2 x s k — x 0 £ x k 0 5i’

In bezug auf das neue Koordinatensystem u , v (Abb . 241 u . 242) ist dann
r ds

J u ^j = 0 ; C äs
S’ ej - o -. C ds

juv — = 0 . (473)

Der Ursprung 0 wird daher als Schwerpunkt elastischer Gewichte dsjEJ bezeichnet ,deren Deviationsmoment bezogen auf die Richtungen der Kräfte X b und XJcos y>
Null ist . Diese Analogie zur Geometrie der
Massen hat zur Aufzeichnung einer Elastizitäts¬
ellipse und eines Elastizitätskreises geführt ,
deren zugeordnete Achsen die Bedingungen
(473) erfüllen . Schwerpunkt und Achsensystem
sind von der Lage der ausgezeichneten Quer¬
schnitte k oder k y , k2 (Abb . 242 ) unabhängig .
Sie können beliebig liegen , werden jedoch
stets so gewählt , daß die Schnittkräfte aus
den Belastungszuständen des Hauptsystems
einfach anzugeben sind . Der elastische Schwer¬
punkt liegt bei gerader und schiefer Symmetrieauf deren Achse (Abb . 245 u . 246) . Diese bestimmt gemeinsam mit der Symmetrie¬

richtung das Bezugssystem . Die Lage des elastischen Schwerpunktes folgt aus
= 0 . Die Bedingung wird unter Umständen in Verbindung mit den Kom¬

ponenten e22 , e21 des Verschiebungszustandes der anschließenden Bauteile ange-

ES
Abb. 245 . Rahmen mit
gerader und schiefer

Symmetrie .

Abb. 246 . Bogen mit
gerader und schiefer

Symmetrie .
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schrieben (Abb . 247) . Sie bedeuten die EJ Cfachen Drehwinkel des Anschlußquer¬
schnitts a des symmetrischen Stabzugs infolge eines Kräftepaares von 1 mt und
einer zur y -Achse winkelrechten Einzellast von 1 t .

2 ( t 'o £22 H- £2i ) d f ( y yo ) ds — 0 ,
y' d s' — 2 e21
j dsf -j- 2 e22

y0
(474)

Bei zwei Symmetrieachsen ist der geometrische Mittel¬
punkt gleichzeitig auch elastischer Schwerpunkt (Abb . 245 ) .

Die drei Vorzahlen daa , 8 bb , öcc sind ebenso wie die
Koordinaten des elastischen Schwerpunkts x '

0 , y '
0 , y un¬

abhängig von der Wahl des Hauptsystems und werden aus

JE s k i JE x kO s k ’ ^ jVkO $ k >

2 XkO s k > 2y
'
k %s k

'
> ^ J x k0yk0 s k >

^ j s kx $ k > S ^ky ^k > S $ kx s ky $k >

folgendermaßen berechnet :
Z XkO S 'k

Z 4

(Abb . 248) (475)
a ~cc~k iri--/

Sky - Sk -sina- yi-yi -i
Abb . 248 .

Xn = Al ?
<b . y0

'Vb — 2 xk40 s k

A ' a , 1 — 2iVkkO sk

Zy '
k n sk 8g ' c .

Z s '
k &CC

’

JE s kx s k XQ 21 x kO s k = *Vb ' ~ x 0 *Vc >

Vo 2 VkO sk = ^a ' a ' ~~ Vo A ' c »12 jS sky $k
<Vb = 2 xkü y '

ko sk + Tä S skx sky sk x0 J2 VkO sk = A ' b ' x0 &a
8g ' h

tg v <5a ' a,2 = tgrA ' ;

(476)

Hierbei hat övk die Bedeutung einer gegenseitigen Verschiebung oder Verdrehung
im Sinne einer Kraft — X - ft — X {

* die im Ursprung des Koordinatensystems x ' ,y '

angreift , hervorgerufen durch — X k = 1 im Punkte 0 . Ebenso bedeutet 8vlc. die
Verschiebung infolge — X ’

k = 1 (X'
k \ \ X k , im Punkte x ' = 0 , y ' = 0) . Danach ist

övk = f M -M k j ds . Für ein r = (n — 3 ) fach statisch unbestimmtes Hauptsystem
werden die Verschiebungen mit 8^\ , bezeichnet und in derselben Weise be¬
rechnet . Die Vorzahlen in (465) sind :

Öe ' = 2s
'
ul \ b = \ ' b

'
> d aa = « . ' . ,1 W1 )

Die Untersuchung erfährt bei einem statisch unbestimmten Hauptsystem keine
grundsätzliche Änderung . Die geometrischen Freiwerte sind durch (468 ) bestimmt .

Berechnung von Dachrahmen .

A . Geometrische Grundlagen .

F et (Eisen ) = 0,0016 in1

n = EJE ,

Bezeichnungen vgl . Abb . 248 .Abb . 249 .

* ff bedeutet parallel und gleichgerichtet (vgl . Hütte ) .
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Ä x ’k y ’k xkO y ’ko skx St JJJ 4
o 0,00 0,00
I 0,00 1 ,5° 0,00 0,750 0,00 1,50 1 . 50 1,0000 1,500
2 2 ,5° 4 . 25 1 . 250 2,875 2,50 2,75 3,72 1,2980 4 .829
3
4

6,00
11,00

4 . 35
4 .5° 1

6 . 750 4 .375 8,50 0,25 1
3 . 50
5 .oo

1,0000
1,0000

3 .500
5 .000

5 12,00 0,00 11,500 2,250 1,00 — 4 .50 4,61 1,0000 4 .610
6 6,00 0,00

| 6,000 0,000 — 12,00 0,00 |
6,00 0,6294 3 .776

7 0,00 0,00 6,00 0,6294 3 .776

B. Dachrahmen ohne Hängesäule .
1 . Schwerpunktskoordinaten und Vorzahlen nach (475) u . (476) .

k 4 x kO ‘ 4 y ’
ko - 4 v/ 2 c/x kO sk y ’kl 4 4 o 4 o 4 4 * 4 4 s. 4 skx sky 4

I 1,500 0,0000 1,1250 0,0000 0,8438 0,0000 0,0000 3 . 3750 0,000
2 4,829 6 .0375 13,8863 7 .5469 39,9231 17 . 3578 30,1813 36,5193 33 .1994

3 + 4 8,500 57 . 375 ° 37 . 1875 387,2813 162,6953 251,0156 614,1250 0 .5313 18,0625
5 4,610 53 .0150 10,3725 609,6725 23 . 3381 119,2838 4,6100 93 .3525 - 20,74506 + 7 7 .552 45 -3000 0,0000 271,8000 0,0000 0,0000 1087,4880 0,0000 0,0000

E 26,991 161,7275 62 , 57 I 3 1276,3007 226,8003 387 .6572 1736,4043 133 .7781 30,5169

«5»' . = E 4 o 4 = 161,7275 ; <V . = E y '
k «,4 = 62,5713 ; d„ = E4 = 26,991 ;

<W = E x '
k% 4 + tV E 4 X 4 = 1276,3007 + T

'r 1736,4043 = 1421,0011;
ö. ’. - = Ey '

k%4 + j\ E 4y 4 = 226,8003 + TV 133,7781 = 237,9485;
<W = E xkay'ko4 + j\ Esk x Sky4 = 387,6572 + iV 30,5169 = 390,2003 ;

äj ' c
Öc

161,7275
26,991

= 5,9921 ; y '
o - Ög’,

ä ec

62,5713
26,991

■2,3183 ;

&t ’ b = db ' b■ - öyc = 1421,0011 - 5,9921 . 161,7275 = 451,914 ;
dg ' g,i = ög-g- - y'

0 6g. c = 237,9485 - 2,3183 • 62,5713 = 92,8895 ;
Sg ' b = <W - 4 <Ve = 390,2003 - 5,9921 - 62,5713 = 15,2668 ;

tg V = äg' b
db-b

15,2668
451,914 0,03378; <5« ' . ,3 = tgV ' - <5. -» = 0 .5157 ;

ö ec = 26,991 ; dbb = ö6- b = 451,914 ;
<50 « = <V . = = 92,8895 - 0,5157 = 92,3738;

Probe für die Koordinaten x '
0 ; yj ; yj nach (472 ) :

E (y 'ko - y ’
o) 4 = 0,0 ; 27 (4o - 4 = 0,0 ;

X*
(*10 *o) (yko V1) 4 tV E skx {sky — skx tg yj ) s£ = 0,0 .

2 . Belastung und Wahl des Hauptsystems nach (Abb . 242 ) .

v \ n x
rifsironn EB

■ x 0,000

Abb. 261. Abb. 262.

Abb . 253.

Belastung ; Gleichmäßig verteilte Last aus Eigengewicht und Nutzlast nach Abb . 251 .Hauptsystem : Zwei Balken auf zwei Stützen nach Abb . 252. Die überzähligen Schnitt-kräfte werden durch eine äquivalente Kräftegruppe X a , X b , X , im elastischen Schwerpunktersetzt .



Berechnung von Dachrahmen . 279

Momente M0 im Hauptsystem : Abb . 253 ; Momente im Hauptsystem aus :
- Ac = l , Mc = — 1,0 :
— Xb = l , Mb = — x = — (*' — x '

0) ;
- x « = 1 . Ma = - [y - X tg v>] = — [(v' — y'

o) - (* ' — x'
„ ) tg Y>] ,

3 . Belastungszahlen : Tabellarische Berechnung von :

<V„ = _ J x ' M0 d s' = + 354,455 ; öa -0 = - fy ' M0 d $’ = - 687,355;

<5c0 = — J 1 M a d s ' = + 57,224 ; <5a0 = — J (y — * tg y>) M0 ds ' = ö a-a — y '
0 dc0 — tgip8 b0

',
<5„ 0 = - 687,355 - 2,3183 • 57,224 - 0,03378 • 11,563 = - 820,408;

Sb0 = - $ xM o ds ' = <V 0 - x'qÖcq = 354,455 — 5,9921 • 57,224 = 11,563 .
4 . Überzählige Größen :

<5o0 - 820,408
öaa

~
92,3738

8b0 _ 11,563
<51>6

x, , 451,914
57,224

= - 8,8814 t ,

=+ 0,02559 t ,

= + 2,1201 mt .
8 " 26,991

5 . Momente im dreifach statisch unbestimmten System (Abb . 254 ) :
M = M0 - X a M „ - Xb Mb - X CMC

= M0 + X a [ (y’ - y '
0) - (x' ~ x '

0) tg v ] + Xb (x ' ~ x '
0) + Xc

= + X a y' + (Xb — X a tgy >) x' + [Xc - Xb x%- X a (y '
0 - tg v *o)l

== M 0 - 8,8815 y ' + 0,32559 + + 20,7593 .

k M [mt] k M [mt]

I + 7 -437° 4 — 10,1260
2* + 2 >35° 7 5

6' + 24,6664
2 — 4,2981 — 10,0604
i ' + 0,4213 6 — 22,2872
3 + 2,0783 / — 12,0139
4' — 0,8988 7 + 2°,7593

C. Dachrahmen mit Hängestange .
Das System ist vierfach statisch unbestimmt . Die Schnittkräfte Xlt X 2 , X3 an den Quer¬

schnitten 5 und 7 (Abb . 250) werden durch eine äquivalente Kräftegruppe X a , X b X c ersetzt ,
für die

C ’ = 0 ; 3i« = 0 ; 8^ = 0
ist. Dies sind die Nebenbedingungen für die Koordinaten x 'J X) , yj 1" , In den Ansätzen unter
B dieser Aufgabe treten daher an Stelle der Formänderungen 8 ik die Formänderungen 8l\ '
des einfach statisch unbestimmten Hauptsystems .

1 . Belastung : Gleichmäßig verteilte Last aus Eigengewicht und Nutzlast nach Abb . 251 .
2 . Hauptsystem , einfach statisch unbestimmt : Zwei übereinanderliegende einfache Träger

mit Hängestange . Statisch unbestimmte Schnittkraft : Ya (Längskraft der Hängestange ) . Die
Formänderungen des statisch unbestimmten Hauptsystems werden aus den folgenden zugeord¬
neten Formänderungen des statisch bestimmten Hauptsystems berechnet (Abb . 255 ) :

8aa = jM ^ ds Je
n Fz

S§ s* = 61,6325;

8b- ,

8Ab = - / \ MA ds > = 31,6838;

<W = - f x' Ma ds ' = 188,6054;

dAa- = - $ y ' MÄ ds ' = 84,1148.

a' o 80C usw . aus B, 1 . Abb. 265.
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3 . Sclnverpunktskoordinaten und Vorzahlen 4V :

8ay 4e = = 0,51407 ;
8aa

YaV = - 3,06016 ;
8a 1,36478 ;8A a 8a a

S <
0VC = 6b-c - VAe 8Ai - = 161,7275 - 0,51407 • 188,6054 = 64,7711 ,

4 ” . = 8a- c - y -4 C 8a a = 62,5713 - 0,51407 • 84,1148 = 19,3304 ,
(5«V = 8ce - YacÖac = 26,991 - 0,51407 - 31,6838 = 10,7033 ,

8t - 1, - Yav <W = 1421,0011 - 3,06016 • 188,6054 = 843,8384 ,

8a- a- = 8. - . - - Ya, -'8a * = 237,9485 - 1,36478 - 84,1148 = 123,1503 ,

, u>
8b- 1

'<« .xo
64,7711

5"/
~

10,7033
=6,0515 ;

a<»> 19,3304,(l) =
ö

^
e == - = i >8060 ,

4 " 10,7033

4”
» = 44 - - *o 4-« = 843,8384 - 6,0515 • 64,7711 = 451,8761 ,

4”
, i = 4".- - J 'o

’ Vli- c = 123,1503 - 1,8060 • 19,3304 = 88,2396 ,
4 " = 44, , - *? ' 44 = 132,7954 - 6,0515 • 19,3304 = 15,8175 ,

tg „ <»> = § f = = 0,0350 ; 4 -1,2 = tg - 44 = 0,5536 .
Ob' b 4oi,ö7bi

4V = 10,7033 , 4V = 44 = 451,8761 ;
- 0,5536 = 87,6860 ;

Probe für die Koordinaten x '
0
w

; y
'
o

(1)
; y>w : Ermittlung von , Afj11

,

4V = 44 = 44 . i - 44,2 = 88,2396 - 0,5536 = 87,6860 ;

YAc — 0,51407 ;

1 II

Va . = Ya, - ' (D v— yo * ac — . 0 >t?Ab — 0,4381

= 0,0 ; ü M a Af ' » ds ' = 0,0 ;

S Ma ds ' = 0,0 . (Abb . 256 bis 258 ) .
Abb. 256.

Abb . 257.

4 . Belastungszahlen :

C = S M ’ Mpds ' ;
die tabellarische Ermittlung führt zu :

44 = - 851,8949 ; 4 > = 15,2279 ; 6 ' » = - 14,2402 .
5 . Überzählige Größen :

j$(l ) Ad )= # T = - 9-72221 ; XI » = = + 0,03371 ; X <» = ^ ,a a 1

A(J)uc 0■
^ (i ) ’ 1,2713 mt .
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6 . Momente im vierfach statisch unbestimmten System (Abb . 259 ) :

k M [mt ] h M [mt ]

- 0 .5575 4 — 16,5268
2 ' — 2,2586 5 + 18,5125
2 — 5 .5222 6 ' — 5,6046
3
' + 5,5087 6 — 7,2228

3 + 13 .4847 7 - 7,8485
4
' -f 1,6040 7 + 14,0258

X \l ) M [r ) — X (1>I, •*b ■‘xc - *̂ c

-16,527- 5,522

- 7223
Abb . 259 .

36 . Die Entwicklung statisch unbestimmter Gruppenlasten.
Die einfachen Methoden zur unabhängigen Berechnung statisch unbestimmter

Schnittkräfte versagen bei mehr als drei Unbekannten . Aus diesem Grunde wird
der Begriff der überzähligen Größe durch die Bildung von Gruppen dieser aus¬
gezeichneten Schnittkräfte erweitert . Sie sind bei einem n fach statisch unbestimmten
Tragwerk in « facher Mannigfaltigkeit vorhanden , jedoch nur mit n Gruppen un¬
abhängig voneinander . Die statisch unbestimmten Schnittkräfte werden mit
Yj (/ = A . . . N ) bezeichnet , also durch große Buchstaben unterschieden . Daher
beschreiben die Wege dJK den Verschiebungszustand des Hauptsystems infolge der
Belastung durch einzelne statisch unbestimmte Schnittkräfte — YK = 1 . Sie
werden im Sinne von — Yj positiv gerechnet . Die Gruppen statisch unbestimmter
Schnittkräfte erhalten als überzählige Größen des Ansatzes wie bisher die Bezeich¬
nung X k , sind also durch kleine Buchstaben (k = a . . . n ) unterschieden . Die Wege
dJlc bedeuten daher Komponenten des Verschiebungszustandes des Hauptsystems
infolge von —X k = 1 in Richtung von — Yj .

Die Gruppenlasten X k sind äußere Kräfte des Hauptsystems , mit denen die
Schnittkräfte des statisch unbestimmten Stabwerks wie in ( 288 ) nach dem Super¬
positionsgesetz entwickelt werden .

M = M 0 - 2JX k M k , (* = « . . . « ) . (466)
In diesem Ansatz bedeuten M 0 , M k wieder die Schnittkräfte des Hauptsystems
infolge der Belastung und der Gruppenlast — X k = 1 (k — a . . . n ) .

Die Bildung der Gruppenlasten . Die statisch unbestimmten Schnittkräfte Yj
werden durch Superposition der Anteile aus den überzähligen Größen X k gefunden .

Yj = 2X k YJk , (J = A . . . N ) . (467)
k= a

(468 )
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Daher bedeutet der Index k von YJk im Gegensatz zu (466) die Ursache + X k = l .
Der Ansatz besteht aus n Gleichungen zwischen den statisch unbestimmten Schnitt¬
kräften Yj und den überzähligen Gruppenlasten X k mit der umstehenden Matrix :

Der Belastungszustand — X k = I ist gleichbedeutend mit

A’
a = X k_x

— 0 , — X k = 1 , X k +1 = - - - = X n = 0 ,
und setzt sich nach der Transformation aus den Schnittkräften

Ya = — YAk . . Yj — — Yjk . . . , YN = — YNk
zusammen . Die beliebigen Schnittkräfte M k des Hauptsystems infolge der Gruppen¬
last —X k = 1 können daher folgendermaßen entwickelt werden :

M, . = 2 YJk Mj , (k = a . . . n ) . (469)
J = A

Hierbei ist Mj die Schnittkraft infolge von — Yj — 1 .
Die Ableitung der Elastizitätsgleichung für statisch unbestimmte

Gruppenlasten . Das Hauptsystem entsteht nach Abschn . 24 durch die Ver¬
wendung von statisch unbestimmten Stütz - und Schnittkräften Yj des Stabwerks
als äußere Kräfte . Sie werden durch die Variation der Formänderungsarbeit nach
den Spannungen aus vorgeschriebenen geometrischen Bedingungen für den Verschie¬
bungszustand des Hauptsystems berechnet . Dabei entstehen Gleichungen über die
Arbeit von virtuellen Kräften iß und vorgeschriebenen Verschiebungen <5j . Sie sind
in Abschn . 24 mit iß = — Yj = 1 und dj = 0 angeschrieben worden .

lr ^ = lr (^ o -
2
iyiW = 0 , (J = A . , . N ) . (470)

H = A

Unter ungünstigen Umständen sind alle dJB von Null verschieden und damit
n Gleichungen mit n Unbekannten zu lösen .

Um diese unabhängig voneinander anzugeben , werden Arbeitsgleichungen mit
der virtuellen Belastung — X { = 1 (i = a . . . n ) , also mit den äußeren Kräften
— YHi (H = A . . . N ) entwickelt .

2/m ^ £ J N i N ^ ds + j
‘
M t M J

j ds

+ EJ c ([ N i * l tAs + ^ M i ^ - ds - 2C m AE) , (i = l . . . n ) . (471 )

Die linke Seite der Gleichungen ist durch die mit dem Tragwerk vorgeschriebene Ver¬
träglichkeit des Formänderungszustandes des Hauptsystems (dB = 0 , H — A . . . N)
wiederum Null , so daß mit der Entwicklung von N , M nach (288) in Anlehnung
an ( 293) folgender Ansatz entsteht :

1, <5 ; = (<5t0 — 2X k dik ) = 0 > {i = 1 . . . n ) . (472)
£ = 1

Die Vorzahlen l f - <58i. und l, - - (540 dieser n Elastizitätsgleichungen besitzen nicht
mehr wie früher kinematische Bedeutung , sondern sind Ausdrücke für die virtuelle
Arbeit der Gruppenbelastung — X t = 1 , also der Schnittkräfte — YH = YBi > bei einer
Verschiebung dBk der Punkte H des Hauptsystems infolge der Gruppenlast — X k = 1
oder infolge der vorgegebenen Belastung , der Temperaturänderung und Stützen¬
bewegung (ÖB

H —N
hd ik = 2 YHi öHk )

B ~ A

li = 2 XBi dB r$ ,

(i , k — a . . . n ) ,

( i — a . . . n ) .
(473)
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Die Verschiebung dBk im Sinne von — YB = 1 wird von der Gruppenbelastung
- X k = 1 , also von den Schnittkräften — YBk hervorgerufen und nach Maxwell
in Verbindung mit (469) folgendermaßen berechnet :

&Hk = YJk Öjh ’ (H — A . . . N ) ,
J = A

1 , dBk =
J
jSYjk I M B Mj ~ ds = J Mb ( 2Y Jk Mj )

J-fds ,
J = A J J = A J

1h öB k = / Mb M k ~̂
j ds . (474)

Um jede überzählige Größe unabhängig von den übrigen angeben zu können , werden
die Gruppenlasten X k derart aus den statisch unbestimmten Schnittkräften zu¬
sammengesetzt , daß alle Vorzahlen ö ik (i 4= k) des Ansatzes (472) Null sind . Auf
diese Weise entstehen ijfc-n (n — 1 ) Nebenbedingungen , welche mit den n Gleichungen
(467) zwischen den statisch unbestimmten Schnittkräften Yj und den überzähligen
Größen X !c erfüllt werden können . Sie bilden die lineare Transformation , um die
n Elastizitätsgleichungen mit vollbesetzter Matrix derart umzuformen , daß jede
von ihnen nur eine überzählige Größe X k enthält (465) .

Die Auswahl der Gruppenlasten für die Nebenbedingung , fih = 0 . Die
Transformation (468 ) der statisch unbestimmten Schnittkräfte Yj ais Funktion der
überzähligen Größen X k enthält n 2 Koeffizienten YJk . Von diesen werden \ - n (n — 1 )
als Parameter gebraucht , um dieselbe Anzahl von Nebenbedingungen 1 1-

- <5<Ä = 0
zu erfüllen . Die virtuelle Arbeit 1 *

• wird hierzu nach (473) als Funktion dieser
Parameter entwickelt . Über die anderen n2 — \ n (n — 1 ) = £ n (n + 1 ) Koeffi¬
zienten kann frei verfügt werden . Sie werden derart angenommen , daß die \ •« (n — 1 )
abhängigen Parameter übersichtlich , schnell und fehlerfrei bestimmt werden . Sollen
nur einzelne ö ik des Ansatzes Null werden , um die Matrix der Elastizitätsgleichungen
in geeigneter Weise aufzuspalten und damit die Lösung zu vereinfachen , so ist die
Anzahl der frei wählbaren Parameter YJk größer .

Die Lösung eines allgemeinen Ansatzes wird am einfachsten , wenn die Koeffi¬
zienten YJt der Hauptdiagonalen gleich 1 und die Koeffizienten unterhalb der
Hauptdiagonalen Null gesetzt werden . Damit entsteht die folgende Transformation
der n statisch unbestimmten Schnittkräfte Yy

X « x t x . -W x , -*■k -Y „

Ya I Yj ( Va . Yit YÄi

Yb O I } Bc y Bh Y„ i YBk y Bn

Y0 o o I ^ Oh Y0 , Yok Yen

Ya ' o o o I YBi ygk y En

Yj o o o O I Yjt Yjn

y k o o o O 0 I G .

Y„ o o o O o o I

(475 )
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Die überzähligen Größen X ( werden demnach aus einer stetig zunehmenden
Anzahl von statisch unbestimmten Schnittkräften Yj gebildet , so daß die ab¬
hängigen Koeffizienten schrittweise aus den Nebenbedingungen d ik = 0 durch
Gleichungen mit je einer Unbekannten erhalten werden . Der Parameter YAb der
Kolonne X „ ergibt sich aus der Bedingung ö ba = 0 . Die Parameter YÄC , YBc der
Kolonne X e werden mit den Nebenbedingungen dca = 0 , dcb = 0 bestimmt . Zur
Berechnung der (k — 1 ) unbekannten Parameter YJk der Spalte k stehen ebenso
viele Bedingungsgleichungen dka — 0 . . . 6klk_ 1) = 0 zur Verfügung .

Der Belastungszustand — X a = 1 ist nach (475) gleichbedeutend mit — YÄ = 1 .
Er liefert die Verschiebungen dJa (/ — A . . . V ) .

laÖab =
J
2Y Ja öJb = l Aa öAb = 0 , d . h . öAb = 0 .

J = A

\ a = 2 YJb dJa — YAb ÖAa + Isi ^Sa — Ol Ya > =

— Ya = YAb = — dB aldAa und — YB YBb = 1 bilden den Belastungszustand
— X b = 1 . Damit sind dann auch die Formänderungen 6Jb (J — A . . . N ) bekannt .
Die Koeffizienten YAc und YBc werden mit den folgenden Bedingungen bestimmt :

1A , = 2Y Ja dJc = l Aa öAc = 0 ; öAc = 0 ;
J = A

^t>\ c = 2 Yj b öJc = YÄb öÄC + 1 B !) d ne = 0 ; ö Bc = 0 ;
j - a

0 ;

0 ;

y _ Vs » ößa + l » o dca
AC ö

~
A

~
a

’

Damit ist der Belastungszustand — X c = 1 bestimmt . Er besteht aus den Schnitt¬
kräften — Ya = YAc , — Y D

----- YBc , — Y0 — 1 und liefert die Formänderungen
bjc (J = A . . . N ) . Werden die Indizes der statisch unbestimmten Schnittkräfte
mit Rücksicht auf die spätere Anwendung durch Ziffern ersetzt , so entsteht die
Rechenvorschrift auf S . 285.

Die Komponenten YB = — YBi des Belastungszustandes — X t = \ werden als
Summe von positiven und negativen Anteilen entwickelt , in denen sich Abrundungs¬
fehler unter Umständen in unzulässigem Maße fortpflanzen und die Brauchbar¬
keit des Ergebnisses YEi gefährden . Die Fehlerempfindlichkeit der Auflösung von
n Gleichungen mit « Unbekannten ist daher durch die Verwendung von überzähligen
Gruppenlasten nicht beseitigt , sie gefährdet vielmehr die einwandfreie Bildung der
Gruppen , also die Transformation der statisch unbestimmten Einzelkräfte . Die
unabhängige Berechnung der überzähligen Gruppenlasten nach (465)

X * = <W <5« (476)
ist daher stets an den Nachweis geknüpft , daß die Nebenbedingungen

1 i <5| k — 0 , ( i =1= k)
durch die Schnittkräfte YBi und YBk (H = A . . . A r

) erfüllt werden .

— 2 Yjc djb — YAc dAb -)- YBc ö Bb -{- l Cc <SC6 —
J = A

Icc ^C

Mc « — 2 Yj c $Ja — ^ Ac ^Aa + + ^ Cc ^Ca ~
J —A
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I . <5„ 6 = O
S„ c = °

i öi « = o
1 ^ = 0

i (5lm = o

Yjj <54 „ + 1 <52 „ = °
fh a

2 . (56e = O

<56 » = °
<30b = °

<5„ « = °

i (52c = °

I <52 » = °
Y2 c ^2 6 + 1 <53 6 = °

^ lc <5l « + Y 2 c <52 a + I <53 „ = o Y,

d .26

d3 a ^20
<5la <5ra

3 - dcä = o

$cn *“*
Ödc = °

„ = O

I <53 d = o

1 <5j n = O
Y 3 d <53 c -j - I $ 4 c = 0

Y 2 4 <52 6 - |- Y 3 <i <53 (, + i (546 = o

Yid ^ia + Y24 i32 „ + Y31j <53a -|- k54 „ = o

Y3 d = -

Y2 d = -

Y,d = -

. A
<53 ,

u16 vc e 3
Ö2b #2fr
^4 0 ^3 fl"7; 7 -* 3
u la u l <

Die Zähler und Nenner von (476) sind wiederum Ausdrücke für die virtuelle Arbeit
der Kräfte — Yj = YJk der Gruppenlast - X k

■— 1 .

1 * A k = 2 Yj k öj k (k = a . . . n ) ,
J = A

^ aa A a ^ Aa >

1 & \ b
~ ^ Äb ^Ab + = 1 Bb ^Bb >

Ic ^cc == YAc &Ac + YBc ^Bc + 1 Cc &Cc = ^ Oe ^ Oc ’
(477)

Die Nenner sind daher bereits aus der Transformation bekannt . Die Zähler erhalten
für vorgegebene äußere Ursachen folgende Form :

J = N
= Jj Yjkdjg ) , <5j® = djo + dj t + djg , ( k = a . . . n ) ,

Ift + 1 .B & <5.B (g) .

U = YAc dA ^ + YBc d B @ + lcc ^Cfg )-
Die Einflußlinien X k d klc ergeben sich nach dem Satze von E . Betti aus

J J = X
X k &kk f m k ^ J in ^ J k ^

'
J k ^ m J >

J = A J = A

^ a ^aa -̂Aa ^mA 1
Xb $ bb “ ^ Ab ^ mA -̂Bb ^ mB >

x c öec = YAc dmA + YBc dmB + lcc ^mc -

(478)

(479 )
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Die statisch unbestimmten Schnittkräfte sind dann nach (467)
Yk — 1Kk ^ k + YK {k+1) X k+l + • • • YKniX n .

Für die Bildung des Hauptsystems gelten die gleichen Gesichtspunkte wie auf
Seite 170 .

Das Wesen der Rechenvorschrift wird am besten an einfachen Beispielen gezeigt ,
a ) Zweifach statisch unbestimmtes Tragwerk .

Transformation : Nebenbedingung : Statisch unbestimmte Schnittkräfte :
Xa X b

I Yit

o I

<5bo = 0 ,
Elb Öla "h Ijb ^20 = 0 ,

ÖlaY! , = 1
•W

Yi = 1 ^ - X
Via

b >

Ya = lX b .

Durchgehender Träger über vier Stützen (Abb . 260 ) . Die statisch nicht bestimmbaren
Schnittkräfte sind die Stützenmomente Y1 , Yi .
Belastungszustand — X a = 1 : — E x = Yj „ = 1 ; — Y 2 = E 2 „ = 0

s K + . s ^2
10 -

3 ’ 020 “ IT
V

Belastungszustand — X b = 1 : — E1 = Y1 b = — - nt
2 ;

^ Ul "T“ *2/

Abb . 260 . Abb . 261 .

Unsymmetrischer Eingelenkrahmen (Abb . 261 ) . Die statisch nicht bestimmbaren Schnitt¬kräfte sind die Komponenten Yx und Y2 der Gelenkkraft .
- X 0 = l : - Yl = Yla = 1 ; — Y2 = YZa = 0 (Abb . 262a ) ;

2
— X b — 1 : - Y1 =* Ylb = — Y2 = Y26 = 1 (Abb . 262b ) .Ö1 a

v - _ 15/ [Ä1
' (2/ + K ) - h ’ (2f + Ä2) ]1 b 4 {3 V / 2 + 5 K [3 / (Aj + / ) + A'| ] + 5 K [3 / (Ä2 + / ) + A| ]}

‘ ’

Ei = X, , ~ ~ i - X b \ E 2 = A 6 .
Oi a

Bei symmetrischer Trägerausbildung mit hx = A2 und h [ = A' ist Ylb = 0 .b ) Dreifach statisch unbestimmtes Tragwerk . Transformation für die Neben¬
bedingungen ö ab = öbc = dca = 0 nach S . 285

* b X, X a A.* X „

I Yi * Yu Yx I __
^ 2 a

Öl ,
_ ■ ^ 2a ^ 3 6

^ la ^ 2b

I Ytc y 2 1
^ 2b

1 y 3 I



Die Auswahl der Gruppenlasten für die Nebenbedingung <5,

^rcos a

ffoupfsysfem
t

Ma für ‘Xa a 1 Mb für -Xb - 1

Abb . 262 .

Abb . 263a . Hauptsystem . Abb. 263 b . - Yx - 1 .

Abb . 263 d. Y* - l .Abb . 263 c . - Y* - l .

7-0,0835

Abb . 263 f.Abb . 263 e . * 6 = 1.
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Dreifach statisch unbestimmter Hallenrahmen . Als statisch nicht bestimmbare Ein¬
zelkräfte werden die Eckmomente Ylt Y2 , Y3 verwendet (Abb . 263a —d) .

Belastungszustand — X a = 1 , gleichbedeutend mit — Y1 = 1 (Abb . 263 b ) , führt zu

=
*! + ,3 \ h- + 25,18 = öaa ,

+ - “
LH. *. 3 ■ * 10,87 .

Belastungszustand

- Y1 = Ylt

Xb = 1 (Abb. 263 e) , gleichbedeutend mit
<5̂ _ _ 7,333
<5i

= - 0,291 ; - y 2 = l ,Ula 25,18
liefert Mb und die Formänderungen <S2„ und ö3b ; ölb = 0 .

^ -
y + ' , + T [* - fc ( 1 + J

g ) ] - 11 -87 - a*

6
f _ j_ _ JL , f + h2
2 K 3 Ä, <5, „ 6 Sl K [ 2 - | r ( 1 + 2 & ) ] - - 0-M -

Belastungszustand — X c = 1 (Abb. 263 f) , gleichbedeutend mit

■tr _ ^3 o t ö 2 Q ° 3fc _■* i c p —r~ p c
ölo Oio 02b

+

<5. = 0,0835;

10,87 7,333 • 0,99
25,18 25,18 • 11,87

V« = 1 .

= 0,411 ;

liefert M„ und damit die Formänderungen <51C = 0 , <52c = 0 .
Ö3C = + 12,0 • i ■U (2 • 0,536 - 0,411 ) + 8 • J- • 0,12 • J + 6 • ,

+ 12 • i ■ 1 • (2 • 1 + 0,0835) + 12 • J . 1 = 10,30 = öec .
Ergebnis der Transformation ;

(2 • 0,416 - 0,0835)

X. x t
y l I — 0,291 0,411

y 3 I 0,0835

^ 3 I

Die überzähligen Gruppenlasten sind für eine beliebige Belastung
v _ d ° o _ 5« o _ v <5(,o <5(,o v Se i)° ötta 25,18 ’ * ~

4r
'
n37 ; c ~

JTc
~

1073Ö
•

Gleichförmig verteilte Belastung der beiden Riegel (Abb . 263 g ) .
1176 aa — inp , X a = P = + 4,64 £ ,

<5*o = 66,0 p , Xb = j ~ - p = + 5,5lp ,

6C0 = 48,0 p , Xe — P — 4,66 p .

Yi = 1 • 4,64 p - 0,291 • 5,57 p + 0,411 . 4,66 p = -f 4,94 p ,
V2 = 0 + 1 - 5,57 p + 0,0835 - 4,66 p = + 5,96 p ,
y 3 = 0 0 + 1 • 4,66 p = -\- 4,66 p ,

Probe : Y^ . + Yt dta + Yt d3a = dat ,
4,94 • 25,18 + 5,96 • 7,33 - 4,66 • 10,87 = 117 « ö aü /p .
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Gleichförmig verteilte Windlast auf den linken Pfosten .
243

äiO — '

äc o = ‘

■243 w ,

25,2 w ,

46,9 w ,

* > = -

* „ = +

25,18
25,2
11,87
46,9
10,30

’

w = — 9,66 w ,

w = — 2,12 w ,

=+ 4,55 w .

Yi 1 • 9,66 w + 0,291 . 2,12 w + 0,411 • 4,55 w = - 7,04 w ,
Y2 = 0 - 1 • 2,12 w + 0,0835 • 4,55 w = — 1,74 w ,
Y3 = 0 0 1 • 4,55 w = + 4,55 w ,
Probe : - 7,04 • 25,18 - 1,74 • 7,33 - 4,55 • 10,87 = - 240 « <5o0> .

a/z

Abb. 263 g. Lotrechte Belastung der Riegel,
Momente in mt für p = 1 t/m .

Gleichförmig verteilte Windlast auf den linken Riegel .

Abb . 263 b . Windbelastung .
Momente in mt für w = 1 t/m .

= — 170 w , v 170
w = — 6,77 w

25,18

= — 12,8 w , v . 12,8
w = — 1,08 w' 0 11,87

= + 26,1 w , V _ L
26 ’1

‘ + 10,30
w = + 2,53 w

Yx = - 1 • 6,77 w + 0,291 ■ 1,08 w + 0,411 • 2,53 w = - 5,42 w ,
y 2 = 0 - 1 • 1,08 w + 0,0835 • 2,53 w = — 0,87 w ,
y 3 = 0 0 + 1 2,53 w = + 2,53 w .
Probe : - 5,42 • 25,18 - 0,87 • 7,33 - 2,53 • 10,87 = - 170 « da0/w .

Gleichförmig verteilte Windlast auf den mittleren Pfosten .
655

<5„ 0 == — 655 w ,

öb0 = — 109,4 w ,

5e o = -f- 113,2 w ,

x < = -

* <, = -

x c = +

25,18
109,4
11,87
113,2
10,30

w = — 26,0 w ,

w = — 9,23 w ,

w = + 11,00 w ,

y x = - 1 • 26,0 w + 0,291 • 9,23 w + 0,411 • 11,00 w = - 18,8 w ,
y 2 = 0 — 1 • 9,23 w + 0,0835 - 11,00 w = — 8,31 w ,
y 3 = 0 0 + 1 • 11,00 w = + 11,00 w ,
Probe : — 18,8 • 25,18 — 8,31 • 7,33 - 11,00 • 10,87 = - 654 » öa0/ w .

Die Biegungsmomente aus den drei Windlasten sind superponiert und in Abb . 263 h auf -
getragen worden .

Beyer, Baustatik . 2 . Aufl . , 2 . Neudruck . 19
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Die Gruppenbildung bei Symmetrie des Tragwerks . Bei Auflösung der
Elastizitätsgleichungen mit symmetrisch liegenden statisch unbestimmten Schnitt¬
kräften sind durch die Addition und Subtraktion einander zugeordneter Gleichungen
neue Unbekannte entstanden , die bereits in Abschn . 28 als Gruppenlasten Xa+i , X r_(erkannt und unabhängig voneinander berechnet wurden . Die Gruppenlast — Xa+ i = l
bestand aus — YA + J = 1 , — Yr - j = 1 , die Gruppenlast — X r_ t = 1 aus
— YÄ +J = 1 , + Ys _ j = l . Die Matrix zerfiel damit in zwei voneinander un¬
abhängige Teile . Im Sinne dieses Abschnitts wurde also über alle übrigen Kom¬
ponenten Yn {a+i ) , Ymr_i ) frei verfügt . Sie waren Null . Sollen jedoch nunmehr alle
überzähligen Gruppenlasten unabhängig voneinander sein , so werden die Ansätze
von S . 281 für die Transformation der statisch unbestimmten Schnittkräfte mit
den Ergebnissen aus Abschn . 28 bei Auswahl der frei verfügbaren Komponenten
unterhalb der Hauptdiagonale des Ansatzes verbunden .

a) Träger auf vier Stützen nach Abb . 264 (eine Symmetrieachse ) :
ftauptsysfem y Yl

■4 ^
- h -

- X„ = r

Abb. 264.

.Transformation Nebenbedingung öba = 0

Y1

Y2

x a X ,

I

I — I

4 a = 4a

Ylb <Sla — 1 26 ö 2a = 0 ,
Ylb = l .

Statisch unbestimmte Schnitt¬
kräfte

Y, = .* „ + * * . Yt = Xa - Xt .

b ) Bunkerrahmen nach Abb . 265 (eine Symmetrieachse ) .

i Y .

Abb . 266.

Damit ist : Y,
Abb . 266.

Hauptsystem, statisch bestimmt fiauptsystem, statisch unbestimmt
Abb. 267.
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c ) Behälterrahmen nach Abb . 26b (zwei Symmetrieachsen ) .

Xa * 6 Xi X „ x , x . x k X , * * X , x n

Yi I I I I Yi . y 3< YSa Y* » Yu ^ 2 fc y * i Yim

y 2 I I — I — I Yle Yt , - y 3 , ~ Yik Yu y . » - y 3 . - Yim

y 3 I — I — I X Yi . ~ Yt , ~ Y> . y 4 » Yu - y 2 * - y . . Yim

I — I I — i Ylt - Ytt - Ytt Yu — ^ 2 k y 3 i - Yim

y . I I I I Yu ^ 6 k y » i Ysm

I I — I — I Yu Y6k ~ Ylt - Yem

I — I — I I Yu - Yu - Yu Y sm

I — I I _ I Yu - Yu Yu - Yem

y 3 I I I I

yM I I — I — I

Ya I — I — I I

yM I — I I — I

Die Abkürzung des Ansatzes bei Symmetrie des Tragwerks und Verwendung sta¬
tisch unbestimmter
Hauptsysteme wird
mit der einheitlichen
Untersuchung der
Binder der dreischif -
figen Hallen Abb . 267
und 268 gezeigt , de¬
ren Riegelzug unter
Wahrung symmetri¬
scher Anordnung be¬
liebig geformt sein
kann . Die Hauptsy¬
steme zählen fünf
statisch unbestimmte
Schnittkräfte Yx . . . YB ,

ftaupisystem , statisch bestimmt ttauptsystem' Staftscti unbestimmt
Abb. 268.

deren Lage und Sinh aus den Abbildungen hervorgeht .

Beziehung zwischen den statisch un¬
bestimmten Schnittkräften und den
überzähligen Gruppenlasten .

X . Xi x .

Yi I y » yi . Yu Yu

y 2 I — i y 2 c ^ 2 d y 3 .

y 3 i y 3 < y 3 .

y 4 I y « .

y 3 i

19*
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Belastungszustand
Formänderung
Belastungszustand
Nebenbedingung
Formänderung
Belastungszustand
Nebenbedingungen

Formänderung

Belastungszustand

Nebenbedingungen

Formänderung

Belastungszustand

Nebenbedingungen

- x a = i : - A = i ; - A = i ; y 3 = Ä = A = o .
*lo = >

’
I ^4a = 0 , <5Bo .

- X t = l : - Y1 = Ylh ; - A = - 1 ; Y, = Y4 = Y, = o .
4a = i r

lb <5la + y 26 ^ a = 0 ; Y„ =* l .
*i # — — ö 2b ; d3b = 0 ; ö4b ; <5BB = 0 .

- x c = i : — y 1 = y le ; - y 2 = a c ; - y, = i ; Y 4 = y 6 = o
<A = Ae <A + Ae <A + l <53B = 0 ,
<A — Ae + Ae d2a + 1 <53a = 0 ,

( A . - A . ) a» = 0 ,
( A . + Ae ) <51o + 1 ö3a = t) ,

y _ y _ _ *3al ° 2dJa
’

^ 4c = 0 ; * Bc •

- -A = 1 : — A = Ad >
‘ A = AdJ — Y3 = Ysa ;

- y 4 = i ; y 6 = o .
<5de == Ad <A + Ad <A + Ad <53 c + l <54 (, = 0 ,
^db = Ad <A + y 2 (J <52i + Y„ Ö3i) + 1 ^ 4], = 0 ,
<5da = Ad <A + Ad ,52 a + Ad <A + l <54a := 0 <

( Ad + Ad ) <A + y 3d 63c = 0 ,
( Ad ~ Y2d ) ölb + 1 öib = 0 ,

(Ad + Ad ) + Ad ^3o = 0 »
Ad + Ad = o ; y 8d = 0 ; y ld = _ y 2 (J = _ At - .
^ld — ^2 a > ^3d = 0i *4di ^5d = 0 .

- A = i : - A = A . ; - y 2 = y 2e ; - y 3 = A . ;
A — Yie ; — y B = 1 .

^« d = Ae <5id + Y2e d2d + YSe d3d + Yit öid -f 1 ö5d = 0 ,
= Ae *1 . + Ae + Ae ^3e + Ae ^4c + 1 ^5c = 0 ,
— Ae <A + Y2e d2b + Y3 e <A + Ae <A + 1 <A = 0 ,
= Ae ^lo + Ae <52 o + Ae ^3o + Ae ^4o + 1 ^5a = 0 ,

(Ae — Ae ) ^ld + Yie 8td = 0 .
( Ae + A . ) * l « + Ae ^Sc + 1 <5Bc = 0 ,
( Ae ~ Ae ) <A + Ae ^ 46 = 0 ,
( Ae + Ae ) öla + y 3 < ö3a + 1ÖB0 = 0 ,
A . - A . = 0 ; Ae >

7oII = + Ae ,
2AeÖ lc + A . ^3C = “ ^5c >
2Ae <A + A . ^30 = — \ a >

^5 fl1*3o + *5a *3e . V — *le *50 + *lo *5»le 201 . *, . - *! o *3 e) ’ x 3c —
2 (<$j ( ^30 — <5i o ^3e )
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Das Ergebnis wird in der folgenden Matrix zusammengefaßt .

X a X b X e X d X e

I 1
<53 «

2Öla
^ 4 ft Yi .

I — I i ^ 41
+

2 <5. 6
Yi .

0 Y» .

I o

I

Sie liefert die überzähligen Schnittkräfte nach (467 )

y x = z a + z 6 -

y 2 = z a - x 6 -

<S*
2 du
^3 »

2Ö U

X c - ^ X d + Yle X e

* c + 2 <5X
- X d + Yle X e ,

X „ + y 3e ^ e

Die Berechnung der Hallenbinder Abb . 267 und 268 unterscheidet sich dem¬
nach nur durch die Vorzahlen .

Die Beziehungen der überzähligen Gruppenlasten zu den statisch unbe¬
stimmten Schnittkräften statisch unbestimmter Hauptsysteme . Der Be¬
lastungszustand — X t = 1 besteht nach (475 ) aus den unbekannten Schnittkräften
y Ai , y „ _ m und den frei wählbaren Komponenten — Yj = Ydi = 1 , y (j + i) ( = 0 ,
• • ■ Yt/i = 0 . Die unbekannten Komponenten YÄi , . . . Yu _ 1H sind durch die Be¬
dingungen dik — 0 vorgeschrieben und in der Regel von Null verschieden . Daher
sind mit

M « = i ; y Hi <5H * = o , * = (Ä - i ) (480)
B - A

alle Verschiebungen öBi (H — A, . . . J — 1 ) Null . Der Verschiebungszustand des
Hauptsystems infolge von — X f = 1 erfüllt also die geometrischen Verträglichkeits¬
bedingungen eines (i — l ) fach statisch unbestimmten Hauptsystems . Der Be¬
lastungszustand — Zj = 1 im statisch bestimmten Hauptsystem ist also identisch
mit dem Belastungszustand — V4 = l des (* — 1 ) fach statisch unbestimmten Haupt¬
systems . Daher ist

y (i> = aSr 1*

6^

E = J
£ Yaiäso

E = A
E = J
£ Yat dui

E —A

1 <si0
hSn (481 )

Die überzähligen Gruppenlasten X a . . . X k . . . X n erhalten damit die Bedeutung
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von statisch unbestimmten Einzelkräften Y*J ’ . . . Yjj* . . . Yft*
, welche die Be¬

lastung in Hauptsystemen von Eins aus ansteigenden Grades hervorruft . Die
Gruppenlast X ( kann daher für eine ruhende Belastung auch folgendermaßen an¬
gegeben werden :

N <
0
<» AT(•- « ~ + Jm

<
0
<» L' “ <t d s + J ^ ds - XC ^ A,

JN («>N<r" ~ +JM (o) Mf- i 'pj
Ihre mit du = ö (Jj v (i — a . . . n r J — A . . . N ) erweiterten Einflußlinien sind die
Biegelinien b(^ A . . . ö“ "}1’ . . . der Lastgurte von Hauptsystemen von Eins
aus ansteigender statischer Unbestimmtheit für — Y^ > = 1 . . . — Y]} ) = 1 . . .— Y]? ’ == 1 . Nach Maxwell ist

= ÖZ = 2Y Ei öHm ~ 2?Ym • (482)
Die statisch unbestimmten Schnittkräfte Yj ergeben sich durch Superposition

N
Yj = X i + 2Y Jk X k = Yf + £ YJk Y$ K

»+ i j + i
(483)

Derselbe Ansatz gilt für die Einflußlinien . Für ein sechsfach statisch unbestimmtes
Stabwerk ist daher mit / = 1 . . . 6

M II + im + < 5 $
< 5 &

+ xY .
< 5 $

« ¥i

+ Y ia
3 $ 8

< 5 44

+ Y lt

ßä
3 % + xY ,

(̂ 51° 60
A ( 5 )° 66

2̂ = + i

< 5 $ + y c2
< 5 &
>

* 1 »

+ Y 2d yi
s

3 < ä + Y e2
3 ®

Ü
23 + tY ,

« 18
« 1 »

II99
>* + 1

< 5 $
< 5 $

+ Y si
8 * 0

3 * ü + Y e3
« SS

+ Y z .
« 1 »

m

Y * = + 1

3 * o
3 < ä + Y ie

3 ! oV + Y * f
w

3 ®

C
n II + 1

< 5 $
« ss

+ Y „
3 &

3 ®

,Y = + 1

og
3

3 00

(484)

Die Parameter YJlc sind nach S . 285 :
X(C38! .
38!

’ - Y2 c “
«HV .
«5a1 ’ - y „ = «5^

■
«5a > Yie -i!

Q»
|«
Os

«̂
s|S
'5 - Ybf ~ «sa .

«5a *
«SS , Y2e

«5i°a‘ .
«iS • «5a

«SS4 . y —+ x ” aa
«
®|
«̂[

*
©|«oii <5.a

«5a
«5a’
«5a

« a
3®

3 ‘oV
3%

' Yt ; 8*o
«1#

m
<5i\* '«5a

«5a
r «ss
L «sa

«5a
«sä

«ai'
«s?J

«5a
«sa

381 «5a r «5a «?a «sa i «5a «sa
«IV «Ä l. «5a

"
«5a

'
«sa J

' ‘
31»

8 'io
3%

«sa
«sa

‘ Yt - «5a
«5a

' Yt .

so daß
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Die statisch unbestimmten Schnittkräfte lassen sich daher folgendermaßen um¬
formen :

A(0)
V — ° 10 .-11 , <5«»

ÖS
■■Yt

Ö$
Öil

' V3
öS»
ÖS

' V4 - ÖS
ÖS

V2 = <580 1 öss
öft»

'■Ya
öS
öS

■V4 - <5IV
ÖsV

öS
öS

• 1 öS
öS

■■y 4 - ÖS
öS

V4 = öio
ÖS

■ 1 - ÖS
A(3)ü 44
Ä(4)

y R = ° 50
5 öS

^ 6 =

rS(0>_ __16_ . v
ö [s> lQ

_ ö& Y
ü22

_ öffi v
J5<8) 1 6^ 33

_ ö» . yiiä \ -1 fi<5<!
ö $
öS

- ^ ■ y r

Ä<5)

(485)

Die Lösung ist damit auf die reduzierte Matrix eines sechsfach statisch unbe¬
stimmten Systems zurückgeführt und auf diese Weise der Anschluß an die all¬
gemeine Auflösung gefunden .

Die Formänderungsenergie des vorgegebenen Tragwerks kann nach dem Clapey-
ronschen Gesetz durch die äußeren Kräfte ausgedrückt werden . Sie zerfällt , bezogen
auf das Hauptsystem , in zwei Teile , die von der Belastung $ und den statisch
überzähligen Größen YK oder X k herrühren :

Ai

Daher ist

i 2P m W ~ i2Y K dE0 = i2P m
- i 2X k <5* 0

(K = A . . . N , k = a . . . n ) .

2Y E dE0 = 2X k ök0
und mit den bereits bekannten Beziehungen (481 )

^ 0 = <5fö 1) , = und özo = 2Y h öeh ,
Okk

E yk <5x0 = 2 ^ 1S ? = 2 Yf " = 22 y k y b öeh
{* z

a
a ; ; ;

N
N\ • (m

Dei; Ansatz eignet sich nach S . 229 zur Nachprüfung der nach irgendeiner Elimination
berechneten Wurzeln YE .

Müller , S . : Zur Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Tragwerke . Zbl . Bauverw .
1907 S . 23 . — Müller - Breslau , H . : Die Statik der Baukonstruktionen Bd . 2 , 1 . Abt . Stutt¬
gart 1922 . — Hertwig , A . : Über die Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Systeme und
verwandter Aufgaben in der Statik der Baukonstruktionen . Z . Bauwes . 1910 S . 487 . — Pirlet , J . :
Die Berechnung statisch unbestimmter Systeme . Eisenbau 1910 S . 331 . — Derselbe : Ver¬

wendung vereinfachter Elastizitätsgleichungen bei der Berechnung mehrfach statisch unbestimm¬
ter Systeme . Eisenbau 1915 S . 167 . — Derselbe : Kompendium der Statik der Baukonstruktio¬
nen Bd . 2 , 1 . Teil . Berlin 1921 . — Kaufmann , W . : Statik . Handbibi . f . Bauing . Berlin 1923 . —

Grüning , M . : Die Statik des ebenen Tragwerkes . Berlin 1923 . — Derselbe : Elastizitäts¬

gleichungen gegenseitiger Unabhängigkeit . Eisenbau 1921 S . 305 .

37 . Die Verwendung statisch unbestimmter Hauptsysteme .

Von den n statisch unbestimmten Schnittkräften eines Stabwerks gelten h als

überzählig . Sie werden durch äußere Kräfte X f (i = 1 . . . h) ersetzt und aus ebenso
vielen geometrischen Bedingungen für den Verschiebungszustand des (n — h ) = f"fach
statisch unbestimmten Hauptsystems berechnet , da die relativen Verschiebungen
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(i = 1 . . . h ) im vorgegebenen Tragwerk Null sind . Nach dem Superpositionsgesetz
ist dann

M = M§
' *’ - 2X t MT h) (Ä = 1 . . . h ) , (487)

di = d?S
h> ~ 2X k 8^ h> = 0 (i = 1 . . . h ) . (488)k - 1

Die Belastung iß , die Temperaturänderung t und die Stützenbewegung A e er¬
zeugen Schnittkräfte Mg “A) und Verschiebungen di® '

, die äußeren Kräfte
— X k = 1 Schnittkräfte und Verschiebungen b 'i k

h)
. Sie können bei zahl¬

reichen Aufgaben nach Tabellen eingesetzt , bei anderen nach (311 ) berechnet werden.
Darnach ist

ir*’ «r® * = J Mrh, M% Jj- ds + § Nrh) «t tds -
1r Al ö?k

-h) = J Mf ’ Mf j äs = J M? ~h) Mf ^ ds .
(489)

Die Genauigkeit dieser Vorzahlen ist oft wegen der Fehlerempfindlichkeit des An¬
satzes für die Brauchbarkeit des Ergebnisses von großer Bedeutung , so daß die zu¬
verlässige Berechnung der Spannungszustände Mg

-*’
, Mf ~h) des Hauptsystems aus

den äußeren Ursachen und den Kräften — X t = 1 durch den Nachweis der geo¬metrischen Verträglichkeit der Formänderung zu prüfen ist .
Die Schnittkräfte Mg ’

, Mj0’
, M 'T werden durch die Belastung iß und die

äußeren Kräfte — = 1 , — X k — 1 in einem beliebig gegliederten statisch be¬
stimmten Hauptsystem hervorgerufen , das in dem (n — h) fach statisch un¬
bestimmten Hauptsystem enthalten ist . Es liegt nahe , dabei diejenige Form zu
wählen , welche einfache , wenig fehlerempfindliche Rechnungen und daher auch
genaue Ergebnisse <5ig*’

, $ *
■*’ verbürgt . Die Einflußlinien der überzähligen Schnitt¬

kräfte Xi werden mit (% - Ä) = ^im
h) = <5Sjr W aus den Biegelinien des Laststabzugesdes Hauptsystems und daher ebenfalls aus den Schnittkräften M\n~ h) entwickelt .Die überzähligen Größen X t ergeben sich nach diesen Vorarbeiten durch die

Auflösung der h linearen Gleichungen (488) . In der Regel wird die zu den Vorzahlen
<5jDT w konjugierte Matrix ßik bestimmt und

Xi = 2ßik &k ®
)

( i = \ . . . h)i = l (490)

berechnet . Dabei gelten alle Bemerkungen des Abschnitts 25 für die Auflösung der
Ansätze aus statisch bestimmten Hauptsystemen . Ebenso ist selbstverständlich ,daß Gruppenlasten X t an Stelle von statisch unbestimmten Schnittkräften ver¬wendet und nach Abschn . 36 unabhängig voneinander angegeben werden können .Der Ansatz (488) läßt sich daher auf das statisch bestimmte Hauptsystem zurück¬führen , in welchem auch die übrigen (n — h) = r überzähligen Schnittkräfte X c des
Tragwerks als äußere Kräfte wirken . Diese werden zur leichteren Unterscheidungmit Y0 bezeichnet . Darnach ist

M = Mg
- *’ - 2Mr h) Xi = Mg,’ - £ Yg

'
g - 2X t (Mf - 2 M 'T Y{?<} ,4 = 1 ~ ‘ - -C = 1 i = l C = 1

= Mg ’ - UMW ( YSfe - 2 yCi Xi ) - 2 MT Xi = Mg ; - 2MTX C(7 = 1 » = i $ = 1 ^
c == 3

h
0 = C ®

’ - 2XiWi " = Kb - SWbyv ® - 2Xi {6T - ßöTc Yft }
h
E

4 = 1 (7 = 1
: - IM % ( y ‘cb - i YciXi ) - Je Ai = «5gg _ 2WIX , .(7 = ! 4 = 1 4 = 1 C — l

(491 )
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Die geometrischen Bedingungen (488) für den Verschiebungszustand des statisch
unbestimmten Hauptsystems stimmen nach dieser Ableitung mit denjenigen des
statisch bestimmten Hauptsystems überein .

Diese algebraischen Beziehungen werden bei der Berechnung eines Ansatzes
mit n Unbekannten in zwei Stufen verwendet . Die Zerlegung richtet sich nach der
Struktur der Matrix . Werden die überzähligen Größen X x

— Y1 , . . . X n_h = Y R in
der ersten Stufe zusammengefaßt , so gehören die übrigen Schnittkräfte X t ( 1 . . . h)
der Gleichungen 1 bis r zunächst zu den Belastungsgliedem . Damit ist

h
V _ V _ V <r>A c — 1 C — * CCC ® • 2 i V<r> Y

, X Ck -A-Jc
i = 1

und die Normalgleichung i der zweiten Stufe

2 { Ycb - JsY & Xt ) + 2X k dfi = ,
C = 1 fc « 1 k = l

Yph) x k = ö% - ,
k = 1 <7 = 1

(492)

(493)

E € k
k = 1

(n - h) x k = ö:(n - h)

Die Auflösung des Ansatzes in zwei Stufen ist daher gleichbedeutend mit der Ver¬
wendung eines statisch unbestimmten Hauptsystems . Sie bringt stets Vorteile für
die Rechnung , wenn die statisch unbestimmten Schnittkräfte der ersten Stufe
durch Tabellen bekannt sind oder aus drei - und fünfgliedrigen Gleichungen berechnet
werden können . Entscheidend sind Abkürzung und geringe Fehlerempfindlichkeit
der Lösung . Am meisten werden Rahmen , eingespannte Träger und durchgehende
Träger mit starren , oder elastisch drehbaren Stützen als statisch unbestimmte
Hauptsysteme verwendet .

Berechnung eines Hallenrahmens .
1 . Geometrische Grundlagen : (n = E,/E b = 10) Abb . 269 .

7i = 0,0213 m4 ; / 2 = 0,0417 m4 = / c ; F , = 0,008 m2 ,
JJJi = .hlJi = 1,95775 ;

l = 18,00 m ,
h — 12,00 m = V,
s = 9,487 m ,
s' = 18,673 m ,

JJnF c = J %lnF , = 0,62126 ,
lt — 5,00 m . / = 3,00 m ,

Aj = 3,00 m , A2 = 9,00 m = A2
= 2,635 m , s2 = 6,852 m ,
- = 5,159 m , s2 = 13,414 m .

Hauptsystem Abb . 270 a ist der dreifach statisch unbestimmte

Abb . 269.

2 . Hauptsystem . Das
Rahmen . Die Längskraft des Zugbandes als überzählige Größe beträgt nach (488 ) und (311 ) :

x _ « _
<5“ AfW -

y
1

- ds

- ds + r F. 1,0 * 1

Hilfswerte zur Berechnung von M ‘
0
S> aus der Belastung und von M [a> aus

mit den Tabellen des Abschn . 61 :
X 1 = 1 (Abb . 271 )

Z = 1,50000 , x = 0,64610 , n = 5,92016 , ^ == 8,31154 ,

y = 0,25000 , Q = 0,83848 , v = 5,87660 , y>t = 6,13058 ,

- - 2 tt T- rarSr 512 • 025 • 821154 + :3>] “ + 0168,2 • •

«St " 2 ' ASi <2 ' 025 ' 023848 + 3 > - - > is«2 mt .
Af<

(
3» = - 1,15512 + 0,16892 - 12,0 = + 0,87192 mt ,

b 1

Mfl = - 1,15512 - (0,16892 - 1,0 ) 3,0 = + 1,33812 mt .
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Zugeordnetes statisch bestimmtes Hauptsystem : Balken auf 2 Stützen . aus — X1 = 1
(Abb . 270 b ) .

Abb. 270. Abb . 271.

3 . <5g = 2 • 12,00 • £ 12,00 (2 • 0,87192 - 1,15512) + 0,52125 • 1,02 • 18,0 = 37,641 .

4 . Schnittkräfte im vorgelegten Tragwerk
C = C<

0
3> - X x C<3’ ; M = - X 1 .

a) Belastung aus Eigengewicht der Laterne : px = 2,0 t/m (Abb . 272a ) .

{’ = 0,63889 ;

= 0,27787 ;

P = 2,0 • 5,0/2 = 5,0 t ; $ = 0,36111 ;

8
°
3,®

- 1631 C = 0,7222;

Mi» , ( l,33812 - 1 '” 812
,
+ “ 5512 . 5,00) _ 0,64555 ,kl \ lo,U0 /

[
18 573

• 45,00 (2 • 1,33812 - 1,15512)

5,159
11,1417 (2 • 1,33812 + 0,64555 ) = 360,131

X , = = 9,5675 t .37,6411

Abb . 272. Abb . 273.
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Nach Abschn . 61 wird :

aus P : H '„<»' = 2 • 5,0 • ^ 0 .36111 [0,25 • 8,31154 (3 - 4 - 0,36 lll 8) + 6 ■0,63889 ] ;

«Mir : 2
60

- 1,631 2 . 0,25 - 0,83848
2

'
3 - 5,92016

0 .27778 2 [0,25 - 8,31154 (3 - 0,27778 ) + 3] ;

H a = H ’af + H " <a » - = 2,29717 + 0,02571 - 9,5675 - 0,16892 = 0,70674 t ;
6 60 60 61

aus P : M ' j2» = - 2 - 5,0 - 18,0 - 0,36111 [0,25 - 0,83848 (3 - 4 - 0,36111 2) + 6 - 0,63889 ] ;

aus W : M " (3> :
d 0

3 - 5,92016 1

- 1,631 - 12,0 2 - 0,25 - 0,27 778 2
[0,25 • 0,83848 (3 - 0,27778 ) + 3] ;

d d 0 do dl

3 - 5,92016
15,93064 - 0,15181 + 9,5675 • 1,15512 = - 5,03084 mt ;

M a = M c + H a h = + 3,45004 mt (Abb . 273 ) .
b d b

b) Einseitige Belastung des Daches : p 2 = 3,0 t/m (Abb . 274a ) .

0 = 3,0 - 6,5 = 19,5 t ; f = 0,36111 ; £ ' = 0,63889 .

Aufspaltung der Belastung in einen symmetrischen und einen antimetrischen Lastanteil .

Symmetrischer Anteil : (Abb . 274b ) .

= 2 31 687 {i (33gi2 + 0,64555 ) + 13,414 ~ 31,687 (5 • 0,64555 - 3 • 1,15512 )]
= 307,4443 .

Antimetrischer Anteil : <a )6g / = 0 ;
307,4443

TL

<5$ = (l ,<5‘3
„
>;

3,0 - 18,0 0,83848 - 1,5

X , = 8,16779 t ;

5,92016

37,6411

0,36III 2 [0,25 - 8,31154 (3 - 2 - 0,36lll 2)

+ 2 (3 - 2 • 0,36111 ) ] - 8,1677 • 0,16892 = 1,17529 t ;

Mc = - o,36 lll 2 f
*

A„ ■lo,25 . 0,83848 (3 - 2 - 0,36 lll 2) + 2 (3 - 2 . 0,36 111)}
d 6 |_5,92 01b ( 1

M , = — 13,27163 mt ;
= + 9,63582 mt ;

±

M d — — 4,46766 mt ;

M . = - 5,21143 mt ;

5,87 660
• 0,63 8892]

M a
Mi

: + 0,83185 mt ;
=+ 10,15379 mt .

8,16779 - 1,15512 ;

(Abb . 275 .)

gj pmmotfin

5̂ 2

31,687

(Symmefr. Teil)

H ^— H

Miftelkrafffinie und
Btegungsmomenfe

Abb . 274 . Abb . 275 .
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c ) Gleichförmige Belastung durch Wind am Pfosten : w = 0,75 t/m (Abb. 276a) .
0$ = _ IM 54,00 (3 - 0,87192 - 1,15512) = - 78,8746;X4,\)

78,8746

M ■.
d

1 37,6411

- [ ±1 + 1 -

= - 2,09544 t ;

(3 • 8,31154 - 4 ) 1 + 2,09544 • 0,16892;• 5,92016

H a = - 7,90548 t ;
M d = — 6,89935 mt ;

Abb . 276 .

H „ = 1,09452 t ;
M a = - 35,89108 mt ;

M e == 4,97468 mt ;
M b = 6,23489 mt . (Abb . 277 .)

Mittelkradflinie und
Biegungsmomente

Abb . 277 .

d ) Belastung bei ungünstiger Stellung der Katze des Laufkrans (Abb . 278a) .
Mi = 13,50 mt ; M , = 2,25 mt ; t) = 0,7500 ; ?/ = 0,2500;

6io — — 9-00 • y (13,50 + 2,25) (0,87192 - 0,64836) = — 15,84482 ;

15,84482
37,64106 = - 0,42095 t ;

H* =
ö

13,50 + 2,25 0,6461 • 0,83848
12,00

Afl3>= — xij [ ( Mi+ M r)

5,92016

0 (2 — ??)

0,75 [8,31154 (2 - 0,75) - 2] + 0,42095 • 0,16892
= 0,82679 t ;

2 . . 3 ■
+ (M, - Mr) y ] ;

z) Cj

Mitfelkrafflinie und
8iegungsmomenfe

* 5,63

Abb . 278 .
Abb . 279 .
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Mc = — 0,64610 - 0,75
d [ ( 13 ,50 + 2,25) 0,83848 (2 — 0,75) -

5,92016
=F (13,50 - 2,25 ) 5;87

3
660

1
J

^ ° '42095 ' L15512 ;

M c = + 3,52393 mt ;
M u = - 0,05459 mt ;

M d = — 2,04209 mt ;
M„ = + 5,62939 mt . (Abb . 279 .)

5 . Nachprüfung der Ergebnisse . Die gegenseitige Verschiebung oder Verdrehung
eines Querschnitts k mit N t , M k oder Q k als äußere Kraft ist für den berechneten Spannungs¬
zustand gleich Null :

Beispiel: Belastung (4b ) (Abb . 274a ) .
a ) Gegenseitige Verdrehung des Querschnitts e (Abb. 280 a) :

r = f M Mm 4 ds = 12,0 ( - 13,2716 + 0,8319)

+ 13,414 [~ ( - 13,2716 + 10,1538 ) + 15,8438J

+ 4 5,159 ( 10,1538 - 5,2117) + -i - 18,573 ( - 5,2117 - 4,4677)
Ai Ai

+ y 12,0 ( - 4,4677 + 9,6358) = 133,522 - 133,517 « 0,0.

ß) Gegenseitigevertikale Verschiebung des Querschnitts « (Abb. 280 b ) :

r = j MM v ^ - ds = 12,0 • 9,0 . 4 ( - 13,2716 + 0,8319)

+ 13,414 [-i - [ 9,0 ( - 2 • 13,2716 + 10,1538 )
Abb. 280.

+ 2,5 ( — 13,2716 • 2 - 10,1538)j + y 15,8438 (9,0 + 2,5)

5,159 • y • 2,5 (2 • 10,1538 - 5,2117) 18,573 • 4 - • 9,0 (2 • 4,4677 + 5,2117 )

12,0 • -i - 9,0 (9,6358 - 4,4677) = 1241,274 - 1241,267 « 0,0.

Ansätze mit statisch unbestimmten Schnittkräften und unbekannten
Verschiebungen . Die Auflösung der n linearen Gleichungen in Stufen liegt ins¬
besondere bei Stabwerken nahe , deren Schnittkräfte abgesehen von der Belastung iß
als Funktion von r = (n — / ) statisch unbestimmten Schnittkräften und den
EJ Cfachen Beträgen / ausgezeichneter Komponenten y c (c = 1 . . . / ) des Ver¬
schiebungszustandes berechnet werden . Dies sind nach Äbschn .

' 38 Knotenpunkt¬
verschiebungen oder St abdreh winkel . Nach dem Superpositionsgesetz ist dann

M = M<° > - % M<°> (Mg > - 2X m Mh) = M{T fl + • (494)
A= 1 H= 1 A= 1

Mj,0) sind die Schnittkräfte eines statisch und durch y>E = 0 auch geometrisch
bestimmten Hauptsystems für die vorgeschriebene Belastung iß und — X h = 1 .
Die Schnittkraft ME‘ infolge xpE 1 ist Null und daher die Schnittkraft M <g ~l)
infolge von ipB = 1 durch die statisch unbestimmten Schnittkräfte XhB (h ~ l . . . r )
eines »dach statisch unbestimmten Hauptsystems bestimmt . Zur Berechnung der
n Unbekannten stehen die (» — /) = r geometrischen Bedingungen über den Verschie¬
bungszustand des Hauptsystems ( <5* = 0 ) und die / statischen Bedingungen über
das Gleichgewicht der Schnittkräfte (öAH = 0 ) nach Abschn . 38 zur Verfügung .
Nach der Zerlegung des Ansatzes werden die statisch unbestimmten Schnittkräfte X h
in der Regel in der ersten , die ausgezeichneten Komponenten ipc in der zweiten
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Stufe berechnet . Darnach ist

X h — -̂ äo + J£ XhB y>H . (495)H= 1
Zur statischen Untersuchung des durchgehenden Brückenträgers Abb . 281 a wird

neben den statisch unbestimmten Schnittkräften der EJ Cfache Betrag des Drehwinkels y/Ader linken Endstütze als Unbekannte verwendet und in einer zweiten Stufe der Lösung bestimmt.Die Schnittkräfte der ersten Stufe beziehen sich dann mit ip A = 0 auf ein neunfach statisch
unbestimmtes System (Abb . 281 b) . In diesem werden die Stützenkopfmomente X k0 (A = 1 . . . 6)

Abb . 281 .
/ = »' = 24,0 ,
<
2 = 8,0 , 1̂ = 12 ,

*
3
= i3 = 18>n ’ 46 “ 5-0 '

18,0 , *8 “ IO’0 '
Längen in m .

/>7 = 10,0 , ÄJ = 30 ,
£ / c

= 1050000tmS

als überzählig angesehen und aus der Formänderung eines dreifach statisch unbestimmten
Hauptsystems (Abb. 282 ) berechnet , dessen Schnittkräfte für *|3 , — X 3 = 1 , — X3 = 1 nachAbschn . 61 angegeben werden . Die geometrischen Bedingungen ergeben dann folgende Matrix:

* 1 . * 2 * 3 * 4 * 5 * 6

+ 13 .000 4- 4,000

4- 4,000 + 22,114 - I 4 . II 4 + 5,519 ~ 5,519

- 14 . 114 + l8,II4 - 3,519 + 5,519

+ 5 .519 - 3 .519 + 18,114 - I 4 , H 4

- 5 .519 + 5,519 - 14 . 114 4r 20,114 + 3,ooo

+ 3,ooo 4 - 12,000

Die konjugierte Matrix der Vorzahlen ßik wird nach Abschn . 29 berechnet . Das Ergebnislautet folgendermaßen :
^10 ^20 ^30 i*40 ^50 ^60

* 10 4- 0,087048 0,032907 — 0,025190 + 0,007913 + 0,003568 - 0,000892
* 20 — 0,032907 + 0,106948 4- 0,081868 — 0,025715 — 0,011595 + 0,002899
* 30 — 0,025190 4- 0,081868 + 0,123245 — 0,023583 — 0,028982 -f 0,007246
* 40 + 0,007913 — 0,025715 - 0,023583 + 0,134203 4- 0,097210 — 0,024303
* 50 + 0,003586 - 0,011595 — 0,028982 4- »,097210 + 0,127452 — 0,031863
* 60 — 0,000892 4- 0,002899 4- 0,007246 — 0,024303 — 0,031863 + 0,091299

Im übrigen soll die Untersuchung auf die Entwicklung der Einflußlinie X „ und auf den Nach¬weis der Temperaturwirkung beschränkt bleiben . Nach (495) und (328 ) ist

x 2 — * 20 + * 22 y>A , X2a ~ E ßih ^hm
A= 1
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Der Laststabzug besteht aus einer Reihe einfacher Träger , deren Biegelinien <5mft für — X h = 1 .
nach S . 112 durch

IV n , u , 0,09267t +1.000 j >0,03533t

<5m » = oder " i> = -
g

- (3coji — <üd)

beschrieben werden . Die Gleichung der Einflußlinie X 20 ist daher
mit den Vorzahlen ß 2k in jedem Felde durch 2 Beiträge bestimmt .

Feld 1 X 20 = 0,106948 ^ [ 3 » , - ( l + - 3
|

®
^ ) » i ] .

- 2 * " = 0,086868 ^ [ 3m * - ( l + -gg - ) cofl ] ,

„ 3 * M - - 0 .011595 ^ [ 3 « ,, - ( l + ^ ) o,, ] .

„ 4 A 20 = 0,002 899

Diese Funktionen werden mit Tabelle 22 berechnet und in
Abb. 283 b aufgetragen .

Die statisch unbestimmten Schnittkräfte X hA aus y>A = 1
sind den Belastungsgliedern 6 h , — — £ Ceh ■ (EJ C A e) mit
E J c A e = yiA - 5,0 = 5,0 m zugeordnet . Diese sind

öi . = - ~ 5,0 = - 1,00 ;

Ö2, = ( + 0,0927 - 0,0353 ) 5,0 = + 0,287 ,
'

<53 , = - 0,287 , ö it = + 0,287 ,
<56, = — 0,287 , <56 , = 0

und daher X hA = £ ß hk ö k , ;

All 2 3 4
XhA \ - 0,088016 + 0,036052 + 0,014864 + 0,002091 - 0,007256 + 0,001814 mt '

Das Ergebnis ist in Abb . 283 a eingetragen und durch die Biegungsmomente der Stäbe des
Zwischenpfeilers ergänzt worden . Sie ergeben sich durch Superposition nach Abb . 282 .

Wird die Summe der Endmomente eines Stabes r , deren Drehsinn hier in Übereinstimmung
mit S . 307 im Uhrzeigersinn als positiv gilt , -mit K r bezeichnet , so ist nach S . 317 die Bedingung
für das Gleichgewicht der äußeren Kräfte an einer aus dem Stabwerk abgeleiteten zwangläufigen
Kette mit den virtuellen Geschwindigkeiten y>A = 1 , vrA = xpA &rA

dA = 0 = 2K ' i r A = Z (A’
r0 + VA K tA ) ,% a ; Va = - ‘ (496 )

Die Pfosten der Kette sind von links nach rechts h 5 , he , A, , h s , ihre Drehwinkel für y>A = = 1
daher d iA = 1 , A = A6/A6 = 0,5 , &i A = hjh 7 = 0,5 . Nach dem Prinzip der virtuellen Ver¬
rückungen ist für die wandernde Einzellast P m = l m

Z -l+ Q &rA — 1 m •

Dabei ist K r0 die Summe der Endmomente des Stabes r infolge der Einzellast P m = 1 in m
und 0mA die Verschiebung des Punktes m des Laststabzuges infolge von y>A — 1 . Sie wird aus den
statisch unbestimmten Schnittkräften X hA entwickelt . Damit ist die Einflußlinie y>Am gefunden .

lmVmA
WAm ~

£ K rÄ &rA
’

Z K rÄ &rA = - 0,088016 ■ 1 - (0,021188 - 0,004853 ) • 0,5

- (0,009 347 - 0,008165 ) • 0,5 = - 0,096 274 .

Die Biegelinie rjmA des Laststabzuges wird mit den Momenten Abb . 283 a nach Abschn . 19
berechnet . Sie ist, , mit — 1/0,096274 multipliziert , die Einflußlinie y>Am , die nach (495 ) mit

-0,3533
-0,3961

0,03961t001772t

b)

\aomt

5 6
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X 2A = + 0,036052 erweitert zur Bildung der Einflußlinie von X 2 verwendet wird . Die Gleichungfür den Anteil X2A -yiAm {X 21 y> in Abb . 283b ) lautet folgendermaßen :

Feld 1 : + 0,37447 ^ 0,088016 [3 o>a — 1,40 960 co D] ,o

„ 2 : - 0,37 447 0,014 864 [3 cu* - 0,85 840 cuk] .o

Abb . 283.

Die Schnittkräfte infolge einer Temperaturerhöhung des Riegels um t — 10 ° werden nachdem Ansatz X kt = -X * fi0 + y>At X kA berechnet . Der erste Anteil ist durch die Vorzahlen ßkhund die Verschiebungen öffl des Hauptsystems bestimmt . Nach (311 ) ist

Nfö ist die Längskraft im Stabe h infolge von — X k — 1 , y>A = 0 . = 0,5 m 4 , E J = 2520,EJ c a.tl 2 = 840 . Nach Abb . 282a wird

* | i 2 3 4 56
N il ° + ° .° 573 — 0 .0573 + 0,0573 — 0,0573 o tN sic 0 — ° .° 353 4 - 0 .0353 + 0,0927 — 0,0927 o t

so daß

<5<s > = - c5'3(
> = 114,820 , <5ft> = - <5« > = 222,340 , <5ft> = <5<* ' = 0 .

X kt>n = Zß kk ö$
k j 1 2 3 4 3 6

X Alt0 | + 0,0800 — 0,2597 — 3,5505 + 7,9802 — 4,7276 + 1,1818 mt
Die Temperaturänderung des Riegels erzeugt Schnittkräfte im statisch unbestimmten Haupt¬system Abb . 282a , die mit den Anteilen aus X kt 0 überlagert werden . Auf diese Weise werdendie in Abb . 284 eingetragenen Ergebnisse erhalten . Sie stellen die Momente aus Temperaturfür y>A — 0 dar.
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Der unbekannte Stabdrehwinkel yAt wird nach (496 )
2 Krt &rA _ ■ 0,0800 • 1 + 2,3630 • 0,5 - 10,0677 • 0 .5

Wa ‘ ZK rA . $ rA — 0,096274

- OMpOO

Abb . 284 .

X k i —. X k <i0 — 43,858 X kA ,
X lt = + 0,0800 - 43,858 • 0,088010 - 3,78 mt .

Kammer , Statisch unbestimmte Hauptsysteme . Arm . Bet . 1914 S . 161 . — Hertwig , A . :
Die Berechnung der Rahmengebilde . Eisenbau 1921 S . 122 . — Nakonz , W . : Die Berechnung
mehrstieliger Rahmen unter Anwendung statisch unbestimmter Hauptsysteme . Berlin 1924 . —
Spiegel , G . : Mehrteilige Rahmen . Berlin 1920 .

B . Die Berechnung durch Elimination der
Schnittkräfte .

38. Die statischen Bedingungsgleichungen .
Die Theorie des statisch unbestimmten Stabwerks ist in Abschn . 23 mit einer

Zerlegung in Teile (h) und (/ ) eingeleitet worden , um Gleichungen teils statischen ,
teils geometrischen Inhalts zur Beschreibung des Spannungs - und Verschiebungs¬
zustandes des Stabwerks zu bilden . Dieser allgemeine Ansatz ist bisher stets auf
die geometrischen Bedingungen zurückgeführt worden , um die statisch unbestimmten
Schnittkräfte anzugeben . Unter Umständen ist es aber zweckmäßig , diese zu eli¬
minieren und zuerst die Komponenten des Verschiebungszustandes aus den Gleich-
gewichtsbedingungen zu berechnen .

Die Knotenpunktfigur . Durch die Aufteilung eines Stabwerks allgemeiner
Form entstehen Knotenscheiben (/ ) , Gelenke (G) und Abschnitte (h ) des Stabwerks .
Diese sind gerade oder gekrümmt und können auch aus geschlossenen Gruppen von
einzelnen Stäben zusammengesetzt sein . Über die Zerlegung des Stauwerks bestehen
keine anderen Vorschriften, , als daß jeder Abschnitt (h ) nur zwei freie Querschnitte
erhält , in denen er vorher steif oder frei drehbar angeschlossen war .

Die Konfiguration der Knotenscheiben und Gelenke in der Bildebene heißt
Knotenpunktfigur (Abb . 289b ) . Sie ist durch die Gelenkpunkte G und durch die
Schnittpunkte / , K von geraden Linien bestimmt , welche die Abschnitte (h ) des
Stabwerks vertreten . Die Schnittpunkte J , K ersetzen nach der Theorie des Stab¬
werks , abgesehen von seltenen Ausnahmen , die Knotenscheiben und erhalten aus
diesem Grunde die Eigenschaft von materiellen Punkten , mit denen die Anschluß¬
querschnitte (h) des Stabwerks zusammenfallen .

Die Bewegung eines Gelenkes (G) ist durch zwei Komponenten uG , vG , die Be¬
wegung eines Stabknotens (/ ) durch drei Komponenten uJt Vj , (pj beschrieben .
<Pj wird als Knotendrehwinkel bezeichnet und im Uhrzeigersinn positiv gerechnet .
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