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154 Die geometrischen Bedingungsgleichungen.

Verschiebung oder einer relativen Verschiebung aus den Anteilen der Belastung
und der st: atisch unbestimmten Schnittkrifte gebildet werden.

e s e (281)

J.
Sind die geometrischen Komponenten des ‘ulwInvbnn,:a.'unun les tberzdhlige
Grilen eines Hauptsystems, so kann jede Schnittkraft nach dem Supe rprmhn]w-
gesetz aus den Anteilen der H: lastung und den Beitriigen dieser unbekannten Gréllen
angegeben werden.

Kp=Kno+ 3lps Kyt 1y KL+ v KLs) - (282)

Das raumliche Stabwerk mit & I\'Jlutvn[uln!-:h n. dessen s Stabelemente wieder-
um nur in zwei Querschnitten starr in Knoten miteinander verbunden sind, zihlt
12 5 AnschluBkrifte. Hierzu konnen noch { Zusatz-

krifte treten, welche einzelnen Zwischenstiitzen oder

Zuebindern zugeordnet sein sollen. Der Verschiebungs-

zustand wird an jedem Knoten durch sechs Kn:mpnm-:t-

b ten beschrieben. Dies sind drei Verschiebungen «, v, u
#—=6-5+3.14+1—6-2=22 und drei Drehwinkel g, ¢, @.. Zur Be 11‘1"!11.11[1L: der
unbekannten Gréfen (Anzahl 1.3. 4 6k -41) stehenb6s

Gleichgewichtsbedingungen der an jedem Stab an-
greifenden #dulleren Krifte, 6% Gleichgewichtsbe-
dingungen der an jedem Knotenpunkt angreifenden
duBeren Kriifte und 6s Vertriglichkeitsbedingungen
zwischen relativer Verschiebung der Endquerschnitte
und Verformung des Stabes zur Verfiigung. Durch ¢
Zusatzstibe sind ¢ Verschiebungen gegeben. Die Anzahl
der Bedingungsgleichungen stimmt also auch hier mit
derjenigen der Unbekannten iiberein. Das Ergebnis
ist demnach, abgesehen von dem AusnahmefallD =0
wiederum eindeutig.

Il-'r:rmzll{‘. Abziahlung der iiberzihligen Grilen des rdumlichen Stabwerks mit
steif oder gelenkig angeschlossenen Stiiben:

w=6.4+3.4—6.4=12
Abb, 151.

n==05.+35,F s, +t—6k — 3k (283)

B

(Abb.151). Daher kann das riumliche Stabwerk, dessen Elemente in allen Knoten steif
angeschlossen sind, statisch bestimmt berechnet werden, wenn 125 - £ =65+ 6 &
oder 6 s + t = 6 k. In diesem Falle ist das Stabwerk ohne Belastung spannungslos
und der Spannungszustand unabhingig von Temperaturinderung und Stiitzen-
bewegung. Die Berechnung eines beliebigen rdumlichen Stabwerks kann ebenfalls
1’.1[1;\\':‘:1{']' :111! einen Ansatz peometrischer Bedingungen mit den statisch unbestimmten
Stiitz- und Schnittkriiften als Unbekannten oder auf die Gleichgewichtsbedingungen
‘],"T Schnittkrifte am Knoten zuriickgefiihrt werden, in denen die sechs geometrischen
Komponenten der Knotenverschicbung als Unbekannte auftreten.

A. Die Berechnung durch Elimination der
Komponenten des Verschiebungszustandes.
24. Die geometrischen Bedingungsgleichungen.

. I)Ir‘r spannungszustand eines sfach statisch unbestimmten Stabwerkes kann
ir jede Belastung nach S, 153 ecindeutig beschrieben werden, wenn n von-
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cinander unabhiingige, statisch nicht bestimmbare Stitzenwiderstinde € oder
Schnittkriifte N, M, ¢ ausgezeichneter Querschnitte bekannt sind. Sie werden
in Zukunft unabhingig von ihrer Eigenschaft als Kraft oder Kriiftepaar mit
X,k 1...n) bezeichnet. Dic Ansitze (281) stiitzen sich allein auf das Gleich-
gewicht der inneren und duberen Krifte und werden daher durch jede Annahme
iiber die Grabe und den Richtungssinn der statisch unbestimmten Kriifte X, erfiillt.

Statisch iiberzidhlige Griéflen X, und Hauptsystem. \Wird eine Anzahl der
a statisch nicht bestimmbaren Stiitz- und Schnittkrifte X; Null gesetzt, so entsteht
ein Hauptsystem des vorgelegten Stabwerks. Es ist statisch bestimmt oder statisch
unbestimmt, je nachdem alle statisch nicht bestimmbaren Schnittkriifte oder nur
eine Anzahl /s von ihnen als | iiberzihlig'* ausgeschie-
den werden. Das Hauptsystem heilt in diesem Falle
(n — i) fach statisch unbestimmt. Als statisch iber-
zithlige GriBen lassen sich einzelne Komponenten
einer Stiitzkraft oder einzelne Komponenten der
cinem ausgezeichneten Querschnitt & zugeordneten
inneren Kraft f['q I 1)dF verwenden. Selbstver-

3
stindlich kénnen auch zwei oder alle drei Kompo-
nenten (N, M, Q) eines Querschnitts gleichzeitig
Null gesetzt werden.

Dieser Eingriff in den Spannungszustand des
vorgelegten Tragwerks kann durch reibungslose Ge-
lenke, Fiithrungen oder durch die vollkommene Tren-
nung des Stabes verwirklicht werden, ohne damit
das Kriftebild des Hauptsystems zu indern.

a) Xy= M, —-E'-rTr:{.E,"_

Mit X, = 0 bestehen die inneren Krifte im Quer-
schnitt £ nur aus einer Lings- nnd Querkraft, die
von einem Gelenk Abb. 152a iibertragen werden
kinnen,

b) X,=N.= [odf.
%

Mit X, = 0 bestehen die inneren Krifte im
Ouerschnitt 2 nur aus einem Biegungsmoment und
einer Querkraft, die von einer Fiihrung Abb. 152b
iibertragen werden kénnen.

Xo= Q) = J.th,.".
£

Mit X, = 0 bestehen die inneren Krifte im Querschnitt & nur aus einem Bie-
gungsmoment und einer Lingskraft, die von einer Fithrung Abb. 1520 iibertragen
werden kénnen.

d) X, =M, Xo=N,, X;=10,.

Mit X, =0, X, =0, X, = 0 sind alle inneren Kriifte im Querschnitt 2 Null,
so dal das Tragwerk hier unterbrochen werden kann. Das Hauptsystem Abb. 1 a_d
ist statisch bestimmt und besteht aus zwei Kragtrigern.

Gleichgewicht einer beliebigen Gruppe von fubBeren Kriften ist nur an einem
Hauptsystem mit kinematisch starrem Aufbau mdéglich. Der Ausnahmefall der un-
endlich kleinen Beweglichkeit des Hauptsystems ist ebenfalls ausgeschlossen. Im
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n X, nach Art, Lage und Richtungssinn

{ibricen kénnen die iiberziihligen Grdal _
erundsitzlich beliebig ausgewiihlt werden. Ist das Hauptsystem jedoch aus beson-
nL’T{']' Gr -'"lm!l-n beweelich, so sind zum Gleichgewicht ausgezeichnete Eigenschaften
der Belastung B und der statisch unbestimmten duberen Krifte X notwendig.

(JLUI‘I‘IEIFI‘:(hE‘ ‘ferutuﬂh{hken und “1-[]])LI‘]JDS!U!]-I‘IH;,L"-PI’! im kinematisch
starren Hauptsystem. Die Gleichgewichtsbedingungen werden bei jeder Annahme
iiber die Grisbe der statisch unbestimmten Krifte X, erfiillt. Dagegen 1st nach -:_:I?‘}}_-

nur eine durch Grofe und Richtungssinn ausgezeicl hnete Gruppe vorhanden, die i
Verbindung mit der Belastung B die mit dem vorgelegten Stabwe rk vertriglicl
Forméinderung des Hauptsystems erzeugt. Diese ist durch die Stiitzung und durch Ll]q,.
h die Schnittkriifte bestimmt. Spannung

Dehnung und Biegung der Stibe, also

sizen Tragvermdgens durch das

und Formiinderung sind im Bereiche des zuli
Hookesche Gesetz linear miteinander verknipft. Daher entstehen zwischen der
Belastung B (P, . . P,), den Schnittkriiften und der Verschiebung oder Verdrehung
ausgezeichneter |._‘_Jl_]c"|-ll|'.l:iT'.l k lineare algebraische Gleichungen oder lineare
Different:
_‘:\u}u-[lp- cition der dulleren Krifte '.B und der anderen fiuberen Ursachen ‘fL‘|-;~i.t
werden kinnen. Das Hookesche Gesetz ist also die Voraussetzung fiir die Giiltig-
keit nach dem irgend eine mechanische oder geometrische
Wirkung W, (Kraft oder Verschiebung) eines statisch unbestimmten Tragwerks als

lgleichungen, welche durch SL'.-|:E.-1|:-f.J-1'IinH der Absolutglieder, also durch

des Superpositionsgesetzes

k=n
W, = 3 W, P, (284)

h T o

angegeben werden kann,

Die statisch iiberzihligen Stiitz- und Schnittkriifte X, (& l1...n) des Stab
werks sind als innere Kriifte stets Doppelkriifte und neben dér Belastung 8 duBere
Kriifte des Hauptsystems. Ihr Richtungssinn und ihre Gréfe werden derart bestimmt,
dab cdie Form .m:]ulm_" des Hauptsystems aus seiner Belastung B, X, (k | SR

aus seiner Temperaturinderung {, A¢ und seinen Stiitzenversc hiebungen A, mit
der Formiinderung des vorgelegten Tragwerks iibereinstimmt. Dies gilt insbesondere
auch an denjenigen Querschnitten k£, an welchen Schnittkrifte zur Bildung des
Hauptsystems als statisch iberzdhlig angeschen und durch HuBere Krifte X, er-
setzt worden sind I}u- relativen elastischen Verschicbungen oder Vi whdnmg{{‘n
85" = i (g, xx) der Ufer dieser Querschnitte £ des Hauptsystems sind daher Null,
Damit treten zu den G !‘-‘LII_L{L“[" htsbedingungen fiir die #Auberen Kriifte
B, X.(k=1...5n) noch geometrische Vertriglichkeitsbedingungen fiir den Ver-
schiebungszustand des Hauptsystems. In diesem werden die [{H]Hi)'_l]'ll'l'll-.']i oy, die
stets als gerichtete Groben anzusehen sind, in der Regel nach Vereinbarung ent-
gegen dem Richtungssinn von X, positiv gerechnet. Die Vertriglichkeitsbedingungen
werden nach (281) in der fu'un-:t n Form angeschrieben:

10 dip,>x =108, =0, (=l ) )
oder b (285)
1= et gy = 1M 6, = 0 e e

|

=y

Die Anzahl der \'Lr'[[’iif_fli[']tki'i!:-&hu'ih‘.;,_[lnL;j_‘i_"n stimmt mit der Anzahl n oder k& der
tiberzihligen Groflen X, tberein, so dall die notwendige und hinreichende Grund-
lage zu ihrer Berechnung vorhanden ist.

Entwicklung der Elastizititsgleichung aus den geometrischen Vertrig-
lichkeitsbedingungen. Die relative Verschiebung 6, der Ufer & eines ebenen, statisch
bestimmten oder (# — h) fach statisch unbestimmten Hauptsystems durch duBere
Krifte B, X, durch Temperaturinderung und :‘;',I-';L]{t']]lj['\‘.'el-glllll:f: im Sinne von

- X, wird nach (35) aus dem Vergleich mit einem dem vorhandenen Kriftebild
benachbarten Spannungszustande abgeleitet. Hierbei entstehen die Ansiitze (285)

mit der Arbeit aus einer virtuellen Belastung X 19 oder X J{p=h
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und den Komponenten des vorgeschriebenen statisch unbestimmten Versc hiebungs-
zustandes (&,, £, o).

= Nds I I i Mds , : T {_-":"\‘
a) 19, = [ N EE L J M o J QP x G
J N© o, { ds _-j.-w;_m “‘:‘%f ds — Y COA, = 0. (286)

bl} IUB ki s ('\‘ {n=h) 'lﬂls | J“L’I”L —h) _‘fti“i J‘QHI .i'll-— (‘}“'"

j NNy, tds + jM;n wadl g ycamA, =0, (287)
Diese werden nach (281) durch Superposition in die Anteile aus den iiberzidhligen
GroBen X, und in die Anteile aus der Belastung B (Index 0), aus der Temperatur-
dnderung ¢, A¢ (Index ¢), aus den Stiitzenverschiebungen 4, (Index s) zerlegt. Die
Stiitz- und Schnittkriifte des Hauptsystems aus allen dufleren l rsachen (R, ¢, A¢, A,)
zusammen (k= 1...#) oder (¢ = 1...h) erhalten die Bezeichnung Cg, ?\ 2, Me,
()z. Die Definition der positiven Rlchtung des Vektors 8, des Hauptsystems nach
S. 156 bestimmt mit den Schnittkriiften C{®, N9, M, O oder Cit~M, NN,
Mir=%, Q=3 aye —Xj = 1 die Form der Superponitum
a) Sup( rposition im statisch bestimmten Hauptsystem:

C.G} f; {0} : '\'in-] N rm .wgl(l-l S ﬂﬂ]ﬂl : Q.'ﬁ} =3 Qli;,l;- :

C=CH — N X N =NP—- VX NO:
0 2 gLy 0 T ApiVy (288)
M=M®— X MDO. Q=0"M— 33X 00.
k=1,..., 10
b) Superposition im (» — k)fach statisch unbestimmten Hauptsystem:
(J.i?—}e] > (l.‘au—h:l _1_ C;‘"_M _l_ Cf”_mi (“ ZC.;:'_M _E-Y_L- (:‘IJ_N_’.)JI
ﬂ':i?hf‘l i i\,"{t‘lt-ﬁ? _i— ‘.‘\,"l[n—hr i_ ‘.\'-_?[u--.ﬁ.!; ‘.‘\‘_7 == :\,-';.él-ah.‘ 4 E‘\"k ‘.N\'L\.:.l.-hr;
MR = M=% 4 M8 MbH-N, M=ME"_— 3X M, (289)
Q:iru—.h] — Ql:ipn—f:] = Q[h;—h] - Q*!N—llﬂ; (_} st Q_;J—hl = L'\l :{k @kl_u-lr]:
=120 0

Die V ertriglichkeitsbedingungen (286) und (287) lassen sich darnach folgender-
malen entwickeln:
Elastizitatsgleichung (k) fiir das statisch bestimmte Hauptsystem:

Form a:

16, =0 = j - Lis *J"‘ﬂ W__rf*_+j Qag":'#f '='j*\x°‘:"“"+jﬂfs.&”“ o7
—23C,d,— X, U\',, 1;“ +J'3;rk_f”_‘_‘f_ J‘ %0, 91#51 =

JN Eds i M[(h +j‘ Q{j:,sj —

x|
X*[‘[NLP\ nds | j"*fk 'If_cxs + ""ng.-_’:;iﬂ

(290)
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Zlastizititsgleichung (k) fiir das (n — h)fach statisch unbestimmte Haupt-

system:
Form a:

108, =0= [Np =22 [ =l ,:”-a-J'zugl-’--‘g" i |
3 J.’\'J_f""“-x,!ds 4 J'.-u;”'f“ “"f“ ds — 3 CoMA,
— X, | j\i : J‘n"" Pliss j ()‘*"f”{ ‘rT == .[-:1391]
x[J +] j e R
— X[ [N 4 [peh = 7 ’—‘-FJ 2 Q- g*thf
Das erste Glied des Ansatzes (280)
j‘\,. 2= 0ds —}—.]1_11,_ 1:::'.::3‘ +4 IJ'/” _. J‘\; o, Eds -J-J M, Z p “ds
— 3 Cp 4, = 13040+ iy + 6)) = L i g
ist der Ausdruck fiir die Arbeit einer virtuellen Belastung — X; = 1 bei einer Form-

inderung des Hauptsystems durch eine Belastung ‘B, die Temperaturdnderung
(¢£,'41) und durch Stiitzenverschiebungen A .. Das positive Ergebnis bedeutet daher
die gegenseitige Verschiebung oder \e_n]n}mng des Punkte- oder Geradenpaares &

des Hauptsystems aus diesen fuleren Ursachen im Sinne von — X,. Der Ansatz
et e L P
[N Ny 25+ 1;, M, = =+ [204 ol = 1,8, (202)
wird als Arbeit der virtuellen 1"--,-];1.-'.L1I1L;; X, = 1 bei einer Forminderung des

Hauptsystems durch — X, = 1 erkannt. Das pos itive Ergebnis jal die gegenseitige
Verschiebung [.dg v Verdrehung des Punkte- oder Geradenpaares & des Hz mpihutc ms
infolge — X,; = 1. Die entsprechenden Teilwerte von (291) sind Arbeiten einer vir-
tuellen l,%:-!;lsil.mg — X, 1{"=# bei einer Forminderung des statisch unbestimmten
Hauptsystems. Das pupnn. Ergebnis bedeutet daher auch die gegenseitige Ver-
schiebung oder Verdrehung &% L1 o™ im Sinne von — X, . Die Ansitze (290
und (281) kénnen damit folgendermalien verwendet werden:
Elastizititsgleichung (&) fiir das statisch bestimmte Hauptsystem:

Form b:

O, =0=08pe — X6, — Xobpo—+- - — X0 — -+ - — X, 0p.. (293)
Elastizititsgleichung (k) fir das (n — h)fach statisch unbestimmte Haupt-
system:
Form b:
gy =10 — X, 0N — ... — X, ek . X DRy, (294)

Die Form b bestitigt das Superpositionsgesetz (284) fiir die Verschiebungen eines
statisch bestimmten oder statisch unbestimmten Systems und kann daher auch un-
mittelbar angeschrieben und nach (290) entwickelt werden. Sie bildet durch ihre
iibersichtliche geometrische Bedeutung die einfachste Grundlage fiir die unmittel-
bare Berechnung der statisch berzihligen Schnittkrifte (X, ... X,).

Die von der Belastung unabhingigen Verschiebungen §,;, 613" des Haupt-
systems werden im Rahmen der algebraischen Losung als Vorzahlen der iiberzihligen
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Grofen bezeichnet, Die Verschiebungen 8,5, 652" des Hauptsystems aus Belastung,
Temperaturdnderung und Stiitzensenkungen sind die Absolutglieder des Ansatzes
und heiben Belastungszahlen. Sie werden bei einer in dem beliebigen Punkte m des

Lastgurtes wirkenden Einzellast P,, = 1t mit §,,,, 6{%~* bezeichnet und bedeuten
dann die Uulm iten der E nnluLiimu n der gegenseitigen Verschiebung oder Ver-
drehung der Ufer des Querschnitts & im Sinne von — X,

In den f‘-'-."iw.t-n von Betti und Maxwell (38) wird die virtuelle Arbeit einer
Kriftegruppe P,, bei der Verschiebung &, eines mfach statisch unbestimmten
Stabwerks infolge der Belastung durch eine Kriiftegruppe P, mit derjenigen der
Kriftegruppe P, bei der Verschiebung 6{*) dnrch die Belastung P,, verglichen.

3P, 00 =3P, ow. (295)
Daher ist in einem statisch bestimmten Hauptsystem
Lz ) =2 Pulur— Xy 0o — -+ — X3 —+ + + — Xabpe=0, (296)

so daBl noch eine dritte Form ¢ der Elastizititsgleichung entsteht.
Elastizititsgleichung (k) fiir das statisch bestimmte Hauptsystem:

Form c:
X bt oo+ -+ X byt -+X,6,, =3P, 0 .+ Oy + 0z, (207)

Elastizitatsgleichung (k) fiir das (n — k)fach statisch unbestimmte Haupt-
system:
Form e:
\1 (SI_E:L—M S J\'_: ,53-1.'1.1 B J\’L{jlq_f:{_—.'.l 4 ‘YA ’55’L'J"h
= ZP, 85N+ 8N+ S5V, J

Die Vorzahlen §; ; jeder Clmc!mng (%) sind jetzt Verschiebungen oder Verdrehungen
ausgezeichneter Querschnitte 7 des Hauptsystems im Sinne von — X, durch die Be-
lastung — X, = 1. Die Belastungszahlen 4,,, und 62" sind \1r.a(]n:im11__=;e n der
Punkte s des Lastgurtes im Sinne der Last P,, infolge — X, = 1. Besteht die
Gruppe X' P,, aus gleichgerichteten Lasten, so sind d,,;, 6!";" Ordinaten der Biege-
linie des Lastgnrtes des Hauptsystems fiir — X, = 1. Sie werden bei einer gra-
phischen Untersuchung nach den Abschnitten 20, 21 zusammen mit den Vorzahlen
aus einem Verschiebungsplan des Hauptsystems fiir — X = 1 erhalten.

Berechnung der Yorzahlen und Belastungszahlen. Die Ansitze a bis c unter-
scheiden sich nur durch die Form der Rechenvorschrift. Die Vorzahlen und Be-
lastungszahlen des Ansatzes a werden als Ausdriicke fiir die Arbeit einer virtuellen
Belastung angeschrieben und durch Integration mathematisch gewonnen. Die Vor-
zahlen d,,;, 8., und die Belastungszahlen d;+ der Ansitze b und c sind relative
Verschiebungen oder Verdrehungen ausgezeichneter Querschnitte % des Haupt-
systems im Sinne von — X .. Sie werden nach den Tabellen des Abschn. 19 einge-
setzt, nach Abschn. 18 berechnet oder zeichnerisch gefunden.

Die vollstindigen Vorzahlen und Belastungszahlen bestehen im allgemeinen
aus drei Summanden, welche den Einflull der Lings- und Querkrifte und den-
jenigen der Biegungsmomente getrennt zum Ausdruck bringen. Der Anteil der
Querkrifte ist stets unbedeutend und kann gegeniiber dem Fehler aus anderen
ungenauven Annahmen der Rechnung vernachlissigt werden. Dasselbe gilt bei bie-
gungssteifen Stiben zumeist auch von dem Anteil der Lingskrifte, Daher werden
in der Regel die Vorzahlen und Belastungszahlen, abgesehen von Temperaturwirkung
und ‘;!utz.t_rmslu]-,ung_, auf den Anteil der Biegungsmomente beschrinkt. Dies gilt
besonders bei neu zu entwerfenden Bauwerken, deren Querschnitte zunichst aunf
Grund von Schitzungen oder iiberschligigen Berechnungen angenommen werden
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iissen. Da die Abschittzung von Verhiltniszahlen cinfacher ist, wird ein EJ facher
Betrag der Vorzahlen und Belastungszahlen berechnet. [, ist ein Vergleichswert,
durch welchen das Verhiltnis [ /] in méglichst einfachen Zahlen angegeben werden
kann. Dasselbe gilt von der Einfithrung eines Vergleichsquerschnitts F,, so dal
der EJ.fache, vollstindige Betrag einer Vorzahl folgendermaben lautet:

EJ.di= jj\JL N, ';_f ds Jj.w,f u’} ds i ;T— % Qn Qi ‘: ds z.fﬂk -”ﬁ}r ds.  (299)

Da der EJ fache Betrag der Forminderungen aus diesem Grunde bei der Be-
rechnung statisch unbestimmter Tragwerke die Regel ist, werden in Zukunft zur
Abkiirzung des Ansatzes die E]J -fachen Betrige der Verschiebungen oder Ver-
drehungen mit 8z, 0xx, Sk bezeichnet. Der absolute Betrag von [, ist nur zur
Berechnung von d;, und é;, notwendig.

Die analytische Berechnung der Vorzahlen und Belastungszahlen zwingt in der
Regel zur Aufteilung des Integrationsbereiches in einzelne Strecken I, deren ela-
stische Eigenschaften durch ein mittleres Trigheitsmoment [, und eine die Quer-
schnittsgestaltung bestimmende Funktion I»lJ = &, beschrieben werden.

Tl iz g Nl T T TR A fas
biv=_" -j.u; Fsi du= [.w,. MyFdss b= 25| My Mo _;'3“"\
; “ - (300)

AR
Skr }-_'j‘.‘.':f[‘,\f’,‘x,!sfs ,L-l.wt"’f ds);  Su=—EJ ZCud. J

he i '

h h

Die Integrale werden nur dann formal integriert, wenn Ju/J und F,/F konstant
sind oder durch eine leicht zu integrierende algebraische Funktion ersetzt werden
konnen.

In vielen Fillen ist & = J/J = 1 oder J,/J cos« = 1. Die Rechnung ist dann
besonders einfach. Sie wird mit Hilfe der Tabellen 12 und 16 ausgefiihrt. Andere An-
nahmen iiber die Funktionen J,/J und J,/J cose sind in Abschn. 18 und in den
Tabellen 13 bis 15 ausfiihrlich erértert worden. Dasselbe gilt von der numerischen
oder graphischen Lésung des Integrals.

Die EinfluBlinien der iiberzihligen GroBen setzen sich aus den erweiterten Biege-
linien §,,5(k = 1...n) zusammen, welche fiir den Lastgurt des Hauptsystems be-
rechnet werden. Dies geschieht nach den Angaben in den Abschnitten 20 und 21,
Sie werden je nach der Richtung der wandernden Last P, = 1¢ in senkrechter,
waagerechter oder beliebig schriger Richtung aufgetragen.

Berechnung der virtuellen Arbeit in statisch unbestimmten Systemen mit
einer Zerlegung der virtuellen Belastung. Die Vorzahlen of5", {5 ™ und die
Belastungszahlen 845" der Elastizititsgleichungen fiir das (» — ) = rfach statisch
unbestimmte Hauptsystem werden nach S. 158 als Ausdruck fiir die Arbeit einer Vvir-
tuellen Belastung 1, bestimmt. Sie bedeuten geometrisch den EJ,fachen Betrag
der gegenseitigen Verschiebung und Verdrehung der Ufer eines ausgezeichneten
Querschnitts & des Hauptsystems im Sinne von — X,. Der Einflub der Léngs-
und Querkrifte wird auch hier nach Abschn. 18 vernachlissigt, so daBl nach (289),
(291) und S.160 die Ansitze eines (n — h) =rfach statisch unbestimmten Haupt-
systems folgendermalen lauten:

e I

. e b dn v1J J
1 an = e | prdrge. g — Y ‘ Arie) a3 e
L a&.i. > hf Il-” J @53 lj( ki = ) J,A;i “Lf.li]“'ﬁ ! 7 ds;

(301a)

.
1§ 8f3 = _l j A J.Mif'l M J} tds,
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b ds
F < F, . J
ke k
a5 \.-T I ir) £ 1 ] gir) At
EJ, 2, _ N tds : Myt ——és |, (301b)
h A E .
] .Jrc \_“r AL AT L) JLRI \.1.Jrc AL AL .J'l.h 7 o o ot £ | |
gt = F. L F, N N§ o ds+ 2 7 M M 7 ds—EJ, 2Clid,. !
h h J

Die Rechenvorschrift (301) 4Bt sich wesentlich vereinfachen, wenn die virtuelle
Belastung 1§ des rfach statisch unbestimmten Hdl]["lq‘,‘-ta ms durch die ihr dqui-

valenten duleren Krifte 1{9, VI (H =1 ... r) eines darin enthaltenen, beliebigen,
statisch bestimmten I‘i:Llll?t}-VhTHﬂ:\ mit d( n Uberzihligen Yy ersetzt wird.

1P = (10, Yoy, (H=2L...%)s (302)

In derselben Weise kénnen auch die Komponenten &ff}, 6% ... des Verschie-

bungszustandes des statisch unbestimmten Hauptsystems als im. tion der wvor-
geschriebenen Belastung ‘B und aller {ibrigen duBeren Ursachen aus der Forminde-
rung eines statisch bestimmten Hauptsystems abgeleitet werden. Die Forminderung
wird, abgesehen von der Temperaturinderung und Stiitzenbewegung, von einer
Gruppe von dulleren Kriften hervorgerufen, die aus der Belastung 8 und den ihr
zugeordneten statisch unbestimmten Schnittkriiften Y} besteht. Diese enthalten
unter Umstdnden auch Anteile aus Temperatur- und bluizenﬁnch-rung.

F
O =8 — SO VR, 8= — Somvey: | o
H=1 Hu=1 (303)
o) — &0 j(0) 1 D). 7o) (o) 0) 710 [
éx 2 i + oY + o }}m Y Ho T + Y }Ha' J

In Verbindung mit (302) ist

1 8, = 10 8k, — STV, 85 = 10 8¢%, (H=1. ) ] 304)
1810 =108 — SYP. 8 =108)7, (H=1...r), ), | ;

da die relativen Verschiebungen o'y, 6§} der Quersvhnim- H des statisch un-
bestimmten Hauptsystems nach Vorschrift Null sind. Die Ansitze (301) zur Berech-
nung der Verschiebungen eines statisch unbestimmten Stabwerks werden daher nach
der folgenden Rechenvorschrift abgekiirzt:

1 &) = 19 §fn) = 2’; f‘”i'w M) ‘—5’9:!5; 19784 =10 8} = J{; j M .u;ﬂ{r L
A
h h

e . y ) [ {5 -Jr 1F =f i o 3
1 ofn) = 119 85 = Eij‘”?’ M;;l{r“! ds; dP SR =108l === Yce J-:\f“ Nir E;_’.' ds
A

F, o= Fy
h

" e
+ 2&}: j..U'utu- M -_?(js +E]J. Z[ INF' a;ids +j;wio: _'1%,55 |;
h h =

fi

F e 7 T
108 =10 s =Jde SEe | yowor Erge o Ve fuw' Minidds _EJ, ¥ C94,.
O =11 F, -—'-> 7y J TR e e Iny i fo &

Die virtuelle Belastung — X, = 1 wirkt hier an einem beliebigen, in dem rfach
statisch unbestimmten Hauptsystem enthaltenen statisch bestimmten Stabwerk
und erzeugt in diesem die Schnittkrifte Ni®, M{®. Sie treten in den Integralen
an die Stelle von N{, M{" des rfach statisch unb{‘wtlmmien Hauptsystems. Der

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neadruck. 11

' (305)
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uf diese Weise kleiner, daher sind auch die Ansitze fiir

Integ |1lun-1u-'lln.|l a
82, 8¢} einfacher und im Ergebnis genauer. e
""Der Ansatz (b) zur Berechnung von A iiberzihligen (}r{'ulf-.-;.'. Xp(h=1...h)
aus einem rfach statisch unbestimmten Hauptsystem kani hiernach folgender-

malen entwickelt werden:

X4 ; X, 801 Loe e X0l =8,
-\-l (1 10} ")_i,r[ ] (1] _! 0 i
7 y T
e gs 4 [y e-m e as
me o oo el O 7L as
- } { i 7 i
4 ‘\ l._. " -.\.;.._ \J 3 _-':-.l. ds i\ _lur:::n-. 'll,r SN .::-_ as [3:06]
Lo I ATL00 (A=) N (n=h) \":._—.';-} F. is - ”f L)) r \fis=h)_L Q _{_ '|l_|r'“"-f:' 'Ir‘
= F, j Lt S e m4AYy SO F Ho .J 0 I
T™ {1 )] b 1 '.'.'1 .'\ = L% LU |
E _Jlrc - N ;.I oL b S ‘J il\ i i P { ok ] . |

Werden die Verschiebungen dii, 6ff] des rfach statisch unbestimmten Stab-
werks aus (B, ¢, 4¢, A,) oder aus — X; = 1 nach (305) in einem statisch bestimmten
Hauptsystem abgeleitet, so ist

];-.ni (5: = l:;..'m '}";\.“:- I 1] (\}

e pres 1980 = 1080 + 10 8%y, . (307)

Der erste Anteil kann als die Arbeit einer virtuellen Belastung nach Abschnitt 18
berechnet werden. Der zweite Anteil ist, nach Maxwell umgeformt,

1080 rg0=— Y208k 10002y, = —IYH:0f, (H=1...r) (308)

ittkrifte des rfach statisch unbestimmten

1

die Arbeit der statisch unbestimmten Sch
Hauptsystems aus den vorgeschriebenen duBeren Ursachen mit den Komponenten
o des Verschiebungszustandes des statisch bestimmten Hauptsystems aus
Xype= L

Die Vorzahlen 13" - 0 und die Belastungszahlen 13"« 6% werden daher nach (306)
als Funktion von inneren, nach (308) als Funktion von dulleren Kriften berechnet,
so daB mit dem Vergleich eine Nachpriifung der Ergebnisse erreicht wird.

Berechnung der virtuellen Arbeit in statisch unbestimmten Systemen

mit einer Zerlegung der Verschiebungen. Die gegenseitige Verschiebung oder
Verdrehung d;¢s, di1 der Querschnitte (k) eines rfach statisch unbestimmten Stab-
werks kann ebenso wie die virtuelle Belastung 17 in (302) auf ein statisch be-
stimmtes Hauptsystem bezogen werden. Sie besteht dann aus einem Anteil dil),
welcher von der Belastung 5§, der Temperaturinderung und der Stiitzenverschiebung
herriihrt, und einem zweiten Anteil aus den diesen Ursachen zugeordneten 7 statisch
unbestimmten Schnittkriften Yi's des “;‘sul]rf&}'slu]i[ﬁ..

1;'5:{ — ]; fﬁ;\i“, — lr rjk:l"‘\_.'- ¥iis 2 ];‘l I'j’ P = I’f)_'lI i

(309)

Da nun auch die Belastung 17 auf ein statisch bestimmtes Hauptsystem bezogen
und durch eine dquivalente Bumtuug 1, Y% (H =1...r) ersetzt werden kann,
so 1st nach Maxwell

r '-""!. A £r) al 1= Lo} (i} iny i

k ék.,:_ — ]|l.' f ol i | bk _'}I! = S H-': rj‘ff \1"[{ —— OIL T \ } 2 dfja1

iy giry 120} b RiF
1" 0k = 1078 — 3TV 0% .
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Da ferner die Verschiebungen 4{). des statisch unbestimmten Hluptsystcms nach
Vorschrift Null sind, so ist auch (llL Arbeit der Kriifte Yg's, Y& Null und damit

4

li.” (5:"? llr‘ 6'01 . nr] hlr] 1[1-'5 61(” [:] IOJ

Die Verschiebungen eines statisch unbestimmten Stabwerks kénnen daher im Ver-
gleich zu (305) auch folgendermalen berechnet werden:

180 — 10 5(0) - z’l-j:f.wgu_rgl-*-f;,15; 107810 = 1080 =Ej:jﬂ:f,“”.1ﬁ“"‘;*dx;
h i

li_rl a1 = ].E-”‘jm - __}_.T j:J M MO J}h ds; W8N — — EJ. JCRnA,;
e =110 =EJ, \J Ve tds IU'” o (“d 1|
1 L d
Die vollstindige Elastizititsgleichung (%) eines in der Form b nach (294) ange-
schriebenen Ansatzes liBt sich ebenso umformen:
X, 60 +- - X, 600 + .. - X, 600 = 51--’*1 -
X, (1060 + - - - X, (10 08) + - - - X, (19 88) = 10 2
[ in.- }u,m]"e m-m g e 2 74
X L f\ NO e gs +Jlf M “rds| +
4+ X k| - J'\ {n—h! ‘h'm Sds —f—jU“‘ B Ao h {fs_| By
i ? _J{r T{n— AT lT_l: . =N jr .
+ '1Lh.'|.i.- ]M NN s -I-j-”i- MM ffs - (312)
et ’F‘ (1= k) r[mrr {n—h) HJ!'"II
..j“]x NP S ds 4 Ju M5
+EJ, 'L _[.\-'}:"*” oyt ds —:Pj‘_wg."—’"’ﬁ ds — YChMA4, |
Da die virtuelle Belastung 1{"’ nach (302) durch 1, Y0} (H = 1. . .7) iquivalent

ersetzt werden kann, ist
I;__ﬂ !s}jkn_;_: = 1:[,-”]53'-’;;- \T}’CLH ‘SH . ]-E-ﬂ a'i-ail = liﬂia:{m 2' y{m 51“] : {313)

Der erste Anteil der Ansitze besteht aus Verschiebungen eines statisch bestimmten
Hauptsystems durch (R, ¢, A¢, 4,) oder —X; = 1, die nach Abschnitt 18 berechnet
oder aus Tabellen 12ff. entnommen werden konnen. Der zweite Anteil ist die Arbeit

der statisch unbestimmten Schnittkrifte Y, (H = 1...7) aus der virtuellen Be-
lastung — X, =1 mit den Komponenten dg's, d5; des Verschiebungszustandes

des statisch bestimmten Hauptsystems. Die Vorzahlen werden auf diese Weise als
virtuelle Arbeit von duBeren Kriften angegeben. Der Vergleich mit (311) bildet
wiederum eine Priifung fiir die Richtigkeit der Rechnung.

Die Elastizititsgleichung als Minimalbedingung der Formanderungs-
energie. Die Forminderungsenergie 4;, die Ergiinzungsenergie . 4F eines Stabwerks
oder die erweiterte Funktion . A ¥ ist Imth (37) bei Gleic hgev.ldlt der inneren und
duBeren Krifte ein Minimum. Da nun die statischen Redm"ungm durch beliebige
Annahmen iiber die Selbstspannungszustinde X, (k = 1...#) erfiillt werden, er-
halten diese in den Funktionen A;, A%, AT* die ]{igmf-c]mh von unabhingigen
verinderlichen GréBen, nach denen die Funktionen partiell abgeleitet werden kon-
nen. Nach dem Minimalprinzip E. Castiglianos entstehen daher bei n statisch
iiberzithligen GroBen mit » partiellen Ableitungen nach X, die folgenden n Be-

11%*

(317)
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dingungsgleichungen:
ad, DA% d A¥X*
—=10; L =10; —_ =
dX, vs X, : X, !
Diese geniigen, abgesehen vom Ausnahmefall, zur eindeutigen leiu:lmu_[m :th-r
i iiberzihligen GroBen X, die hier nicht mehr auf den Begriff der einzelnen Schnitt-
krifte beschrinkt werden mussen, sondern beliebig aus ihnen zusammengesetzt sein
kénnen, wenn die Gruppen unabhéngig voneinander bleiben.
Die Ercinzungsenergie eines Stabwerks, dessen Symmetrieebene mit der Kraft-
ebene zusammenfillt und dessen Spannungen nach den Regeln der technischen Biege-
lehre berechnet werden, ist nach (158) und (163) mit den vorgeschriebenen Stiitzen-

(B=1...n). [314)

verschiebungen
e EpANE L My N VO a1E)
Al = 3 Jﬁ EE T I'Jf} T &F -;I ds g ﬂ‘. . {31!3.’

Soll auBerdem eine Temperaturinderung des Baustoffes beriicksichtigt werden,
so tritt hierfiir die Funktion
. I prN? M3 N P oty A 1Y : .
4% — S Hihenoct P0G ) Nat-+M2"\ds —3C, A, . (318
ar= [+ 57+ o)+ [(Nor+ M E)ds —3C.4,. (a16)

Die Stiitz- und Schnittkrifte sind nach dem Superpositionsgesetz Funktionen
der unbekannten X .. Als Ansatz wird (288) gewihlt.
B =) G X =X, — e — X Gy,

=0
NNy =R N RN, e Ny — X N
Ml — X My KMy v XMy — o= X M,
{n.] = — -Tl = "‘:2 g =—isits ‘Y.‘. l‘\.}n g = :“.n [;"]?I

Die partielle Ableitung der Funktion 4}* nach X, und damit die Minimalbedin-
gung k ist

rN oN M 8A r N
J Ly P M s + | x Q 99 4 J — o tds

gFax Bt Ejox CEIX, X,
P oM e, Al = N7 dC, et b
' J VX, ® GS— 0 X l, =0. (317)
Mit
dN ; aM aQ Jac 5, -
=N e M, =0, ox=-—C (I8

wird dieselbe Elastizititsbedingung erhalten wie unter (286), welche mit dem An-
satz (288) weiter entwickelt worden ist.

Die Ableitung der Elastizititsgleichungen mit dem Prinzip E. Castiglianos
nimmt im Gegensatz zu der anschaulichen geometrischen Methode nach (293) die
Zwangliufigkeit der mathematischen Behandlung als Vorteil fiir sich in Anspruch
und. bietet die Moglichkeit, aus statisch unbestimmten Schnittkriften Yx neue
iiberzihlige GréBen X, zu bilden, mit denen Ansatz und Losung vereinfacht werden
kénnen. Dies wirkt sich jedoch meist nur in einzelnen Ausnahmefillen aus, so dab
die Losung nach E. Castigliano in der Regel einen Umweg bedeutet, da der Ansatz
(293) und seine Ergiinzung durch den Abschnitt 19 die Elastizititsgleichungen be-
reits in integrierter Form bieten. -

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wird jede Elastizititsgleichung in Zu-
kunft nach dem Ansatz (293) oder (294) entwickelt.

Worch, G.; Beispicle zur Anwendung des Reduktionssatzes. Beton u. Eisen 1924 S. 39
— Pasternack: Berechnung wvielfach statisch unbestimmter biegefester Stab- und Flichen-
tragwerke. 1. Dreigliedrige Systeme. Ziirich 1927.
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