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156 Die geometrischen Bedingungsgleicht

n X, nach Art, Lage und Richtungssinn

{ibricen kénnen die iiberziihligen Grdal _
erundsitzlich beliebig ausgewiihlt werden. Ist das Hauptsystem jedoch aus beson-
nL’T{']' Gr -'"lm!l-n beweelich, so sind zum Gleichgewicht ausgezeichnete Eigenschaften
der Belastung B und der statisch unbestimmten duberen Krifte X notwendig.

(JLUI‘I‘IEIFI‘:(hE‘ ‘ferutuﬂh{hken und “1-[]])LI‘]JDS!U!]-I‘IH;,L"-PI’! im kinematisch
starren Hauptsystem. Die Gleichgewichtsbedingungen werden bei jeder Annahme
iiber die Grisbe der statisch unbestimmten Krifte X, erfiillt. Dagegen 1st nach -:_:I?‘}}_-

nur eine durch Grofe und Richtungssinn ausgezeicl hnete Gruppe vorhanden, die i
Verbindung mit der Belastung B die mit dem vorgelegten Stabwe rk vertriglicl
Forméinderung des Hauptsystems erzeugt. Diese ist durch die Stiitzung und durch Ll]q,.
h die Schnittkriifte bestimmt. Spannung

Dehnung und Biegung der Stibe, also

sizen Tragvermdgens durch das

und Formiinderung sind im Bereiche des zuli
Hookesche Gesetz linear miteinander verknipft. Daher entstehen zwischen der
Belastung B (P, . . P,), den Schnittkriiften und der Verschiebung oder Verdrehung
ausgezeichneter |._‘_Jl_]c"|-ll|'.l:iT'.l k lineare algebraische Gleichungen oder lineare
Different:
_‘:\u}u-[lp- cition der dulleren Krifte '.B und der anderen fiuberen Ursachen ‘fL‘|-;~i.t
werden kinnen. Das Hookesche Gesetz ist also die Voraussetzung fiir die Giiltig-
keit nach dem irgend eine mechanische oder geometrische
Wirkung W, (Kraft oder Verschiebung) eines statisch unbestimmten Tragwerks als

lgleichungen, welche durch SL'.-|:E.-1|:-f.J-1'IinH der Absolutglieder, also durch

des Superpositionsgesetzes

k=n
W, = 3 W, P, (284)

h T o

angegeben werden kann,

Die statisch iiberzihligen Stiitz- und Schnittkriifte X, (& l1...n) des Stab
werks sind als innere Kriifte stets Doppelkriifte und neben dér Belastung 8 duBere
Kriifte des Hauptsystems. Ihr Richtungssinn und ihre Gréfe werden derart bestimmt,
dab cdie Form .m:]ulm_" des Hauptsystems aus seiner Belastung B, X, (k | SR

aus seiner Temperaturinderung {, A¢ und seinen Stiitzenversc hiebungen A, mit
der Formiinderung des vorgelegten Tragwerks iibereinstimmt. Dies gilt insbesondere
auch an denjenigen Querschnitten k£, an welchen Schnittkrifte zur Bildung des
Hauptsystems als statisch iberzdhlig angeschen und durch HuBere Krifte X, er-
setzt worden sind I}u- relativen elastischen Verschicbungen oder Vi whdnmg{{‘n
85" = i (g, xx) der Ufer dieser Querschnitte £ des Hauptsystems sind daher Null,
Damit treten zu den G !‘-‘LII_L{L“[" htsbedingungen fiir die #Auberen Kriifte
B, X.(k=1...5n) noch geometrische Vertriglichkeitsbedingungen fiir den Ver-
schiebungszustand des Hauptsystems. In diesem werden die [{H]Hi)'_l]'ll'l'll-.']i oy, die
stets als gerichtete Groben anzusehen sind, in der Regel nach Vereinbarung ent-
gegen dem Richtungssinn von X, positiv gerechnet. Die Vertriglichkeitsbedingungen
werden nach (281) in der fu'un-:t n Form angeschrieben:

10 dip,>x =108, =0, (=l ) )
oder b (285)
1= et gy = 1M 6, = 0 e e

|

=y

Die Anzahl der \'Lr'[[’iif_fli[']tki'i!:-&hu'ih‘.;,_[lnL;j_‘i_"n stimmt mit der Anzahl n oder k& der
tiberzihligen Groflen X, tberein, so dall die notwendige und hinreichende Grund-
lage zu ihrer Berechnung vorhanden ist.

Entwicklung der Elastizititsgleichung aus den geometrischen Vertrig-
lichkeitsbedingungen. Die relative Verschiebung 6, der Ufer & eines ebenen, statisch
bestimmten oder (# — h) fach statisch unbestimmten Hauptsystems durch duBere
Krifte B, X, durch Temperaturinderung und :‘;',I-';L]{t']]lj['\‘.'el-glllll:f: im Sinne von

- X, wird nach (35) aus dem Vergleich mit einem dem vorhandenen Kriftebild
benachbarten Spannungszustande abgeleitet. Hierbei entstehen die Ansiitze (285)

mit der Arbeit aus einer virtuellen Belastung X 19 oder X J{p=h




LR

Entwicklung der Elastizitdtsgleichung aus den geometrischen Vertriglichkeitsbedingungen 157

und den Komponenten des vorgeschriebenen statisch unbestimmten Versc hiebungs-
zustandes (&,, £, o).

= Nds I I i Mds , : T {_-":"\‘
a) 19, = [ N EE L J M o J QP x G
J N© o, { ds _-j.-w;_m “‘:‘%f ds — Y COA, = 0. (286)

bl} IUB ki s ('\‘ {n=h) 'lﬂls | J“L’I”L —h) _‘fti“i J‘QHI .i'll-— (‘}“'"

j NNy, tds + jM;n wadl g ycamA, =0, (287)
Diese werden nach (281) durch Superposition in die Anteile aus den iiberzidhligen
GroBen X, und in die Anteile aus der Belastung B (Index 0), aus der Temperatur-
dnderung ¢, A¢ (Index ¢), aus den Stiitzenverschiebungen 4, (Index s) zerlegt. Die
Stiitz- und Schnittkriifte des Hauptsystems aus allen dufleren l rsachen (R, ¢, A¢, A,)
zusammen (k= 1...#) oder (¢ = 1...h) erhalten die Bezeichnung Cg, ?\ 2, Me,
()z. Die Definition der positiven Rlchtung des Vektors 8, des Hauptsystems nach
S. 156 bestimmt mit den Schnittkriiften C{®, N9, M, O oder Cit~M, NN,
Mir=%, Q=3 aye —Xj = 1 die Form der Superponitum
a) Sup( rposition im statisch bestimmten Hauptsystem:

C.G} f; {0} : '\'in-] N rm .wgl(l-l S ﬂﬂ]ﬂl : Q.'ﬁ} =3 Qli;,l;- :

C=CH — N X N =NP—- VX NO:
0 2 gLy 0 T ApiVy (288)
M=M®— X MDO. Q=0"M— 33X 00.
k=1,..., 10
b) Superposition im (» — k)fach statisch unbestimmten Hauptsystem:
(J.i?—}e] > (l.‘au—h:l _1_ C;‘"_M _l_ Cf”_mi (“ ZC.;:'_M _E-Y_L- (:‘IJ_N_’.)JI
ﬂ':i?hf‘l i i\,"{t‘lt-ﬁ? _i— ‘.‘\,"l[n—hr i_ ‘.\'-_?[u--.ﬁ.!; ‘.‘\‘_7 == :\,-';.él-ah.‘ 4 E‘\"k ‘.N\'L\.:.l.-hr;
MR = M=% 4 M8 MbH-N, M=ME"_— 3X M, (289)
Q:iru—.h] — Ql:ipn—f:] = Q[h;—h] - Q*!N—llﬂ; (_} st Q_;J—hl = L'\l :{k @kl_u-lr]:
=120 0

Die V ertriglichkeitsbedingungen (286) und (287) lassen sich darnach folgender-
malen entwickeln:
Elastizitatsgleichung (k) fiir das statisch bestimmte Hauptsystem:

Form a:

16, =0 = j - Lis *J"‘ﬂ W__rf*_+j Qag":'#f '='j*\x°‘:"“"+jﬂfs.&”“ o7
—23C,d,— X, U\',, 1;“ +J'3;rk_f”_‘_‘f_ J‘ %0, 91#51 =

JN Eds i M[(h +j‘ Q{j:,sj —

x|
X*[‘[NLP\ nds | j"*fk 'If_cxs + ""ng.-_’:;iﬂ

(290)
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Zlastizititsgleichung (k) fiir das (n — h)fach statisch unbestimmte Haupt-

system:
Form a:

108, =0= [Np =22 [ =l ,:”-a-J'zugl-’--‘g" i |
3 J.’\'J_f""“-x,!ds 4 J'.-u;”'f“ “"f“ ds — 3 CoMA,
— X, | j\i : J‘n"" Pliss j ()‘*"f”{ ‘rT == .[-:1391]
x[J +] j e R
— X[ [N 4 [peh = 7 ’—‘-FJ 2 Q- g*thf
Das erste Glied des Ansatzes (280)
j‘\,. 2= 0ds —}—.]1_11,_ 1:::'.::3‘ +4 IJ'/” _. J‘\; o, Eds -J-J M, Z p “ds
— 3 Cp 4, = 13040+ iy + 6)) = L i g
ist der Ausdruck fiir die Arbeit einer virtuellen Belastung — X; = 1 bei einer Form-

inderung des Hauptsystems durch eine Belastung ‘B, die Temperaturdnderung
(¢£,'41) und durch Stiitzenverschiebungen A .. Das positive Ergebnis bedeutet daher
die gegenseitige Verschiebung oder \e_n]n}mng des Punkte- oder Geradenpaares &

des Hauptsystems aus diesen fuleren Ursachen im Sinne von — X,. Der Ansatz
et e L P
[N Ny 25+ 1;, M, = =+ [204 ol = 1,8, (202)
wird als Arbeit der virtuellen 1"--,-];1.-'.L1I1L;; X, = 1 bei einer Forminderung des

Hauptsystems durch — X, = 1 erkannt. Das pos itive Ergebnis jal die gegenseitige
Verschiebung [.dg v Verdrehung des Punkte- oder Geradenpaares & des Hz mpihutc ms
infolge — X,; = 1. Die entsprechenden Teilwerte von (291) sind Arbeiten einer vir-
tuellen l,%:-!;lsil.mg — X, 1{"=# bei einer Forminderung des statisch unbestimmten
Hauptsystems. Das pupnn. Ergebnis bedeutet daher auch die gegenseitige Ver-
schiebung oder Verdrehung &% L1 o™ im Sinne von — X, . Die Ansitze (290
und (281) kénnen damit folgendermalien verwendet werden:
Elastizititsgleichung (&) fiir das statisch bestimmte Hauptsystem:

Form b:

O, =0=08pe — X6, — Xobpo—+- - — X0 — -+ - — X, 0p.. (293)
Elastizititsgleichung (k) fir das (n — h)fach statisch unbestimmte Haupt-
system:
Form b:
gy =10 — X, 0N — ... — X, ek . X DRy, (294)

Die Form b bestitigt das Superpositionsgesetz (284) fiir die Verschiebungen eines
statisch bestimmten oder statisch unbestimmten Systems und kann daher auch un-
mittelbar angeschrieben und nach (290) entwickelt werden. Sie bildet durch ihre
iibersichtliche geometrische Bedeutung die einfachste Grundlage fiir die unmittel-
bare Berechnung der statisch berzihligen Schnittkrifte (X, ... X,).

Die von der Belastung unabhingigen Verschiebungen §,;, 613" des Haupt-
systems werden im Rahmen der algebraischen Losung als Vorzahlen der iiberzihligen
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Grofen bezeichnet, Die Verschiebungen 8,5, 652" des Hauptsystems aus Belastung,
Temperaturdnderung und Stiitzensenkungen sind die Absolutglieder des Ansatzes
und heiben Belastungszahlen. Sie werden bei einer in dem beliebigen Punkte m des

Lastgurtes wirkenden Einzellast P,, = 1t mit §,,,, 6{%~* bezeichnet und bedeuten
dann die Uulm iten der E nnluLiimu n der gegenseitigen Verschiebung oder Ver-
drehung der Ufer des Querschnitts & im Sinne von — X,

In den f‘-'-."iw.t-n von Betti und Maxwell (38) wird die virtuelle Arbeit einer
Kriftegruppe P,, bei der Verschiebung &, eines mfach statisch unbestimmten
Stabwerks infolge der Belastung durch eine Kriiftegruppe P, mit derjenigen der
Kriftegruppe P, bei der Verschiebung 6{*) dnrch die Belastung P,, verglichen.

3P, 00 =3P, ow. (295)
Daher ist in einem statisch bestimmten Hauptsystem
Lz ) =2 Pulur— Xy 0o — -+ — X3 —+ + + — Xabpe=0, (296)

so daBl noch eine dritte Form ¢ der Elastizititsgleichung entsteht.
Elastizititsgleichung (k) fiir das statisch bestimmte Hauptsystem:

Form c:
X bt oo+ -+ X byt -+X,6,, =3P, 0 .+ Oy + 0z, (207)

Elastizitatsgleichung (k) fiir das (n — k)fach statisch unbestimmte Haupt-
system:
Form e:
\1 (SI_E:L—M S J\'_: ,53-1.'1.1 B J\’L{jlq_f:{_—.'.l 4 ‘YA ’55’L'J"h
= ZP, 85N+ 8N+ S5V, J

Die Vorzahlen §; ; jeder Clmc!mng (%) sind jetzt Verschiebungen oder Verdrehungen
ausgezeichneter Querschnitte 7 des Hauptsystems im Sinne von — X, durch die Be-
lastung — X, = 1. Die Belastungszahlen 4,,, und 62" sind \1r.a(]n:im11__=;e n der
Punkte s des Lastgurtes im Sinne der Last P,, infolge — X, = 1. Besteht die
Gruppe X' P,, aus gleichgerichteten Lasten, so sind d,,;, 6!";" Ordinaten der Biege-
linie des Lastgnrtes des Hauptsystems fiir — X, = 1. Sie werden bei einer gra-
phischen Untersuchung nach den Abschnitten 20, 21 zusammen mit den Vorzahlen
aus einem Verschiebungsplan des Hauptsystems fiir — X = 1 erhalten.

Berechnung der Yorzahlen und Belastungszahlen. Die Ansitze a bis c unter-
scheiden sich nur durch die Form der Rechenvorschrift. Die Vorzahlen und Be-
lastungszahlen des Ansatzes a werden als Ausdriicke fiir die Arbeit einer virtuellen
Belastung angeschrieben und durch Integration mathematisch gewonnen. Die Vor-
zahlen d,,;, 8., und die Belastungszahlen d;+ der Ansitze b und c sind relative
Verschiebungen oder Verdrehungen ausgezeichneter Querschnitte % des Haupt-
systems im Sinne von — X .. Sie werden nach den Tabellen des Abschn. 19 einge-
setzt, nach Abschn. 18 berechnet oder zeichnerisch gefunden.

Die vollstindigen Vorzahlen und Belastungszahlen bestehen im allgemeinen
aus drei Summanden, welche den Einflull der Lings- und Querkrifte und den-
jenigen der Biegungsmomente getrennt zum Ausdruck bringen. Der Anteil der
Querkrifte ist stets unbedeutend und kann gegeniiber dem Fehler aus anderen
ungenauven Annahmen der Rechnung vernachlissigt werden. Dasselbe gilt bei bie-
gungssteifen Stiben zumeist auch von dem Anteil der Lingskrifte, Daher werden
in der Regel die Vorzahlen und Belastungszahlen, abgesehen von Temperaturwirkung
und ‘;!utz.t_rmslu]-,ung_, auf den Anteil der Biegungsmomente beschrinkt. Dies gilt
besonders bei neu zu entwerfenden Bauwerken, deren Querschnitte zunichst aunf
Grund von Schitzungen oder iiberschligigen Berechnungen angenommen werden
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