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156 Die geometrischen Bedingungsgleichungen .

übrigen können die überzähligen Größen X k nach Art , Lage und Richtungssinn
grundsätzlich beliebig ausgewählt werden . Ist das Huuptsystcm jedoch aus beson¬
deren Gründen beweglich , so sind zum Gleichgewicht ausgezeichnete Eigenschaften
der Belastung $ und der statisch unbestimmten äußeren Kräfte X k notwendig .

Geometrische Verträglichkeit und Superpositionsgesetz im kinematisch
starren Hauptsystem . Die Gleichgewichtsbedingungen werden bei jeder Annahme
über die Größe der statisch unbestimmten Kräfte X k erfüllt . Dagegen ist nach (279 )
nur eine durch Größe und Richtungssinn ausgezeichnete Gruppe vorhanden , die in
Verbindung mit der Belastung % die mit dem vorgelegten Stabwerk verträgliche
Formänderung des Hauptsystems erzeugt . Diese ist durch die Stützung und durch die
Dehnung und Biegung der Stäbe , also durch die Schnittkräfte bestimmt . Spannung
und Formänderung sind im Bereiche des zulässigen Tragvermögens durch das
Hookesche Gesetz linear miteinander verknüpft . Daher entstehen zwischen der
Belastung iß {P 1 . . P n ) , den Schnittkräften und der Verschiebung oder Verdrehung
ausgezeichneter Querschnitte k lineare algebraische Gleichungen oder lineare
Differentialgleichungen , welche durch Superposition der Absolutglieder , also durch
Superposition der äußeren Kräfte iß und der anderen äußeren Ursachen gelöst
werden können . Das Hookesche Gesetz ist also die Voraussetzung für die Gültig¬
keit des Superpositionsgesetzes , nach dem irgend eine mechanische oder geometrische
Wirkung W h ( Kraft oder Verschiebung ) eines statisch unbestimmten Tragwerks als

k = n
Wh = 2W hk P k ( 284 )

k —1
angegeben werden kann .

Die statisch überzähligen Stütz - und Schnittkräfte X k (k = 1 . . . n ) des Stab¬
werks sind als innere Kräfte stets Doppelkräfte und neben der Belastung iß äußere
Kräfte des Hauptsystems . Ihr Richtungssinn und ihre Größe werden derart bestimmt ,
daß die Formänderung des Hauptsystems aus seiner Belastung iß , X k (k = 1 . . . » ) ,
aus seiner Temperaturänderung t,At und seinen Stützenverschiebungen A e mit
der Formänderung des vorgelegten Tragwerks übereinstimmt . Dies gilt insbesondere
auch an denjenigen Querschnitten k , an welchen Schnittkräfte zur Bildung des
Hauptsystems als statisch überzählig angesehen und durch äußere Kräfte X k er¬
setzt worden sind . Die relativen elastischen Verschiebungen oder Verdrehungen
ö '

k
‘ = ifi ’jvji der Ufer dieser Querschnitte k des Hauptsystems sind daher Null .

Damit treten zu den Gleichgewichtsbedingungen für die äußeren Kräfte
iß , X k (k = 1 . . . n ) noch geometrische Verträglichkeitsbedingungen für den Ver¬
schiebungszustand des Hauptsystems . In diesem werden die Komponenten d k , die
stets als gerichtete Größen anzusehen sind , in der Regel nach Vereinbarung ent¬
gegen dem Richtungssinn von X k positiv gerechnet . Die Verträglichkeitsbedingungen
werden nach (281 ) in der folgenden Form angeschrieben :

= = 0 , (* = i )
oder l (285)

l £- w = ljr W 0* = 0 , (k = 1 , . . . , h ) . |
Die Anzahl der Verträglichkeitsbedingungen stimmt mit der Anzahl n oder h der
überzähligen Größen X k überein , so daß die notwendige und hinreichende Grund¬
lage zu ihrer Berechnung vorhanden ist .

Entwicklung der Elastizitätsgleichung aus den geometrischen Verträg¬
lichkeitsbedingungen . Die relative Verschiebung ä k der Ufer k eines ebenen , statisch
bestimmten oder (n -- h ) fach statisch unbestimmten Hauptsystems durch äußere
Kräfte ?$ ,X k , durch Temperaturänderung und Stützenbewegung im Sinne von
— X k wird nach ( 35 ) aus dem Vergleich mit einem dem vorhandenen Kräftebild
benachbarten Spannungszustande abgeleitet . Hierbei entstehen die Ansätze (285)
mit der Arbeit aus einer virtuellen Belastung — X k = 1 [0) oder — X k = lf ~ h)
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und den Komponenten des vorgeschriebenen statisch unbestimmten Verschiebungs¬
zustandes (d k , e0 , dtp ) .

a ) l£» dk = J v<° > -JJ- + J M '°> + J * ££
+ J Vf oc, t <Zs + J M “» <fs - J£ CÄ>4 = 0 . ( 286)

bj ir w 4 = | + JMi- « ^ + J « r A) *

+ J N$ - v * t tds + J - 2JC '£ - U A . = 0 . (287)

Diese werden nach (281 ) durch Superposition in die Anteile aus den überzähligenGrößen X k und in die Anteile aus der Belastung iß (Index 0) , aus der Temperatur¬
änderung t , At (Index t) , aus den Stützenverschiebungen A e (Index s) zerlegt . Die
Stütz - und Schnittkräfte des Hauptsystems aus allen äußeren Ursachen ( iß , t , A t , A e)zusammen (k = 1 . . . n ) oder (k = 1 . . . h) erhalten die Bezeichnung Cg, , N ® , Afg ,
Q$ . Die Definition der positiven Richtung des Vektors ö k des Hauptsystems nach
S . 156 bestimmt mit den Schnittkräften Cjj.0)

, 2V)?\ Mj.
0 ’ , Qf 1 oder C '

k
~ h)

, N {^ ~h\
M [

k
~ h\ Q [

k
~ h) aus — X k = 1 die Form der Superposition ,

a ) Superposition im statisch bestimmten Hauptsystem :
C$ = Cg» ; * $ = * «»

; Q$ = Q™ :
C = er ~ 2 Xk er ; N = Nf - 2 x k xr ;

M = M (r — 2 Xk M{r ; Q = Qr - 2 Xk Qr -,
{k = 1 , . . . , n)

b ) Superposition im (n —

c$ ~ h ) == er ~ h ) + cr ~h)

= N <— » + N t
in~ h)

M$ ~h ) = Ml n~ h> + M}— h)

h ) fach statisch unbestimmten Hauptsystem :
+ CJ- “ ; C = C§

~ « - 2X k Ci- » ;
+ Nr ~h ) ; AT = IV(g

- A> - 2 1x k N £n~h) ;

+ Af,<» " * >; M = M'
(g

_w - 2 Xk Mi n ~ h ) ;
Q$ ~ h) = Qi>n ~ h ) + Qtin

- M + Qln - h) -,
(* = ! . .

Q = C<r w - 2X h Qi- »

, h ) .

(289)

Die Verträglichkeitsbedingungen (286 ) und (287 ) lassen sich darnach folgender¬maßen entwickeln :
Elastizitätsgleichung (k) für das statisch bestimmte Hauptsystem :

i? ’V N „ ds

■2

Form a :

•TT '+ J* «» «
1 + 4 «. ' ^ +

1 jxQ,ß ld ~

- Jm ^
-

XiU » * EF * EJ
Mfds

+ i M‘

+ J' EJ
- X’ Ux ^ + t ^ -TJ

GF

Q'i d s‘
EF

N . ds

+ F41 - (290 )
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Elastizitätsgleichung (k) für das (n - h ) fach statisch unbestimmte Haupt¬

system :
Form a :

! <«-* >^ = 0 = JiVr
»»n ;in - h) ds

+ Jm ? - . M '
,(
n - h) ds

rj « e :[n- h)
k

0<8
G FEF ‘ J "' * -E /

EF GF

- * . [J
N [n- h)2 ds Mi n- h'2 ds

‘ PEF ' J EJ
Nl^ dsMt

EF + Ja *1*
M (n-h) de

.-h ) t Vit>_ _ .
EJ

- J *.Qi“-*’* *
G i 7

[n- h)
k

Q {r h) ds
GF

( 291 )

Das erste Glied des Ansatzes (290)
N n ds . (* „ , M „ ds

f ApF + J
'
" > EJ

— 2 Cek ^ e
~

+ JxQ k ^ + fN lt oi t tds + $ Mt ±f - d s

Ifcl^ fco + &kt + dks) —

ist der Ausdruck für die Arbeit einer virtuellen Belastung — X k = 1 bei einer Form¬
änderung des Hauptsystems durch eine Belastung $ , die Temperaturänderung
(t ,

'& t ) und durch Stützenverschiebungen A e . Das positive Ergebnis bedeutet daher
die gegenseitige Verschiebung oder Verdrehung des Punkte - oder Geradenpaares k
des Hauptsystems aus diesen äußeren Ursachen im Sinne von — X lc . Der Ansatz

J N k N, ^ + JM * M, Ji + J * = 1 , d,i ( 292 )

wird als Arbeit der virtuellen Belastung — X k = 1 bei einer Formänderung des
Hauptsystems durch — X 1 = 1 erkannt . Das positive Ergebnis ist die gegenseitige
Verschiebung oder Verdrehung des Punkte - oder Geradenpaares k des Hauptsystems
infolge — Xx = 1 . Die entsprechenden Teilwerte von (291 ) sind Arbeiten einer vir¬
tuellen Belastung — X k = ljf ~ w bei einer Formänderung des statisch unbestimmten
Hauptsystems . Das positive Ergebnis bedeutet daher auch die gegenseitige Ver¬
schiebung oder Verdrehung dk ($

,>
, im Sinne von — X k . Die Ansätze (290)

und (291 ) können damit folgendermaßen verwendet werden :
Elastizitätsgleichung (k ) für das statisch bestimmte Hauptsystem :

Form b :
= 0 = ö. Aj ^ kl — -̂ 2 Ö k 2 — ' ' ‘ — X k $ kk — ' X „ 8 k ( 293 )

Elastizitätsgleichung (k ) für das [n — A) fach statisch unbestimmte Haupt¬
system :

Form b :
<5* = 0 = *<$ > • X ftn - h) . X A<n- h )i- Vie^ X h ö^ . (294)

Die Form b bestätigt das Superpositionsgesetz (284) für die Verschiebungen eines
statisch bestimmten oder statisch unbestimmten Systems und kann daher auch un¬
mittelbar Ungeschrieben und nach ( 290 ) entwickelt werden . Sie bildet durch ihre
übersichtliche geometrische Bedeutung die einfachste Grundlage für die unmittel¬
bare Berechnung der statisch überzähligen Schnittkräfte {X r . . . A n ) .

Die von der Belastung unabhängigen Verschiebungen ö ki , des Haupt -
Systems werden im Rahmen der algebraischen Lösung als Vorzahlen der überzähligen



Berechnung der Vorzahlen und Belastungszahlen . 159

Größen bezeichnet . Die Verschiebungen <5* 0 , <5* 0 des Hauptsystems aus Belastung ,
Temperaturänderung und Stützensenkungen sind die Absolutglieder des Ansatzes
und heißen Belastungszahlen . Sie werden bei einer in dem beliebigen Punkte m des
Lastgurtes wirkenden Einzellast P m = 1 t mit dkm , bezeichnet und bedeuten
dann die Ordinaten der Emflußlinien der gegenseitigen Verschiebung oder Ver¬
drehung der Ufer des Querschnitts k im Sinne von — X k .

In den Sätzen von Betti und Maxwell ( 38 ) wird die virtuelle Arbeit einer
Kräftegruppe P m bei der Verschiebung eines « fach statisch unbestimmten
Stabwerks infolge der Belastung durch eine Kräftegruppe P k mit derjenigen der
Kräftegruppe P k bei der Verschiebung <$ĵ durch die Belastung P m verglichen .

2P m ^ \ = i : P k W n . (295)
Daher ist in einem statisch bestimmten Hauptsystem

1 * &kZ (P,X ) = 2 Pm &mk — öllc — ■ • • — Xt dkk — ■ • ■ — X n dnk = 0 , (296)
so daß noch eine dritte Form c der Elastizitätsgleichung entsteht .

Elastizitätsgleichung (k ) für das statisch bestimmte Hauptsystem :
Form c :

^ l ^lfc + -^2 ^2 * + ■ • • + Xk <5* k + • • • + Xn 8nk = yP m Ömk -\- <5* t + Öks . (297)

Elastizitätsgleichung (k ) für das (n — A ) fach statisch unbestimmte Haupt¬
system :

Form c :
w + a§r w + • • • + * * 6&- K) + - - - + x h

= £ Pm ömk M + äjT" + «ft"" •
Die Vorzahlen ä ik jeder Gleichung (k ) sind jetzt Verschiebungen oder Verdrehungen
ausgezeichneter Querschnitte i des Hauptsystems im Sinne von — X t durch die Be¬
lastung — X k

— 1 . Die Belastungszahlen d mk und <5j£*
w sind Verschiebungen der

Punkte m des Lastgurtes im Sinne der Last P m infolge — X k = 1 . Besteht die
Gruppe EP m aus gleichgerichteten Lasten , so sind d mk , ö i

l
"

k
M Ordinaten der Biege¬

linie des Lastgnrtes des Hauptsystems für — X k = 1 . Sie werden bei einer gra¬
phischen Untersuchung nach den Abschnitten 20, 21 zusammen mit den Vorzahlen
aus einem Verschiebungsplan des Hauptsystems für — X k = 1 erhalten .

Berechnung der Vorzahlen und Belastungszahlen . Die Ansätze a bis c unter¬
scheiden sich nur durch die Form der Rechen Vorschrift . Die Vorzahlen und Be¬
lastungszahlen des Ansatzes a werden als Ausdrücke für die Arbeit einer virtuellen
Belastung angeschrieben und durch Integration mathematisch gewonnen . Die Vor¬
zahlen dki , ökk und die Belastungszahlen <5* 0 der Ansätze b und c sind relative
Verschiebungen oder Verdrehungen ausgezeichneter Querschnitte k des Haupt¬
systems im Sinne von — X k . Sie werden nach den Tabellen des Abschn . 19 einge¬
setzt , nach Abschn . 18 berechnet oder zeichnerisch gefunden .

Die vollständigen Vorzahlen und Belastungszahlen bestehen im allgemeinen
aus drei Summanden , welche den Einfluß der Längs - und Querkräfte und den¬
jenigen der Biegungsmomente getrennt zum Ausdruck bringen . Der Anteil der
Querkräfte ist stets unbedeutend und kann gegenüber dem Fehler aus anderen
ungenauen Annahmen der Rechnung vernachlässigt werden . Dasselbe gilt bei bie¬
gungssteifen Stäben zumeist auch von dem Anteil der Längskräfte . Daher werden
in der Regel die Vorzahlen und Belastungszahlen , abgesehen von Temperaturwirkung
und Stützensenkung , auf den Anteil der Biegungsmomente beschränkt . Dies gilt
besonders bei neu zu entwerfenden Bauwerken , deren Querschnitte zunächst auf
Grund von Schätzungen oder überschlägigen Berechnungen angenommen werden
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