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162 Die geometrischen Bedingungsgleichungen.

Integrationsbereich wird auf diese Weise kleiner , daher sind auch die Ansätze für

<5JT® , Wl einfacher und im Ergebnis genauer
Der Ansatz (b ) zur Berechnung von h überzähligen Großen X k (k — 1 . . . h)

aus einem rfach statisch unbestimmten Hauptsystem kann hiernach folgender¬
maßen entwickelt werden :
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Werden die Verschiebungen ö 'P® , Wl des rfach statisch unbestimmten Stab¬
werks aus {ty,t,At , A e) oder aus — X f = 1 nach (305 ) in einem statisch bestimmten

Hauptsystem abgeleitet , so ist
1 (01 AfL _ 1 (0 ) JSjOL J _ 1 (0 ) A<p > . -i (0 ) X(rj1 k ° A® — l k °A® m Lk -£ FS (g) ) 1 k uki i « 'i’c. ZYm (307 )

Der erste Anteil kann als die Arbeit einer virtuellen Belastung nach Abschnitt 18
berechnet werden . Der zweite Anteil ist , nach Maxwell umgeformt ,

Sk . s (0)
Vk,2Ya { - EY 'm &Rt , {H — 1 . . . r ) (308 )

die Arbeit der statisch unbestimmten Schnittkräfte des rfach statisch unbestimmten
Hauptsystems aus den vorgeschriebenen äußeren Ursachen mit den Komponenten
<5$ *. des Verschiebungszustandes des statisch bestimmten Hauptsystems aus

Die Vorzahlen l *
’ • dp und die Belastungszahlen l *

’ • öfib werden daher nach ( 306 )
als Funktion von inneren , nach ( 308 ) als Funktion von äußeren Kräften berechnet ,
so daß mit dem Vergleich eine Nachprüfung der Ergebnisse erreicht wird .

Berechnung der virtuellen Arbeit in statisch unbestimmten Systemen
mit einer Zerlegung der Verschiebungen . Die gegenseitige Verschiebung oder
Verdrehung dp der Querschnitte (k ) eines rfach statisch unbestimmten Stab¬
werks kann ebenso wie die virtuelle Belastung l [r) in ( 302 ) auf ein statisch be¬
stimmtes Hauptsystem bezogen werden . Sie besteht dann aus einem Anteil öß$ ,
welcher von der Belastung , der Temperaturänderung und der Stützenverschiebung
herrührt , und einem zweiten Anteil aus den diesen Ursachen zugeordneten r statisch
unbestimmten Schnittkräften Yj?® des Hauptsystems .

ip Wb = 1P Wb + 1 P 1p SP = 1r 6® + 1 p dj?ßr Bi . (309)
Da nun auch die Belastung l [r ) auf ein statisch bestimmtes Hauptsystem bezogen
und durch eine äquivalente Belastung 1 | .0 )

, Y {a \ (H = 1 . . . r ) ersetzt werden kann ,
so ist nach Maxwell
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- 2Y <i \ dgßyB (S)

= lf W*
Vki • - 2Y lSi SL(t')Oßk •



Die Elastizitätsgleichung als Minimalbedingung der Formänderungsenergie . 163

Da ferner die Verschiebungen <5£>
fc des statisch unbestimmten Hauptsystems nach

Vorschrift Null sind , so ist auch die Arbeit der Kräfte Yu ® , Yb\ Null und damit
u rt <% = ir <5% ; ir «5ß = ir c . 010 )

Die Verschiebungen eines statisch unbestimmten Stabwerks können daher im Ver¬
gleich zu (305) auch folgendermaßen berechnet werden :

h
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h

lWVt = W ^ = EJ c 2llNro .t tds + $ MV ^ ds \ .
h h

Die vollständige Elastizitätsgleichung (k ) eines in der Form b nach (294) ange¬schriebenen Ansatzes läßt sich ebenso umformen :
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Da die virtuelle Belastung 1 ? nach (302) durch ljj.0 )
, YE \ (H = 1 . . . r ) äquivalent

ersetzt werden kann , ist

W W® = ii 0) Wk - ag ’
® ; 1 ? ag? = 4 0) <J£V - 2 y <° > a»>

4 . (313)
Der erste Anteil der Ansätze besteht aus Verschiebungen eines statisch bestimmten
Hauptsystems durch ( iß , t , A t , A e) oder —X { = 1 , die nach Abschnitt 18 berechnet
oder aus Tabellen 12 ff . entnommen werden können . Der zweite Anteil ist die Arbeit
der statisch unbestimmten Schnittkräfte YEk (H = 1 . . . r ) aus der virtuellen Be¬
lastung — X k = 1 mit den Komponenten du ® , des Verschiebungszustandes
des statisch bestimmten Hauptsystems . Die Vorzahlen werden auf diese Weise als
virtuelle Arbeit von äußeren Kräften angegeben . Der Vergleich mit ( 311 ) bildet
wiederum eine Prüfung für die Richtigkeit der Rechnung .

Die Elastizitätsgleichung als Minimalbedingung der Formänderungs¬
energie . Die Formänderungsenergie die Ergänzungsenergie A * eines Stabwerks
oder die erweiterte Funktion A ** ist nach (37 ) bei Gleichgewicht der inneren und
äußeren Kräfte ein Minimum . Da nun die statischen Bedingungen durch beliebige
Annahmen über die Selbstspannungszustände X k ( k = 1 . . . n ) erfüllt werden , er¬
halten diese in den Funktionen A it A * ,A ** die Eigenschaft von unabhängigen
veränderlichen Größen , nach denen die Funktionen partiell abgeleitet werden kön¬
nen . Nach dem Minimalprinzip E . Castiglianos entstehen daher bei n statisch
überzähligen Größen mit n partiellen Ableitungen nach X k die folgenden n Be¬
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