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Ansatz. 165
25. Die Grundlagen fiir die Bildung der Matrix.

Ansatz. Die # Elastizititsgleichungen zur Berechnung von n iiberzihligen
GriBen X, aus einem statisch bestimmten Hauptsystem erhalten nach der Be-
griindung in Abschnitt 24 folgende Form:
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Bei einem (# — k) fach statisch unbestimmten Hauptsystem erscheinen nach (204)
die Verschiebungen &, é2~™, 6% ™. Die # Gleichungen werden zur besseren
Ubersicht in einer Zahlentafel (319) zusammengefaBt:
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Fiir den allgemeinen Belastungsfall tritt an die Stelle von 6,

O = Oro+ Ope + Op, -

Die gegenseitigen Verschiebungen oder Verdrehungen 8., .... 0., ... der Ufer
des Querschnitts (k) infolge von — X, =1 (h=1...#n) werden als virtuelle Ar-
beiten 1,8, ... 1.*8.p . . . der Kriiftegruppe — X, = 1 berechnet. Sie erhalten den

gleichen Richtungssinn wie die Krifte — X,.. Die Summe der Vorzahlen einer
Zeile (k)

Oyt 0ot e o Oppgt - dpp=20cx, (320)
kann als die wvirtuelle Arbeit der Kraft — X, = 1 bei einer Formiédnderung des
Hauptsystems aus dessen Belastung durch — X; =1.--— X, =1, also durch
die Nachrechnung von 1,:8;» gepriift werden. Hieraus entsteht mit k=1,..n
k=n

2oz =1583
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und damit eine allgemeine Rechenprobe fiir die Richtigkeit des Ansatzes.

Die Matrix der Elastizititsgleichungen ist mit é;, = d,; zur Hauptdiagonale
symmetrisch. Die Tafel (319) kann daher abgekiirzt angeschrieben werden. Im Grenz-
falle sind entweder die n iiberzahligen GriBen in allen # Gleichungen enthalten oder
sie sind unabhiingig voneinander. Die Matrix ist dabei voll besetzt oder auf die
Hauptdiagonale beschriinkt. Die Nebenglieder sind dann Null, Beide Grenzfille sind
Ausnahmen. Der Aufbau der zahlreichen, fiir das Bauwesen charakteristischen,
statisch unbestimmten Stabziige fithrt vielmehr zu ausgezeichneten Klassen von
mehrgliedrigen Bedingungsgleichungen. Sie unterscheiden sich nach der Anzahl der
Unhekanntr-.n, die in jeder von ihnen auftreten und den aufeinanderfolgenden Glei-
chyngen gemeinsam sind. Die Zuordnung der iiberzidhligen Gréfien begriindet in der
Regel die Zusammenfassung einer ungeraden Anzahl von ihnen, also drei-, fiinf-,
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sieben- und neungliedrige Gleichungen. Aus dem gleichen Grunde enthalten die
ersten und letzten Gleichungen des Ansatzes im Vergleich zu den mittleren eine ge-
ringere Anzahl von Unbekannten.

Auflésung und konjugierte Matrix. Die Auflosung einer Gruppe von # linearen
Gleichungen begegnet in formaler Bezichung keinen Schwierigkeiten. Jede Un-
bekannte kann mit den aus der Determinantentheorie bekannten Symbolen unmittel-
bar angegeben werden.
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Xy = D =D %t O30+ * * * =5~ Ono- (322)

In diesem Ausdruck ist D;, die Adjunkte zu der Vorzahl §,;. der Matrix. Sie entsteht
aus der Nennerdeterminante durch Streichung der t¢ten Zeile und der Aten Spalte.
Ihr Vorzeichen wird durch (— 1)#** bestimmt. Dem Bruch D, /D = fi;, liegt ein
ausgezeichnetes Hauptsystem zugrunde, Er ist von der Belastung unabhingig und
allein durch die ;,:rgo}n{-h‘isr]mn und elastischen Eigenschaften des Stabwerks be-
stimmt.

JL—;‘.- = .I!LJ:I & ESlfl L, ['-::e k fjau =i JII?-\ k ‘5.'.-9 P IHJ! k ﬁﬂ 0 {323)

Mit 6, — 9, wird nach einer Vertauschung der Zeilen und Spalten der Determinante
ebenfalls D, = Dy, damit auch f;; =f,; und

Xi= Bt Bribiot - - - Prrdpo+ =+ * PrnOno- (324)

Hiernach erhilt fi,.; die Bedeutung der iiberziihligen Grole X, wenn die Belastungs-
zahl d;4 allein gleich 1 und alle iibrigen é,, Null gesetzt werden. Der Index 4 durch-
liuft dabei die Zahlenreihe 1, 2 iiber £ bis n. Bei n iiberziihligen GréBen X, ent-
stechen auf diese Weise der Zahl nach n® Vorzahlen fi;;, von denen jedoch nur
1/2:n(n 4+ 1) untereinander verschieden sind. Sie werden auch hier unabhiingig von
der Belastung allein aus den elastischen Eigenschaften des Hauptsystems Lestimmt
und bilden, als Spalten einer Tabelle angeschrieben, die konjugierte, zur Haupt-
diagonale symmetrische Matrix zu {319)
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Die Auflésung der geometrischen Bedingungsgleichungen mit Determinanten ist
nur bei einer Verkniipfung von wenigen Unbekannten méglich. Bei groferen An-
sitzen wird stets nach den Vorschriften des Abschnitts 29 gerechnet. Dies geschieht
bei vorgeschriebener Belastung unter Einbeziehung der Belastungszahlen. Bei

mehreren Belastungsfillen wird in der Regel die konjugierte Matrix der Vorzahlen B
(325) verwendet

Xe=2 Bridio (k=1...n). (326)




Fehlerempfindlichkeit der Losung. 167

Werden an Stelle der Vorzahlen §,; der geometrischen Bedingungsgleichungen (319)
gur Vereinfachung der Zahlenrechnung Vielfache dieser Werte, also ¢d;, verwendet,
so ist :

i=n
Xy=2 Biilcdio) (f=1...n), (327)
t=1
Die Glieder der konjugierten Matrix fi; = fixsfc (k=1...n) werden dann fir

{¢d;0) = 1 berechnet.

Steht eine wandernde Last P,, = 1 in einem beliebigen Punkte m des Lastgurtes,
s0 ist 849 = Oxm die Ordinate der EinfluBlinie der gegenseitigen Verschiebung (k)
des Hauptsystems. Sie wird nach Maxwell als Biegelinie des Lastgurtes fiir — X, =1
berechnet. Demnach entsteht die Einflublinie

i=fn
X}.‘ =._'11 ﬁkiﬁmi {k:] ...”) (3:8:’
=]
durch Uberlagerung der mit den Vorzahlen f§; erweiterten Ordinaten der Biege-
linien 8,,; (i=1...n) oder als einzelne Biegelinie des Lastgurtes unter der gemein-
samen Wirkung der iiberzidhligen Grofen
_Xlz.&lkl "'_}L'fz}enks '-\'n=ﬂleﬁ'

am Hauptsystem.

Die Aufldsung der Matrix wird durch Einsetzen der einer vorgeschriebenen
Belastung zugeordneten Wurzeln X, in die geometrischen Bedingungen (319) nach-
gepriift. Dasselbe gilt von den Vorzahlen ;. Sie miissen den Ansatz (319) mit
dem Leitwert 4, also mit den Belastungsgliedern d, =0,...8;=1,...0,=0
identisch erfiillen.

Fehlerempfindlichkeit der Losung. Die Fehlerempfindlichkeit der Lisung
kann entweder nach dem EinfluB von Fehlern in den Vorzahlen d;, aus ungenauen
Annahmen oder nach dem EinfluB von Abrundungsfehlern in der Zwischenrechnung
beurteilt werden. Sie unterliegen gleichen mathematischen Kennzeichen, da die Ab-
rundungsfehler als ungenaue Vorzahlen des Ansatzes gelten kinnen.

Die Wurzeln der Lésung werden nach S. 166 mit X, — D,/D angegeben, so dal
mit der Nennerdeterminante D auch deren Fehler allen tiberzdhligen Groben X,
gemeinsam sind. Daher untersucht A. Hertwig den EinfluB der um -+ Pixdip VoD
dem wahren Betrag 8,, abweichenden Vorzahlen (d;) - p¢0y;) auf die Nenner-
determinante D. Wird #;, = p konstant angenommen und darunter ein griBter oder
mittlerer Fehler verstanden, um den sich alle Vorzahlen von den wirklichen Werten
unterscheiden, so ist mit D' = D + AD fiir (8;z + p ;) an Stelle von 9,

ADy

: i D, - D, AD
D, Dy _ D: = (1 -5 =X:(1—9g). (329
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Der Fehler p der Vorzahlen ist eine kleine Zahl, so daB die Entwicklung der Nenner-
determinante D' als Reihe von Potenzen in p mit dem linearen Gliede abgebrochen
werden kann. In diesem Falle ist

AD _ FpbénD - .
G = PG =Zpdubu. (330)

Der Unterschied pX; wird im Vergleich zum wahren Wert der Wurzeln X am
groBten, wenn die Summe nur aus positiven Gliedern besteht. Die Fehlerempfind-
lichkeit der Losung wird daher unter der Annahme eines Betrages -4 p, also eines
Fehlers

'-uixrl i 1 e
p=p 2100 =2+ 3 5] furdue| (331)
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Die statisch bestimmten Schnittkrifte M, J
der Gruppenbildung im Sinne von (284) im 1igewicht.

Die Einflulllinien der Schnittkrifte wn-rc]vn muh denselben Regeln aufgezeichnet.
Sie entstehen entweder durch die nnmittelbare {berl erung der Anteile M, mit
M, X, nach (288) oder durch die Verwendung der Ans: X . In diesem
Falle ist
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Untersuchung des zugeordneten Verschiebungszustandes als richtig festgestellt wer-
den. Dies geschieht durch Nachpriifung der Randbedingungen des freien Stabwerks,
welche durch die Abs tiitzung vorgeschrieben sind und durch Nachrechnung der
relativen Be Wegung o ™ der Ufer von # Querschnitten, Das Ergebnis r):'” = 1)
(q. —1...n) bestitigt die Ri chtigkeit der Rechnung. In der Regel begniigt man
sich mit einzelnen fiir die Nachpriifung geeigneten Ansitzen. Dabei sollen die Bie-
g11t]z:f-l‘[‘1c1tm‘ht{~ M, (171) in einem moglichst groflen Bereich des Stabwerks vorhanden
sein und sich von den Biegungsmomenten M, wesentlich unterscheiden.

Ergeben sich die 8™ == 0, so muB diec Rechnung wiederholt werden. Eine
Abschatzung des Fehlers df" = A in seiner Bedeutung fiir den Spannungszustand
geniigt nur bei kleinen Unterschieden. Sind die Vorzahlen 0;; der Elastizititsglei-
chungen richtig, so konnen die 8" = A zugeordneten U nterschiede A X, der iiber-
zahligen GroBen mit den Vorz: hlen der konjugierten Matrix ausgerechnet werden.
Um sich jedoch von allen Voraussetzungen der vorhandenen Lésung frei zu machen,
wird die dem Fehler 6/ = A zugeordnete Anderung der Stiitz- r:{ln Schnittkraft Z,
in einem (7 — 1)fach statisch unbestimmten Hauptsystem festgestellt. Bezeichnet Z,
die genaue Stiitz- oder Schnittkraft, Z§ ihren fehlerhaften Wert in der vorhandenen
Lisung, so bestehen die folgenden Beziehungen:

oD — 2,80 =0,
oy — 2o = 4.
Die Subtraktion dieser Gleichungen liefert den Fehler
AZ = Z, — ZF = A3l (333)

Er laBt sich zur Vereinfachung der Rechnung mit

AZ,= A8 < AZ, (334)
abschatzen,

Das System wird daher von den Stiitzen gelést oder an einer geeigneten Stelle
durchschnitten, um die ihrer GréBe nach bekannten gegenseitigen Verschiebungen oder
Verdrehungen als Funktion der nachgewiesenen Schnittkrifte nach Abschnitt 131,
zu berechnen. Die virtuelle Arbeit 1{".6{ ist dabei Null oder vorgeschrieben, Sie
kann nach (293) als Funktion duflerer Krifte angegeben werden:

10 3 = 10968 = 1980 — 3 X0 60) (335)
Fmi

In der Regel wird jedoch die virtuelle Arbeit der inneren Krifte nachgepriift, so daB
mit der {iblichen Abkiirzung In‘:igcnde Gleic.']mm{ identisch erfiillt sein muB:

{6y = 11V o) = J. N{©] \“' tds 4 j M©® M ;;F ds=0. (336)
Fir die Schnittkrafte aus —i:?nqwr:Lf ur- und Stiitzenbewegung ist
ltf!] aim — "r (o) tn] i (0} Jfin) o I ; 4
i 4 IJn\ N{ = . ds [U M| 7 ds
[ ¥ { M’Jl' Pror
+-E_f¢i r~ N ot ds -} l'_MiD]IF; fﬁsN‘ =0, (337)

108w — .giij’,.\-*gm- L s 4 j M© M j ds —EJ,3C9A,=0.

Die Schnittkrifte M{® eines geschlossenen oder beiderseits eingespannten Stabzugs
sind in Abb. 153 eingetragen, so daB durch die Kontinuitiit des Stabwerks am Quer-
schnitt ¢ die folgenden drei Bedingungen nachgewiesen werden miissen:

zj‘l-"lf!f" ‘-';‘ ds =0; i‘f v M J’;‘ ds=0; '?‘J‘:cM‘m Jegs—o. (338)
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In diesem Falle ist die Summe der positiven und negativen mit [ /] reduzierten
Momentenflichen aus der vorgeschriebenen Belastung Null. Dasselbe gilt von ihren
Momenten bezogen auf die Achsen # und v.

Abb, 163,

Wahl des Hauptsystems. Das Hauptsystem soll nach diesen allgemeinen Ge-
sichtspunkten, abgesehen von besonderen Ausnahmen, kinematisch starr sein und
keine unendlich kleine Beweglichkeit enthalten. Dabei sind die statisch unbestimmten
Schnittkrifte derart auszuwihlen, daBl die Schnittkrifte des Hauptsystems der
GréBenordnung nach mit denjenigen des vorgelegten Stabwerks iibereinstimmen
und der dem Ansatz (285) zugrunde liegende Stabzug nach Moglichkeit symmetrisch
ist. Zumeist ergeben sich Vorteile fiir die Losung, wenn alle iiberzihligen Grélen
die gleiche Dimension besitzen, also entweder Momente oder Krifte darstellen. Die
Brauchbarkeit des Hauptsystems zeigt sich im Ansatz durch kleine Verschiebungen
8, relativ zu 8,,, also durch geringe gegenseitige Abhingigkeit der iiberzihligen
GroBen. Die Auflosung des Ansatzes wird um so giinstiger, je enger der Bereich ist,
in dem sich die Schnittkrifte M, M, aus den einzelnen BI'-E;!r'-ill[lg:-i?.uhlii.[hI{'ﬂ
— X; =1, — X, =1 iiberlagern. Je kleiner die Schnittkrifte M., M, des Haupt-
systems aus den {iberzdhligen Grifen im Verhiiltnis zu denjenigen sind, welche allein
durch die Belastung hervorgerufen werden, um so zweckmiBiger ist das Haupt-
system zur Abminderung der mit jeder Superposition verbundenen Fehlerquellen,
Fiihrt die Untersuchung zu EinfluBlinien und daher zur Aufzeichnung von Biege-
linien des Lastgurtes, so verdient der einfache oder zusammengesetzte Balkentrager
durch die einfachen Stiitzenbedingungen als Hauptsystem den Vorzug.

Pirlet, J.: Fehleruntersuchungen bei der Berechnung mehrfach statisch unbestimmter
Gebilde. Diss. Aachen 1909. — Hertwig, A.: Die Fehlerwirkungen beim Aufldsen linearer
'-.?r]t".lL'..ﬂHﬂ!:l"['l und die Berechnung statisch unbestimmter Systeme. Eisenbau 1917 S. 110. —
Worch, G.: Uber Rechenproben bei der Berechnung vielfach statisch unbestimmter Systeme.
Bauing. 1925 S. 554.

26. Stabwerke mit wenigen iiberzdhligen Gréfen.

Um die Methode im einzelnen anzuwenden und die Auflésung der # Elastizitits-
gleichungen eines hochgradig statisch unbestimmten Systems vorzubereiten, werden
zundchst Stabwerke mit 1 bis 3 tiberzihligen GréBen behandelt.

Einfach statisch unbestimmtes System. Die Schnittkrifte des Hauptsystems
aus Belastung P und iiberziihliger GroBe X, sind nach (288)

C=C—X,C;, N=N,—X,N,, M=M,— X, M,, 0Q=0,—X,0,. (339
Df;‘ statisch unbestimmte Schnittkraft X, wird aus der geometrischen Vertriglich-
keit der Forminderung des Hauptsystems und des vorgelegten Systems bestimmt
und nach (290) mit & = 1 berechnet, ' ;

. ¥ _"\'TU.'.{' : _l,r .:'\, bl ~ w At
11'6!=“=Jq:\\-'1 E _S J“Lri 0: = ‘ .\'lﬁtfdlﬁ - .‘H(l xlj-l ds

3 E] : h
= PO — X | J'-"\'I =+ [ M2 =k (340)
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