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170 Stabwerke mit wenigen iiberzihligen GroBen.

In diesem Falle ist die Summe der positiven und negativen mit [ /] reduzierten
Momentenflichen aus der vorgeschriebenen Belastung Null. Dasselbe gilt von ihren
Momenten bezogen auf die Achsen # und v.

Abb, 163,

Wahl des Hauptsystems. Das Hauptsystem soll nach diesen allgemeinen Ge-
sichtspunkten, abgesehen von besonderen Ausnahmen, kinematisch starr sein und
keine unendlich kleine Beweglichkeit enthalten. Dabei sind die statisch unbestimmten
Schnittkrifte derart auszuwihlen, daBl die Schnittkrifte des Hauptsystems der
GréBenordnung nach mit denjenigen des vorgelegten Stabwerks iibereinstimmen
und der dem Ansatz (285) zugrunde liegende Stabzug nach Moglichkeit symmetrisch
ist. Zumeist ergeben sich Vorteile fiir die Losung, wenn alle iiberzihligen Grélen
die gleiche Dimension besitzen, also entweder Momente oder Krifte darstellen. Die
Brauchbarkeit des Hauptsystems zeigt sich im Ansatz durch kleine Verschiebungen
8, relativ zu 8,,, also durch geringe gegenseitige Abhingigkeit der iiberzihligen
GroBen. Die Auflosung des Ansatzes wird um so giinstiger, je enger der Bereich ist,
in dem sich die Schnittkrifte M, M, aus den einzelnen BI'-E;!r'-ill[lg:-i?.uhlii.[hI{'ﬂ
— X; =1, — X, =1 iiberlagern. Je kleiner die Schnittkrifte M., M, des Haupt-
systems aus den {iberzdhligen Grifen im Verhiiltnis zu denjenigen sind, welche allein
durch die Belastung hervorgerufen werden, um so zweckmiBiger ist das Haupt-
system zur Abminderung der mit jeder Superposition verbundenen Fehlerquellen,
Fiihrt die Untersuchung zu EinfluBlinien und daher zur Aufzeichnung von Biege-
linien des Lastgurtes, so verdient der einfache oder zusammengesetzte Balkentrager
durch die einfachen Stiitzenbedingungen als Hauptsystem den Vorzug.

Pirlet, J.: Fehleruntersuchungen bei der Berechnung mehrfach statisch unbestimmter
Gebilde. Diss. Aachen 1909. — Hertwig, A.: Die Fehlerwirkungen beim Aufldsen linearer
'-.?r]t".lL'..ﬂHﬂ!:l"['l und die Berechnung statisch unbestimmter Systeme. Eisenbau 1917 S. 110. —
Worch, G.: Uber Rechenproben bei der Berechnung vielfach statisch unbestimmter Systeme.
Bauing. 1925 S. 554.

26. Stabwerke mit wenigen iiberzdhligen Gréfen.

Um die Methode im einzelnen anzuwenden und die Auflésung der # Elastizitits-
gleichungen eines hochgradig statisch unbestimmten Systems vorzubereiten, werden
zundchst Stabwerke mit 1 bis 3 tiberzihligen GréBen behandelt.

Einfach statisch unbestimmtes System. Die Schnittkrifte des Hauptsystems
aus Belastung P und iiberziihliger GroBe X, sind nach (288)

C=C—X,C;, N=N,—X,N,, M=M,— X, M,, 0Q=0,—X,0,. (339
Df;‘ statisch unbestimmte Schnittkraft X, wird aus der geometrischen Vertriglich-
keit der Forminderung des Hauptsystems und des vorgelegten Systems bestimmt
und nach (290) mit & = 1 berechnet, ' ;

. ¥ _"\'TU.'.{' : _l,r .:'\, bl ~ w At
11'6!=“=Jq:\\-'1 E _S J“Lri 0: = ‘ .\'lﬁtfdlﬁ - .‘H(l xlj-l ds

3 E] : h
= PO — X | J'-"\'I =+ [ M2 =k (340)




Zweifach statisch unbestimmtes System, 171

Die Superposition der Formiinderung des Hauptsystems aus den vorhandenen
dufleren Ursachen nach (203) liefert folgende Bedingung:

G =0=20gF 8+ 08,— X 0,=0a—Xd,. (341)

Nach dem erweiterten Ansatz vom Minimum der Forminderungsarbeit ist die par-
tielle Ableitung der Funktion A¥* nach X, Null.

aAr* e dN Nds  rdM Mds p dN i
AXy 0 ) BX; EE ) J'Jx‘; E] J o, et en
. M adt 5 N1 ac,
T an 0 s, A
In dieser ist 0C,/0X, = — C,,ON[3X, = — N,,IM[0X, = — M,, so dal der
Ansatz mit (340) ibereinstimmt.
8,5
X, ==
- 'éll

Pl o ; Je o A a, At u T 1
}:..j;xl,\uj—_fers } j;ul My ds+ EJ, W['.\,z, tds "_J"”l s —£ €4,

= T . (342)

T linrs il
}_*‘J x;?_..ds+‘f.1;; i

Die statisch unbestimmte Schnittkraft X, besteht aus drei Anteilen. Die Belastung
erzeugt im statisch bestimmten Hauptsystem die Schnittkriifte Ny, M,, die Tem-
peraturdnderung ist mit (¢, A¢), die Stiitzenverschiebung durch gemessene oder ge-
schitzte Betrige 4, vorgeschrieben. Die Gleichung der EinfluBlinie von X, wird
nach

X, = 0p1/0n (343)
berechnet oder aufgezeichnet.
Zweifach statisch unbestimmtes System. Die Stiitz- und Schnittkrifte ent-
stehen durch Superposition der Anteile aus der Belastung P und den iiberzahligen
GroBen X; und X,.

C=C,—X,C,—X,C,, N=N,—X,N,— X,N,, |
0 1~ 22 ! 0- 1 1 2 2 l [344:‘
M=M,— X, M,— X, M,. J
Die statisch unbestimmten Schnittkriifte X;, X, machen nach S. 164 die erweiterte

Funktion der Forminderungsarbeit A zum Minimum, so daB deren partielle Ab-
leitungen nach X, und X, Null sind.

[ dN Nds aM Mds j- aN =
ST | o T A
d.x, 9X, EF .[6,11 — X,
anl o, ,_“ A ai, ;
+.[ d \ h ds T {Jg\l
dAR* N Nds oM Mds aN )
=== | =0 — - S J' — o, b ds
X, 8X, EF dXx; EJ dX,
oM a5 T L S
+ [ ox; 2 45— 2 5%, Ao,
dN AaM aC
— = —N —=—M,, —=—=C,,
ax, Vi) 02Xy 1 X, 1
dN . aM dC
—= —N = —M,, — = —C,.
dX, N 22 '-’-'*\2 E o X5 s

Der Ansatz ist hier wegen seiner grundsitzlichen Bedeutung fiir die Elastizitiits-
theorie wiederholt worden, obwohl das Ergebnis nach (293) in integrierter Form an-




172

geschrieben werden kann. Die Abkiirzung verdient durch

metrische Auslegung den Vorzug.

Stabwerke mit wenigen {iberzihligen Grifen.

die anschauliche geo-

(&i = ) = ‘31 P ,\F! a“ - ‘\Lr.‘: f)l_._ - [j] v (5“| i fsi " -+ f}_. 2
.'52 =) = (52 2 — "Yl rﬁ“ - .‘1_.3 tj._E (5.; o = c)m = c)“ T (.53_1. =
= 8, - 1 & A _’j_l'-' N
A 1 s 2 O1a ‘{q O2 O2s e
gy Uya 3
| A | (345)
N, r)._, X !J?;i - &y % Oay : 1 !l;:ld e rj[ . "5!'_' : .
- Oy Ogg — Uia : T S e dyy /
r-b ('J_\., - 4‘)|._: s
g [ |

Dasselbe Ergebnis entsteht nach (324) durch Superposition der Belastungsglieder.
Die Losung des Ansatzes fiir d;, —1 und dy; = 0 wird mit X, = §,, und X, = j,,,

die Lisung fiir d;; = 0 und 8,y = 1 mit X; = f;» und X, = 8, bezeichnet. Dabei
ist f'_}._.,_ — FJ‘-I._;.
d o — 2 ]. l’S.; ’ .
-~ . l Pun = R P = — ﬁ.'.:' Br1s I
8,2=10] Sy — Oy T.;l' & |
P : o 5 (346)
am=1 [ o= - —; By = — _:;m 3
é| =10 I dgg — Oy - i
011
X;=PBudig + Prabas; Xy= Budi@ + P bac (347)

Das Ergebnis 148t sich unmittelbar mit (345) vergleichen und bildet die Anweisung
fiir die Berechnung der EinfluBlinien der statisch unbestimmten Schnittkriifte. Die
EinfluBlinie X, wird als Biegelinie des Lastgurtes bei der Belastung des Hauptsystems
mit — X, _---_ff“ y — Xy = pyg, die EinfluBlinie X, bei der Belastung mit — X, = fi,,,
— Xy = By erhalten.

Der Quotient 8,,/d;, der Losung kann als die iiberzihlige Schnittkraft X, fiir
— X, = 1 angesehen und daher durch X,, bezeichnet werden. Ebenso liBt sich
{'?13..-;1'?”- Xy als der Betrag von X, infolge von — X, =1 und dy9/dy; = Xy,
Ogp/0zg = Xgy als die iiberzihligen GroBen eines einfach statisch unbestimmten
Systems aus der Belastung P deuten. Daher ist (345) auch
10 — dia X H
011 — dya Xy

dag — Oz Xy
Ogs — gy X;p
Zihler und Nenner sind daher nach dem Superpositionsgesetz die Verschiebungen
6{" , 8" in zwei einfach statisch unbestimmten Hauptsystemen aus der Belastung P
und — X; = 1 oder — X, = 1. Die tiberzdhligen GroBen kénnen daher auch folgen-
dermaflen angeschrieben und berechnet werden:
__ &% .
g3y’

Xy = X — (348)

X, Xy = (349)

Dreifach statisch unbestimmtes System. Die Stiitz- und Schnittkrifte des
Hauptsystems werden nach (288) durch Superposition der Belastung und der iiber-
zihligen Grofen folgendermaBen zerlegt:

Cr=Cal = X;C, —X,C. —X.C,,

N =Ng — X; N, — X, N, — X,N,,
M=Mg—X, M, — X, M, — X, M,, (ot
Q =0 — X0, —X,0, — X30s. ’
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Die statisch unbestimmten Schnittkrifte X, X, X, sind nach (285) durch die geo-

metrische Vertriglichkeit der Formiinderung des Hauptsystems bestimmt.

Xy Xy Xg
(1) | 3y 012 dis | 6o
(2) | 3 | G | B | du (351)
(3) | da O3 | fgg | Ogo
Der Ansatz wird nach S. 166 mit Determinanten aufgeldst.
o g (Oes dgg — O30 Ogz) — O3 (dys '5::3 — dga 15} + dgq (612 Oug s d1g)
ot tiy1 (Gan Bgg — dag dag) — Oy (012 Og3 — B35 dy3) + s (Byg dog — a9 01g)
Bl ty‘m fij-_.-! {333 — l’:l‘-ﬂ ‘};:.'11.' -+ riﬁ, |:C’jl-[ fs;m —_ {5_3;!. alﬂ} e l'iantd‘” (&23 = !511 d]:{} {3‘..-})
BT — 040 (021 05y — 03y day) - Bpa (O O35 — O3 Byg) — Bgg (0)) Oy — Ouy Oy3) it
e B10 (a1 Bas — a1 Gua) — Bag (G411 Ggn — B3y B1a) + Fag (611 Bpe — Gy i)
% O [0y Gga - g1 Ogs) — ag (B11 O3a — Oy S1a) +- rﬁ:l.‘! (Byy Bge — Oy dya) '

Das Ergebnis libt sich nach (324) auch durch Superposition der Belastungszahlen &, ,
entwickeln, Dabei ist fiir

Gig=1, 0=0, 8y=0: X;=8,, X;=ps, Xy=p84,

8y =0, Gypy=1, 653=0: Xi=8: Xi=Pps, X3= P,

0 =0, 0y=0, dyg=1: X, =83, Xy=fs, Xy=ps.

Die Vorzahlen sind unabhingig von der Belastung und kénnen hier aus (352) mit D

als Bezeichnung fur die Nennerdeterminante angeschrieben werden, "

1
P = i) (022 033 — 030 0ny) ;

1 :
B = D (Boy Ogs — 04y Buo) 5 b ]

1
fu=—% (Gyy B35 — Oy Oag) ; l
(353)

Die Zihlerdeterminanten Dy, und Dy, sind einander gleich. Damit ist auch die Be-
ziehung f,, = B, nachgepriift worden.
Die statisch unbestimmten Schnittkriifte aus einer beliebigen Belastung mit
015, 83, g5 sind nunmehr
X1 =Fubo+ frndem + Pis d 2
Xy = P by + Preda + Pasda
Xy = fin 0y ® + .&32‘5235 7 ﬁssaas .

Die Matrix der Losung ist zu (351) konjugiert und mit f;, = f»: auBerdem zur
Hauptdiagonale symmetrisch.

(354)

6 2 d, ¥ 9352

Xi| Bu | P s
Xy | Bu | P Bas {355)
X:a ﬁ:u ! ﬁ-‘ﬂ I'Ijﬂﬂ

Das Ergebnis muBl die Bedingungen (351) identisch erfiillen. Die Nachpriifung fiir

T

e




174 Stabwerke mit wenigen iiberzihligpen Grélen

.'}J.:I']’:Lil'r%iﬂ und E}m 1 besteht daher in

J;—:J! {5[] el .“I-_-| 51-3_ = fﬁ;” rjl:l. =1,

1 Oa + fag Oon + fiy Oag U, (356)
» Fr] g o 3 -
P ‘).H 1= o O:;2 T f’)}:” {3.:..‘ =4} |
Ahnliche Bedingungen gelten fiir iy, , flos, f50 und 0y = 1 oder 15, fog, fasund O3 =1.
Die luiilinien der dberzihligen Grilen nach (328) werden wieder durch
Uberlagerung der mit den ff-Vorzahlen erweiterten Ordinaten der Biegelinien &

mEk
des Lastgurtes des Hauptsystems oder auch als Biegelinien fiir ausgezeichnete
Gruppen von dulleren Kriften erhalten. Diese bestehen fiir die EinfluBlinie X, aus
X1 =P — Xeo=Pi1s: — Xy3= Bis.
Schnittkrifte. Die Einflulllinien der Schnittkriifte werden nach (288) durch
Superposition bestimmt. Die Vorzahlen C,, N, M., 0, des Ansatzes sind aus den

[l

= 5 :
i F=f= 5~ sin

Ba=25{x

Schaulinien der Schnittkrifte fiir — X, = 1 bekannt, mit denen die Verschiebungen
0y usw. berechnet worden sind. Der Ansatz (288) gilt auch fiir die Schnittkrifte aus
einer vorgeschriebenen Belastung. Die statisch unbestimmten Gréflen X, usw. sind
in diesem Falle ebenso wie Sf dullere Kriifte, aus denen die Schnittkrifte numerisch
oder zeichnerisch nach den Abschnitten (13ff.) angegeben werden.

Die graphische Dars
momente beschriinkt. S

llung der Schnittkrifte wird in der Regel auf die Biegungs-
ie werden meist als Ordinaten an der Zugseite des Stabzugs

winkelrecht zur Achse aufgetragen, um ein iibersichtliches Bild zn gewinnen,
1

e Lésung ist bei zahlreichen Aufe

gaben durch die Entwicklung der Biegungs-
momente nach M = § s einfacher. In dieser bedeutet S eine Komponente der Mittel-
kraft der : ren Krifte des statisch unbestimmten Tragwerks links von einem be-
liehigen g:}llt’r'm'filliﬂ. die fiir den ganzen Stabzug oder wenigstens fiir groBe Ab-
schnitte konstant ist. Die Strecke § ist die Differenz b (¥ — ¥) oder @ = (x — z)
der Koordinaten x, ¥ der Schwerpunkte oder Kernpunkte der (_:)n{-r_v.{']mjfh' und der
Koordinaten #, % der Mittelkraftlinie des nfach statisch unbestimmten Svstems.

a) Einfach statisch unbestimmtes Stabwerk mit P und der iiberzihligen Gralie X
eines statisch bestimmten Hauptsystems (Abb. 154 u. 155)

M=M—X, M =5 (% Xz (357)

b) Zwei- und dreifach statisch unb

stimmtes: Stabwerk mit 8 und der tiber-
zihligen GroBe X, des ein- oder zweifach statisch unbestimmten Hauptsystems:

M M. _\_-I '”IEI SN '!”: ‘., ,U';' . }
el o (358)
M=M—X M~ =5—2 - MY . [
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Diese Formulierung der Schnittkrifte kann mit Vorteil auf die beiderseits ein-
gespannten und die ringsum geschlossenen Stabziige angewendet und auch auf mehr-
teilige Tragwerke tibertragen werden. Der Abschnitt 60 enthilt Beispiele.

Untersuchung eines Briickentriigers auf 3 Stiitzen.
1. Geometrische Grundlagen: Theoretische Stiitzweite; I, =1, = ! — 180 m. Abmes-
sungen nach Abb. 156a, hieraus [ = [,/ (Abb. 156b)2,
Je=Ta=Jy=02 ], =0,1150 m*.

xzund & = z/l werden im Felde /; von @ nach ¢, im Felde I, von b nach ¢ pemessen.

£ |o]~,i5:t:'!: | 7/12 8/12 | 9of1z 10/12 | IT/12 | 1,0
Tl Loooo | 09631 | 0,84006 I ©,0453 | Q4551 | 0,3016 0,2020
&) Iragerditd
e R A d b a
e o 11111111
L mf2 15~ O —t L~Wom ~ e o e p =
oy P # i
it o AT
|_: 7 —-q.___‘___uﬂlg_{_r,_.-- - 7 |
St ;ﬁr"” T2 LT [ .
; Z2E i |
-:Lys lemshiza | o ray 7ay
F 7 & Py % ' T LA
" S TN~ S — , Emlr=r ———
; , |
Abb, 156, AL, 157.

Materialkonstanten: E, — 210 t/cm®; &, = 0,00001.

2. Belastung: Aus der Anzahl der moglichen Belastungsfille werden die folgenden heraus-
gegriffen: a) rubende Last $ = 1,0t (Abb. 157a); b) bewegliche Last P 1,0t (Abb. 167 b):
c| geschdtzte Stiitzensenkung:

A, =1cm: A=A, =0:
d) ungleichmiBige Erwirmung:
di=1,— {5 ='—100,

! Zum Vergleich werden auch die Funktionen [./J auf S.97 verwendet:

Tragerbild: Verlauf der Trigheitsmomente:
a 7 & & T 1 = T T
L L L L ¥ L P— E l_ .rr:" |I _’
f f I 5
2 L Ly -

Yeilh | =5
= iy =} e Uy o Ty —d
Abb. 158 a—d. Abb, 158 a-—d

&) b= =1 | I:.-:1.—.i..rJtt-r:_ Trigheitsmoment jedes Stabes

=t | Jo= 7 fiir 2 =051).
- I - | Die Quers ittszuna e ist steti symmetrisc
b} & = e g (1 TTy (1=282 e __J:lltl (".|IHI1[!1!.] nahme ist stetig und symmetrisch
; | zur Feldmitte,

\ g iy : Die Querschnittszunahme ist stetizg und unsvme-

= Jf/I=1 ' . 5 (1 B S - : _ i ‘
Jal] Jol Tl ( 5) metrisch zor Feldmitte. s

dy £ ) 1 T Die Querschnittszunahme beschrinkt sich auf die

5 ; Jr|. Jr 1 _Jir] ,Ir I_I S { Voute [1’1 - -llll_llllfl.l‘

Die Formeln gelten fiir den Bereich [,




176 Stabwerke mit wenigen fiberzdhligen Griben.

tsystem: Das Tragwerk ist einfach statisch unbestimmt,

t nstittze (Abb. 160Db).
¢) Zwe ager auf zwei Stiit ent der Normalspannungen in dem der Mittelstiitze

unmittelbar benachbarten (Juer

al A

Nach den Bemerkungen auf 5. 170 verdient das Hauptsystem c¢) (Abb. 160) den Vorzug.
Berechnung von X, nach (342):

ie . .- -
fi T 010 + (51 ¢ T !51.

I: Fon _."rr y = J-~ | E %
Jarg My ; ds+ E [, | M; ds —E J, Z Ca 4,
(4] L
Ay = ——= = —
dyy

Die Mitwirkung der Querkraft wird nach S, 159 vernachlassigt, der EinfluB der LAngskrifte
ist Null.
Stiitz- und Schnittkrafte im Hauptsystem (Krifte in t, Momente in mt) (Abb. 161):

a) Belastung — A, =1:

]
Ydl e
SR O E T 0=+ J_F}_:J_ My=2¢,
5] o

L= R0

1
By =4
z " 18,0

) Belastung (2a):

L 1 ] (1 .-'. v BT
Ay=+9040,=18,0 |\ e £l M,=182&F%

{-I\;'! 90
lg,=0: My =0
By=+0,0 |

|
+ c) Belastung (2b):
= g

=fu] 8-m: Q= & M=, E-180;
o Co=fn| mic: Qu=—¢n My=§, 180
Abb. 161. HD={J_0; e+ bz Quﬁn * ‘1'!0:” o
b 1

4 l}u :t[‘_lf‘lz .‘f; ds ="_!"|j‘52 -er ﬂ-.':‘-; 'Ez .-J;E =,

i

: Numerische Integration fiir die punktweise vorgeschriebene Funktion J./J mit Hilfe der
Simpsonschen Reihe nach (181) oder (182):

1
* [N} 3 i 'j't. A
bR =3.-J‘,,-;e5=_> g Motdm+2mt. -+ 20 gtane.t r;-:.':-——ﬂ»—:L

]

dx=15m; X, =710838; &, = 7,10838.




Zahlenbeispiel, 177

1
gl "“1{ ndE=23A%(me+3m+3n+27++ + 4+ 390g+ 30yt ya) =21 A% T,

Ax =15 m; Xy = 6,32425; Oy = T7.11477.
: : J / >

m & e : &2t By | Ry g2 Te By | A 82 Je
' i J i
0 0,00000 O, 00000 1,00000 0,00000 I 0,00000 1 O, 00000
T 0,08333 0,00004 1,00000 0,00004 4 0,02776 3 0,02082
2 0,16667 0,02778 L,00000 | o,02778 2 0,05556 3 0,08334
3 0,25000 0,00250 I,0000:0 000250 4 0,2 5000 x 0,12500

" . | . . ; - : ,

p : " 5 .
12 I,00000 ‘ I,00000 0,2020 0,20200 | o,20260 1 0,20260
A 7,10838 L 6,32425

Wird die Funktion { = J,/] zwischen den Querschnitten d und ¢ angenahert linear angenommen,

so kann §;, formal integriert werden!. Nach Tabelle 14b Seite 108 ist mit M, = M, = 1,0 mt,
#=02;»=v/l=05und ¥ =I=18,0m:

b e
i o_lre - K ngt S | ] [} [ i [ i LAY 5] "
oy = .-'If;-j ds=2 .'Ul-f tfa-—_lal.l.l-,-l:-- (1 —02)056[24 (2—0,5)%}18,0=48.9;
8 b o
5 T - 0,14055
r = e—— = = 14Uda;
- =g = T4
6. und 7. Uberzahlige Schnittkraft X, =% = Pi1610-

a) Belastung (2a):
! 1

ol il B s o " ;
¢10=j-1fn-\f1%ridﬁ'i—g' £ ;&-‘:. Lf'—j-JE’=r};*zq’,
0 0

Numerische Integration nach Simpson[(181) und (182)] mitp=1,0t/m, I=180m; Ax=1,6m:
Ly = 2,41055; X, = 2,1444,

1
3 4 F
@) 0o = % 7 dé= 5%« ﬂgﬁ X, = 195,25455;

]

! Tabellen 12ff.: S. 176 mit; =l =18,0; n, = 1y =0,2; », =, = 0,25 und Annahmen g4
fir { nach

a) %31;,1313,9; f:;,::;:ls,o; 5ni%tfi+f§.1=12-0:
éll=3+i§.’f_t;;+?4.‘1.:"*:;=s.1a:

<) }':Mi; frr—:z”:i -}f:n=f1=1&0: -}-rffe=*5=13-°i
du=2+I:.’.‘1;1+.2+1§*”*f;=6.24;

e e

/] ‘h
bu= gt — (L —m)n 2+ @—n)l + 54— (L) » 2+ (2= m)'] = 8.96.

Beyer, Baustatik, 2. Aufl, 2. Neudruck. 12

e




178 Stabwerke mit wenigen iiberzil

1
1 " i )
.'*'L'J P TE g 2 - 57 10541210
|,1';. dyg = —3 i dE = .2 S_]._I.. 05.41210:
:.I
f 0
X = %0 _ 9746822 m t; X, =2 =27,46569 mt,
¥ 'YI.' 011

ien den Querschnitten d und e liefert

Die lineare Angleichung! der Fu
mit M, = 162-}-1 = 40,5 und M,

do= 75 10-405{6 —(1—0.2)1} = 18711, Xy =27117T30 mt .
b) Belastung (2b).
5 A dt f:;ml - ||lr
Gleichung der Biegelinie d ;- T Pt

der Ergebnisse aus (208) und (207):

- 0, . Berechnung und Vergleich

| 2ty | 6/c- 38 | 210, | 6/c- W,
o) m | 1 | :T:};.u.
| i L 1 ol
3 4 10 Wy =+ 4 W + Waa
By = ¢/6 - (2 Wy +-104) , | & Sty i ish
H ¢ r O3 O — P . X ; R4
W — /B (10mey + 40t Wayy), @ | 20CC00 | 0,00000 | 0,08 333 -[ 0,02083
W = /6 (0aey + 2 10,). 1 | 0,08333 | ©.33332 i 0,49999 0,12 500
| : - [ -
1
o : I
f 7w, | 6iny | 24/c W,
‘l-h ! | (v e
e . . m i) 0.y 4+ 1010, 4 Wps .
B, = k24 (T 1wy + 610, — 0,), - i ) mil
\ \ =10 t 2afc TR
=612 (W ey + 10100+ 100.q), 7MWa | O W | 4/¢ Lo
B, =24 (T, + 610,43 —10,3) o 0,00000 | 0,49998 | 0,33331 | 0,02083
B, ==¢/24 (T, + 61w, )
1 | 0,08333 1,00000 0,12 500
. -

Die Untersuchung wird mit den genaueren Werten ¥4, fortgesetzt:

n n n
— 5@ & C Yo & - Probe: A Vg - e -
A m = o IB!I.'I ‘s:r." C D= 2 Ay S Probe: 4 ke _:'_ C = “I\"m' 'Lrlu __ f!‘m 14 '\1 Ty '-um-' rs“'
0 0 0
o . % I & ? g - | SR
nt mn S S | W & Wn £ D m | Dwmt My Xy [mt]
a |(2,63180) | | - - I —- (e | — =
o | o,02083 | 1,00000 | o,00000 0,02083 0,00000 - | o,00000 | 0,00000 | 0,00000
1 | o,12500 | 0,01667 | 0,08333 | 0,11458 | o,0T042 | 2,61007 | 3,01646 | 3,01646 | 0,55045
2 | o,25000 | 0,83333 | 0,16667 | 0,20833 | 0,04167 | 2,48507 | 3,72806 | 7,64542 | 1,07455
* * - . - . - - 1 E L
. . . . . . .

1 Mit den Annahmen iiber { = [./J im Sinne der Anmerkung auf S. 175, §,;, nach 5. 177,
h=14=180,m =n=02; ¢’ = l}Ji = 1,0; und £, = 1,0 t/m ist:

= 25,0 mt;

a) Ay =— —— = 20,25 mt; by X, =211
t+ 8

34 2ny .
= 26,5 mt;

3n) + (24 3ny) @'

e
"1

1 3,61 + 0,38 1,
8 (2734 4 1.2667,) + (2,734 + 1,266x,) ¢’
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Lineare Anndherung® der Funktion £ = [ ] zwischen den Querschnitten d und ¢ (Abb. 156):
X) =0/l = 0,,/69;
P =1 innerhalb der Voute: §,,, = 10,8 &' (5,75 — Fl2+&)+401— &9 ;
P =1 auBerhalb der Voute: d,, = 27,0& [2(1— &) —0,3].

Zahlenwerte der EinfluBordinaten:

E=| o2 0,4 0,6 0,8

¢) Funktion { = J /] nach Abb.156b (Fall ¢, Abb. 162) | 1,27 | 2,07 | 2.35 | I,55
p) linears Anndherung zwischen 4 und ¢ . . « » w x| TRT 2,57 | 02,30 | 2,53

¢) Belastung {2c) und (2d)2
a) 8, =T,11477, 4d,=10em, 4d,=4,=0, Cj=— Sjy=—E J,(C;4,).
Die virtuelle Arbeit (C;d,) ist fiir C; = — vy positiv, daher

By =— 2100000 - 0,115 (% - 0,01) = — 268,3333:
Xy, = 8,/61, = — 37,71497 mt;

By At =i, — t,=— 109 o, =10-5; Annahme o, ~Atfh =const, A=1,3m.
aﬁr fly I 2 . 10-5.10 B :
8, =E]J, (1 - 9}; = — 2100000 .0,115 . 13 - 180 =— 334,3846;
X ,5, "§11 = — 46,99865 mt .

]

1 Annahmen iiber { = J, 'f nach _—\nmr:s-kung auf 5. 175 n= [ /I n=u0/fl:

I-' I¥ f I
8) Oy =PLA(E_£); b) §u, =Pl “é"ﬂ‘ PRt nra—nyeEy— n);

g " y 16 ©
S PR a1 o
CJI aml =P _ﬁqw I.}-_ :}[]U_skl_ ’EI:I{I +;-.I'.:;
d) P innerhalb der Voute:
di =P ‘11_;1_ & {4 — (I —m) [y (2 + (2 — 93] — .;”{2:. 248+ = — Mg }
P auBerhalb der Voute:
‘l I.'I' S, iz
Sua=PAAE[2(1— &) — (1— m) 2t (2— n)];
GiﬁL,lluTJL_, der EinfluBlinie fiir X :
(P=1; h=# =180 n, =02;
¥ = 0,25; &, Seite 177).
a) X; = 4,5 wp; Fas : —
b) X; =566wp,+ 2 22 _5E biteo s‘Q%—.-\‘.; bz
) 31)3{. o+ 2,125% (2 —5¢ e 7 o S A
) X, =865wp (076 —02487); o El—edil
d) P innerhalb der Voute: C=0 g2 Gv 4§ B W

X, =302¢ {208 — & [04 @+ 8
+ 3.2 (1 — &91};
P aulerhalb der Voute:
X;=3025[2(1 — &) — 0,088).

Zablenwerte der EinfluB-
ordinaten (Abb. 162):

f=| o2 0.4 0,6 0,8
Abb. 162,
a | o864 1,512 | 1,728 | 1,206 Fall a: —
b | vo77 | 1,933 | 2,172 | 1.512 ]1:'"]'[ :_““ﬂ_‘“_ it
€ 1,250 2,100 2,240 1,510 F:li P £ (x) mach Abb. 1568b, — : - — 4« o
d | 1,110 | 1,020 | 2,160 | 1,530 - Einflulinie fir X,.

® Mit o, A¢fh = const ist 0y ebenso wie §;, unabhingig von { = J_J. Daher ist fiir alle
(Jucrwfmtttmnderungun

i i 50 1., T\ 1 adt h4ly 1
yomey feph (L DL, et ith 1
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Stabwerke mit wenigen iiberzihligen GriBen.

Iineare Anniherung der Funktion { = f./J nach Seite 177:

268,3333 _

Xy, =— — — 38,8889 mt,

6,9

; 334,3846
Xi=- =

8.0 48,46153 mt.

8. Stiitz- und Schnittkriafte des statisch unbestimmten Systems. Die Stiitz-

oder Schnittkraft K des einfach statisch unbestimmten Systems ist nach (339): K = K, — X;-K,.
Die Krifte K, und K, sind in Abb. 161 angegeben.

a) Belastung (2a) (Abb. 163).

A=9,0— 2747 -
2
C=190,04 2747 — = 12,06t,

= B ) i
B 0,0 7,47 18,0

(Q =18,0(0415—¢),
| M=1,62£(0,83—8),
[Q =153,

| M=—2141E,

Feld AC:

Feld BC:

Grenzwerte von M: Q=0 fiir £ =0,415: Mpax= 27,9 mt;
Q=0 fir § =1,0; Main = — 27,47 mt;
b) Belastung (2b) (Abb. 164).
1 2 1
AL CmEa o N
d=¢u—S11g5" ¢ 118,0 : 118,0
M und @ fiir den Schnitt ¥ = El
i b = 1] 1 ] r
‘ 0<E<Ey: Qj:fm—xlm. M=E{18,0& —X,);

Feld AC:- ]

1 s Bl \
Eo<b<l0: Q=8 —X-——1; M=¢(18052"_x);
'hme’ {10 {:' Em 118,0 M Elkls 5 1) >
: q 1 .
Feld BC: Q=+ Xip5 M=—5X;.
Grenzwerte von M: Q=0 fiir § =%m; Mpax=En (18,08, — X;):
Q=0 fir £=10; Mpux=—X;
(2 s

LT

max M=+ 273me

Abb. 163.

Abb. 164.

EinfluBlinienl: A4, C und B sind zugleicﬁ die Gleichungen der EinfluBlinien der Stiitz-

1 Fiir Annahme a) auf Seite 175 mit X, = 4,6 wp werden die folgenden EinfluGlinien erhalten

(Abb. 165 und 166):

Abb, 185.
EinfluBlinie fiir C.

Abb. 160.
Einflullinie fiir O, und A.
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krifte. EinfluBlinien fiir Q,, und M im Schnitt m:

E? ‘E
=m

I\ »
i

5 1 :
fm<é<liQu=—1-¢—X, o' Ma=Ea(180(1—-§)—X)):

Feld AC: 0 < E o ,‘l;'m 5 QM =_— E

T e M. =£E&
1 lS,U ¥ ‘I'Im Sm (18;0

Feld CB: O = + X, _31_0: ¥ pi o N
c) Belastungsfall (Zc) und (24):
A C ; B Feld 4 (_, 2 i Feld BC
t : ’ - 0t ! M [mt)] 0t ‘ M [mt]
K, + 2,10 — 4,20 + 2,10 + 2,1 + 37,97 & —2.1 + 37,71 &
K, -+ 2,23 — 4,46 | + 223 + 2,23 -+ 40,05 & — 2,23 + 40,05 £
9. Die Schnittkréfte des Stabwerkes ergeben 7@ -

Verschiebungen, die mit den Stiitzenbedingungen
vertriglich sein miissen. Dies wird nach (335) ge-
priift durch:

T = [ M@ }jo %‘. ds=0.

Die Funktionen M(® aller hierfiir geeigneten An-
sitze zur Nachpriifung der gegenseitigen Verdre-
hung 7 der Ufer eines beliebigen Querschnitts A
(Abb. 168a), der Ufer des Stiitzenquerschnittes ¢
(Abb. 168b) oder der Durchbiegungen A,, d,, A4,
(Abb. 168¢c) unterscheiden sich nur durch einen
konstanten Faktor u.

MO=pg, 7=0 =j'.wn.,r.’;.°. ds.,

Belastung (2a):

M® wird als Funktion von § angeschrieben, ¢ = = =
Numerische Integration nach Simpson mit [,/ I hae y =R
nach 1. S. 1756

Abb. 168,
1

1
z ZJ'(,;;;_ rals Lo f B -%5 dE = 9,649 — 9,649 = 0,0 .
0 0

2 J
X 2.4,5 s 1
C=Co+2 Tl'=-f + _18"@2 E—=)=5 B8 My=My,—E, X,:
1

X '—5—%{5'—L3}=—"¥$(5—52} links wvon m:

Qm:@l}m‘_ :-= !

1

+1—§&— 148% (E—&8)=1-— vy & (6 — £2) rechts von m,

Es soll die EinfluBlinie fiir dasjenige Feldmoment ""5111.';‘-"‘*
berechnet werden, das bei gleichférmiger Belastung |

am gréBten wird. An dieser Stelle ist (Fall a): e L T S e P e
—

]
e { §mié— &, X, links von m (Abb. 167), : EIE‘ ?‘ g‘
M, =
EmlE'— &, X, rechts von m,
! 2
On=0="? (T—16¢,): il H) Abb. 167.
16 ) N T Einflullinie fir My,




182 Stabwerke mit wenigen fiberzihligen Grifen.

Belast (2¢) und (2d):
e \‘e:’:-,q_]';i:"t‘,llj'l]gl."il ans
geordneten tberzihligen Sch

ur und Stitzensenkung im Hauptsystem und aus den zu-

h Abb. 168:

mperat

ittkriften sind nac

T="F+Ta=0; T="%+ To="_U0
1 1
I 3 .
r=2F JI',gt'-'] Edk L £ "|I_ d& 0
h T, LN SR
1] LE)
1
1 o ¢ -
0=—=EJ,— X, | & Je d& = 9,28846 — 9,28846 ,
= I
i

8 Abmessurgen
a
[ rerr———r———
.
v ha
-

Abb. 160,

l. Geometrische Grundlagen: Abmessungen (Abb. 169a): /, — 15,0 m; I, = 12,0 m

h=s=8=45m; h=2h = 9,0m.

Je Tragheitsmoment des Riegels de.

Reduzierte Stablingen: I 5 : ]

Stk angen: ; =150 m; I} =180m; A =270m; &, =180 m; s, = 9,0;
Materialkonstanten: £, = 2 lem?; (
: L stanten: £, = 210 tfem?®; =, = 0,00001.

2 lela AT e T e L ke
ielastung: Gleichformig verteilte Belastung der beiden Riegel mit $ t/m.
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3. Hauptsystem: Das Tragwerk ist dreifach statisch unbestimmt
wird neben den beiden Eckmomenten X; und X,,
rechnungen zu vereinfachen (Abb. 169b).

Amsatz zur Berechnung der fiberzihligen Kraite:

. Als diberzihlige GroBen
Xy = Y,/2h, verwendet, um die Zahlen-

Xy by + Xy ‘512 e " 13 = 019+ Oy, -+ '5 = '5
Xy -y + X+ Gan+ Xy - Ogg = 85y + oy + 830 = a5
Ay dgy -+ Koo by Xy« by = Ogp + 30+ O3, =0, ) -
4. Die Vorzahlen werden nach (300) berechnet.

Der Anteil der Quer- und Lingskrifte
wird nach Seite 92 und 159 vernachlissigt.

B 5 iy
o= -."il + 5 + I = .;' += 3 ~+ 156 = 27.00;
I 15 18
Sn=3 +5 +si= -,; +3 + 9=20,00
: L s st reE i
Bag = S Bt SR e Ry |
g 4{& L l‘.,hl) i) 1l
_ 115, 9 , 9 r4B\ 9 ., /0
2|3 "3 a\iE] 45 T \45 '}
= 19.25
ro15 N T | S | L
e .; - 50 Oyy = 3 {3 + J"E == {_1 g l-— 5,20
s LB _sis B ofos M\ _ 1[5 9 45 187 45, 9
Bt B W/ 21T 245 6\ 457 45)

= —§,70 .

Matrix der Elastizitdtsgleichungen und Abschitzung der Fehlerempfindlichkeit des Ansatzes
nach (331):

Xy X Xy Matrix der Unterdeterminanten D;; aus 5.
(1} |27,00 | 7.50 525 | 8y, (1 | 3519375 | — 174.5625 | — 148,125
(2) ?.5u| 20,00 | — 5,75 | dy (2) | — 174.5625 492,1875 194,625
(3) | si25| — 575 | 19,25 | dyy (3) —-148.125 194,625 483,75

Matrix der Produkte d;; Dy

{1) 9502,313 | — 1309,219 | — 777,656 | X |81x D1 | = 11589188,
'

(2) | — 1309,219 9843,750 | — 1119,004 | 3| dyp Ds| = 12272,083 ,
3

(3) | — 777.656 | — 1119,004 9312,188 " | O3 Dy | = 11208,938 .
3

Mit D' = 7415438 aus 5. und X ¥ | 8, Dys | = 35070,180 wird
ik

& | Gin D | ; 35070,189 B
P = (L7 o = (4 p)- 7415438 = () 4,73,
Fiir einen mittleren Fehler - # = 0,01 der Vorzahlen &, ist der mégliche Fehler von X,
aus der Nennerdeterminante ca. 0,05- X,
5. Konjugierte Matrix Bix. Die Vorzahl
zweier Determinanten bere L.Elﬁrt Dabei wird
schiedenen Ansitzen angeschrieben:

D= 27(20.-19.25 — 5,75°

n fyz werden nach Seite 166 als Quotient
: Nennerdeterminante nach (352) mit 3 ver-

7.5 -1'7-&' 10.25 4 5,25+ 5 525 (~
e ‘l“-’[i it l‘-!._.: - -l,:_- 75) "'U 27 » B2t l-"l T _3 15 |: —
= -]“,3[—- 58575 - 3 . 595, T,'|J| iy

v
= 74154375

:Il‘
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@) Pri: dg=1; dip =10 Gy =10: B) Bie: 1o =105 dgy= 15 Osq =100
1.(20-19.95— 515Y _ o ounee e e AR e
Pu= 7415,4375 e o T415,4376 Jubd o,
P = 5,20 0:10) - _0,0235404, | Bra= 2 — 0,0262459
23 74154375
L B S L 4 i ? . 'jn-'—-“; Eo,r“: 5, =]:
W b e P SR ks - e i G0
a1 74154375 L] (2720 — 7.5%)
[l = Tl = (}.0BH2355 .
i 7415.4375

Die Werte f,, erfiillen den Ansatz (351) identisch, z. B. ist

Kontrolle (356):
— 00235404 - 7,6 —0,0199752 . 5,:
+ D,
19

Bya -+ Bay Bya =0,0474601 - 27 =0,0009999~1,
7,5

:l
TJ = 0,0000001 =0,
25 = 0,0000002 =0,

Prdn + fn

Bay Oay = 0,04T74601 - 7,5 — 0, 404 - 20 -+ 0,01997:

Pradia + P Oz
A Py B,y = 0,0474601 - 0,25 + 0,0235404 - 5,75— 0,019975:

Br19a1 + Paibaa

6. Belastungszahlen nach (300) (Abb. 168):

puit ks 150
Oyp = g l]" =0 _J‘)J 1 251

R L ol 281,25 122. 18 1 T
a0 S BT it e RS ? 4= = 248,625 $;

24 24 e 24 :

oI 1. (s hig 281,26 08 (4,5 9 3 o

'j'm - 15y ¥ 1 "1 LB = |: éf] 2“‘: =1 E_b | 4 _'_ o = — 01,6875 .
= ). 24 2Nk M 2.2 2 45 " 40

7. w) Ansatz der iiberzihligen Grifen als Funktionen der Belastungszahlen:
X; = + 0,0474601 8y, — 0,0235404 §5y — 0,0199752 4, ,
Ng = — 0,0235404 dy, -+ 0,0063734 dy, + 0,0262459 dy, .

Ay = — 0,0199752 d;, + 0,0262459 &, + 0.0652355 &y, .

f) Laésung fiir die Belastungszahlen &y, 4. 055 aus 6.:
Xy =+ 09,3260 4; Xo=4 T 4746 p, Xy =—50739p.

8. Superposition der Belastung # und der iiberziihligen Schnittkrifte zur Bildung der Stiitz-

Abb. 170,

und Schnittkrafte nach (350). Schnittkrifte im Hauptsystem nach Abb. 169. Momente M
in den Schnitten e, &,, &; (Abb. 170)
M=My— X M;— X, My~ X, M,,

Moy =—8,32T5-1,0 — 74759 .1,0 + 5,074 p - § = — 14,265 p [mt]
My o=—0327¢.1,0 + 50749 .1 = 6,790 # [mt] ,
M,y = 1,0 = — 7,475p¢ [mt]
" MRS
T TTTTTEa T =
B I IR &
1 ! M I T {
ey g B
Abb, 171 a. Abb, 171 b.
9. Der Spannungszustand mit X34+ - -y X5 nach (350) erfiillt die Stiitze r|i1|_n;11;|]r-n|.'|.'n.,n Daher

sind die gegenseitigen Ve TSLl‘telﬂ‘n"qn 17, und 7, der Stiitzpunkte a, b und b, ¢ fiir die Ergebnisse
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in (8) und Abb. 171 Null. Nachweis durch
17 = M® M@ {r‘ ds = [ M® o -j ds, 17, = [ M P _'.';_’ ds (Abb. 171a, b).

17, =— }-9,3260.27 — } 6,7899 . 0 + } . 15- 28,125 — 15 11,7957 = — 0,002,
17,=+}-4-6,7899-9 — } [} (27,4746 + 10,0118) + 1 (7,4748 + 20,0232)] - 9 = 0,004,
Ty =T hy=—0,002-45=—0,009 ~0,0;  Ty=71}hy=0,004.9,0 = 0,036 ~ 0,0.

I

Der Fehler in der Berechnung der Schnittkrifte kann wie in Abschnitt 25, S. 160 bestimmt
werden.

21. Vereinfachung der Losung bei Symmetrie des Tragwerks
und Symmetrie oder Antimetrie der Belastung.

Je mehr statisch iiberzihlige Schnittkrifte zur Berechnung eines statisch un-
bestimmten Tragwerks notwendig sind, um so ungiinstiger ist die gegenseitige Ab-
hingigkeit fiir dieFehlerempfindlichkeit und damit auch fiir die Brauchbarkeit der
Losung. Man wversucht daher die gegenseitige Verkniipfung unabhingig von der
Grifle der einzelnen statisch unbestimmten Schnittkrifte durch Symmetriebetrach-
tungen iiber den vorhandenen Spannungs-
und Verschiebungszustand des Tragwerks zu
kliren und damit die Ldsung zu werein-
fachen.

Die Symmetrie des Tragwerks ist durch
die Anzahl der Symmetrieachsen bestimmt.
Man unterscheidet die Symmetrie zu einer
Achse, zu mehreren Achsen und zyklische
Symmetrie. Die duBeren Krifte des Trag-
werks kénnen symmetrisch oder antimetrisch
zu einer Achse zugeordnet oder in allge-
meiner Form vorgeschrieben sein. Symmetrie Abb, 172.
oder Antimetrie der #uleren Krifte bedeuten
auch Symmetrie oder Antimetrie des Spannungs- und Verschiebungszustandes, so
daB die Komponenten von Schnittkraft und Verschiebung in symmetrisch zu-
geordneten Querschnitten gleich groB oder entgegengesetzt gleich sind und einzelne
Komponenten in den Querschnitten der Achsen ausgezeichnete Werte annehmen.

Bei Symmetrie der Belastung sind die Langskrifte N, die Biegungsmomente M
und die Verschiebungen w parallel zur Achse in symmetrisch zugeordneten Quer-
schnitten m, m’ gleich groB, die Querkrifte @, die Verschiebungen # senkrecht zur
Achse und die Verdrehungen ¢ entgegengesetzt gleich (Abb. 172). Fiir die Quer-
schnitte # in der Symmetrieachse sind die Querkrifte @, die Verschiebungen # senk-
recht zur Achse und die Drehwinkel ¢ Null oder entgegengesetzt gleich, die Glieder
der ersten Gruppe (N, M, w) erhalten ausgezeichnete Werte.

Bei Antimetrie der Belastung sind die Querkrifte @, die Verschiebungen « senk-
recht zur Achse und die Verdrehungen ¢ in symmetrisch zugeordneten Querschnitten
m, m’ gleich groB, die Lingskriifte N, die Biegungsmomente M und die Verschie-
bungen w parallel zur Achse entgegengesetzt gleich. Fiir die Querschnitte » in der
Symmetrieachse sind die Lingskrifte N, die Biegungsmomente M und die Ver-
schiebungen w parallel zur Achse Null oder entgegengesetzt gleich, die Glieder der
zweiten Gruppe (Q, #, ¢) erhalten ausgezeichnete Werte.

Damit sind bei Symmetrie oder Antimetrie der Belastung eines durch Achsen
ausgezeichneten Tragwerks einzelne Komponenten des Spannungs- und Verschie-
bungszustandes bekannt. Die Anzahl der statisch iiberzihligen Schnittkrifte wird
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