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Das Hauptsystem mit einfacher Symmetrie . 191
Nutzen , um die Schnittkräfte für verschiedene Belastungen eines einzelnen Stabes
(h — 1 ) , h auf eine bekannte Belastung zu beziehen . Eine überzählige Größe X k des
Hauptsystems kann oft aus zwei Belastungszahlen nach (323) als

— ßk (h- l ) <5(Ä- 1 ) 0 + ßkh ^hO
berechnet werden , so daß bei symmetrischer Stabform und symmetrischer oderantimetrischer Belastung

^ (Ä- uo — i ^Ao un (l Xk — *5* 0 (ßka - D i ßkh ) ■
Demnach ist für zwei verschiedene entweder symmetrische oder antimetrische
Belastungsformen 5(51 und

Die Schaubilder der Biegungsmomeflte eines Belastungsfalles (2 ) können damitauf die bekannten Biegungsmomente eines Belastungsfalles ( 1 ) bezogen werden .Hierfür wird der einfachste Fall , die gleichförmige Belastung , gewählt .Die Voraussetzungen für die Gültigkeit des Ansatzes sind erfüllt , wenn von demEinfluß der Längs - und Querkräfte auf die Verschiebungen abgesehen wird und die
Belastung des in A und B gelenkig angeschlossenen Stabes lh in den benachbartenStabteilen des statisch bestimmten Hauptsystems keine Biegungsmomente hervor¬ruft . Die Komponenten d(Ä_1 )0 , dh0 bedeuten daher die relativen Verdrehungen der
Endquerschnitte (h — 1 ) , h des ausgezeichneten Stabes .

Die Verhältniszahlen sind für symmetrische Belastung mit <5* 0 2 : <5* o 1= firRr \ uk Rk , für antimetrische Belastung mit <5* 0,2
'• <5» o,i = vr R r : vk Rk nachTabelle 17 für Stäbe mit konstantem Trägheitsmoment berechnet worden und inTabelle 24 enthalten .

Gegeben ist die Schaulinie M mp für eine gleichförmige Belastung des Stabes A B (Abb . 183a ) .Hieraus folgen die Momente MmP (Abb . 183b) für die Belastung des Stabes AB durch Einzel¬lasten : *
2 - 1,0+ 0,960,6 • 5,0 0 .6 • 5,0

■
J M,fi7 = 1,5 ; //13 = 6 • 0,16 = 0,96 ; M mp =

mp = 1,64M mp .

i f |t f
-0,2

0,5l - ^

1= 5,00-

Abb. 183 a und b .

28. Vereinfachung der Lösung bei Symmetrie des Hauptsystems .
Die Symmetrie des Hauptsystems setzt Symmetrie des Tragwerks voraus , deren

Eigenschaften im allgemeinen bereits auf S . 185 dargelegt worden sind .Das Hauptsystem mit einfacher Symmetrie . Von n statisch unbestimmten
Schnittkräften Y3 wird in der Regel eine gerade Anzahl r symmetrisch zugeordnetsein . Der Rest (n — r ) = t gehört Querschnitten der Symmetrieachse an oder be-
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steht aus Stütz - und Schnittkräften , deren Einheit im Hauptsystem ebenfalls sym¬
metrische oder antimetrische Kräftebilder erzeugt . Statisch unbestimmte Biegungs¬
momente und Längskräfte in der Symmetrieachse des Hauptsystems liefern sym¬
metrische , statisch unbestimmte Querkräfte antimetrische Spannungszustände.
Hie t symmetrisch zueinander liegenden, statisch unbestimmten Schnittkräfte
werden mit YA . . . YA+j . . . Yb _ j . . . Yb , die übrigen (n - r) = * mit Zh be¬
zeichnet . Von diesen soll die Anzahl t ' symmetrisch { Uh) , die Anzahl t" antimetrisch
( Vk) sein (t = t ' + t"

) . Die symmetrischen Eigenschaften des Hauptsystems sind
die Ursache folgender Beziehungen :

ö AA = d BB , • • ■ö u + J ) {A + J ) — d {B _ JUB _ j ) , • • • ö A {A + J ) = &R (B - j ) ,

<5u + j ) h = d (R- J ) h > ^ u + j ) te = —

Die Matrix ist daher auch zur Nebendiagonale symmetrisch oder antimetrisch . Das¬
selbe gilt von der konjugierten Matrix.

Zerlegung der Matrix und Bildung von Gruppenlasten . Werden je zwei der
r Bedingungsgleichungen mit den Ordnungsnummern (A + / ) , ( R — J ) symmetrisch
zueinander liegender Schnittkräfte addiert und subtrahiert , so entstehen zwei von¬
einander unabhängige Ansätze . Die Gleichungen a enthalten neben den statisch un¬
bestimmten Schnittkräften Uh die Größen ( YA + YR) = X '

a , { YÄ + J + YB _ j ) = X '
a + i .

Die Schnittkräfte V k fallen aus . Die Gleichungen ß enthalten neben den statisch
unbestimmten Schnittkräften V k die Größen { YA — YB) = X '

T , ( YÄ+ J — Yb _ j ) — X '
_ { .

Die Schnittkräfte Uh fallen aus . Hierzu treten noch t ' geometrische Bedingungen
dh — 0 mit den unbekannten Größen Uh , ( YÄ + J -(- YR- j ) = X '

a + i und t" geo¬
metrische Bedingungen ö k = 0 , welche nur Vk und ( YÄ + J — YR_ j ) = X '

r_ { ent¬
halten . Die beiden Ansätze a und ß zählen daher (r/2 + 1'

) und (rj2 + t”
) Glei¬

chungen mit ebensoviel Unbekannten.
Um die Aufspaltung der Matrix nach Abschnitt 34 vorzubereiten , werden die

Glieder mit den Summen und Differenzen statisch unbestimmter Schnittkräfte mit
der Zahl 2 erweitert, so daß daraus neue Unbekannte

2 ( Y Ä + J + Y b _ j ) — X a + i , | ( Y a + j — Y b _ j ) — X r _ i ( 359 )

mit den doppelten Vorzahlen entstehen . Diese Rechnung wird an vier ausgezeich¬
neten Gleichungen (A -{- / ) , ( R — / ) , h und k gezeigt .

Allgemeiner Ansatz .

A + J + YA + jÖ (A+ J ) (A+ J ) • ' A- YR - jÖ (A+ J ) (R—J ) - • + U h d (A+ j ) h • + VkÖ (A+ Jih • • •

h • • • • -\~ yR —jöhot —j ) ■ + U „ 6hh -

k - h YA + j6t (A+ J ) • + Y R - j6t (R- j ) — * + Vk $ kk

R - J • " ~\ - Y A+ j6 (R- J ) (A+ J ) ■ • + 5/
Ä- z <5(fi - zxii - j ) ' • + U h Ö(R - J ) h ' • + Vh6 (R - j ) h ■• •

« + i

h

Ansatz a .

. . . +
Va + j + y r —j . 2 (6(a + ji (a + J)Y 6(A+ J) (r- j )) ■ • + ^ * (5* <a + z )+ 6h (R - j )) • • •2

• • • +
Ya +j + Yr - j

2 6 (A+ J ) h ■■■ • + t/* <5» *2

Ansatz ß .

• • • +
YA+ J — Yr- J 2 (6(a +J) (a + j )— 6(a +j ) (r—j )) • • + Vh (<5* (A+ j ) — 6 t (r - j >) • • •2

• • • +
Ya + J — Yr j

2 6 (A+ j ) f - ■ + Vt6 ti • • •2

<5u + .no
<5* o
<5* o

<5(fi - z) o

<5(* + ao + 6(i - fl i

6h o

<5u + / >o— 6<ß - nn

<5* o
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Die Verwendung der halben Summe und der halben Differenz zweier zueinander
symmetrisch liegender , statisch unbestimmter Schnittkräfte nach (359) bedeutet
mechanisch die Erweiterung der statisch unbestimmten Schnittkraft zur statisch
unbestimmten Gruppenlast und damit zu einer statisch überzähligen Größe all¬
gemeiner Art . Diese sind ebenfalls unabhängig voneinander , so daß bei der Ableitung
beliebiger Schnittkräfte und Verschiebungen auf die Superposition über die Beziehung

y a + j = X a + i + X r _ i : Y R - j = X aJri - X r _ i

verzichtet und dafür folgender Ansatz verwendet werden kann :
Mh = MHt — ^ ( A/ H <a + i) ^ a + i + ^ H {r —i) X T—i + MHh Uh -\- MBk Vk) , \

— ~ 2 ( &R {a + i) X a + i + X r _ i Jl- dBh Uh + dHk Vi ) . )
MB (a + i ) , bedeuten im Hauptsystem die auf den Querschnitt H bezogeneSchnittkraft und die relative Verschiebung der Querschnitte H infolge von
— Xa+ i = 1 . Alle anderen überzähligen Größen sind dabei Null . Der Belastungs¬zustand

- Xa+i = - 1 ( Ya + j + Yb _ j ) = 1 , - X r_ , = - 1 (Y4 + j - Y r _ j ) = 0 usw . jbesteht aus den Schnittkräften j (361a )
~ Y a + j = 1 . ~ y r ~ j — 1 , )

der Belastungszustand
~ X r_ i — — | ( Y a + j — Y r _ j ) = 1 , — X a + i

—

aus den Schnittkräften
K y a + j + Y r _ j ) = 0 usw .

(361b )
~~ Y A + J — 1 » + Y R - J — 1 •

Die Vorzahlen der Gleichungen a und ß werden aus der Arbeit einer virtuellen
Belastung entwickelt :

+ J ) U + J ) Y ^ IA + J ) (R - J )) — ^ A + j ( ^ U + J ) U + J )Y &(A + J ) iR - J )) YlR - j (Ö{R- J.) lR - J )+ ÖtR - J ) U + .7))
= l ^ + J ^ U + JHa + i ) = la + > ^ (a + i ) (o + i ) >

^ U + J ) {A + J )
— bu + J ) t,R - J ) ) = ^ A + j {b (A + J ) U + J )~ d {A + J ) {R - J )) ~ lR - j (d {R - J ) (A + J )~ Ö{R - JHR - J ))

= ^ A + J ^ U + J ) W- i ) ~ lR - jÖ (R - J >(r - i ) = ^ r - i ^ (r - i ) (r - i ) '
^h (A + J ) + ^ A (R - J ) = \ (a + i ) = la + i ^ (a + t ) h +

ÖkiA + J ) — ^ k (R - J ) = ^ fc(r - i ) = 4 - » fyr - 0 k = ^ ^ U JfJ ) k -

Damit erhalten die beiden voneinander unabhängigen Ansätze « und ß folgende
Form :

Ansatz a .

Ö(a+ <) a • • + A fl+ i ^ (a+ O (n+ i) * + U * <5io + i ) a ’ • • ^ la + f>0

A-
„ 6 ha • • + a 0+ , ^ A(a+ <> + U h ä „ k • • • ^ hO ■

Ansatz ß -

* r <5(r - i >r - • + X r - i <5(r - (><r - il ■ - r V k <5<r - i ) jfc4 *

* r r • + äfc (r- O + V * dkk * ‘ *

(362 a)

(362b)

Diese Gleichungen können nach dem Prinzip von Cast igliano ( S . 163 ) auch unmittel¬
bar angeschrieben werden . Die virtuelle Belastung besteht dabei aus den Teilkräften
eines der Belastungszustände — X a = 1 , • • • — X a+ i = 1 , • • ■ — X r= 1 , • • • — X r_ ,= 1 .

Beyer , Baustatik , 2 . Aufl . , 2 . Neudruck . 13
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Da die relativen Verschiebungen und ö^ j des Hauptsystems aus den äußeren
Ursachen und den überzähligen Größen X k Null sind , ist in Verbindung mit (361)

R - J ° R - JA + J UA + Ja+ i ^ a + i

+ <5(ü - J )!OI~ 2 (^ U + Jla + Ö{R - J ) a ) X a — 2j {Ö(A + J ) h + 0 ,

(a+ i ) h(a+ i ) a(a + i ) 0

R - J ° R - JA + J UA + J

) X r - 2 ( ö{(A + J ) k \ R - J ) k(A - J )M (R - J ) r(R - J ) 0

z r - 2Ö ,\ r—i ) k(r—i ) r

ß ) Ö(A + J >0 — Ö(R - J ) 0

Die Belastungsglieder bei Symmetrie der Matrix . Die Belastungsglieder
der beiden Ansätze a und ß ( S . 192 ) entstehen durch Addition und Subtraktion der
Bedingungsgleichungen mit den symmetrischen Ordnungsnummern (A + J ) , (R — J )

(a+ i ) 0 'U + «7) 0 | (R - J ) 0 (r—i ) 0(ii - J )O<5,\ A + J ) 0

Bei symmetrischer Belastung ist du + Jm = d (R _ J )ti , dw_ i ) 0 = ök0 = 0 ] die Glei¬
chungen ß sind daher homogen , so daß

X r_i — 0 , V lc — Ü und X a+ i — Yj + j — YB _ j . (363)
Bei Antimetrie der Belastung wird Öu + J) 0i = — d {B _ J) 0 , also A (a+ l ) 0 = <5Ä0 = 0,
so daß die Gleichungen a homogen sind . Daher wird jetzt

X a+ i = 0 , Uh = 0 und X r_ ( = Y ( 364)A + J — ~ Y b _ j .

Diese Lösung trifft bei Verwendung von unsymmetrisch liegenden Stütz - oder
Schnittkräften W '

H mit symmetrischem oder antimetrischem Kräftebild nicht immer
zu , so daß diese oft in ein statisch unbestimmtes Hauptsystem einbezogen werden.
Ist WB die zur statisch unbestimmten Stütz - oder Schnittkraft symmetrisch liegende
Größe , so werden zweckmäßiger von vornherein Gruppenlasten

Wj, + W;
(365 )

gebildet , von denen dann stets die eine oder andere bei Symmetrie oder Antimetrie
der Belastung Null ist .

Um diese übersichtliche Lösung auch bei einer beliebigen Belastung iJJ anschrei¬
ben zu können , wird diese nach S . 186 durch Belastungsumordnung in einen sym¬metrischen Anteil und in einen antimetrischen Anteil <2>9ß so zerlegt , daß

e ( (1>$ + (2, $ )
In der statischen Untersuchung des Tragwerks für erscheinen dann allein die
überzähligen Größen X a , X a+ i und die symmetrischen Kräfte Uh , in der statischen
Untersuchung des Tragwerks für <2>$ nur die überzähligen Größen X r , X r_ { und
die antimetrischen Kräfte V k . Jedem Lastanteil wird zur Vereinfachung der Rech¬
nung ein der Eigenart der Belastung oder <2>$ entsprechendes Hauptsystem
zugeordnet .

Der symmetrisdie Anteil liefert

A + J
der antimetrische Anteil (2 )iß

(2>2Ta+ !. = 0 , = (2>Ya + j = - 12) Yr _ j ,A + J —

( 366)
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die Superposition von und daher
Ya + j = {1 ) Ya + j + ‘» Y^ , , Yr _ j = <i>Y

Schnittkraft M = ll )M + (2 >M usw.
Anwendungen , a) Durchgehender Träger auf

4 Stützen in symmetrischer Anordnung (Abb . l84a ) .
Das Tragwerk ist zweifach statisch unbestimmt .

Hauptsystem a (Abb . 184 b ) : Träger auf zwei Stützen .
Überzählige Größen sind die Stützkräfte X a = YA ,Xb = YB , so daß daa — öbb .
' Hauptsystem b (Abb . 184e) : Drei einzelne Träger .

Überzählige Größen sind die Stützenmomente X a = YA ,X b
= ~ Yj, , so daß ebenfalls 6aa = Ö hh.
Umformung des Ansatzes nach (359 ) :

X a + X b öab = da0 ,
X a öba + X b öbb = dba ]

X±± ^ 2 (daa + öai ) = öa0 + db0 ,
X

-^
Xb 2 (öaa - dab ) ^ öa0 - öb0 ',

X 1 dn ^ d10 , X 2 ö22 = d20 .

Belastungszustand — = 1 : — X a — 1 , — X b = l ,

R —J + <2>

77ZZ 77/

b) ' Haupte•)

Y * - j -

< l 2 >

stem a

S- — ^

c)
r4 1

d) /

■ » i

-HK

\ 1

4
Hauptej

177777} VT}

fstemb

3*.
^ vttttti 17777771

M,

91
^ IrVVm

Mg
*

Schnittkräfte M x \ Abb* 184-

Belastungszustand — X 2 = 1 : — X a = 1 , + X 6 = 1 , Schnittkräfte M 2 .
Symmetrische Belastung : X 1 = {vX a = luX b , X 2 = 0 .
Antimetrische Belastung : X 1 = 0 , X 2 = (2 ) = — t2 >X b .
Schnittkraft aus der Superposition : M = M0 — X x M x — X 2 M, .

b ) Beiderseits elastisch eingespannter Bogenträger in symmetri¬scher Anordnung (Abb . 185 ) . Das Tragwerk ist dreifach statisch unbestimmt .
Hauptsystem a . Träger auf zwei Stützen (Abb . 186a ) . Die EinspannungsmomenteXa , X h und die Längskraft X c im Bogenscheitel sind statisch unbestimmte Schnitt¬

kräfte .
Überzählige Größen :

— X 1 = 1 , M = M lt
V -̂ a — -̂ B .Z 2 — 2 - X 2 = l : ~ Xa = 1 , + = 1 . s? II t»

V _ X. + x t .3 2
I wli - X a = 1 , - x 6 = 1 , m = m 3

Die Schnittkräfte aus — X 1 = 1 und — X 3 = 1 sind symmetrisch , die Schnitt¬
kräfte aus — X 2 = 1 antimetrisch . Daher Öl2 = Ö23

— 0.
-X2 X ,

«5h S13

ö22

^31 ^33
13*
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Symmetrische Belastung :
(1 )M0 ; a >X x + 0 , <1>X 2 = 0 . = <»Xa = c«Xj + 0 .

\_ L _
H—u,-

Abb . 185 .

Mi + 1y
'\

* 1

Antimetrische Belastung :
(2)M0 ; (*>X 1 = 0 , (2 |X 3 = 0 ,
<2>X 2 = <2>X a = - ™X b =+= 0 ,

M0 = <»M0 + <2)M0 ,
M = M0 - ^ M, - X 2 M2 - X 3 M3

= M0 - X l yf + X t f - X 3 ,li
N = N 0 — X 3 cos x — X 2 sin a .

Die statisch unbestimmte Längskraft X c = X1
des symmetrischen Anteils des Ansatzes läßt
sich außerdem noch durch einen Anteil der
GruppenlastX 3 in Gestalt zweier Momente X 1yfl
in a und b derart zu einer Gruppenlast X i er¬
gänzen , daß diese im Gegensatz zu X x unab¬
hängig von X 3 berechnet werden kann. Die
Bedingung ist hierfür 1 3 <534 = 0 . Gruppenlast
- X 4 = 1 : - X 1 = 1 , + X 3 = ly 0 .

^34 = ^31 yo ^33 = 0
(starre Einspannung ) ,

^ 3 ^ 34 — ^ 31 2e 31 yo ^ 33 2j 'o e 33 — 0

(elastische Einspannung ) .
£ 33 , e 31 sind die E / c fachen Drehwinkel des
Widerlagers infolge eines Momentes von der
Größe 1 oder einer waagerechten Kraft 1 in
a oder b .

\ y' I±ds - 2 £31
y0 = J

Jt '" + 2 ' ”
'

X 2 , X 3 , Xi . nach (465) .
Hauptsystem b (Abb . 186b ) . Die Längs¬

kraft N c = X c im Scheitel wird durch die
statisch unbestimmte Schnittkraft H b am
Kämpfer ersetzt . Als überzählige Größen wer¬
den außer X 2 und X 3 nach Lösung (a ) die
Gruppenlasten X x = 1/2 (Ha + H b) und X * = 1/2
(Htt — H b) verwendet . Von diesen ist X * statisch
bestimmt und bei symmetrischer Belastung Null.
Bei antimetrischer Belastung ist Ha = — Hb.

Die beiden symmetrischen überzähligen Grö¬
ßen Aj , X3 werden auch hier durch Erweiterung
von X x zu einer symmetrischen Gruppenlast X4
unabhängig voneinander . Diese besteht aus X1
und einem Anteil von X 3 in Gestalt zweier

Kräftepaare Ajy 0 ' in a und b . Die Strecke y 0 wird derart bestimmt , daß <543 = 0.
Ansatz und Ergebnis wie in Lösung (a ) .

Abb . 186 .
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Hauptsystem c (Abb . 186c) . An Stelle der LängskraftM c = Zj im Bogenscheitel als statisch unbestimmte

Schnittkraft . Das Hauptsystem ist dann ein Drei¬
gelenkträger mit X t und den Gruppenlasten Z 2 , Z 3nach (a ) als überzähligen Größen . Der Ansatz erhält
wiederum die in (a ) angegebene Form . Auch hier
kann der symmetrische Teil durch die Ergänzung
von Z x zu einer Gruppenlast Z 4 in zwei voneinander
unabhängige Gleichungen zerlegt werden , die aus Z 4
und zwei Momenten --J- Zj besteht . Die Strecke y0
wird aus der Bedingung <5^ = 0 berechnet .

c) Geschlossener Dachrahmen mit Hänge¬
stangen in symmetrischer Anordnung
(Abb. 187 ) . 1 . Statisch bestimmtes Hauptsystemnach Abb . 188 a :

Zwei übereinander liegende Balkenträger . Als
statisch unbestimmte Schnittkräfte werden die
Längskräfte in c , h und k und die Biegungsmomentein a und b verwendet .

Symmetrische überzählige Größen :
Z , = § (Z B + Z ») , x 2 ~ \ {x h + x k) , x 3 = x c .

Antimetrische überzählige Größen :
Xt = \ [X a - X h) , X , = | (X * - X k) .

Belastungszustände : —
~ X3 — 1 : - Z
—X 2 = 1 : - z
- * 4 = l : - X t
~ XS = 1 : - X

Z 3 = 1 , M = Mo ,
- X t = l , M = M 1 ,
- X k = l , M = M 2 ,
+ X b = l , m = m 4 ,
+ x fc = i , m = m5 .

Ansatz für symmetrische Belastung :

N c dient das Biegungsmoment

Abb. 187.

a) Xc

Xx X2 X3
6n Ön <3,

<3,1 S22 ^23

^31 ^32 i ^331
Ansatz für antimetrische Belastung :

AT4
<544 <5JS

<5» ^65

Symmetrische Belastung : Z 4 = Z 5 = 0.
X, = »>X0 = <i>X 6 , X3 = XC .

Antimetrische Belastung : X 1 = A’
2 = A'

3 = 0.
Xi = mx a = - <2>Z , , Z 5 - <2>Z ft = - ™X k .

c)
_ _ _

Abb. 188.
Beliebiger Lastangriff :

M = (»Mo + l2 )M 0 - 2X T M r \ r = 1 . . . 5 .
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Die Längskraft X c = X 3 kann ebenso wie X 1 auf S . 196 zu einer Gruppenlast X*

ergänzt werden , so daß S 13 oder <323 Null ist . Die Erweiterung des Ansatzes zur un¬
abhängigen Berechnung aller überzähligen Größen wird in Abschnitt 36 behandelt .

Die Verwendung des Biegungsmomentes im Scheitelquerschnitt c (Abb . 188b)
oder der Schnittkraft H „ im Querschnitt b an Stelle der statisch unbestimmten
Längskraft X 3 = X c führt zu keinen wesentlichen Änderungen der Lösung . Sie wird
dann ebenso wie auf S . 196 behandelt .

2 . Die Rechnung läßt sich durch statisch unbestimmte Hauptsysteme abkürzen ,
deren Schnittkräfte für die Belastung iß und — X k = 1 aus Tabellen bekannt sind.
Sie kann daher hier unter Umständen mit Vorteil auf den geschlossenen Stabzug
oder den Zweigelenkrahmen mit biegüngssteifem Zugstab bezogen werden . Der
Ansatz lautet für Abb . 188c :

Symmetrische Belastung

Xt X 2

-51V Ö 'ü

Antimetrische Belastung
V , X5

m
M = M ™ - Xj - X 2 Vf ' 1» - X 4 M (" - X 5 MSV .

Zahlenbeispiel in Verbindung mit einem statisch bestimmten Hauptsystem .
Berechnung einer zweischiffigen , zur Mitte symmetrischen Halle (Abb . 189 ) .

1 . Geometrische Grundlagen : Trägheitsmomente
und reduzierte Stablängen . Riegel : J r — 0,00312 m4 = J „
Pfosten : oberes Ende Jt , — 0,00540 m 4 , unteres Ende
Ja — 0,000675 m 4

, J a : J b = n = 0,125 . Maßgebendes mitt¬
leres Trägheitsmoment für den Pfosten nach Tabelle 11

/ * = * • / « = 4,90 J a = 0,00331 m 4 ,

h ' = 3 ’45 ! ’! ! ! ! ? = 3,25 m , s [ =s 3,09 m , s'
2 = 2,50 m .

UjUllool
2 . Hauptsystem und überzählige Größen : Die Belastung wird bei Symmetrie des

Stabzugs durch Umordnung in den symmetrischen und antimetrischen Anteil zerlegt . Die sym¬
metrische Belastung •Ojß erzeugt ein symmetrisches Kräftebild , so ‘daß die symmetrisch zuein¬
ander liegenden Biegungsmomente der Querschnitte b , c , d , e nach (359 ) zu überzähligen Grup¬
penlasten vereinigt und aus

Xi = i ( '«Mj + ; X 2 = i (WM , + MM d)

berechnet werden (Abb . 190a ) . Die Differenz der Biegungsmomente aus (1, )ß ist Null , daher

X t = WM h = <» M , , X 2 = I»M „ = w M d .
Der antimetrische Anteil erzeugt ein antimetrisches Kräftebild , so daß ein Hauptsystem
mit den Biegungsmomenten <2,M e als überzähligen äußeren Kräften statisch bestimmt
berechnet werden kann (Abb . 190b ) . Diese werden zu zwei überzähligen Gruppenlasten zu¬
sammengefaßt :

l2)Xi = ( •2lM „ -{- MM , ) ; <2>X 3 = i ( WM , — Mm, ) :
MX d = 0 daher <2>X 3 = MM „ = - MM, .

Mĉ SPMd

Abb . 190 a . Hauptsystem für symmetrische Belastung . Abb . 190 b . Hauptsystem für antimetrische Belastung .

Abb. 189 .

Das Hauptsystem für den symmetrischen Anteil der Belastung nach Abb . 190a ist beweglich ,
aber durch die Art der Belastung im Gleichgewicht . Das Hauptsystem für den antimetrischen
Anteil (Abb . 190b ) ist statisch unbestimmt , die statisch unbestimmte Schnittkraft jedoch durch
die Art des Lastangriffs Null .
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Ansatz :
Symmetrischer Anteil

V , X,
Antimetrischer Anteil

3 . Vorzahlen der Elastizitätsgleichungen : Berechnungnach (300) mit den Abb . 191a—c

13,506
■1,03113 - Q:7233s

4,964 ,M, M,

33,580 .

- 1,37081 - 1,37881

1,000. 1,37681 1,37681

Abb. 191. Bieguogsmomente im Hauptsystera
infolge — Xi = 1,

Abb. 192.

Auflösung des Ansatzes nach (347 ) :

X 1 = + 0,10780 <510 - 0,09185 <520 ,
V2 = - 0,09185 <510 + 0,24990 <520 ,

A 3 = - \- 0,02978 <530 .

4 . Die überzähligen Größen und Schnittkräfte aus einzelnen Belastungs¬
fällen . a) Eigengewicht (Abb. 192a) . Die Belastung ist symmetrisch. Hauptsystem : Abb. 190a,
A3 = 0 . Schnittkräfte : Abb. 192b.

<5io = A = _ 138,57 ,

^ o = jAf „ Ma = _ 86,017 ,

A1 = — 7,037 mt = Mb = M, ,
Xt = — 8,769 mt = M e = Ma .

Abb. 193. Biegungsmomente aus Eigengewicht .

■1,853 - 8,769

+$623 * >1,082

Momente im statisch unbestimmten System (Abb. 193 ) :
M = M0 + 7,037 M1 + 8,769 M2 .
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Probe : Die gegenseitige Verschiebung öh der äußeren Fußgelenke muß als Null nachgewiesen
werden . Die virtuelle Belastung 1k nach Abb . 194 a liefert

U3) <5*ö = S M* Mo
3>^

J
ds = ° ’02 = A > 0 .

-asm

2.9376 ,

Alit . 194 a und b .

so daß die waagerechte Komponente H der äußeren Stützkräfte nach (333 ) den Fehler
AH = A/Öffr 1' enthält :

l '" - 1’ c *
' 1’ = 1£- ’ <5*

2
*
’ ds = 110,403 . (Abb . 194b ) ,

AH = 0,02/110,403 = 0,181 kg ,
gegenüber H = 2,040 t .

b ) Einseitige Schneebelastung (Abb . 195 a ) . Die Belastung wird in den symmetrischen und
in den antimetrischen Belastungsanteil zerlegt . Symmetrischer

~ ^ Belastungsanteil 111 : Hauptsystem nach Abb . 190 a , Schnitt¬
kräfte ll )M 0 , nach Abb . 195 b

“ ’<5io = S w M 0 M 1
L - ds = - 12,643 ,

<% „ = f <i >M 0 M 2
A ds = - 7,826 .

Antimetrischer Belastungsanteil <2>*ß : Hauptsystem nach
Abb . 190 b . Schnittkräfte l2 >Af0 nach Abb . 195 c .&«VS

I

77W7

Schneebelastung .

*<> ♦«* »<5 Ki

I \ \ 1 1

?« i* fiJu.

' t ' 0M = ‘ i '* 'M a M a A±ds = 0 , V 3 = 0 .

Daher ist nach 3 . :

A'
x = — 0,644 mt = M b = M e ,

X t = — 0,794 mt = M „ = M ä .
Momente im statisch unbestimmten System (Abb . 196) :

Symmetrischer Anteil .

Antimetrischer Anteil .
Abb. 195.

M = «1rn 0 + <*>Af0 + 0,644 M x + 0,794 M 2 .
Probe wie bei a ) :

<5£8 = 0,02 =

c) Windbelastung (Abb . 197 a ) . Die Belastung wird in
den symmetrischen und in den antimetrischen Belastungs¬anteil zerlegt ( Abb . 197b und d ) . Symmetrischer Belastungs -

Abb. 196. Biegungsmomente aus Schneebelastung .

'■qfflß +0,030mm

anteil : Hauptsystem nach Abb . 190a . Schnittkräfte u >Af0 nach Abb . 197c
'”<5i „ = J Is . ds = - 7,373 , « ><520 = lf - ds = - 4,015 .J J
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Antimetrischer Belastungsanteil : Hauptsystem nach Abb . 190b . Schn. ttkräfte <2>Af0 nach
Abb . 197 e

(2><530 = J ,2, -H„ A/ 3 Y
ds = 98 -05 •

Daher ist nach 3 . :
X1 = — 0,426 mt , X2 = — 0,326 mt , X3 = + 2,921 mt .

a)
^ §

\ 0,15t 0,55t | |
OMt

Windbelastung .

Symmetrischer Anteil .

Antimetrischer Anteil .
Abb . 197.

+2,m

*1,317
~°im -3,55«

- -* 3,065f

-3.3H7

Abb . 198 - Biegungsmomente aus Windbelastung .

Momente im statisch unbestimmten System (Abb . 198 ) :
M = <bM 0 + <2>2kf0 + 0,426 Mx + 0,326 M2 - 2,921 Mx .

Probe wie bei a) :
<5$ = 0,025 = A .

Mit a >6Ja = A/h = 0,025/3,45 = 0,00725 , a ,<52« = | 2)<5,) » = 0 ergibt sich nach S . 169 ein Fehler
AXx = 0,10780- 0,00725 = 0,000782 mt und damit ein Fehler der äußeren horizontalen Stütz -
Kräfte

AH = 0,000782/3,45 = 0,23 kg gegenüber 723 kg .
, Zahlenbeispiel in Verbindung mit einem statisch unbestimmten Hauptsystem .
(Abb . 199 a .)

1 . Geometrische Grundlagen . Trägheitsmomente :
J x = 0,0416 m4 = / „ , / 2 = 0,0213m 4 , J 3 = 0,0114 m 4 .

Reduzierte Stablängen :

‘ i - ä -M ' “ 18-245 ” ■ “ - 8-09 ' Sh " 15-746 m '

h '., = 6,00 m , h' = 2,00 m , sf, = 5,657 m , l\ = 8,00 m .
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2 . Hauptsystem (Abb . 199b ) : Zwei einfach statisch unbestimmte Seitenrahmen stützen
den Riegel des Mittelschiffs als Balkenträger . Statisch unbestimmte Schnittkräfte sind M „
M r , H r . Um die Symmetrie des Stabzugs für die Rechnung auszunützen , wird außerdem auch H t
als äußere Kraft verwendet , so daß die Gruppenlasten

X x = \ (M t -J- M t ) , X 2 = \ (Mi — M r ) , X 3 = (Hi -j - H r ) , X 3 = (H b H r)

gebildet werden können . X 3 , X 2 , X 3 sind überzählige Größen . Die Gruppenlast X t ist Null
oder statisch bestimmt . Wird die Belastung in den symmetrischen und antimetrischen Anteil

a) Abmessungen b) Hauptsystem
Abb . 199.

zerlegt , so ist <1)A 2 = a >X t = <2>X 1 = <2>X 3 = 0 und (2>A 4 statisch bestimmt . . Der Ansatz
zerfällt in zwei unabhängige Teile .

A
'
i V 3

Symmetrische Belastung :
<51? <51?

<51? <51?
Antimetrische Belastung : X 3 6$ = <51? .

3 . Die Schnittkräfte des statisch unbestimmten Hauptsystems . Unterlagen
zur Berechnung der Schnittkräfte in den statisch unbestimmten Seitenrahmen nach Abschn . 61

18,25
15,75

= 1,159 ; ^ = 0,381 ;15,75

6,0 = 1 ,200 .2 ' 5,0

H = 0,833 • 2,159 + 1 + 1,200 • 1,381 = 4,456 .
Belastungszustand — X t = 1 : — M , = 1 ,

■Ai = Dt = — — = — 0,125 t ,

0> = 0,833
2 -4,456

= 0,3179 ,

M r — 1 , M <2> nach Abb . 200a

_L _
8,0

~

- 1,000

Bi _ C4 — +

H ai = H b i = H c i = H d i 5,00

= + 0,125 t

0,3179 = - 0,06361 .

0 = 1 + 2 - 1,200 ( 1 + 0,381 )

C3 = + p
= .+ 0,750 t ,

Belastungszustand — -ST2 = 1 : — M , = l , + M r = 1 , Mf > nach Abb . 200b
^ 2 = - 0,125 t , B2 = + 0,250 t , D 2 = + 0,125 t , C2 = — 0,250 t ,

H ai = H b3 = - 0,0636 t ; H c3 = H d3 = + 0,0636 t .
Belastungszustand — AT3 = 1 : — H t = l , — H r = 1 , nach Abb . 200c

_ _ _ 6,0
8,0

4,456
— 0,9682 ; H a3 = - ( - 0,9682 ) = - 0,4841 ,

H d3 = H a3 = — 0,484 , H b3 = H c3 = - 0,484 + 1,000 = + 0,5161 .
4 . Berechnung der Vorzahlen des Ansatzes als gegenseitige Verschiebungen im statisch

unbestimmten Hauptsystem nach (305)
Je J „ I CIO 1 i . Clo, I* , #1/1. , #-li>, / .

7<51? = JM
<°> M «

jds
= + 28,14 ;

- / M <<» Af<»
yds = + 682,5 ;

<51? = JM
<»> M “» = - 77,47 ;

<51? = JM
«» M <« J-

jds
= + 16,05 .
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5 . Auflösung des Ansatzes in 2 . nach (345 ) :
<5® + 0,11351 <5$

Vi =
19,34467

V, 16,05370 ’ V a = -
469,1904

cj

V>b . 200. Biegungsmomente infolge - A'
; 1 im statisch unbestimmten und statisch bestimmten Hauptsystem .

6 . Die Schnittkräfte des statisch unbestimmten Stabwerks können aus den Stützkräften
oder durch Superposition gewonnen werden :

H a = + 0,0636 (X 1 + Xt) + 0,484 V3 ,
H„ = + 0,0636 (Xt + Xt ) - 0,516 V3 ,
H c = H <* > + 0,0636 (X\ - X2) - 0,516 X3 .
H d = + 0,0636 (Xt - Xt ) + 0,484 X3 .

antimeirisch
Abb . 201 . Schneebelastung .

7 . Belastungsfall I : Einseitige Belastung des Mittelschiffs durch Schnee mit p = 0,45 t/m
nach Abb. 201 . Sie wird in den symmetrischen und antimetrischen Lastänteil mit p = 0,225 t/m
zerlegt, so daß Xx = «OAf, = (DM r , X3 = “ >H t = <l>H r , X 2 = <2>M , = — <2>Af r , Die Be-
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lastungsglieder des Ansatzes werden als gegenseitige Verschiebungen im statisch unbestimmten
Hauptsystem nach (305 ) berechnet .

a>s<*>= J <»M<») Mi« ds = — 86,7 ; = 0 ;

a><5<z> = J Jj- Ts = + 472,9 ;
<«<5<« = J ‘«dl !,

01 M<« J±ds = - 12,33 ; <2><5<2
0
> = = 0 .

Vi =
— 86,7 + 0,1135 - 472,9

19,34
- 1,710 mt ,

A' , 12,33
16,05

= - 0,768 mt ,

472,9 — 2,75 • 86,7
469,2 + 0,499 t .

Abb. 202. Biegungsmomente infolge Schneelast .

Die Stützkräfte sind dann nach 6 . :
H a = + 0,0840 t ,
H b = - 0,4150 t ,
H c = - 0,3173 t ,
H d = + 0,1817 t .

Sie können in Verbindung mit
den übrigen äußeren Kräften zur
Bestimmung der Schnittkräfte
verwendet werden . Die Super¬
position nach (289) liefert

M = M<« + 1,710 Mi« + 0,768 Mi« - 0,499 M <« .
Um die Richtigkeit des Ergebnisses ( Abb. 202 ) nachzuweisen , wird festgestellt , daß die Summe
der gegenseitigen Verdrehungen der Querschnitte l und r Null ist .

<5$ = Jm {*>M«» -A ds = 16,81809 - 16,79790 = 0,02 « 0 .

rv-0,625t/mir
iS»

\ \

Abb . 203. Windbelastuug .

8 . Belastungsfall II : Waagerechte Belastung des Pfostens des Seitenschiffs durch Windmit w =s 0,625 t/m .
Die Umordnung der Belastung ist bei dem einfachen Schaubild der Schnittkräfte M l

0
0>

nach Abb . 203 unnötig .
Belastungsglieder des Ansatzes :

S$! = J M '°>Mi« A ds = + 19,236 ,

<5® = J M>« ' Mi« Jj - ds = + 19,236 ,

« !S = J M 'f M '
3
« A ds = + 179,552 ;

x \ = 2,048 mt , Xt = 1,198 mt , X3 = 0,496 t , Xt = 0 .
Nach Abschn . 61 wird

0,625 - 5,00 ,H t>» = -
g
- ( - 0,5701) = 0,891 t ; = 0,891 - 0,625 • 5,00 = — 2,2341 .
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Die übrigen waagerechten Stützkräfte werden wiederum nach 6 . berechnet .

H a = — 1,788 t , H b = + 0,841 t , H c = - 0,202 t , H d = 0,294 t .
Sie dienen zur Ermittlung der Schnittkräfte . Die Superposition nach (289 ) liefert

M = .- 2,048 M <*> - 1,198 M <?> - 0,496 M <*> .
Zum Nachweis der Richtigkeit des Ergebnisses (Abb . 204 ) wird festgestellt , daß die gegenseitigeVerschiebung der Stützpunkte der inneren Pfosten Null ist :

j
Lds = 51,618 - 51,617 = 0,001 w 0 .J AT§» AT«»^ 30 =

Das Hauptsystem mit Symmetrie nach zwei Achsen . Die Symmetrie desTrag¬werks zu einer Achse führt mit der Bildung eines symmetrischen Hauptsystems zur
Symmetrie der Matrix in be-

W x * 3,206
/ --qm

*0,850& * 1,210

zug auf die Nebendiagonale
und zur Zerlegung des An¬
satzes in zwei unabhängige
Gruppen von Gleichungen .

$ Durch die Addition und Sub-
* 1,187
*8,517

ii
Xd Xa

Abb . 205.Abb . 204 . Biegungsmomente infolge Windlast .

traktion von Gleichungen mit symmetrischen Ordnungsnummern sind neue Un¬bekannte entstanden , die in statischer Beziehung als Gruppen von überzähligen ,zueinander symmetrisch liegenden Schnittkräften erkannt wurden . .Besitzt das Hauptsystem zwei Symmetrieachsen , so ist die Matrix durch vierAchsen ausgezeichnet . Der Ansatz kann dann durch wiederholte Addition und Sub¬traktion in vier voneinander unabhängige Teile X , fi , v , r zerlegt werden . Die Un¬bekannten dieser Gleichungen bestehen aus Gruppen von je vier statisch unbestimm¬ten , einander nach Abb . 205 symmetrisch zugeordneten Schnittkräften . Sie könnenähnlich wie bei einfacher Symmetrie des Hauptsystems symmetrisch oder anti¬metrisch zu einer der beiden Achsen entwickelt und zur Bildung der vier unab¬
hängigen Abschnitte des Ansatzes unmittelbar angeschrieben werden . Die Unbe¬kannten Uk der Gleichungen X sind zu beiden Achsen symmetrisch , die UnbekanntenVk des Ansatzes fi zu beiden Achsen antimetrisch . Die Unbekannten Y k der Glei¬
chungen v sind symmetrisch zur Achse I und antimetrisch zur Achse II , die Un¬
bekannten Zk des Ansatzes x antimetrisch zur Achse I und symmetrisch zur Achse II .Bilden daher X A , X B , X 0 , X D eine Gruppe statisch unbestimmter , einander sym¬metrisch zugeordneter Schnittkräfte , so ist

+ X D) ,
X B +

U k — | (X A -f - X B + X c -j- X D) ,
Zk = \ {X A + X B - X c - X B ) ,

Der Faktor 1/4 ist durch die nachträgliche Erweiterung der Summanden der Ansätze Xbis r entstanden , um die Schnittkräfte für — Uk = 1 aus der Belastung — X Ä
— 1 ,— X B = 1 , — X c = 1 , — X D = 1 usw . zu entwickeln . Die Vorzahlen und die Be¬

lastungszahlen der Ansätze A bis x folgen aus derselben algebraischen Entwicklungwie die Gruppenlasten , also durch Addition und Subtraktion der Vorzahlen öik undder Belastungszahlen ök0 des allgemeinen Ansatzes . Sie erscheinen nach der erwähn¬ten Erweiterung der linken Seiten der Gleichungen im vierfachen Betrage . Die Vor¬
zahlen <5AA und Öhi aus — X h = 1 werden jedoch dabei halbiert , wenn X h eine über¬
zählige Größe in der Symmetrieachse ist . Die Entwicklung kann nach dem An-
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satz (362 ) auf S . 193 verfolgt werden . Die Vorzahlen der Ansätze X bis r werden je
nach der Art der Gruppenbildung mit 1hk , fihk , vhk , r ,lk bezeichnet und unabhängig
von der algebraischen Grundlage ebenso wie auf S . 193 unmittelbar als die Arbeiten
VA *» , V/btÄ . lfc - Vfc* . einer virtuellen Belastung - Uk = 1 , - Vk = 1 ,
_ y k = i ; _ Z k = 1 bei einer Formänderung aus — Uh = 1 usw . entwickelt .
Dasselbe gilt von den Belastungszahlen ?.k0 , u.kQ , vk0 , r i0 .

Die Gruppenlasten U
bis Z können in dieser
Form nur dann entwickelt

SymmetrischeBelastung

werden , wenn die Anzahl der überzähligen Schnittkräfte ein Vielfaches von vier ist.
Sie werden deshalb unter Umständen durch symmetrisch liegende , statisch bestimmte
Schnittkräfte ergänzt . Daher tritt in der Regel zur Bildung von Gruppenlasten die
Umordnung der Belastung nach den ausgezeichneten Systemachsen (Abschnitt 27) .

Antimefn 'sche Betastung Ansatz und Lösung der¬
artiger Aufgaben wer¬
den an der folgenden
Rechnung gezeigt .

Der kreisförmige ,
1 durch eine Querwand
r unterteilte Behälterring

(Abb . 206) ist sechsfach
statisch unbestimmt . Er
ist zu zwei Achsen sym¬
metrisch . Um diese Ei¬
genschaft für die Be¬
rechnung zu benutzen ,

werden neben H a und H c auch H b und H d als äußere Kräfte verwendet , so daß
durch deren Umordnung nach den vier Achsen acht überzählige Gruppenlasten ent¬
stehen . Da das Kräftebild auch bei der Füllung einer Kammer zur senkrechten
Achse symmetrisch ist , sind die für diese Achse antimetrischen Gruppen Null.
Daher werden nur die folgenden überzähligen Größen angeschrieben :

1

Abb. 207 c , d.

u 1 = * 1 = x + M b + M e + Md) , U2 = Z 3 = ~ (H a + H b + H c + H d ) ,

Z1 = X 2 = ^ (M a + M b
-

(368)
M d ) , Z2 = Z 4 = ^ (tf 0 + Ä 6

- .ff c
- /7 d)

Die Elastizitätsgleichungen entstehen aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit (156)
^io — 2 ^ikX k = 0 usw . , <540 — 2 &ikX k = 0 ; £ = 1, . . . ,4 .

Die Vorzahlen haben die folgende Bedeutung :

<5u = ^ pV ? § ^ + jM ? y ^ ; d10 = + J MoM ^ ds
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Nt und M 1 sind die Schnittkräfte aus — X x = 1 , X 2 = X 3 = X 4 = 0 . Dieser Be¬
lastungszustand ist gleichbedeutend mit — M0 = 1 , — M b = 1 , — M c = 1 , — M d — \
(Abb. 207 a ) .

1 . Um die viergliedrige Matrix zur Bestimmung der überzähligen Größen
Xx . ■ . -X* zu zerlegen , wird die Belastung in einen symmetrischen und in einen
antimetrischen Anteil aufgespalten .

Symmetrische Gruppe :
fi ^ 13

^ 31 ^ 33

Antimetrische Gruppe :
f 2 ^24

<542 <344
2 . Die Vorzahlen (Abb . 207) :

+ ff/2 -fff/2

Fl r ’

<5n = 2 J \ ds — 2rn ; d13 = — 2 ^ ~ yrdcp = — 4r ,
- jt/2 —.-t/2

+ ff/ 2 -fff / 2

^ 33 = 2 + 2 cosV
A

rdcp + ( y )

*
2r ~ = nr + ^

~ ~ +
- ff/ 2 - ff/ 2

-fff/2 -fff/2

<522 = 2 J 1 r d <p + 22 • 2r A = 2 r (zr + 4 A
) ; d24 = - 2 = - 4r ,

- ff/ 2 '

4-ff/ 2 + ff/ 2

^ 44 = 2 rd <P f 2
J

“
2 cos 2

^
A rd <p = nr +

“ ff/ 2

■Zt —
»•

'
—ff/ 2

3 . Die Belastungszahlen für einen zur waagerechten Achse symmetrischen oder
antimetrischen Wasserdruck p :

+ */2
(1)^io = 0 , (1 )d30 = 2 J

*

y cos cppr ~ r dq> — 4pr ,
- */2

(2)4 o .
2 * (2r ) 1

2r / c^ 3 F 4 2 ^ / a
'

+ */2
<2>(Sa>= 2J cos q> jpr ^ rd <p = 4/ >r | f

— jr/2
4 . Die überzähligen Größen sind nach den Ansätzen 1 . :

^ X 1 =
8pr

Jo

r (n °- ~ 8) + ~ — + ~ 8 -
X*fl P X*, P

‘«X .

*̂ 30 ^ ii ^ io
4ip7tr ■■Je

/ 2 Q\ \ J c *̂ 2
1 Q ^r ( ji 2 — 8 ) + — — b -

p
~ 8 —

4o ^417-̂ 40^24
($22 ^44

4 / c
T ' X

7.
<̂ 22 — ^20 ^24 __ £ß y

^ e H: + ') +
" ' ‘

T + ’ IV + Tf .
■8 »-
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5 . Die Schnittkräfte aus der Füllung eines Abteils entstehen durch Überlagerung
des symmetrischen und antimetrischen Anteils aus p/2 . Daher ist bei Füllung beider
Hälften des Behälters

M a = Mb = M c = Mi = X 1 ,
bei Füllung eines Abteils

* l + * 2 .

H „ = Hh

Ma = M b =

H c = H d = ^

x 1 - a'
2 .

H„ H b =
* 3 + * 1 .

2 r ’

M e = M d = *
TT TT * 3 - * 4n c — tl d — 2r .

Die Abmessungen nach Abb . 208a liefern für p = 6,0 t/m folgendes Ergebnis :

Je = ° ’15
,

3
Ö

1,0 = 0,000281 m4 ,

Abb. 208 a.

12

0,30 3 • 1,0
12

=0,00226 m 4 ,

Je
Je

Je
X 1 = 8 • 6,0 • 5,0 •

F c = 0,15 • 1,0 = 0,15 m 2 ,
F z = 0,30 • 1,0 = 0,30 m 2 ,
/ . = 0,125 ,
F „ = 0,001873 m 2 ,
F z = 0,000936 m 2 ,

0,001873

5,0 (n 2 - 8 ) + 0,001873 • + 0,000936 • ~
5,0 5,0

=0,0478 mt ,

A s = 6,0 • 5,0
1,333 n • 0,125 (5,0 2 + 0,001873 ) + 8 • 0,001873

71 (4 - 0,125 + ji ) 5,0 +

X a = 4 ■6,0 • 5,0 •

0,001873 \
5,0 )

0,001873 • n

8 - 5,0
= 22,85 mt ,

: 0,0751 mt ,8 Tr
5,0 (jr2 - 8 ) + 0,001873 • -L- + 0,000936 „5,0 5,0

v 4 ^ 0,001873 (4 - 0,125 + jr ) + 1,333 - 5,0 2 • 0,125A 4 = 4 • 6,0 - 5,0 - --
(
-

, | s7 . . - = 29,15 mt .
Ti (4 • 0,125 + Ti) ^5,0 + sQ ) - 8 - 5,0

Füllung beider Kammern ,
1 mt = 66H mm.

Füllung einer Kammer ,
1 mt = 0,4 mm .

Abb. 208 b . Biegungsmomente.

Statische Untersuchung eines Kühlturmunterbaues . Um auch die Bedeu¬
tung der mehrfachen Symmetrie eines Tragwerks für die Vereinfachung der statischen
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TXnT

-V

a

x

Untersuchung zu zeigen , wird ein waagerecht liegendes Stabeck berechnet , dessen
Knotenpunkte durch senkrechte , am unteren Ende eingespannte Pfosten frei drehbar
gestützt sind . Das Tragwerk hat 24 statisch un¬
bestimmte Schnittkräfte X k , deren Abhängigkeit
bei unregelmäßiger Gliederung des Stabwerks neun-
gliedrige Elastizitätsgleichungen liefert (Abb. 209) .

Da die Aufgabe hier für ein Tragwerk mit
zyklischer Symmetrie gelöst werden soll , können
alle Vorzahlen des Ansatzes aus den Biegungs¬
momenten M24 , M 1 des Hauptsystems Abb . 210
für — X 2i = T — X 1 — 1 abgeleitet werden. Die
Trägheitsmomente des Pfostens für die radial
und tangential gerichteten Hauptachsen des Quer¬
schnitts sind J r , Jt > die Trägheitsmomente des
Ringstabes / , .

Um auch ähnliche Tragwerke mit anderen
Abmessungen zu vergleichen , werden statt der

3E J c fachen Verschiebungen d'
ik, Vorzahlen d{ k = &ik verwendet . Sie entstehen aus

folgendem Ansatz :
^ 24,24 = • • • ^ 22,22 :

%
%

*2*

£

Abb . 209 .

1 .932 2 . . / ,

s/ _° 23,23 — ‘ * ÖL
3

0 .259 2

/i3 + 2
J t

0,9662 / (h? Y- + 2
J t

0 .259 2 J ,At + 2 3 7 :
Ä3 4 “ + 2 0,t

![
)6- /2:! y ,J t * J T

-£ ö’
lk = dik

■ = 1,9322 + 2 • 0,9662 + 8 • 0,2592 + 2 ( ~ )
' = + 6,489 ,

0,259 • 1,932 - 0,259 • 0,966 + 0,966 • 0,259 • 4 = + 1,25097 ,
3

-24,21 — “ —3
Geometrische Abmessungen des Tragwerks:

Jt = Ji = Jo und Jr = iJc ; A = 12 m , s = 6,73 m .
Vorzahlen der geometrischen Bedingungen <524 = 0 und <5X = 0 :

-24,24 = i * ,2
= • • • = 1 .9322 + 2 • 0,9662 + 8 • 0,2592 + 2 (~ )

3

*̂ 23,24 “ ^1,24 = - . .
<522,24 = <52 ,24 = - 0,966 • 1,932 - 1,932 • 0,966 + ~ (y )
<521,24 = <53 ,21 = - 0,259 • 0,966 - 4 • 0,966 • 0,259

<520,24 = <54,24 = + 0,966 2 - 4 • 0,2592
^ 23,23 = <5m = • • • = 2 • 0,259 2 + 8 • 0,966 2 = 7,6 ,
<51>24 = <5i,2 = 1 . 932 • 0,259 - 0,966 • 0,259 + 4 • 0,259 • 0,966
<5i,23 = <5m = 0.2592 - 4 - 0 . 9662
öi,22 = <5M = - 0,259 • 0,966 - 0,259 • 0,966 • 4

= - 3,64434 ,
= - 1,25097 ,
= + 0,66484 ,

= + 1,25097 ,
= - 3,66562 ,
= - 1,25097 .

— Xat = 1, Mat , - * 1 = 1 , M, .
Abb . 210 . Momentenflächeo im statisch bestimmten Hauptsystem .

Beyer , Baustati !' , 2 . Aufl ., 2 . Neudruck . 14
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Matrix der Vorzahlen dik .

Wo Wi x„ Ws X 2i w W w
24 + 0,66484- 1,25097- 3,64435+ 1,250974 - 6,48900 + 1,25097- 3,64435- 1,25097
I — 1,25097— 3,66562+ 1,250974- 7,60000 + 1,25097— 3,66562
2 4 - 0,66484 - 1,25097- 3,64435+ 1,25097-j- 6,48900+ 1,25097
3 — 1,25097— 3,66562+ 1,250974- 7,60000

4 4~ 0,66484 - 1,25097- 3,64435+ 1,25097
5 — 1,25097— 3,66562
6 -f 0,66484- 1,25097

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung wiederholen sich infolge der zyklischen Sym¬
metrie bei allen Verschiebungen , deren Indizes gleichzeitig um ein Vielfaches von

zwei erhöht sind .
a) b) c)

- -21
BelastungI

Abb . 211 .

a) b) c)

Die Lasten sind
waagerecht und werden
nur in den Knoten des
Stabecks eingetragen .
Sie lassen sich daher
nach der Winkelhalbie¬
renden und einer dazu
senkrechten Geraden ,
also in Richtung der
Tangente an den um¬
schriebenen Kreis zer¬
legen . Jede Belastung
kann infolge der vorge¬
schriebenen zyklischen
Symmetrie des Trag¬
werks auf die Wirkung
der Kraft W = 11 in
Richtung der Winkel¬
halbierenden (Abb ,211a )
und auf die Wirkung
der Kraft T — 1 t in
Richtung der Tangente
(Abb . 212 a ) zurückge¬führt werden . Beide werden einzeln untersucht , um daraus durch Superpositiondie Lösung für eine allgemeine Belastung zu gewinnen .

Belastungszahlen für W = 1 im Knotenpunkt 24 .
^23,o = ~ h3 - 0,259 ,
<523,0 = - 0,777 ,

- \s - 4- -M— Xff

2V '*

Belastung
Abb . 212 .

<5ko = - W 1 . 932 . a;\0 =
^24,0 = 1,932 , (5j 0 :

<52,0 — <522 o = A3 • 0,966 ,
d .,‘, n — ■2,898 .

Belastungszahlen für T = 11 im Knotenpunkt 24 .
<524,0 — 0 , ■<52s,o = — 4 ä3 - 0,966 , ^ 2,0 — <522,0 —

^ 2,0 = <59

• 4 h3 - 0,259 ,<5i,o =
<524,0 = 0 , <5i,o = - <5*3,0 = - 11 . 592 , <52,0

= - <522 0 = — 3,108 .
Die Belastung I mit W = 11 im Knotenpunkt 24 ist symmetrisch zur Achse A .
Sie wird , um bei der Lösung mit zwei Symmetrieachsen zu rechnen , in die zur Achse B
symmetrische Belastung (1 )/ mit Wa = 1 und in die zur Achse B antimetrische
Belastung <2>7 mit W h = 11 in den Knoten 12 und 24 aufgespalten (Abb . 211 ) .
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* 4 * 5 X e X 1 x a x e x 10
+ 0,66484
— 1,25097
- 3,64435 — 1,25097 + 0,66484
+ 1,25097 — 3,66562 - 1,25097
4- 6,48900 + 1,25097 - 3,64435 — 1,25097 4- 0,66484
4- 1,25097 + 7,60000 + 1,25097 — 3,66562 — 1,25097
- 3,64435 + 1,25097 4- 6,48900 + 1,25097 — 3,64435 — 1,25097 -}- 0,66484

24
1

2

3
4
5
6

Die Belastung II mit T — 11 am Knotenpunkt 24 ist antimetrisch zur Achse A .Sie wird , um bei der Lösung mit zwei Symmetrieachsen zu rechnen , in die zur Achse B
symmetrische Belastung <3>i 7 mit Ta = £ t und in die zur Achse B antimetrische
Belastung (4>IT mit T b = i t in den Knotenpunkten 12 und 24 aufgespalten
(Abb . 212) .

Darnach ist jede Teilbelastung zu zwei ausgezeichneten Achsen A , B des Trag¬werks symmetrisch oder antimetrisch , so daß das Kräftebild nach (367) mit einervierfachen Umordnung der zu den Achsen A , B zugeordneten Schnittkräfte , alsomit den Gruppenlasten U , V, Y, Z beschrieben werden kann . Diese werden nach
S . 205 mit der folgenden Tabelle als Funktionen der statisch unbestimmten Schnitt¬kräfte X k des allgemeinen Ansatzes entwickelt . Der Vordersatz enthält das Bildungs¬gesetz der Gruppenlasten , Vorzahlen und Belastungszahlen , der Nachsatz die
Schnittkräfte X k jeder Gruppenlast .

X V r
24 I 2 3 4 5 6

u V Y z
+ + + + * 24 *! * 2 * 3 * 4 * 5 *«
+ - - + * 12 * 11 * 10 * 9 * 3 * 7 *6
+ - - * 12 * 13 * 14 * 15 * 1. * 17 * 18

+ - + - * 24 * 23 * 22 * 21 * 20 * 1. * 18

1 . Belastung i* )/ mit zwei zu beiden AchsenA , B symmetrisch liegenden Kräften Wain den Knotenpunkten 24,12 (Abb . 211 b ) . Die Belastungszahlen /uk0 , vk0 , zk0 sind Null .Dasselbe gilt daher auch von den Gruppenlasten V, Y , Z . Dagegen sind die Gruppen¬lasten U1 = \ (X k + X u + X 13 + X 23) usw . mit Xla usw . von Null verschieden .Hieraus folgt
U1 = X k = X u = X 13 = X 23 ■

Belastungszustand — XJ1 = 1 mit — X k = — Xn = — X 13
— — X 23 = 1 ,

— U24 = 1 mit *̂ 24 == ^ 12 === 1 •
Die Vorzahlen X kh der Matrix (1,7 werden nach S . 206 als Arbeit der virtuellen
Kräftegruppe — XJ k = \ bei einer Formänderung des Hauptsystems aus — Uh = 1
angeschrieben .

^ 1 ^
1,1

~ 1 d (1+ 11 + 13 + 23 ) (1+ 11 + 13 + 23 ) = ^ ( ^ 1,1 + ^
1,11 + d ljl3

- f - d 1 | 23 )
= 4 (7,60000 + 0 + 0 - 3 ,66562 ) = 4 - 3,93438

14*
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ll ^ 1,24 — 1 <5(1+ 11+ 13+ 23) (24+ 12 ) " (^ 24,1
" 1" ^ 24,11

“ t“ ^ 24,13 ^ 24,23 )

= 2 ( 1,25097 + 0 + 0 + 1,25097) = 4 • 1,25097 ,
1 24 ^ 24 = 1 <5(24+ i2 ) (24+ 12 , = 2 <524>24 = 2 • 6,48900 ~ 4 • 3,24450 ,

1 1
«% | 0

= 1 <̂
(1+11+13 +23,o = 44 ( - 0,3885 ) .

Die Ergebnisse der Zahlenrechnungbilden, durch 4 geteilt , die Matrix für die Be¬
lastung (1 ,J .

U2t Ul u 2 U3 Ut U5 U,

24 + 3,2445 ° + 1,25097 — 3,64435 — 1,25097 0,66484 — —

I + 1,25097 + 3 .93438 — - 3,66562 — 1,25097 — —

2 - 3,64435 - + 7+ 5384 + 1,25097 - 3 .64435 — 1,25097 + 0,66484

3 — 1,25097 — 3,66562 + 1,25097 + 7,60000 + 1,25097 — 3 .66562 — 1,25097

4 + 0,66484 — 1,25097 - 3 .64435 + 1,25097 + 7 . 15384 — - 3,64435

5 - — — 1,25097 — 3 .66562 — + 3,93438 + 1,25097

6 — — 4 - 0,66484 — 1,25097 - 3,64435 + 1,25097 + 3 .2445 °

Die Matrix ist zur Nebendiagonale symmetrisch und wird ebenso wie nach S . 192
durch Addition und Subtraktion zugeordneter Gleichungen berechnet . Dabei ent¬
stehen mit

und
ü * + ^ . = $ 1 . + U 5 = S 2 ,

Ui - U 6 = T 2 ,

u % + U t
'= S 3 ,

u 2 - u ^ t 3
folgende Ansätze

2D 3 = S 4

Sx ■̂ 2 . s 3 s 4

I + 3 . 2445° + 1,25097 - 2,9795 ° — 1,25097

2 + 1,25097 + 3,93438 - 1,25097 — 3,66562

3 - 2,9795 ° - 1,25097 + 3 >5° 95° + 1,25097

4 - 1,25097 — 3,66562 + 1,25097 + 3,80000

- 1 . 449°

— 0,3885

+ 1,449 °

Ti

I + 3 .2445° + 1,25097 — 4,30918

2 + 1,25097 + 3 .93438 + 1,25097

3 — 4,30918 + 1,25097 + 10,79818

— 1. 449°

— 0,3885

+ 1,4490

2 . Belastung <2>7 mit zwei zur Achse A symmetrischen und zur Achse B anti¬
metrischen Kräften Wb = £ t in den Knotenpunkten 24 , 12 (Abb . 211c) . Die Be¬
lastungszahlen Afc0 , fi k0 , rk0 sind Null . Dasselbe gilt daher auch von den Gruppen¬lasten U , V , Z . Die Gruppenlasten Yk = | (X 1 - X u - X 13 + X 22) usw . sind mit
vu usw. von Null verschieden. Hieraus folgt

= + A'
j = An = A13 = + X^ .
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Belastungszustand — Yk = 1 mit ~ X 1 = 1 , + X n — 1 , + Z 13 :
^ 24 === 1 m ' t — X 24 - -- 1 , - f - Xj , 1 •

1 . - X , 1 ,

Die Vorzahlen vkh der Matrix <2)7 werden nach S . 206 als Arbeit der virtuellen
Kräftegruppe — Yk

— 1 bei einer Formänderung des Hauptsystems aus — Yh = 1
angeschrieben. Die Rechnung liefert

ll r l,l = 1 <̂ (1- 11 - 13 + 23 ) (1- 11- 13+ 23 ) “ 4 (^ 1,1 — — ^ 1,13 + ^ 1, 23)

= 4 (7,60000 - 0 — 0 - 3,66562) = 4 • 3,93438 ,
^ 1 ^1,24 = 1 <̂ (1- 11- 13 + 23) ( 24- 12 ) = 2 (^1,24 ^11,24 ^13,24 + ^ 23 ,24)

= 2 (1,25097 - 0 — 0 + 1,25097) = 4 • 1,25097 ,
1-24 ^24,24 ~ 1 ^(24 -12 ) (24—12 ) ~ — ^24,24 ^ 2 * 6,48900 — 4 • 3,24450 ,

li <2>,’i,o == l <2 ,^(i- n- i3+ 23 ) o = 4 <2)^io = 4 ( 0,3885)
^,

l24 (2>,,24,0 == l l2 '^(24- 12 ) 0 = 2 ’2 )^24,0 = ^ ( 1,449) .

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bildpn, durch 4 geteilt , die folgende Matrix der
Gruppenlasten Yk .

Y *

24

1

2

3

4

5

+ 3 .24450 4- 1,25097 - 3 .64435 — 1,25097 4- 0,66484 —

+ 1,25097 + 3 .93438 — — 3,66562 — 1,25097 —

- 3 .64435 — + 7 U5384 4 - 1,25097 - 3,64435 — 1,25097
— 1,25097 — 3,66562 4- 1,25097 + 7,60000 4- 1,25097 — 3,66562

+ 0,66484 — 1,25097 - 3 .64435 4- 1,25097 4- 5,82416 4- 2,50194

— — — 1,25097 — 3,66562 4- 2,50194 4- 11,26562

- 1 .449

— 0,3885

+ 1,449

3 . Belastung <s>77 mit zwei zur Achse A antimetrischen zur Achse B symme¬
trischen Lasten Ta — J t in den Knotenpunkten 24,12 (Abb . 212 b)

U = 0 , V — 0 , Y = 0 ,
Z1 = X 1 = X u = — X 13 = — X 23 .

Belastungszustand — Zx — 1 mit — X 1 = 1 , — X u = 1 , + X 13 — 1 , -}- X 23 = 1 ,
Belastungszustand — Z6 = 1 mit — X 6 = 1 , + X 18 = 1 .

Die Vorzahlen rkh der Matrix <3 >77 werden nach S . 206 als Arbeit der virtuellen
Kräftegruppe — Zk

— 1 bei einer Formänderung des Hauptsystems aus — ZÄ = 1
angeschrieben. Die Rechnung liefert

ll T l,l = 1 ^ (1+ 11- 13- 23 ) (1+ 11- 13- 23 ) = ^ ( ^ 1,1 + ^ 1,11 ^ 1,13 ^ 1,23 )

= 4 ( 7,60000 + 0 — 0 + 3,65562 ) = 4 • 11,26562 ,

li
(S>T i,o — 1 ^ (1+ 11- 13- 23 ) o “ 4 <3 ><510 = 4 ( 5,796 ) .



214 Vereinfachung der Lösung bei Symmetrie des Hauptsystems .

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden , durch 4 geteilt , die Matrix für die Grup¬
penlasten Zk der Belastung (3 )77

Zx ^ 3 ^ 5

I + 11,26562 + 2,50194 — 3,66562 — 1,25097 — —

2 + 2,50194 + 5,82416 + 1,25097 - 3 .64435 — 1,25097 + 0,66484

3 — 3,66562 + 1,25097 4 - 7,60000 + 1,25097 — 3,66562 — 1,25097

4 - 1,25097 - 3 .64435 + 1,25097 + 7 . 15384 — - 3 . 64435

5 — — 1,25097 — 3,66562 — + 3 .93438 + 1,25097

6 — + 0,66484 — 1,25097 - 3 .64435 + 1,25097 + 3,24450

4 . Belastung <4>77 mit zwei zu beiden Achsen A , B antimetrischen Kräften
Tb

— £ t in den Knotenpunkten 24 , 12 (Abb . 212c)

U = 0 , Y = 0 , 2 = 0 , ? ! = * (* ! - Xu + * u - .Xm ) + 0 )
V1 = + X 1 = - X 11 = + X 1> = - X 23 ,

Belastungszustand — V1 = 1 mit — X x = 1 , + Xu = 1 , — X 13 = 1 , + X 23 = 1 .
Die Vorzahlen fxktt der Matrix (4>77 werden nach S . 206 als Arbeit der virtuellen Kräfte
— Vk = 1 bei einer Formänderung des Hauptsystems aus — Vh — 1 angeschrieben .
Die Rechnung liefert

ll 1,1 = 1 ^ (l - ll + lJ - 23 ) (1- 11+ 13- 23 ) = 4 ! <51(11 + <51>ls
^ 1 ,23 )

= 4 (7,60000 - 0 + 0 + 3,66562 ) = 4 • 11,26562 ,
li (4Vi,o = 1 ^ (i- n + i3- 23 )o = 4 <4 )(510 = 4 ( — 5,796 ) .

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden , durch 4 geteilt , die Matrix für die Grup¬
penlasten Vk der Belastung <4>77.

Vx v , V» V, y t
I 4- 11,26562 + 2,50194 — 3,66562 — 1,25097 —

2 + 2,50194 + 5 . 82416 + 1,25097 - 3,64435 — 1,25097

3 — 3,66562 + 1,25097 + 7,60000 + 1,25097 — 3,66562

4 — 1,25097 - 3 .64435 + 1,25097 + 5,82416 + 2,50x94

5 — — 1,25097 — 3,66562 + 2,50194 + 11,22562

Die Ansätze <2)7 , (3 )77 zur Berechnung der Gruppenlasten Y , Z lassen sich im vor¬
liegenden Falle ineinander überführen , da die Achsen A und B miteinander ver¬
tauscht werden können .

Die Auflösung der Bedingungsgleichungen der vier Gruppen bereitet bei Be-
achtung der Rechenvorschriften Abschnitt 29 keine Schwierigkeiten . Die Super¬
position der Teilergebnisse zur Bildung der statisch unbestimmten Schnittkräfte
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aus einer vorgeschriebenen Belastüng der Rahmenstellung nach Abb . 213 (Wind¬
richtung winkelrecht zu Stab 23 ) geschieht mit zyklischer Vertauschung der Er¬
gebnisse und liefert folgende Lösung . Sie dient zur Berechnung der übrigen Bie¬
gungsmomente (Abb . 214) .

Längskräfte * 23 * 1 = * 2! * 3 = * 19 * 5 = * 17 * , = * 16 * 9 = * 13 * u

t + 32 .94 + 21,40 — 0,72 — 12,92 — 12,20 - 8,48 — 7,10

Momente X 22 = -̂ 24 * 2<, = * 2 00il * 16 = * 6 * 14 = * 8 ©*II{N —

mt + 40,222 - 6,247 — 40,626 - 27,463 + 6,247 + 27,867 —

Die Untersuchung kann als Grundlage für die vollständige Beurteilung des räum¬
lichen Zusammenhangs der Konstruktion bei Einspannung der Pfosten im Stabeck

Abb . 214. Biegungsmomente aus Belastung nach Abb . 213 .Abb . 213.

mit oder ohne Berücksichtigung des Verdrehungswiderstandes der Pfosten und
Riegel verwendet werden .

Andree , L . : Das B .U .-Verfahren . München 1922 . — Hertwig , A . : Zur Berechnung sym¬
metrischer statisch unbestimmter Gebilde . Bauing . 1928 Heft 10 und 11 . — Vinzenz , J . :
Beitrag zur Berechnung des kontinuierlichen Trägers . Bauing . 1921 , S . 695 .

29. Algebraische Auflösung der Bedingungsgleichungen .
Die statisch unbestimmten Schnittkräfte eines Stabwerks werden je nach der Art

der Aufgabe für eine ausgezeichnete Belastung oder nach zahlreichen äußeren Ursachen
getrennt angegeben , um daraus die für die Verwendung ungünstigsten Grenzwerte
zu entwickeln . Während die Belastungszahlen dk0 , dk

l
0
~ h) oder dk^ , ök

‘^ " in dem
einen Falle in die Auflösung einbezogen werden , ist im anderen die Berechnung der
statisch unbestimmten Schnittkräfte mit Hilfe der zu den Vorzahlen dik konjugierten
Matrix meist einfacher und übersichtlicher . Sie werden dann je nach der Art des
Hauptsystems in der folgenden Form angeschrieben :

= (Ä = 1 - - - . » ) ; X k = Zßu ^ - h\ (k = l . . . . /*) . (369)
i = 1 i = 11

Jede Aufgabe besteht in der Auflösung von n oder (n — h ) linearen Gleichungen mit
ebensoviel überzähligen Größen . Sie ist in formaler Beziehung elementar . Schwierig -
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