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Das Hauptsystem mit einfacher Symmetrie, 191
Nutzen, um die Schnittkrifte fiir verschiedene Belastungen eines einzelnen Stabes
(k — 1), b auf eine bekannte Belastung zu beziehen. Eine iiberzihlige Griile X

w des
Hauptsystems kann oft aus zwei Belastungszahlen nach (323) als

X = .‘"’J,L-m—n'j:h--nn + Ban Ono
berechnet werden, so dall bei symmetrischer St

abform und symmetrischer oder
antimetrischer Belastung

1'5(;,_130 =ty und Xi= Sno (B -1 = Bra) -

Demnach ist fiir zwel verschiedene entweder symmetrische oder antimetrische
Belastungsformen P, und B,

Xyt Xpgg=0xg1 1 0pgs
Die Schaubilder der Biegungsmomente eines Belastungsfalles (2) kénnen damit
auf die bekannten Biegunssmomente eines Belastungsfalles (1) bezogen werden.
Hierfiir wird der einfachste Fall, die gleichfirmige Belastung, gewiihlt.

Die Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit des Ansatzes sind erfiillt, wenn von dem
Einflull der Lings- und Querkrifte auf die Verschiebungen abgesehen wird und die
Belastung des in 4 und B gelenkig angeschlossenen Stabes Iy in den benachbarten
Stabteilen des statisch bestimmten Hauptsystems keine Biegungsmomente hervor-
ruft. Die Komponenten §q_;y0, 854 bedeuten daher die relativen Verdrehungen der
Endquerschnitte (& — 1), & des ausgezeichneten Stabes,

Die Verhiltniszahlen sind fiir symmetrische Belastung mit 8,41 8y 4

MeRy: py Ry, flir antimetrische Belastung mit Upo,2° Opo,1 = ¥, R, : v R, nach
Tabelle 17 fiir Stibe mit konstantem Trigheitsmoment berechnet worden und in
Tabelle 24 enthalten.

Gegeben ist die Schaulinie M o fiir eine gleichfdrmige Belastung des Stabes 4 B (Abb. 183 a).

Hieraus folgen die Momente M,, p (Abb. 183b) fiir die Belastung des Stabes 4 B durch Einzel-
lasten: !
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Abb. 183a und b,
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Die Symmetrie des Hauptsystems setzt Symmetrie des Tragwerks voraus, deren
Eigenschaften im allgemeinen bereits auf S. 185 dargelegt worden sind.

Das Hauptsystem mit einfacher Symmetrie. Von #» statisch unbestimmten
Schnittkriften ¥, wird in der Regel eine gerade Anzahl » symmetrisch zugeordnet
sein. Der Rest (n —7) = ¢ gehort Querschnitten der Symmetrieachse an oder be-
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i

steht aus Stiitz- und Schnittkriften, deren Einheit im Hauptsystem ebenfalls sym-
metrische oder antimetrische Kriftebilder erzeugt. Statisch unbestimmte Biegungs-
momente und Lingskrifte in der Symmetrieachse des Hauptsystems liefern sym-
metrische, statisch unbestimmte Querkrifte antimetrische Spannungszustinde,
Die # symmetrisch zueinander liegenden, statisch unbestimmten Schnittkrifte
werden mit Y ... Y 4y...¥g-y... Yy, die ibrigen (n —7)=7¢ mit Z, be-
zeichnet. Von diesen soll die Anzahl symmetrisch (U,), die Anzahl " antimetrisch
(V,) sein {t =t -+ ). Die symmetrischen Eigenschaften des Hauptsystems sind
die Ursache folgender Beziehungen:
0,44 = 0pgs - Ou+na+n = Or-nir-ns *° 04440 = Or(m-0)>

Oa+nn = OE-nn> darme=— Oig-nk-

Die Matrix ist daher auch zur Nebendiagonale symmetrisch oder antimetrisch. Das-
selbe gilt von der konjugierten Matrix.

Zerlegung der Matrix und Bildung von Gruppenlasten. Werden je zwei der
 Bedingungsgleichungen mit den Ordnungsnummern (4 + J), (R — J) symmetrisch
zueinander liegender Schnittkrifte addiert und subtrahiert, so entstehen zwei von-
einander unabhiingige Ansiitze. Die Gleichungen « enthalten neben den statisch un-
bestimmten Schnittkriften U, die GréBen (Y 4+ Yg) =X, (Y i0+ Yr-s) = X .
Die Schnittkrifte ¥V, fallen aus. Die Gleichungen § enthalten neben den statisch
unbestimmten Schnittkriften Vdie GréBen(Y 4, — Yo =X, (Y440 — Y-l =X, _;.
Die Schnittkrifte U, fallen aus. Hierzu treten noch ¢ geometrische Bedingungen
8, = 0 mit den unbekannten GriBen U,, (Y, i;+ Yz )= X,,; und ' geo-
metrische Bedingungen dé, = 0, welche nur ¥V, und (Y., — ¥ ;) = X|_, ent-
halten. Die beiden Ansitze o und f zihlen daher (r/2 +¢) und (r/2 + ¢"') Glei-
chungen mit ebensoviel Unbekannten.

Um die Aufspaltung der Matrix nach Abschnitt 34 vorzubereiten, werden die
Glieder mit den Summen und Differenzen statisch unbestimmter Schnittkrifte mit
der Zahl 2 erweitert, so dal daraus neue Unbekannte

;5[:""’44-.1 ok },R-—J} = Xs+i| J_a":YA+..r o YR—-J} :Xr—i (359)

mit den doppelten Vorzahlen entstehen. Diese Rechnung wird an vier ausgezeich-
neten Gleichungen (4 + J), (R — J), & und k gezeigt.

Allgemeiner Ansatz.

A+] |+ Yaqssbusnu+n - +Ye—sbasnm—n +Usbasnar+Vebasne Seataye
h sos E Y i 200440 s Yo alyie—n v o Uy dyy, = dig
k oo+ Va0 asn s+ Ye_slig—ny — won - Vides Sk o
RBR—J |+ Yiradp-—nas+n+Ye-sbg—nw-n-+Usdg—na- -+ Vedg_pnp-++ Scg—d10
Ansatz o
Yoso+Ya_s
: 9 | .
a1 |~ = 2 (b4 +HA+nT 5:A+:5m——n]""."UA'[éudq-Ja-i- flxm—;;}' ol Satno+ é‘t-i-m
s Yot Yeos
h T i &5 2 Bagaynen cor - Uybpa +-- g
Ansatz f.

¥ Yapa—Ya—u
F—mi |eee 2 2 (Busnusn— Susn@-n)+ Ve (Bt n — O a—n)+ | 8as 00— dip-m

Yays— Yoy

TR RS .
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Zerlegung der Matrix und Bildung von Gruppenlasten. 193

Die Verwendung der halben Summe und der halben Differenz zweier zueinander
symmetrisch liegender, statisch unbestimmter Schnittkrifte nach (359) bedeutet
mechanisch die Erweiterung der statisch unbestimmten Schnittkraft zur statisch
unbestimmten Gruppenlast und damit zu einer statisch itberzihligen GréBe all-
gemeiner Art. Diese sind ebenfalls unabhiingig voneinander, so daB bei der Ableitung
beliebiger Schnittkrifte und Verschiebungen auf die Superposition iiber die Beziehung

-“ll'll'f'u" = “;u.—i = ‘J{r—l' 1 }-R—.f — }‘.a+i o5 ‘\'r—i
verzichtet und dafiir folgender Ansatz verwendet werden kann:
My=My,— X (Mg g4 Xaps Myg—oX,4+ Mg\ Uy + Mg, Vy), 1
éH = aHu = E {éHEa-HJ ‘Yu-i-i o5 a‘.”lfr—“ '!‘rf—i i an A L'.p, + aﬂk I"h) . J

Mg u+i) O+ bedeuten im Hauptsystem die auf den Querschnitt H bezogene
Schnittkraft und die relative Verschiebung der Querschnitte H infolge wvon
— X4pi = 1. Alle anderen iiberzdhligen GréBen sind dabei Null, Der Belastungs-
zustand

(360)

o X{:-E R :1._:{}-'(!_'_'} Tl }-II'—J =15 = ‘Xr—r'z = i{l-—.-lhl _ E'R—J} = 0 usw,

besteht aus den Schnittkriften ’ (361a)
—Yy=1, =Y ;,=1,

der Belastungszustand

— X i =— Yy —=Ypy) =1, =X, ;=— s (Y g+ Y1) =0 usw.

aus den Schnittkriften (361Db)

‘1"_,]+Jﬁ1. -+ }’H_JZI.

Die Vorzahlen der Gleichungen & und f# werden aus der Arbeit einer virtuellen
Belastung entwickelt:

) i o [ | y - i1
'-('5!.4+J'r<.-|+..r1'?'é'mnux-m' —]A--:-..rf‘)m+.m,4+ﬂ 1: auHJm—JJJJ"IR—JMt.’:—.{nR—Jn T a[ﬂ—nt.um

=14400usn0+0 T1r-s0m-s6+d = lat+iOsnatas
2[6‘44-“[11-J]_'at.4-+.fIlR—J:):1A+J{5lA+J]t_-I.—J]_él‘.‘!+JJIR—J])_lH—J{éiR—J?|A+J]_61R"JI[R—JI}
=lg4s0usne-0 —le-s0m-nu-0 =L—tOp-iyr-0»
ohuua +‘5hm--,n =6hm+i| :1414-{(5|r1+1':h :26¢A+.ﬂhl

)

— =2
kid+.J) = 6kfi.'—JF =ak‘[r—1] __lr—‘air—ilk _-J‘A‘!'J'Ji"

Damit erhalten die beiden voneinander unabhingigen Ansitze « und f folgende
Form:

Anzatz e.
G P PO .\'-M_,- Oasrirtagn s = =+ i-':n Siaserns * o | dapnias [3623)
X i c v X Baasn k% o = g OCRETY U

Ansatz §.
X beiips s o+ XesiBirmtytr—in * + T l’:n Gir—iie =+ * | Qir=ito, 1:36'3b}
}L'f E)t,. CRUTEES o }v',.., t}g—q,_-) LA I"x 6&1: A al’:‘ﬂ'

Diese Gleichungen kénnen nach dem Prinzip von Castigliano (S. 163) auch unmittel-

bar angeschrieben werden. Die virtuelle Belastung besteht dabei aus den Teilkriiften

eines der Belastungszustinde — X, =1,---— X, ;=1,--- — X, =1,.-- — X, =1.
Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 13
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h

Da die relativen Verschiebungen d,,, und d;_,; des Hauptsystems aus den duBeren
Ursachen und den iiberziihligen Gréfien X, Null sind, ist in Verbindung mit (36]1)

I:.l 1 [jll S S |.—l +J 'j_d +J f lI.'--..I' rj.'.' 1 i 0.
o rj'.-l 1o I +Jia 'E ﬁl.’f--.f.-u] -\':_. = _l !:[j[_.! + VR ' ,"]IJ: Fa IE .?l — U?
“}I.!-.'II"; i \.{)L"'rlr.‘ '\'f.- _'.l‘(jl-:-f:-hz-}: =0; a=1.... b= If

Y h ARy

L iy =1,150405—=1p 405 ;=0.
B) Siusno — Om-ao — 2 Opa—u— 6:!:—.1:-r.- X, — 2 0u+nr — Om—ne) Ve =0.
4 15 2 1 7 C— . oy 5 ; 1
oir-rJU __\r)\'.'-llr‘llr = _\{s[r—;':l.l'.[}. o “r ¥ = ] sew . ! S

Die Belastungsglieder bei Symmetrie der Matrix. Die Belastungsglieder
der beiden Ansiitzea und g (5. 192) entstehen durch Addition und Subtraktion der
Bedingungsgleichungen mit den symmetrischen Ordnungsnummern (4 4 [

), (R—J)

Ora+n0 + ip-no= "jir.urunf B4 +0] "S[K: o= G_io.

Bei symmetrischer Belastung ist 844 yo= Or—uip: Otr—ite = 0o = 0; die Glei-
chungen g sind daher homogen, so dall

X . .=0, Vo=0; mmd. X, S¥, eV 0. (363)

Bei Antimetrie der Belastung wird &, n0= — Sz_s0, al50 Siinio = ao =0,
so dab die Gleichungen « homogen sind. Daher wird jetzt

A it R Uy=0 und X, =Y, ,,=—Y¥, ;. (364)

Diese Lisung trifft bei Verwendung von unsymmetrisch liegenden Stiitz- oder
Schnittkriften Wy mit symmetrischem oder antimetrischem Kriftebild nicht immer
zu, so dall diese oft in ein statisch unbestimmtes Hauptsystem einbezogen werden.
Ist Wi die zur statisch unbestimmten Stiitz- oder Schnittkraft symmetrisch liegende
GroBe, so werden zweckmiBiger von vornherein Gruppenlasten

2 S r 7]

H:J == Wy .!)' W H [1';';: Wg = Wa (:;ﬁ:}}
gebildet, von denen dann stets die eine oder andere bei Symmetrie oder Antimetrie
der Belastung Null ist. i

Um diese iibersichtliche Losung auch bei einer belicbigen Belastung 9§ anschrei-
ben zu konnen, wird diese nach S. 186 durch Belastungsumordnung in einen sym-
metrischen Anteil ™% und in einen antimetrischen Anteil 29 so zerlegt, dab

\_15 = (HJSﬁE - (2) }:,.

In der statischen Untersuchung des Tragwerks fiir M9 erscheinen dann allein die
uberzihligen Griflen X,, X,,; und die symmetrischen Kriite U,, in der statischen
Untersuchung des Tragwerks fiir @9 nur die fiberzihligen GroBen X, X, ;und
die antimetrischen Krifte V.. Jedem Lastanteil wird zur Vereinfachung der Rech-
nung ein der Eigenart der Belastung M oder @ entsprechendes Hauptsystem
zugeordnet,

Der symmetrische Anteil WP liefert

I”'l‘, r—i — U ] ”]A-ﬂd-i == [”1;.4 o IU}FJ"— J
der antimetrische Anteil 2153 (366)
t:l'\"u-.’ — () . I;”A-r-z - i!]l—'{“. 3= — {2} _lt o
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die Superposition von ®¥E und @ daher

Y io=WY,  ,+9Y,.,, Vigoig =¥, oy
Schnittkraft M = (WM 4 @M usw.

Anwendungen. a) Durchgehender Triger auf & 2= = &
4Stiitzeninsymmetrischer Anordnung (Abb.184a). B =/ 5] ez, _‘
Das Tragwerk ist zweifach statisch unbestimmt. ¥ :#Mp@!;sfm 2

Hauptsystem a (Abb. 184 b): Triger auf zwei Stiitzen. if e = M
Uberzihlige GroGen sind die Stiitzkrifte X, = Y,

X, =Yg, sodaB §,,,—= 8,,. ¢ T4

Hauptsystem b (Abb. 184¢): Drei einzelne Triger. M, %

Uberzihlige GroBen sind die Stiitzenmomente X , =Y

L
A
X,=Yy, so daB ebenfalls §,, = é,,. ‘ﬂi/"‘:?\
1

Umformung des Ansatzes nach (359): %W?

‘Yeﬂ (ja ¢ - ‘k-ﬂ ﬁ“ = ‘Ecm ’ ﬁdﬁﬂf&}ﬁf&ﬂ?b
- s e X
A".i ab;: = ‘:"b'{sbb = abﬂ' e},,'%, Qxﬁ}xg ‘,{;}} 2 e
Xo o Xy, 7
o 2 (adﬂ. ar éab) — t?'ru] + Jbu: 0‘ ( \}:l' { }
- *f
R e :
3 2 (brru " éub) — fflr”] 2= 65 0 %
; . . -r;:
X105 =y, Xy 09y = by 9 !
Belastungszustand — X, =1: — X =1, —Xy=1, 4
Schnittkrifte M, ; RIS
Belastungszustand — X, =1: —X,=1, + X, =1, Schnittkrifte M, .
Symmetrische Belastung: X, =WX, =) , Xs=0.
Antimetrische Belastung: Xy = Xg=WX =) .

Schnittkraft aus der Superposition: M = M, — X, M, — Xy M,.

b) Beiderseits elastisch eingespannter Bogentriger in symmetri-
scher Anordnung (Abb. 185). Das Tragwerk ist dreifach statisch unbestimmt.

Hauptsystem a. Tréiger auf zwei Stiitzen (Abb. 186 a). Die Einspannungsmomente
X4, X, und die Lingskraft X, im Bogenscheitel sind statisch unbestimmte Schnitt-
krifre.

Uberziihlige GroBen:

X1=Xo; —X;=1, M=M,,

X_,YJ—XB. X_]. X =1 —|—¥_] M_1’f
S TR —X=1: —X,=1, rg L i
Bhl Bdea v -

—’5.3: 2 : ""A:tﬁ]': _.Xﬂ:]_ —szl, M:JW::.

Die Schnittkrifte aus — X; = 1 und — X; = 1 sind symmetrisch, die Schnitt-
krifte aus — X, — 1 antimetrisch. Daher 8, = 8,3 = 0.

>R T

d" |I 613 6I0
g | O
gy | ! dys | O
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Symmetrische Belastung:
WM; WX L0, VX, =0, VX, =0X =0X, L0,
Antimetrische Belastung:
M, DX =0, BX,=10,
DX, =@X, = — @X, +0,
My = MM, + ®M,,
M=M,— XM, — X, M, — X,M,

L,
=M, — X,y + X TIT X,

N=N; — X ,cosx — X, sina,

Die statisch unbestimmte Langskraft X, = X,
des symmetrischen Anteils des Ansatzes liGt
sich auBerdem noch durch einen Anteil der
Gruppenlast X; in Gestalt zweier Momente X, y,
in und b derart zu einer Gruppenlast X, er-
ginzen, daBl diese im Gegensatz zu X, unab-
hingig von X berechnet werden kann. Die
Bedingung ist hierfiir 1;8,, = 0. Gruppenlast
Xy=1:— X, =1, 4+ X, = 1y,

1305y = 03 — Y0053 =0
(starre Einspannung),

1305 = 05 — 265 — Y9033 — 235855 = 0
{elastische Einspannung).

Eza: £y sind die E J fachen Drehwinkel des
Widerlagers infolge eines Momentes von der
GroBe 1 oder einer waagerechten Kraft 1 in

a oder b. 7
r_.l.’ Ji' |.£IJ- e - :2‘{31

e = ——— .

X,,X,,X, nach (465).

Hauptsystem & (Abb. 186b). Die Lings-
kraft N, =X, im Scheitel wird durch die
statisch unbestimmte Schnittkraft H, am
Kémpfer ersetzt. Als iiberzihlige GriBen wer-
den auBer X, und X, nach Losung (a) die
Gruppenlasten X, =1/2 (H,+ H,) und X*=1/2
(H,— H,) verwendet. Von diesen ist X* statisch
bestimmt und bei symmetrischer Belastung Null.
Bei antimetrischer Belastung ist H, = — H,.

Die beiden symmetrischen iiberzihligen Gro-
Ben X, X, werden auch hier durch Erweiterung
von X, zu einer symmetrischen Gruppenlast X,
unabhingig voneinander. Diese besteht aus X,
und einem Anteil von X, in Gestalt zweier
Kriftepaare X,y,-in @ und 4. Die Strecke y, wird derart bestimmt, daB d4s = 0.
Ansatz und Ergebnis wie in Lésung (a).

Yo

Abb, 186,




Anwendungen.

Hauptsystem¢ (Abb.186¢). An Stelle der L ngskraft N
M, = X, im Bogenscheitel als statisch unbestimmte
Schnittkraft. Das Hauptsystem ist dann ein Drei-
gelenktréger mit X, und den Gruppenlasten X, X,
nach (a) als iiberzdhligen GréBen. Der Ansatz erhilt
wiederum die in () angegebene Form. Auch hier
kann der symmetrische Teil durch die Erginzung
von X, zu einer Gruppenlast X, in zwei voneinander
unabhingige Gleichungen zerlegt werden, die aus X,

und zwei Momenten 2% X, besteht. Die Strecke
1( 1 <0

wird aus der Bedingung &,, — 0 berechnet.

¢) Geschlossener Dachrahmen mit Hinge-
stangen in symmetrischer Anordnung
(Abb. 187). 1. Statisch bestimmtes Hauptsystem
nach Abb. 188a:

Zwei tibereinander liegende Balkentriger. Als

197

. dient das Biegungsmoment

statisch unbestimmte Schnittkrifte werden die
Langskrifte in ¢, & und ® und die Biegungsmomente
in a und b verwendet,
Symmetrische iiberzihlige Gréfen:
L=3X.+X,), X,=}(X+X)),
Antimetrische iiberzihlige Gréfen:
‘X.l:é(qu“Xu): X_:,:%{:Xh__‘}[k)'
Belastungszustinde: — X, =1, M = A,

—X. =1 —X, =1, —X,=1, M=M,,
_X_'!:]-' "Xﬁzl, —.Y,".zl, Jlr:—‘fﬁ,
=y =1 —X, =1, +X,=1, M=M,,
—Xy=1: =X,=1, +X,=1, M=M,.
Ansatz fiir symmetrische Belastung :
XX X
O s | Oy | i
day dios | By | Oy M =
digy 033 | dyy | da £
Ansatz fiir antimetrische Belastung:
Xy X
dg | 0is | Gap
—_._'_.._
6-54 | 565 ébﬂ
: ¢
Symmetrische Belastung: X; = X; = 0.

Xi=wx — MY, X,=0X,=0)X, X -—X

Antimetrische Belastung: X, = Xy=X3=
X, = DY = @Bx,, X, = B, ——x, .

5 =
Beliebiger Lastangriff:
M= M, + @A, — N X M. ;

Abb, 188,

=

e e
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Die Lingskraft X, = X kann ebenso wie X auf‘f."u 1_9!3 zu einer Gruppenlast X*
ergiinzt werden, so daB ;5 oder &y, Null ist. Die }_'.!'\'-l'l'lh_il'llﬂg des _f‘\n.uutzv:-a ZUr un-
abhingigen Berechnung aller iiberzihligen GroBen wird in Abschnitt 36 behandelt.

Die Verwendung des Biegungsmomentes im Scheitelquerschnitt ¢ (Abb. 188b)
oder der Schnittkraft H, im Querschnitt b an Stelle der statisch unbestimmten
Lingskraft X; = X, fithrt zu keinen wesentlichen Anderungen der Losung. Sie wird
dann ebenso wie auf S. 196 behandelt.

9. Die Rechnung liBt sich durch statisch unbestimmte Hauptsysteme abkiirzen,
deren Schnittkrafte fiir die Belastung  und — X, = 1 aus Tabellen bekannt sind.
Sje kann daher hier unter Umstéinden mit Vorteil auf den geschlossenen Stabzug
oder den Zweigelenkrahmen mit biegingssteifem Zugstab bezogen werden. Der
Ansatz lautet fiir Abb. 188¢:

Symmetrische Belastung Antimetrische Belastung
X5 X Xy X,
(0 1Y O W s g | 6%y
oy | o | oty s | s |

M=MP—X, MP— X, MP — X, MP — X, MD.

Zahlenbeispiel in Verbindung mit einem statisch bestimmten Hauptsystem.
3erechnung einer zweischiffigen, zur Mitte symmetrischen Halle (Abb. 189).

1. Geometrische Grundlagen: Trigheitsmomente
und reduzierte Stablingen. Riegel: J, = 000312 mé=J,,

..—Ea? .—-éﬂ?.-—lz@s- " : :
L2 sy T Piosten: oberes Ende [, = 0,00540 m%, unteres Ende

|
8 >
* 1 J.=0,000876 m4, J,: J,=n=0,125. MaBgebendes mitt-
9 & leres Trigheitsmoment fiir den Pfosten nach Tabelle 1]
o
L 1B { Ja=Fk+J, =490 J, =0,00331 m?,
- o _ 0,00312 o g
Abb. 189. W= 3,4,-,“ o = 3,26m, 5, =309m, s;=2060m,

2. Hauptsystem und fiberzihlige Gré&Ben: Die Belastung wird bei Symmetrie des
Stabzugs durch Umordnung in den symmetrischen und antimetrischen Anteil zerlegt. Die sym-
metrische Belastung " erzeugt ein symmetrisches Kriftebild, so dab die symmetrisch zuein-
ander liegenden Biegungsmomente der Querschnitte b, ¢, d, ¢ nach (359) zu iiberzhligen Grup-
penlasten vereinigt und aus

X, =} (DM, + OM,); X, =} (M, + DM,
berechnet werden (Abb. 180a). Die Differenz der Biegungsmomente aus B ist Null, daher
Xy = MM, = DM, X, = (UM, = NN, .

Der antimetrische Anteil */iR erzeugt ein antimetrisches Kraftebild, so dal ein Hauptsystem
mit den Biegungsmomenten ®M,, A, als {iberziihligen duBeren Kriften statisch bestimmt
berechnet werden kann (Abb. 190b). Diese werden zu zwei iiberzihligen Gruppenlasten zu-
sammengefaBt:

BX) = 1 (@M, - BM,); BX, =} (M, — M)

X, =0 daher ®X, = BM, = — @M

#
P 5

ar

Abb. 190 a. Hauptsystem filr symmetrische Belastung, Abb. 180b. Hauptsystem fiir antimetrische Belastung

Das fiau]}tsy:itt‘m fiir den symmetrischen Anteil der Belastung nach Abb. 190a ist beweglich,
aber durch die Art der Belastung im Gleichgewicht. Das Hauptsystem fiir den antimetrischen
Anteil (Abb. 190b) ist statisch unbestimmt, die statisch unbestimmte Schnittkraft jedoch durch
die Art des Lastangriffs Null.
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Ansatz:
Symmetrischer Anteil Antimetrischer Anteil
)l‘[ f‘-g

L dya dig

Kyliq = Oap -

Y (I Bz

3. Vorzahlen der Elastizititsgleichungen: Berechnung nach (300) mit den Abb, 19la—c

By = JA_U;‘{; ds = 13,506,

T j M, M, -‘;‘ ds = 4,964,

B =‘J' weleas = 58,

Abb. 191. Biegungsmomente im Hauptsystem Abb. 192.
infolge — &y = 1,

Auflosung des Ansatzes nach (347):
X; = + 0,10780 8,5 — 0,00185 8y,
X, = — 0,09185 6,9 + 0,24 000 dyy ,
X, = + 0,02978 &5, .

4. Die fiberzahligen GroéBen und Schnittkrifte aus einzelnen Belastungs-
fallen. a) Eigengewicht (Abb. 192a). Die Belastung ist symmetrisch. Hauptsystem: Abb. 190a,
X, = 0. Schnittkrafte: Abb. 192b.

b1 = J My M, {r ds — — 138,57,
g0 = My M, Fbvs 86,017, 50 =10,

o
Xi=—7,03Tmt=M,=M,,
Xy=—8769mt=M,=M,;.

Abb, 108. Biegungsmomente aus Eigengewicht.

Momente im statisch unbestimmten System (Abb. 193):
M = M, + 7,037 M, 4 8,769 M, .
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Probe: Die gegenseitige Verschiebung d, der AuBeren FubBgelenke mub als Null nachgewiesen
werden. Die virtuelle Belastung 1, nach Abb. 194a liefert

.lrr

12 8% = [ ME) 7 ds = 0,02 =4>0,

Abb. 1043 und b

so dal die waagerechte Komponente H der duBeren Stiitzkrifte nach (333) den Fehler

AH = A7 enthalt:

I ds = 110,403 (Abb. 194D) ,

J'__': i | Lh.-Jk N ]JI. "J.;L-_Il-l =I -!ufi.fi ;1,.;]-{:.
AH = 0,02/110,403 = 0,181 kg ,
gegeniiber H = 2,040 t .
b) Einseitige Schneebelastung (Abb. 195 a). Die Belastung wird in den symmetrischen und
/ in den antimetrischen Belastungsanteil zerlept. Symmetrischer
Belastungsanteil W : Hauptsystem nach Abb. 190a, Schnitt-

= 8
(o3 ) 4 e
B Y krafte WM, n Abb. 195b
i bRy :
“?Jsln —= I EH.‘[.II'{I .ljrl 'Tf s =- 121‘343 ¥
1} _ T3y .'rr y . e T
Mo = j‘ M, M, f— ds=— T,826,
Schneebelastung, d - E
Antimetrischer Belastungsanteil <': Hauptsystem nach
o iz Abb. 190b. Schnittkrafte WM, nach Abb. 195¢
s & & - § 8 3 I
l' * * 1‘ ' { * "'"}Jn—',i Ry M,y 'jr ds =0, X;=0

Daher ist nach 3.:
Xy=-—064d mt = M, = M,
Nyg=—=0T¥Mmt =M, =M, .
Momente im statisch unbestimmten Svstem (Abb. 1986):

M = U}, L BMg - 0,844 M, 4 0,794 M,.

Probe wie bei a):

e e

[

N - F & & S = 0,02 = A.
s t A !

c) Windbelastung (Abb, 197a). Die Belastung wird in
den symmetrischen und in den antimetrischen Belastungs-
anteil zerlegt (Abb. 197b und d). Symmetrischer Belastungs-

(A9 4o +QME »Gaso

-I' ; ; . -0 TV :

il b —qﬂg._.__. z - f Sy mﬁwam
; iﬁ |
g g ; ]

o = M

Antimetrischer Anteil,
Abb, 195. Abb, 196, Bicgungsmomente aus Schneehelastung,

anteil: Hauptsystem nach Abb. 190a. Schnittkrifte MM, nach Abb. 197 ¢

J e :
g, =] MM, M, .j‘ ds = — 7,373, Uy = | AT, M, .’}f._ ds = — 4,015.
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Antimetrischer Belastungsanteil: Hauptsystem nach Abb. 190b. Schn.btkrifte )7f, nach
Abb. 197e

(LT T =,[-'z’-uu M, ")::e ds = 98,05 .
Daher ist nach 3.: !
Xy =— 0,428 mt, Xy =— 0,326 mt Xy=4 2,92] mt.

a)

a60¢

8
=

bwe gst

g6t
g4t

Windbelastung,

Symmetrischer Anteil,

LA R
| Yo ogf

Antimetrischer Anteil.
Abb. 187,

Abb. 198. Biegungsmomente aus Windbelastung.

Momente im statisch unbestimmten System (Abb. 198):
M =ty 4 @M, + 0,426 M, -+ 0,326 M, — 2,921 M.
Probe wie bei a):
O3 = 0,026 = 4.
Mit ™6, — Afh = 0,025/3,45 = 0,00725, Mf,, = 4, = 0 ergibt sich nach S. 169 ein Fehler
]rXm = (,10780-0,00725 = 0,000782 mt und damit ein Fehler der 4u8eren horizontalen Stiitz-
rafte
AH = l_l,0057823'3,45 = (0,23 kg gegeniiber 723 kg .

) ba'?'ah!enbeispiel in Verbindung mit einem statisch unbestimmten Hauptsystem.
(Abb, 189a.)

l. Geometrische Grundlagen, Trigheitsmomente:
J1i=0,0416m*=7J,, J,=0,0213m¢, J,=0,0114m*,
Reduzierte Stablangen:
0,0416 0,0416
M =500. —=18245m, s = itk
i 3,00 0,0114 18,245 m, s;=8,06 0.0213

K, =6,00m, A= 2,00 m, ss=2565Tm, /,=800m.

= 15,746 m ,
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9. Hauptsystem (Abb. 199b): Zwei einfach statisch unbestimmte Seitenrahmen stiitzen
den Riegel des Mittelschiffs als Balkentriger. Statisch unbestimmte Schnittkrafte sind M,,
M,, H,. Um die Symmetrie des Stabzugs fiir die Rechnung auszuniitzen, wird auBerdem auch H,

als #iuBere Kraft verwendet, so daB die Gruppenlasten

X, =4(M4+ M), Xo=3(M—M,), Xg=4(H+H,), X,=4(H—H)
gebildet werden kénnen. X, X, X, sind iiberzihlige GroBen. Die Gruppenlast X, ist Null
oder statisch bestimmt. Wird die Belastung in den symmetrischen und antimetrischen Anteil

=189,
o, (/S e, L el —
r o &
. . J:‘JQ \
|
—s—2hM #, &
4 . 25 (et s
o g ! 3
< b 5 & ] T .
b T -5 G ffy=te =L/t === =y
R T e g D SR 4 !
= o Ly L=
a) Abmessungen &) Havplsysiem
Abb. 109,
zerlegt, so ist X, = WX, = MY — 20X, — () und X, statisch bestimmt.. Der Ansatz
zerfallt in zwei unabhéngige Teile.

=R
o

on | o | ow
Symmetrische Belastung: Antimetrische Belastung: X,60 = 8§} .
op | om | 6w

3. Die Schnittkrafte des statisch unbestimmten Hauptsystems. Unterlagen

zur Berechnung der Schnittkriifte in den statisch unbestimmten Seitenrahmen nach Abschn. 61

e R e ‘("u":]_fi = 0,381 ;

2z

15,75 o,75

3 5,0 » 6,0
= -7 —,833; _ U 100
Ay 60 0,833; A= 5.0 1,200

po=0,833-2,159 4 1 4 1,200 1,381 = 4,456 .

Belastungszustand — X, =1: — M; =1, — M, =1, M® nach Abb.200a

- 1 . - 1 oF
-'!l;‘U1= _HU: -'0.}'.!1'.'Jt, Jrfl :f"! = 4+ SI_J= +0,123t
D 240,833 0.3179 i i — 1000 ... 136 1
= 5a4ng — 0S179, al b=t = Hluy S —ns 0,3179 = — 0,0636 t.

Belastungszustand — X, = 1: M, =1, + M,=1, M{® nach Abb. 200b

Ag=—10]125¢t, By, =+ 0,250 t, Dy =+0,125¢, Co=—0250¢,

Hyy=Hyy=—0,0036t; H,,=Hg= -+ 0,0636¢.

Belastungszustand — X;=1: — H; =1, — H, =1, M® nach Abb. 200c

6,0 iy ’ _ Y SRy

Ay =Dy = — o 0,760t, By=Cy= 4 o 0,750 t,
14 2:1,200(1 + 0,381) oo f— 1,000 :
D= 4450 = 0,9682; H,;=- {\ 5 ) (—0,9682) = — 0,484¢,
Hyy=Hay=—0484, Hyy=H,; = — 0,484 + 1,000 = 4 0,516 t.

4. Berechnung der Vorzahlen des Ansatzes als gegenseitige Verschiebungen im statisch
unbestimmten Hauoptsystem nach (305) ;

o =_f-’h”l‘” M@ -J;-‘nfs =+ 28,14; é;";;='J‘.-wlm M@ J:';-‘ ds = — T1,47;

33

84 =j.—u;°i M@ J:‘ ds = + 682,5; 4% =If,-ufgﬂ> M J.Zr“-ds = -} 16,05.
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5. Auflésung des Ansatzesin 2. nach (345):
(]

16,06370 '

88 + 0,11351 63

v _ OB+ s 8% + 2,75300 6
X, = e ;

.-‘.'. I e
A 469,1904

oA A Ay

Abb. 200. Biegungsmomente infolge — Ay = 1 im statisch unbestimmten und statisch bestimmten Hauptsystem.

6. Die Schnittkridfte des statisch unbestimmten Stabwerks konnen aus den Stiitzkriften
oder durch Superposition gewonnen werden:

H, = H) 4 0,0636 (X;+ X,;) + 0,484 X, ,

ad 1

Hy = H{% + 0,0636 (X, + X,) — 0,516 X, ,
H, = H| 10,0836 (X, — X,) — 0,516 X3,

el

Hy = HZ + 0,0636 (X; — X,) + 0,484 X .

n=g45 t/m

Spmmelrisch

anfimernrisch

Abb. 201, Schnecbelastung,

7. Belastungsfall I: Einseitige Belastung des Mittelschiffs durch Schnee mit p = 0,45 t/m
nach Abb. 201. Sie wird in den symmetrischen und antimetrischen Lastanteil mit # = 0,225 t/m
zerlegt, so daB X, =M, =0M,, 6 X, ="H = MH, Xo=3M = — 3M,. Die Be-
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Ansatzes werden als gegenseitige Verschiebungen im statisch unbestimmten

Hauptsystem nach (305)

[e L 11,58
l-ﬁll?-. -.l ds = o, i Boyy = U
v T
1§02 — ' DA M LS s — 44729
i n A
" II'
B = j WM MR =L ds =— 12,33 ;
-t ¥

: — 86,7 -+ 0,1135:472,9
Tar 19,34 3

1,710 mt ,

5 12,33 o
ilg = — 16.05 = {),768 mt ,
5,05
4720 — 2,75 86,7
¥y = —- e — 0,400 t .
] &

Die Stiitzkrifte sind dann nach 6.:
H,=40,0840 t ,
Hy,=—0,4150 t,
H,=—02173 t,

Hy=40,181T t.

Sie kdnnen in Verbindung mit
den iibrigen &duferen Kriften zur
Jestimmung  der Schnittkrifte

Abb. 202. Biegungsmomente infolge Schneelast, \.":[.I.u.r..“(l"‘t "\.?r".l'c.n'. Die 5%1[.‘!."1’-
position nach (289) liefert

M= M® + 1,710 M + 0,768 MP — 0,409 M

Um die Richtigkeit des Ergebnisses (Abb. 202) nachzuweisen, wird festgestellt, daB die Summe
der gegenseitigen Verdrehungen der Querschnitte { und » Null ist.

oY) = j' M M —'j:r ds = 16,81809 — 18,79790 = 0.02 = 0 .

Abb, 203. Windbelastung.

8. Belastungsfall II: Waagerechte Belastung des Pfostens des Seitenschiffs durch Wind

mit w = 0,625 t/m.

Die Umordnung der Belastung ist bei dem einfachen Schaubild der Schnittkrifte MW
nach Abb. 203 unnétig.

Belastungsglieder des Ansatzes:

O3 =

848 =J MP MP -

i* ds =+ 19,236 .
I :
£ g5 =+ 19,236,
Ji' i
]
J

M© M@

0% = [ M Mp T a5 4179552,

Xy = 2,048 mt , Xy= 1,188 mt, Xy, =10,496 t, K=l
Nach Abschn. 61 wird

T 24 0,833 (4 + 6-1,159)

4. 4,450
(— 0,6701) = 0,891 t; HY =0,801 —0,625.500 =—2234 t.

= 00,5701 t;

0,625+ 5,00
= =

HE =
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Die iibrigen waagerechten Stiitzkrifte werden wiederum nach 6. berechnet.
H,=—1,7188'1, H,=40,841 t, H,=—0202 t_ H, = 0,204 .
Sie dienen zur Ermittlung der Schnittkriifte. Die Superposition nach (289) Liefert
M= M@ — 2,048 M2 _ 1,198 MP — 0,498 M@,

Zum Nachweis der Richtigkeit des Ergebnisses (Abb. 204) wird festgestellt, daB die gegenseitige
Verschiebung der Stiitzpunkte der inneren Pfosten Null ist:

34 =j M M ﬁ‘ ds = 51,618 — 51,617 = 0,001 ~ 0 .

Das Hauptsystem mit Symmetrie nach zwei Achsen. Die Symmetrie des Trag-
werks zu einer Achse fiihrt mit der Bildung eines symmetrischen Hauptsystems zur
Symmetrie der Matrix in be-
zug auf die Nebendiagonale
und zur Zerlegung des An-
satzes in zwei unabhiingige
Gruppen von Gleichungen.
Durch die Addition und Sub-

I

|
I
Ko b X,
Abb. 204. Biegungsmomente infolge Windlast, Abb, 205.

traktion von Gleichungen mit symmetrischen Ordnungsnummern sind neue Un-
bekannte entstanden, die in statischer Beziehung als Gruppen von iiberzihligen,
zueinander symmetrisch liegenden Schnittkriften erkannt wurden. .

Besitzt das Hauptsystem zwei Symmetrieachsen, so ist die Matrix durch vier
Achsen ausgezeichnet. Der Ansatz kann dann durch wiederholte Addition und Sub-
traktion in vier voneinander unabhingige Teile A, u, v, T zerlegt werden, Die Un-
bekannten dieser Gleichungen bestehen aus Gruppen von je vier statisch unbestimm-
ten, einander nach Abb. 205 symmetrisch zugeordneten Schnittkriften. Sie kénnen
dhnlich wie bei einfacher Symmetrie des Hauptsystems symmetrisch oder anti-
metrisch zu einer der beiden Achsen entwickelt und zur Bildung der vier unab-
héingigen Abschnitte des Ansatzes unmittelbar angeschrieben werden. Die Unbe-
kannten U, der Gleichu ngen A sind zu beiden Achsen symmetrisch, die Unbekannten
Vi des Ansatzes 4 zu beiden Achsen antimetrisch. Die Unbekannten Y, der Glei-
chungen » sind symmetrisch zur Achse I und antimetrisch zur Achse Il, die Un-
bekannten Z, des Ansatzes 7 antimetrisch zur Achse I und symmetrisch zur Achse IJ.
Bilden daher X ,, X5, X, X, eine Gruppe statisch unbestimmter, einander sym-
metrisch zugeordneter Schnittkrifte, so ist

Up=3 (X + X+ X+ Xyp), Yy=3(Xy—Xp—Xo+ Xp) )
zk o HXA + Xa — X — Xp), Vy= 12(-"’,1 — Xp+ Xo— XD)-I

Der Faktor 1/4 ist durch die nachtragliche Erweiterung der Summanden der Ansiitze 2
bis 7 entstanden, um die Schnittkrifte fiir — Uy = 1 aus der Belastung — gl
—Xp=1, —X;=1, — X, = 1 usw. zu entwickeln. Die Vorzahlen und die Be-
lastungszahlen der Ansiitze 1 bis 7 folgen aus derselben algebraischen Entwicklung
wie die Gruppenlasten, also durch Addition und Subtraktion der Vorzahlen 04 und
der Belastungszahlen § xo des allgemeinen Ansatzes. Sie erscheinen nach der erwihn-
ten Erweiterung der linken Seiten der Gleichungen im vierfachen Betrage. Die Vor-
zahlen §,, und Oy¢ aus — X, = 1 werden jedoch dabei halbiert, wenn X, eine iiber-
zdhlige GroBe in der Symmetrieachse ist. Die Entwicklung kann nach dem An-

(367)
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satz (362) auf S. 193 verfolgt werden. Die Vorzahlen der Ansdtze A bis 7 werden je
nach der Art der Gruppenbildung mit 2,5, ftax, Var, Tax bezeichnet und unabhingig
von der algebraischen Grundlage ebenso wie auf S.193 ‘unmittelbar als die -‘&rhlli:l‘
1, Aen,s Littan, 1 ¥in, 1x* sy einer virtuellen Belastung — Up=1,—V P =

Y,=1, —Z, =1 bei einer Forminderung aus U, 1 usw. L'“T".'-']('kl’“_
Dasselbe gilt von den Belastungszahlen Ay, ftixo: Vio:» Tro

Die Gruppenlasten U
bis Z konnen in dieser

Form nur dann entwickelt _ /

Symmetrische Selastung

Abb. 208, Abb. 207 a, b.

werden, wenn die Anzahl der iiberzihligen Schnittkrifte ein Vielfaches von vier ist.
Sie werden deshalb unter Umstinden durch symmetrisch liegende, statisch bestimmte
Schnittkriifte ergiinzt. Daher tritt in der Regel zur Bildung von Gruppenlasten die
Umordnung der Belastung nach den ausgezeichneten Systemachsen (Abschnitt 27).
Antimetrische Belastung AI:.?::L!_::: und Losung der-
artiger Aufgaben wer-
den an der folgenden
Rechnung gezeigt.
Der kreisformige,
, durch eine Querwand
" unterteilte Behilterring
(Abb. 206) ist sechsfach
statisch unbestimmt. Er
1st zu zwel Achsen sym-
metrisch. Um diese Ei-
Abb. 207¢, d. genschaft fiir die Be-
rechnung zu benutzen,
werden neben H, und H, auch H, und H, als dulere Krifte verwendet, so dab
durch deren Umordnung nach den vier Achsen acht iiberzdhlige Gruppenlasten ent-
stehen. Da das Kriftebild auch bei der Fiillung einer Kammer zur senkrechten
Achse symmetrisch ist, sind die fiir diese Achse antimetrischen Gruppen Null.
Daher werden nur die folgenden iiberzéihligen Griéfen angeschrieben:

Ul = :‘;] = 3 I:J-iru ,l ﬂ'fb : ‘,'”'c —n ﬂr’fd:l, [-':32 "Yd e _; [}{“ I' ij -1 Jrf.: '{ Ijrul'} r‘

2 (368)

5 - 1 .
Zy=Xy= (M, +M,—M,—M,), Z,=X,=(H,+H,— Hc—HaJ-_[

4
Die Elastizititsgleichungen entstehen aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit (156)
O —2 00 Xp=0 usw, 8,—36,X,=0; k=1,...,%

Die Vorzahlen haben die folgende Bedeutung:

T A N ¢ B ol B e
11 — ‘J 1\"1‘} cl!r";". -J."b'i. lll lr{-‘5; 'jmz j':.c"J -\UJI\!'l F f-’TS |.J“1IU ‘!‘fl -J; {35
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N, und M, sind die Schnittkrifte aus — X, = 1, X, — Xy = X, = 0. Dieser Be-
lastungszustand ist gleichbedeutend mit — M, = 1, My=1,—-M,=1,— M;=1
(Abb. 207 a).

1. Um die wviergliedrige Matrix zur Hmtmlmungz der iiberzdhligen GréBen

X, ... X, zu zerlegen, wird die Belastung in einen symmetrischen und in einen
antimetrischen Anteil aufgespalten.

5 Xy Xy Xy
) » gy | dig O . - Oigg g digg
Symmetrische Gruppe: |—— Antimetrische Gruppe:
r-‘:l 1 | Ugq dag Ogs Oa a0

- 2 o 7
g Cos*g }‘ rdep =nr + f o

¥

6”=-zj Y rdg+ 2

— /2 —a!

3. Die Btihllltlf"-?‘lh]{ n fiir einen zur waagerechten Achse symmetrischen oder
antimetrischen Wasserdruck #:

y % . i J .Jrr
h=0, Blg, = :EJ - Ccos ‘Pﬁr'i‘c rdp =4pr E,
‘ . ) o e ; il 1
gy, = 2+ Eﬁf";l 2r ;r Lf Efcum_; - ‘f)r ! rdq = 1pr
o B > JI.l:
4. Die iiberzihligen GroBen sind nach den Ansiitzen 1.:
Je
: i 8pr—
Wiy, Lo Sl =Bl P e
e USTe clflj:l r‘J_;_; = '5.§;| g lIr i L f,: 7T
riat =g e S i A :"IST
i : dpmr fr
sl O3 Bhi — dygdyy : £
gz TR T O, : T e T
11 Y33 13 8 ]
| v (m 8} ¥ F, 8
d  Js 7 ) Je
. — fF - | B e i + 8 =~
Wy, — tmdu—dudu _ . 3"\ R E :
2 Bag Byq — 03, e 4 Je e ! ._I_g_\ .

mjf‘l'.| Y d40 6_23 - {Sﬁﬂ-\r}w = 4}:”'
Oy Bgq — O3,
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5. Die Schnittkrifte aus der Fiillung eines Abteils entstehen durch {.-'b{.-rl;igerLung
des symmetrischen und antimetrischen Anteils aus #/2. Daher ist bei Fiillung beider
Hilften des Behilters

= '\-;l
M,=M,=M,=M;=X,, H=H=H,=H,=—,
bei Filllung eines Abteils e
Xy b X e X
M= M oLt M=M= "5
X+ X Xg— X
H=H=2r%  g_g, """

Die Abmessungen nach Abb. 208a liefern fir # = 6,0 t/m folgendes Ergebmis:

_ 0,15°-1,0

Je= 5 = 0,000281 m!,
0,30%:-1,0 :
s 12 = 0,00225 m* ,

F,=0,15:1,0 =0,15 m?,
F,=0,30-.1,0 =0,30 m?,
Jei: J.=10,125,
Je ' Fo = 0,001873 m*,
Je i Fy = 0,000036 m?,

Abb, 208a.

0,00187
X, =8:6,0-50- - 0! 18’; g = 00478 mt,
5,0 (72— 8) -+ 0,001873 - = 4 0,000036 - >
5,0 6,0

1,333 = 0,125 (5,0* + 0,001873) + 8.0,001873
T R L R T

)

0,001873 - 7 Y 2

N g5 = 00751 mt,

5,0 (7 — 8) + 0,001873 - —— + 0,000936 . =
a,0 8,0

0,001873 (4-0,15 ) + 1,833 -5,0%. 0,125
{ T3
0,001873 J| —8.50

X;=6,0.50-

5

2 (4-0,125 4 a) (5,0 +
LY

Xyg=4.6,0-.50-

X, =4.6,0-50. = 20,15 mt.

f
7 (4-0,125 + =) (5,0 + ;
( 4l 5,0

Fiillung he_idnr [(ammcru, Fiillung einer Kammer,
1 mt = 86% mm. E : 1 mt=04mm,
Abb. 208b. Biegungsmoments,

Statische Untersuchung eines Kiihlturmunterbaues. Um auch die Bedeu-
tung der mehrfachen Symmetrie eines Tragwerks fiir die Vereinfachung der statischen
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Untersuchung zu zeigen, wird ein waagerecht liegendes Stabeck berechnet, dessen
Knotenpunkte durch senkrechte, am unteren Ende eingespannte Pfosten frei drehbar

ge stiitzt sind. Das ll[l.g\’“ tk hat 24 statisch un- i
bestimmte Schnittkrifte X, deren Abhingigkeit , J’g__fr-:;ju
bei unregelmiBiger Gliederung des Stabwerks neun- g

2 ‘ ' He#C A V7

gliedrige Elastizititsgleichungen liefert (Abb. 209). |

Da die Aufgabe hier fiir ein Tragwerk mit Y I $
zyklischer Symmetrie gelost werden soll, kénnen ’r;;L ' A
alle Vorzahlen des Ansatzes aus den Biegungs- *f- ’E}
momenten M,,, M; des Hauptsystems Abb. 210 XHJ{ "r'-"f
fir — X, =1, — X; =1 abgeleitet werden. Die 4w | _!:3
Trigheitsmomente des Pfostens fiir die radial A i Ko

und tangential gerichteten Hauptachsen des Quer- 'E’J)}X
schnitts sind J,, J,, die Trigheitsmomente des = ¥
Ringstabes J,. @7}3':;{%-}'&'1%

Um auch &hnliche Tragwerke mit anderen

. Abb, 208.
Abmessungen zu vergleichen, werden statt der ;

E J . fachen Verschiebungen dj;, Vorzahlen é;, = 5 0ix verwendet, Sie entstehen aus

folgendem Ansatz:

fisam - = Moo L 0000 S, 02008 ) g &
B 0 = 029,20 = 3 ki T 2 ) — h? T. + 2 3 A3 T 2 7.
y 02592 . /. 0,966 . J, 3
"52:1,::9. v U s ‘&121 == jsj, +‘}'"'“'J l” » il ix = Op.
Geometrische Abmessungen des Tragwerks:
Li=Ji=J, und J.=1],; A=12m. s=8643m.
Vorzahlen der geometrischen Bedingungen 4,y = 0 und 4, :0‘
Brgay=0pg =~ =1032% 4 2.0,966% + 80,259+ 2 () = + 6,489,
03304 =0y 9= 0,259-1,932 — 0,259-0,966 + 0,966-0,2 9 = 4 1,25097,
3 > 3
Bp.za = Oy 9, = — 0,066 1,932 — 1,932.0,066 + {Jj = — 3,64434,
031,94 = 039, = — 0,259 0,966 — 4- 0,966 - 0,259 = —1,25007,
Og0,.83 = 0y 94 = + 0,9662 — 4-0,259° = + 0,66484 ,
Opg g =10, =+ .=2.0,2592+ 8.0,966: = 17,6,
000 =0y =1,932.0,259 — 0,966-0,259 + 4-0,259-0,966 = + 1,25097,
S0 = 9d;5 = 0,259 — 4.0,966° = — 3,66562,
0100 =0,4 = —10,259-0,966 — 0,259 0,966 -4 = — 1,25097.

—Xgum=1, Mg, -Xym]l, My,
Abb. 210. Momentenflichen im statisch bestimmten Hauptsystem.
Beyer, Baustatik, 2. Aufl,, 2. Neudruck. 14
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210 Vereinfachung der
Matrix der Vorzahlen o;;.
Xes Xa e X Mo X X, X
24 | .;._r..J._;\Cl I.2 3.0 L 25067 4] ] I,25007 | — ]__':3_'.;.]:.-
1 7 I,25097% :__;_lal.-:;r_- I,25007 7, o000 I,25047 _;_";fi;ih_'_-
2 e i 0,00454 L, 251 '_?' B .1-' 1435 1,25097 b, 4890( I,25007
3 o % - 25007 3,003 I,25007 | + 7,00000
4 . 60484 | — 1,250 304435 _:,.'5-'1||;.'
5 ] ] 5  1,25007 | — 3,66562
L = = e T o J.,-*.-r“ — 1,25007

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung wiederholen sich infol

ge der zyklischen Sym-

metrie bei allen Verschiebungen, deren Indizes gleichzeitig um ein Vielfaches von

zwel erhéht sind.
Die Lasten
waagerecht und werden

sind

nur in den Knoten des
Stabecks l_'iﬂ!._f“ll':lf.',(‘“.
Sie lassen sich daher

nach der Winkelhalbie-
renden und einer dazu
senkrechten (zeraden,

Belastung also in Richtung der

ALb BT, Tangente an den um-

schriebenen Kreis zer-

a) o) o legen. Jede Belastung
& 12 kann infolge der vorge-

k)

schriebenen zyklischen
Symmetrie rag-
werks auf die Wirkung
der Kraft W=1t in
Richtung der Winkel-
halbierenden (Abb.2112a)

des

e 4 - ,&_.3.5 ';;’__5'5 5 : i
Y -1t e L R und auf die Wirkung
Belastung &t Belastung i Belastung der Kraft ‘T =1t in

Abb. 21

o

filirt werden. Beide werden einzeln untersucht, um daraus durch Su

die Losung fiir eine allgemeine Belastung zu gewinnen.
Belastungszahlen fiir W 1 im Knotenpunkt 24,

Richtung der Tangente
(Abb. 212a) zuriickge-
perposition

oup=—1PL932, §ly= Oo——h%0260, &= 8, = /50,966,

Oy o= — 1,932, dp= Gyo=—0777, sy Bog o = H%- 2,808 .
Belastungszahlen fiir T = 1t im Knotenpunkt 24.

&y 0=10, Go=—100o=—44%0966, & ,=— 030 o = — 4 4%- 0,259,

8as0=10, 01,0 = — 0a3 = — 11,592, Op0= — 030 = —3,108.

Die Belastung I mit W =1t im Knotenpunkt 24 ist symmetrisch zur Achse A.
oie wird, um bei der Losung mit zwei Symmetrieachsen zu rechnen, in die zur Achse B

symmetrische ]5&:]2151‘[“151_’ W] mit W, =}t und in die zur Achse B antimetrische
Belastung )] mit W, = } t in den Knoten 72 und 24 aufgespalten (Abb. 211).
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Xy X, X o X, X, Xsp
I + 0,660484 '_ I3 .I C | . 24
3_—i.25097 _i _ 5 s __i_ —|_ il I
- 3&435“_; — I1,25007 | -+ 0,66484 ki ! | |_ 2
| +1,25007 | — 3,66562 | — 1,25007 , 3
: + 6,48g00 | + 1.25::1;' = 3.64435_ = 1.250;' -+ 0.6;5-3. o 4
: 1,2509-,; # + 7.60000 | + 1,25007 ——_3,1’16562 s 1,25007 i e 5
| — 3.6-;435_ ir 1-.250*:-? + 6,4390cr_l_—-:— 1,25097 | — 3,64435 = :.2_505 + 0,66484 | 6

Die Belastung IZ mit T = 1 t am Knotenpunkt 24 ist antimetrisch zur Achse A.
Sie wird, um bei der Lésung mit zwei Symmetrieachsen zu rechnen, in die zur Achse B
symmetrische Belastung ®)JJ mit 7, = 3 t und in die zur Achse B antimetrische
Belastung @WIT mit 7, =4 t in den Knotenpunkten 12 und 24 aufgespalten
(Abb. 212).

Darnach ist jede Teilbelastung zu zwei ausgezeichneten Achsen A, B des Trag-
werks symmetrisch oder antimetrisch, so daB das Kriftebild nach (367) mit einer
vierfachen Umordnung der zu den Achsen 4, B zugeordneten Schnittkrifte, also
mit den Gruppenlasten U, V, Y, Z beschrieben werden kann. Diese werden nach
S. 205 mit der folgenden Tabelle als Funktionen der statisch unbestimmten Schnitt-
krifte X, des allgemeinen Ansatzes entwickelt. Der Vordersatz enthalt das Bildungs-
gesetz der Gruppenlasten, Vorzahlen und Belastungszahlen, der Nachsatz die
Schnittkrifte X, jeder Gruppenlast.

1 By = | | | |
|—— g [ % 2l 3] 9
vlv |y |z | =

+ 14 |4 sk il x P w w e

| = = e g b e anu e maaliors e Lo

+ = =] & | K ‘ X | Xy | Xie | Xy | Xy

5 5 = | T <
=l F = B | Eas | X | X | Xeo | Xpp | Xyg

1. Belastung ™I mit zwei zu beiden Achsen 4, B symmetrisch liegenden Kriften W,
in den Knotenpunkten 24, 12 (Abb. 21 1Db). Die Belastungszahlen iy, 749, Ty sind Null.
Dasselbe gilt daher auch von den Gruppenlasten V, Y, Z. Dagegen sind die Gruppen-
laf_"ten Uy = (X, + Xy + X33 + Xy5) usw. mit 4, , usw. von Null verschieden.
Hieraus folgt

U, =X, =Xy =Xy = 23
Belastungszustand — U; =1 mit —X; = —X;; = — X}, = — X,, =1,
—Uy=1mit — X, =—X,=1.
Die Vorzahlen 1,, der Matrix ™I werden nach S.206 als Arbeit der virtuellen

Kriftegruppe — U, = 1 bei einer Forminderung des Hauptsystems aus — U, = 1
angeschrieben,

Li 43 = 18 sarsseem anreises = 4 (By,1+ 63,31+ 8 45 8;,23)
= 4 (7,60000 -+ 0 4+ 0 — 3,66562) = 4 - 3,93438
14*
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1, f-:,u =1 au-rn-qa-- 23) (24+12) 2 (‘E‘z-:.l 1 624.11 e ‘524.13 T dm,za_]
= 2 (1,25097 + 0 + 0 4 1,25097) = 4.1,25097,
] — N 0 —_—d .2
Lo Asg, 04= 1 Ggagiaz) (2as12) = 20y, 99= 2 6,48900 = 4 - 3,24450,
1, r'“ju,n = 181141342300 = 414, =4 (— 0,3885).

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden, durch 4 geteilt, die Matrix fiir die Be-
lastung M,

U, U, U, U, U, U, U,
24 | +3.24450 | + 1,25097 | —3.64435 | — 1,25007 | +0,66484 — | = — 1,449
r |+ 1,25007 |+ 3,93438 i :-3;6-5-62 | — 1,25097 e — ©0,3885
2 | — 3.64435 ‘——__ = ;;.-13534 i + 1,25007 ‘ — 3.04435 = 1,25007 | +0,66484 | + 1,440
3 | — 1,25007 |_ 3,66562 IT ;,:5;? | + 7,60000 i + 1,25007 | — 3,06562 ' — 1,25007
4 —-I_- 0,66484 | — 1,25097 E'Ts.ﬂ'ﬂ.aj !-.-- 1,25097 | + 7,15384 = —3,644;
5 = ! = ‘—1.2509? | ---3.65562: ._|3;4_38 .;:- lzs_vf?
6 S, RS +0,60484 | — 1,25097 Ji 3,64435 | + 1_-15;:;;'".-;?;,34..50

Die Matrix ist zur Nebendiagonale symmetrisch und wird ebenso wie nach S. 192
durch Addition und Subtraktion zugeordneter Gleichungen berechnet. Dabei ent-
stehen mit

U+ Us=S58,, Uyt Us=S;,, U +U,=8,, 2U,=S,
und
Up—Us=T),, Uy—Us=T,, Uy—U,=T,

folgende Ansitze

S of Sy 53
T| +3:24450 | + 1,25097 | —2,97950 | — 1,25097 | — L4490
2 | + 1,25097 | + 3.03438 B 1,25007 2 3,66562 — 0,3885
3| —#979350 | — 1,25007 | + 3.5;950 | + 1.2509?_| + 1,4490
4 | — 1,25007 | - 3,55562_i + I,25097 | + 3.8c000
I“1 Tﬁ Ti!

I | + 324450 | + 1,25097 . — 430918 | — 1,4490

2 | + 1,25007 _i + 393438 | + I.zsngr — 0,3885

3| — 430018 i + 1,250G7 -_':10,79318 + 1,4400

, 2. Belastung ™ mit zwei zur Achse A symmetrischen und zur Achse B anti-
metrischen Kriften W, =t in den Knotenpunkten 24, 12 (Abb. 211c). Die Be-
lastungszahlen Az, pzo, Txo Sind Null. Dasselbe gilt daher auch von den Gruppen-
lasten U, V, Z. Die Gruppenlasten Y, = § (X, — X,; — X,, + X,,) usw. sind mit
¥y0 usw. von Null verschieden. Hieraus folgt

Y1= +X1#"X11 = "‘X13= +X2.
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Belastungszustand — Y, =1 mit —X, =1, +X,,=1, +X,=1, —X,=1,
—Yyu=1mit —X,,=1, +X,,=1.
Die Vorzahlen »,, der Matrix ®] werden nach S. 206 als Arbeit der virtuellen
Kriftegruppe — Y, = 1 bei einer Forménderung des Hauptsystems aus — Y, = 1
angeschrieben. Die Rechnung liefert
L v =10 1115100 -11-1040m = 4 (8;,; — 01,11 — 01,15 +0y,25)
= 4 (7,60000 — 0 — 0 — 3,66062) = 4.3,03438,
L ¥ = 10u g1 asiam 10 = 2 (81,06 — 811,00 — Brg0s + O33,04)
= 2 (1,25097 — 0—0 - 1,25097) = 4-1,25097,
LaVaga=1 am--lznza—lzn = 2‘324.24 = 2-6,48000 = 4-3,24450,
11(2}"’1.0: 1{2’5T1-\11~13+231n =4 mém =4 (—0,3885),

124{2""24&: 19854 190 = 2'2'591.0 =4 (—1,449).

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden, durch 4 geteilt, die folgende Matrix der
Gruppenlasten Y.

Yu Y5 ¥, Y, Y, ¥,

24 | 4+ 3,24450 ! + 1,25007 | — 3,64435 [ I,25007 . + 0,66484 A — 1,449
T+ 1,2_5-(5.4— 3,1}_;3;-—" __:—-- : | - 3.6{:562_?-_— 1,3;09; . — = — 0,3885
2 | — 3.64435 — + 7.15384 | - 1.2.;0;7 R 364435 | — 1,250_9_7 4 1,449
3 h:l— x.z_szg.:,;gsﬁz Ir 1,25097 -+ 7!”;0:0«;1 + 1,25097 | — 3,665&;-2__

4 + 0,66484 | — 1,25§§? = 3.64435 | + 1,25097 . _:5,_824.1-;“: + 2.50-:_94 i

5 (= — |—_-;- — 1,25097 2 3,66562 . —:27;0194' _4— 1:,2;5;552

3. Belastung ]I mit zwei zur Achse 4 antimetrischen zur Achse B symme-
trischen Lasten T, = 4 t in den Knotenpunkten 24, 12 (Abb. 212b)

U=0, V=0, Y=0, Z,=3(X,+X;; —X;3— X)) + 0,
Zy=X =Xy = —Xj3=— Xg;.
Belastungszustand —Z;, =1 mit — X, =1, —X;; =1, +X;3=1, + Xy=1,
Belastungszustand — Zg =1 mit —Xg=1, + X;3=1.

Die Vorzahlen 7,, der Matrix (I werden nach S.206 als Arbeit der virtuellen
Kriftegruppe — Z, = 1 bei einer Forminderung des Hauptsystems aus — Z, = 1
angeschrieben. Die Rechnung liefert

1, 1= 15:1+11—1s—231 (1+11-13-23) — 4 ’;51,1 + ‘51.11 == &1,13 = ‘51,'_-::)
=4 (7,60000 -+ 0 — 0 + 3,655662) =4 -11,26562,

1,97 g = 1814111320 = 4 V1o = 4 (— 5,796).
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Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden, durch 4 geteilt, die Matrix fiir die Grup-
penlasten Z, der Belastung ®I1

23 Zy Zy £y Zy 2y

1 | + 11,26562 - 2,50104 sz 3.66562 — I1,25097 = = — 5,796
2 i ;.501:_;4 B 5.Sz.uuml - 1,25097 _—3.':44:55 — I,25007 . + 0,66484 | — 1,554
3| — 3,66562 ;,3;;;:);; . + 7.60000 j -+ I,25007 — 3,66562 — I1,250Q7
T :,:_—-,m_; £ 3.6-1435“ T :;2509? i + 7.15384 gL 3,64435_
5 = e I._z-s_mj-?_ = '3_-'5_6552 = + 3.03438 | + 1,25097
6 — _1 0,66484 | — 1,25097 " 3.64435 | + r.zsmj?_: + 3,24450

4. Belastung WIT niit zwei zu beiden Achsen A, B8 antimetrischen Kriften
T, =4t in den Knotenpunkten 24, 12 (Abb. 212c)

U=0, Y=0, Z2=0, V,=3(X,—X;3 + X;3—X;;) +0,
Vi=+Xij=—X;) =+ X;3= X,

Belastungszustand — V; = 1 mit Xi=1,4+Xy=1—-X;s=1+ Xsy=1.
Die Vorzahlen u, , der Matrix ¥1J7 werden nach 5.206 als Arbeit der virtuellen Krifte
— V. =1 bei einer Formiinderung des Hauptsystems aus —V, — 1 angeschrieben.
Die Rechnung liefert

5'“, + r37“1,1.';"' L3‘1.23)
4.11,26562,
T96).

=1 at:—n-us-\uah (1-11413-29) = 4 |.{§'1,: —

= 4 (7,60000 — 0 4 0 + 3,66562)

I 11

llm.’-‘l.n = 10y 1141520 = 4 Wp=4(—5,

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden, durch 4 geteilt, die Matrix fiir die Grup-
penlasten ¥V, der Belastung T

Die Ansitze @I, ®IT zur Berechnung der Gruppenlasten Y, Z lassen sich im

¥ Vs Va Ve Vs
I | + 11,26562 + 2,50104 | — 3,66562 — I1,25007 : Y — 5,706
2 | + 2,50194 | + 5,3341(':“ + 1,250G7 — 3,64435 1,25007 | = 1,554
3| — 366562 | + 1,25097 | + 7,60000 | 4 1,25097 | — 3,66562
4| — 125097 | — 3.64435 !_:-_-I,-zjug;r :-_5,%'31.116 + 2,50104
5 o = — I1,25097 ! — 3,66562 i_-5_2.50194 4 Tr,gl,:_qhz

vor-

liegenden Falle ineinander iberfithren, da die Achsen 4 und B miteinander ver-
tauscht werden kénnen.

Die Auflisung der Bedingungsgleichungen der vier Gruppen bereitet bei Be-
achtung der Rechenvorschriften Abschnitt 29 keine Schwierigkeiten. Die Super-
position der Teilergebnisse zur Bildung der statisch unbestimmten Schnittkriifte
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aus einer vorgeschriebenen Belastung der Rahmenstellung nach Abb. 213 (Wind-
richtung winkelrecht zu Stab 23) geschieht mit zyklischer Vertauschung der Er-
gebnisse und liefert folgende Losung. Sie dient zur Berechnung der iibrigen Bie-
gungsmomente (Abb. 214).

Langskrafte Xy X=Xy | X=Xy | X=X | X=Xy | Xy =Xy Xi ::.;:
t + 32,04 | + 21,40 | — 0,72 | — 12,92 = 12,20 | — 8,48 — 7,10 l :| :
Momente XNa=Xg | X=X | Xjg=X, | X =%; | X5u=X, | X s =X, . , |
B mt + 40,222 — 6,247 | — 40,626 | — 27,463 | + 0,247 I:-vzy,ﬂf::.'l —- |:1 {

Die Untersuchung kann als Grundlage fiir die vollstindige Beurteilung des rium- .
lichen Zusammenhangs der Konstruktion bei Einspannung der Pfosten im Stabeck ! j i

—k -—‘}nﬂ,_,,_—agp}

=
%8 11 ;ii’
! Il
| | Ii" s

| I'.| |

| L '1!;! :

{ 1043 i !

[ 44 I

|f/|P [1: If

' 1l
Abb. 213. Abb. 214. Biegungsmomente aus Belastung nach Abb. 213. il !
mit oder ohne Beriicksichtigung des Verdrehungswiderstandes der Pfosten und | i
Riegel verwendet werden. e:l
—_— e — -— — — 113 ]
r ; : i
Andrée, L.: Das B.U.-Verfahren. Miinchen 1922. — Hertwig, A.: Zur Berechnung sym- i}{,
metrischer statisch unbestimmter Gebilde. Bauing. 1928 Heft 10 und 11. — Vinzenz, ].: I
Beitrag zur Berechnung des kontinuierlichen Tradgers. Bauning. 1821, S. 645. ] |
It
: " : A e
29. Algebraische Auflésung der Bedingungsgleichungen. i|.f-.
1
Die statisch unbestimmten Schnittkriifte eines Stabwerks werden je nach der Art ||:
der Aufgabe fiir eine ausgezeichnete Belastung oder nach zahlreichen dubBeren Ursachen l
getrennt angegeben, um daraus die fiir die Verwendung ungiinstigsten Grenzwerte !|
zu entwickeln. Wihrend die Belastungszahlen &4, 05® oder &3, 815" in dem i

einen Falle in die Auflésung einbezogen werden, ist im anderen die Berechnung der
statisch unbestimmten Schnittkrifte mit Hilfe der zu den Vorzahlen &, konjugierten L
Matrix meist einfacher und iibersichtlicher. Sie werden dann je nach der Art des '
Hauptsystems in der folgenden Form angeschrieben:

i i=h
Xip=2Bribio, (k=1....0); Xp=2pud™, (k=1....%). (369)
=1 i=1

Jede Aufgabe besteht in der Auflosung von n oder (n — k) linearen Gleichungen mit
ebensoviel {iberzihligen GréBen. Sie ist in formaler Beziehung elementar. Schwierig- i
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