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192 Vereinfachung der Lösung bei Symmetrie des Hauptsystems .

steht aus Stütz - und Schnittkräften , deren Einheit im Hauptsystem ebenfalls sym¬
metrische oder antimetrische Kräftebilder erzeugt . Statisch unbestimmte Biegungs¬
momente und Längskräfte in der Symmetrieachse des Hauptsystems liefern sym¬
metrische , statisch unbestimmte Querkräfte antimetrische Spannungszustände.
Hie t symmetrisch zueinander liegenden, statisch unbestimmten Schnittkräfte
werden mit YA . . . YA+j . . . Yb _ j . . . Yb , die übrigen (n - r) = * mit Zh be¬
zeichnet . Von diesen soll die Anzahl t ' symmetrisch { Uh) , die Anzahl t" antimetrisch
( Vk) sein (t = t ' + t"

) . Die symmetrischen Eigenschaften des Hauptsystems sind
die Ursache folgender Beziehungen :

ö AA = d BB , • • ■ö u + J ) {A + J ) — d {B _ JUB _ j ) , • • • ö A {A + J ) = &R (B - j ) ,

<5u + j ) h = d (R- J ) h > ^ u + j ) te = —

Die Matrix ist daher auch zur Nebendiagonale symmetrisch oder antimetrisch . Das¬
selbe gilt von der konjugierten Matrix.

Zerlegung der Matrix und Bildung von Gruppenlasten . Werden je zwei der
r Bedingungsgleichungen mit den Ordnungsnummern (A + / ) , ( R — J ) symmetrisch
zueinander liegender Schnittkräfte addiert und subtrahiert , so entstehen zwei von¬
einander unabhängige Ansätze . Die Gleichungen a enthalten neben den statisch un¬
bestimmten Schnittkräften Uh die Größen ( YA + YR) = X '

a , { YÄ + J + YB _ j ) = X '
a + i .

Die Schnittkräfte V k fallen aus . Die Gleichungen ß enthalten neben den statisch
unbestimmten Schnittkräften V k die Größen { YA — YB) = X '

T , ( YÄ+ J — Yb _ j ) — X '
_ { .

Die Schnittkräfte Uh fallen aus . Hierzu treten noch t ' geometrische Bedingungen
dh — 0 mit den unbekannten Größen Uh , ( YÄ + J -(- YR- j ) = X '

a + i und t" geo¬
metrische Bedingungen ö k = 0 , welche nur Vk und ( YÄ + J — YR_ j ) = X '

r_ { ent¬
halten . Die beiden Ansätze a und ß zählen daher (r/2 + 1'

) und (rj2 + t”
) Glei¬

chungen mit ebensoviel Unbekannten.
Um die Aufspaltung der Matrix nach Abschnitt 34 vorzubereiten , werden die

Glieder mit den Summen und Differenzen statisch unbestimmter Schnittkräfte mit
der Zahl 2 erweitert, so daß daraus neue Unbekannte

2 ( Y Ä + J + Y b _ j ) — X a + i , | ( Y a + j — Y b _ j ) — X r _ i ( 359 )

mit den doppelten Vorzahlen entstehen . Diese Rechnung wird an vier ausgezeich¬
neten Gleichungen (A -{- / ) , ( R — / ) , h und k gezeigt .

Allgemeiner Ansatz .

A + J + YA + jÖ (A+ J ) (A+ J ) • ' A- YR - jÖ (A+ J ) (R—J ) - • + U h d (A+ j ) h • + VkÖ (A+ Jih • • •

h • • • • -\~ yR —jöhot —j ) ■ + U „ 6hh -

k - h YA + j6t (A+ J ) • + Y R - j6t (R- j ) — * + Vk $ kk

R - J • " ~\ - Y A+ j6 (R- J ) (A+ J ) ■ • + 5/
Ä- z <5(fi - zxii - j ) ' • + U h Ö(R - J ) h ' • + Vh6 (R - j ) h ■• •

« + i

h

Ansatz a .

. . . +
Va + j + y r —j . 2 (6(a + ji (a + J)Y 6(A+ J) (r- j )) ■ • + ^ * (5* <a + z )+ 6h (R - j )) • • •2

• • • +
Ya +j + Yr - j

2 6 (A+ J ) h ■■■ • + t/* <5» *2

Ansatz ß .

• • • +
YA+ J — Yr- J 2 (6(a +J) (a + j )— 6(a +j ) (r—j )) • • + Vh (<5* (A+ j ) — 6 t (r - j >) • • •2

• • • +
Ya + J — Yr j

2 6 (A+ j ) f - ■ + Vt6 ti • • •2

<5u + .no
<5* o
<5* o

<5(fi - z) o

<5(* + ao + 6(i - fl i

6h o

<5u + / >o— 6<ß - nn

<5* o
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Die Verwendung der halben Summe und der halben Differenz zweier zueinander
symmetrisch liegender , statisch unbestimmter Schnittkräfte nach (359) bedeutet
mechanisch die Erweiterung der statisch unbestimmten Schnittkraft zur statisch
unbestimmten Gruppenlast und damit zu einer statisch überzähligen Größe all¬
gemeiner Art . Diese sind ebenfalls unabhängig voneinander , so daß bei der Ableitung
beliebiger Schnittkräfte und Verschiebungen auf die Superposition über die Beziehung

y a + j = X a + i + X r _ i : Y R - j = X aJri - X r _ i

verzichtet und dafür folgender Ansatz verwendet werden kann :
Mh = MHt — ^ ( A/ H <a + i) ^ a + i + ^ H {r —i) X T—i + MHh Uh -\- MBk Vk) , \

— ~ 2 ( &R {a + i) X a + i + X r _ i Jl- dBh Uh + dHk Vi ) . )
MB (a + i ) , bedeuten im Hauptsystem die auf den Querschnitt H bezogeneSchnittkraft und die relative Verschiebung der Querschnitte H infolge von
— Xa+ i = 1 . Alle anderen überzähligen Größen sind dabei Null . Der Belastungs¬zustand

- Xa+i = - 1 ( Ya + j + Yb _ j ) = 1 , - X r_ , = - 1 (Y4 + j - Y r _ j ) = 0 usw . jbesteht aus den Schnittkräften j (361a )
~ Y a + j = 1 . ~ y r ~ j — 1 , )

der Belastungszustand
~ X r_ i — — | ( Y a + j — Y r _ j ) = 1 , — X a + i

—

aus den Schnittkräften
K y a + j + Y r _ j ) = 0 usw .

(361b )
~~ Y A + J — 1 » + Y R - J — 1 •

Die Vorzahlen der Gleichungen a und ß werden aus der Arbeit einer virtuellen
Belastung entwickelt :

+ J ) U + J ) Y ^ IA + J ) (R - J )) — ^ A + j ( ^ U + J ) U + J )Y &(A + J ) iR - J )) YlR - j (Ö{R- J.) lR - J )+ ÖtR - J ) U + .7))
= l ^ + J ^ U + JHa + i ) = la + > ^ (a + i ) (o + i ) >

^ U + J ) {A + J )
— bu + J ) t,R - J ) ) = ^ A + j {b (A + J ) U + J )~ d {A + J ) {R - J )) ~ lR - j (d {R - J ) (A + J )~ Ö{R - JHR - J ))

= ^ A + J ^ U + J ) W- i ) ~ lR - jÖ (R - J >(r - i ) = ^ r - i ^ (r - i ) (r - i ) '
^h (A + J ) + ^ A (R - J ) = \ (a + i ) = la + i ^ (a + t ) h +

ÖkiA + J ) — ^ k (R - J ) = ^ fc(r - i ) = 4 - » fyr - 0 k = ^ ^ U JfJ ) k -

Damit erhalten die beiden voneinander unabhängigen Ansätze « und ß folgende
Form :

Ansatz a .

Ö(a+ <) a • • + A fl+ i ^ (a+ O (n+ i) * + U * <5io + i ) a ’ • • ^ la + f>0

A-
„ 6 ha • • + a 0+ , ^ A(a+ <> + U h ä „ k • • • ^ hO ■

Ansatz ß -

* r <5(r - i >r - • + X r - i <5(r - (><r - il ■ - r V k <5<r - i ) jfc4 *

* r r • + äfc (r- O + V * dkk * ‘ *

(362 a)

(362b)

Diese Gleichungen können nach dem Prinzip von Cast igliano ( S . 163 ) auch unmittel¬
bar angeschrieben werden . Die virtuelle Belastung besteht dabei aus den Teilkräften
eines der Belastungszustände — X a = 1 , • • • — X a+ i = 1 , • • ■ — X r= 1 , • • • — X r_ ,= 1 .
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Da die relativen Verschiebungen und ö^ j des Hauptsystems aus den äußeren
Ursachen und den überzähligen Größen X k Null sind , ist in Verbindung mit (361)

R - J ° R - JA + J UA + Ja+ i ^ a + i

+ <5(ü - J )!OI~ 2 (^ U + Jla + Ö{R - J ) a ) X a — 2j {Ö(A + J ) h + 0 ,

(a+ i ) h(a+ i ) a(a + i ) 0

R - J ° R - JA + J UA + J

) X r - 2 ( ö{(A + J ) k \ R - J ) k(A - J )M (R - J ) r(R - J ) 0

z r - 2Ö ,\ r—i ) k(r—i ) r

ß ) Ö(A + J >0 — Ö(R - J ) 0

Die Belastungsglieder bei Symmetrie der Matrix . Die Belastungsglieder
der beiden Ansätze a und ß ( S . 192 ) entstehen durch Addition und Subtraktion der
Bedingungsgleichungen mit den symmetrischen Ordnungsnummern (A + J ) , (R — J )

(a+ i ) 0 'U + «7) 0 | (R - J ) 0 (r—i ) 0(ii - J )O<5,\ A + J ) 0

Bei symmetrischer Belastung ist du + Jm = d (R _ J )ti , dw_ i ) 0 = ök0 = 0 ] die Glei¬
chungen ß sind daher homogen , so daß

X r_i — 0 , V lc — Ü und X a+ i — Yj + j — YB _ j . (363)
Bei Antimetrie der Belastung wird Öu + J) 0i = — d {B _ J) 0 , also A (a+ l ) 0 = <5Ä0 = 0,
so daß die Gleichungen a homogen sind . Daher wird jetzt

X a+ i = 0 , Uh = 0 und X r_ ( = Y ( 364)A + J — ~ Y b _ j .

Diese Lösung trifft bei Verwendung von unsymmetrisch liegenden Stütz - oder
Schnittkräften W '

H mit symmetrischem oder antimetrischem Kräftebild nicht immer
zu , so daß diese oft in ein statisch unbestimmtes Hauptsystem einbezogen werden.
Ist WB die zur statisch unbestimmten Stütz - oder Schnittkraft symmetrisch liegende
Größe , so werden zweckmäßiger von vornherein Gruppenlasten

Wj, + W;
(365 )

gebildet , von denen dann stets die eine oder andere bei Symmetrie oder Antimetrie
der Belastung Null ist .

Um diese übersichtliche Lösung auch bei einer beliebigen Belastung iJJ anschrei¬
ben zu können , wird diese nach S . 186 durch Belastungsumordnung in einen sym¬metrischen Anteil und in einen antimetrischen Anteil <2>9ß so zerlegt , daß

e ( (1>$ + (2, $ )
In der statischen Untersuchung des Tragwerks für erscheinen dann allein die
überzähligen Größen X a , X a+ i und die symmetrischen Kräfte Uh , in der statischen
Untersuchung des Tragwerks für <2>$ nur die überzähligen Größen X r , X r_ { und
die antimetrischen Kräfte V k . Jedem Lastanteil wird zur Vereinfachung der Rech¬
nung ein der Eigenart der Belastung oder <2>$ entsprechendes Hauptsystem
zugeordnet .

Der symmetrisdie Anteil liefert

A + J
der antimetrische Anteil (2 )iß

(2>2Ta+ !. = 0 , = (2>Ya + j = - 12) Yr _ j ,A + J —

( 366)
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