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198 Vereinfachung der Losung bei Symmetrie des Hauptsystems.

Die Lingskraft X, = X kann ebenso wie X auf‘f."u 1_9!3 zu einer Gruppenlast X*
ergiinzt werden, so daB ;5 oder &y, Null ist. Die }_'.!'\'-l'l'lh_il'llﬂg des _f‘\n.uutzv:-a ZUr un-
abhingigen Berechnung aller iiberzihligen GroBen wird in Abschnitt 36 behandelt.

Die Verwendung des Biegungsmomentes im Scheitelquerschnitt ¢ (Abb. 188b)
oder der Schnittkraft H, im Querschnitt b an Stelle der statisch unbestimmten
Lingskraft X; = X, fithrt zu keinen wesentlichen Anderungen der Losung. Sie wird
dann ebenso wie auf S. 196 behandelt.

9. Die Rechnung liBt sich durch statisch unbestimmte Hauptsysteme abkiirzen,
deren Schnittkrafte fiir die Belastung  und — X, = 1 aus Tabellen bekannt sind.
Sje kann daher hier unter Umstéinden mit Vorteil auf den geschlossenen Stabzug
oder den Zweigelenkrahmen mit biegingssteifem Zugstab bezogen werden. Der
Ansatz lautet fiir Abb. 188¢:

Symmetrische Belastung Antimetrische Belastung
X5 X Xy X,
(0 1Y O W s g | 6%y
oy | o | oty s | s |

M=MP—X, MP— X, MP — X, MP — X, MD.

Zahlenbeispiel in Verbindung mit einem statisch bestimmten Hauptsystem.
3erechnung einer zweischiffigen, zur Mitte symmetrischen Halle (Abb. 189).

1. Geometrische Grundlagen: Trigheitsmomente
und reduzierte Stablingen. Riegel: J, = 000312 mé=J,,

..—Ea? .—-éﬂ?.-—lz@s- " : :
L2 sy T Piosten: oberes Ende [, = 0,00540 m%, unteres Ende

|
8 >
* 1 J.=0,000876 m4, J,: J,=n=0,125. MaBgebendes mitt-
9 & leres Trigheitsmoment fiir den Pfosten nach Tabelle 1]
o
L 1B { Ja=Fk+J, =490 J, =0,00331 m?,
- o _ 0,00312 o g
Abb. 189. W= 3,4,-,“ o = 3,26m, 5, =309m, s;=2060m,

2. Hauptsystem und fiberzihlige Gré&Ben: Die Belastung wird bei Symmetrie des
Stabzugs durch Umordnung in den symmetrischen und antimetrischen Anteil zerlegt. Die sym-
metrische Belastung " erzeugt ein symmetrisches Kriftebild, so dab die symmetrisch zuein-
ander liegenden Biegungsmomente der Querschnitte b, ¢, d, ¢ nach (359) zu iiberzhligen Grup-
penlasten vereinigt und aus

X, =} (DM, + OM,); X, =} (M, + DM,
berechnet werden (Abb. 180a). Die Differenz der Biegungsmomente aus B ist Null, daher
Xy = MM, = DM, X, = (UM, = NN, .

Der antimetrische Anteil */iR erzeugt ein antimetrisches Kraftebild, so dal ein Hauptsystem
mit den Biegungsmomenten ®M,, A, als {iberziihligen duBeren Kriften statisch bestimmt
berechnet werden kann (Abb. 190b). Diese werden zu zwei iiberzihligen Gruppenlasten zu-
sammengefaBt:

BX) = 1 (@M, - BM,); BX, =} (M, — M)

X, =0 daher ®X, = BM, = — @M

#
P 5

ar

Abb. 190 a. Hauptsystem filr symmetrische Belastung, Abb. 180b. Hauptsystem fiir antimetrische Belastung

Das fiau]}tsy:itt‘m fiir den symmetrischen Anteil der Belastung nach Abb. 190a ist beweglich,
aber durch die Art der Belastung im Gleichgewicht. Das Hauptsystem fiir den antimetrischen
Anteil (Abb. 190b) ist statisch unbestimmt, die statisch unbestimmte Schnittkraft jedoch durch
die Art des Lastangriffs Null.
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Ansatz:
Symmetrischer Anteil Antimetrischer Anteil
)l‘[ f‘-g

L dya dig

Kyliq = Oap -

Y (I Bz

3. Vorzahlen der Elastizititsgleichungen: Berechnung nach (300) mit den Abb, 19la—c

By = JA_U;‘{; ds = 13,506,

T j M, M, -‘;‘ ds = 4,964,

B =‘J' weleas = 58,

Abb. 191. Biegungsmomente im Hauptsystem Abb. 192.
infolge — &y = 1,

Auflosung des Ansatzes nach (347):
X; = + 0,10780 8,5 — 0,00185 8y,
X, = — 0,09185 6,9 + 0,24 000 dyy ,
X, = + 0,02978 &5, .

4. Die fiberzahligen GroéBen und Schnittkrifte aus einzelnen Belastungs-
fallen. a) Eigengewicht (Abb. 192a). Die Belastung ist symmetrisch. Hauptsystem: Abb. 190a,
X, = 0. Schnittkrafte: Abb. 192b.

b1 = J My M, {r ds — — 138,57,
g0 = My M, Fbvs 86,017, 50 =10,

o
Xi=—7,03Tmt=M,=M,,
Xy=—8769mt=M,=M,;.

Abb, 108. Biegungsmomente aus Eigengewicht.

Momente im statisch unbestimmten System (Abb. 193):
M = M, + 7,037 M, 4 8,769 M, .
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Probe: Die gegenseitige Verschiebung d, der AuBeren FubBgelenke mub als Null nachgewiesen
werden. Die virtuelle Belastung 1, nach Abb. 194a liefert

.lrr

12 8% = [ ME) 7 ds = 0,02 =4>0,

Abb. 1043 und b

so dal die waagerechte Komponente H der duBeren Stiitzkrifte nach (333) den Fehler

AH = A7 enthalt:

I ds = 110,403 (Abb. 194D) ,

J'__': i | Lh.-Jk N ]JI. "J.;L-_Il-l =I -!ufi.fi ;1,.;]-{:.
AH = 0,02/110,403 = 0,181 kg ,
gegeniiber H = 2,040 t .
b) Einseitige Schneebelastung (Abb. 195 a). Die Belastung wird in den symmetrischen und
/ in den antimetrischen Belastungsanteil zerlept. Symmetrischer
Belastungsanteil W : Hauptsystem nach Abb. 190a, Schnitt-

= 8
(o3 ) 4 e
B Y krafte WM, n Abb. 195b
i bRy :
“?Jsln —= I EH.‘[.II'{I .ljrl 'Tf s =- 121‘343 ¥
1} _ T3y .'rr y . e T
Mo = j‘ M, M, f— ds=— T,826,
Schneebelastung, d - E
Antimetrischer Belastungsanteil <': Hauptsystem nach
o iz Abb. 190b. Schnittkrafte WM, nach Abb. 195¢
s & & - § 8 3 I
l' * * 1‘ ' { * "'"}Jn—',i Ry M,y 'jr ds =0, X;=0

Daher ist nach 3.:
Xy=-—064d mt = M, = M,
Nyg=—=0T¥Mmt =M, =M, .
Momente im statisch unbestimmten Svstem (Abb. 1986):

M = U}, L BMg - 0,844 M, 4 0,794 M,.

Probe wie bei a):

e e

[

N - F & & S = 0,02 = A.
s t A !

c) Windbelastung (Abb, 197a). Die Belastung wird in
den symmetrischen und in den antimetrischen Belastungs-
anteil zerlegt (Abb. 197b und d). Symmetrischer Belastungs-

(A9 4o +QME »Gaso

-I' ; ; . -0 TV :

il b —qﬂg._.__. z - f Sy mﬁwam
; iﬁ |
g g ; ]

o = M

Antimetrischer Anteil,
Abb, 195. Abb, 196, Bicgungsmomente aus Schneehelastung,

anteil: Hauptsystem nach Abb. 190a. Schnittkrifte MM, nach Abb. 197 ¢

J e :
g, =] MM, M, .j‘ ds = — 7,373, Uy = | AT, M, .’}f._ ds = — 4,015.
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Antimetrischer Belastungsanteil: Hauptsystem nach Abb. 190b. Schn.btkrifte )7f, nach
Abb. 197e

(LT T =,[-'z’-uu M, ")::e ds = 98,05 .
Daher ist nach 3.: !
Xy =— 0,428 mt, Xy =— 0,326 mt Xy=4 2,92] mt.

a)

a60¢

8
=

bwe gst

g6t
g4t

Windbelastung,

Symmetrischer Anteil,

LA R
| Yo ogf

Antimetrischer Anteil.
Abb. 187,

Abb. 198. Biegungsmomente aus Windbelastung.

Momente im statisch unbestimmten System (Abb. 198):
M =ty 4 @M, + 0,426 M, -+ 0,326 M, — 2,921 M.
Probe wie bei a):
O3 = 0,026 = 4.
Mit ™6, — Afh = 0,025/3,45 = 0,00725, Mf,, = 4, = 0 ergibt sich nach S. 169 ein Fehler
]rXm = (,10780-0,00725 = 0,000782 mt und damit ein Fehler der 4u8eren horizontalen Stiitz-
rafte
AH = l_l,0057823'3,45 = (0,23 kg gegeniiber 723 kg .

) ba'?'ah!enbeispiel in Verbindung mit einem statisch unbestimmten Hauptsystem.
(Abb, 189a.)

l. Geometrische Grundlagen, Trigheitsmomente:
J1i=0,0416m*=7J,, J,=0,0213m¢, J,=0,0114m*,
Reduzierte Stablangen:
0,0416 0,0416
M =500. —=18245m, s = itk
i 3,00 0,0114 18,245 m, s;=8,06 0.0213

K, =6,00m, A= 2,00 m, ss=2565Tm, /,=800m.

= 15,746 m ,
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9. Hauptsystem (Abb. 199b): Zwei einfach statisch unbestimmte Seitenrahmen stiitzen
den Riegel des Mittelschiffs als Balkentriger. Statisch unbestimmte Schnittkrafte sind M,,
M,, H,. Um die Symmetrie des Stabzugs fiir die Rechnung auszuniitzen, wird auBerdem auch H,

als #iuBere Kraft verwendet, so daB die Gruppenlasten

X, =4(M4+ M), Xo=3(M—M,), Xg=4(H+H,), X,=4(H—H)
gebildet werden kénnen. X, X, X, sind iiberzihlige GroBen. Die Gruppenlast X, ist Null
oder statisch bestimmt. Wird die Belastung in den symmetrischen und antimetrischen Anteil

=189,
o, (/S e, L el —
r o &
. . J:‘JQ \
|
—s—2hM #, &
4 . 25 (et s
o g ! 3
< b 5 & ] T .
b T -5 G ffy=te =L/t === =y
R T e g D SR 4 !
= o Ly L=
a) Abmessungen &) Havplsysiem
Abb. 109,
zerlegt, so ist X, = WX, = MY — 20X, — () und X, statisch bestimmt.. Der Ansatz
zerfallt in zwei unabhéngige Teile.

=R
o

on | o | ow
Symmetrische Belastung: Antimetrische Belastung: X,60 = 8§} .
op | om | 6w

3. Die Schnittkrafte des statisch unbestimmten Hauptsystems. Unterlagen

zur Berechnung der Schnittkriifte in den statisch unbestimmten Seitenrahmen nach Abschn. 61

e R e ‘("u":]_fi = 0,381 ;

2z

15,75 o,75

3 5,0 » 6,0
= -7 —,833; _ U 100
Ay 60 0,833; A= 5.0 1,200

po=0,833-2,159 4 1 4 1,200 1,381 = 4,456 .

Belastungszustand — X, =1: — M; =1, — M, =1, M® nach Abb.200a

- 1 . - 1 oF
-'!l;‘U1= _HU: -'0.}'.!1'.'Jt, Jrfl :f"! = 4+ SI_J= +0,123t
D 240,833 0.3179 i i — 1000 ... 136 1
= 5a4ng — 0S179, al b=t = Hluy S —ns 0,3179 = — 0,0636 t.

Belastungszustand — X, = 1: M, =1, + M,=1, M{® nach Abb. 200b

Ag=—10]125¢t, By, =+ 0,250 t, Dy =+0,125¢, Co=—0250¢,

Hyy=Hyy=—0,0036t; H,,=Hg= -+ 0,0636¢.

Belastungszustand — X;=1: — H; =1, — H, =1, M® nach Abb. 200c

6,0 iy ’ _ Y SRy

Ay =Dy = — o 0,760t, By=Cy= 4 o 0,750 t,
14 2:1,200(1 + 0,381) oo f— 1,000 :
D= 4450 = 0,9682; H,;=- {\ 5 ) (—0,9682) = — 0,484¢,
Hyy=Hay=—0484, Hyy=H,; = — 0,484 + 1,000 = 4 0,516 t.

4. Berechnung der Vorzahlen des Ansatzes als gegenseitige Verschiebungen im statisch
unbestimmten Hauoptsystem nach (305) ;

o =_f-’h”l‘” M@ -J;-‘nfs =+ 28,14; é;";;='J‘.-wlm M@ J:';-‘ ds = — T1,47;

33

84 =j.—u;°i M@ J:‘ ds = + 682,5; 4% =If,-ufgﬂ> M J.Zr“-ds = -} 16,05.
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5. Auflésung des Ansatzesin 2. nach (345):
(]

16,06370 '

88 + 0,11351 63

v _ OB+ s 8% + 2,75300 6
X, = e ;

.-‘.'. I e
A 469,1904

oA A Ay

Abb. 200. Biegungsmomente infolge — Ay = 1 im statisch unbestimmten und statisch bestimmten Hauptsystem.

6. Die Schnittkridfte des statisch unbestimmten Stabwerks konnen aus den Stiitzkriften
oder durch Superposition gewonnen werden:

H, = H) 4 0,0636 (X;+ X,;) + 0,484 X, ,

ad 1

Hy = H{% + 0,0636 (X, + X,) — 0,516 X, ,
H, = H| 10,0836 (X, — X,) — 0,516 X3,

el

Hy = HZ + 0,0636 (X; — X,) + 0,484 X .

n=g45 t/m

Spmmelrisch

anfimernrisch

Abb. 201, Schnecbelastung,

7. Belastungsfall I: Einseitige Belastung des Mittelschiffs durch Schnee mit p = 0,45 t/m
nach Abb. 201. Sie wird in den symmetrischen und antimetrischen Lastanteil mit # = 0,225 t/m
zerlegt, so daB X, =M, =0M,, 6 X, ="H = MH, Xo=3M = — 3M,. Die Be-
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Ansatzes werden als gegenseitige Verschiebungen im statisch unbestimmten

Hauptsystem nach (305)

[e L 11,58
l-ﬁll?-. -.l ds = o, i Boyy = U
v T
1§02 — ' DA M LS s — 44729
i n A
" II'
B = j WM MR =L ds =— 12,33 ;
-t ¥

: — 86,7 -+ 0,1135:472,9
Tar 19,34 3

1,710 mt ,

5 12,33 o
ilg = — 16.05 = {),768 mt ,
5,05
4720 — 2,75 86,7
¥y = —- e — 0,400 t .
] &

Die Stiitzkrifte sind dann nach 6.:
H,=40,0840 t ,
Hy,=—0,4150 t,
H,=—02173 t,

Hy=40,181T t.

Sie kdnnen in Verbindung mit
den iibrigen &duferen Kriften zur
Jestimmung  der Schnittkrifte

Abb. 202. Biegungsmomente infolge Schneelast, \.":[.I.u.r..“(l"‘t "\.?r".l'c.n'. Die 5%1[.‘!."1’-
position nach (289) liefert

M= M® + 1,710 M + 0,768 MP — 0,409 M

Um die Richtigkeit des Ergebnisses (Abb. 202) nachzuweisen, wird festgestellt, daB die Summe
der gegenseitigen Verdrehungen der Querschnitte { und » Null ist.

oY) = j' M M —'j:r ds = 16,81809 — 18,79790 = 0.02 = 0 .

Abb, 203. Windbelastung.

8. Belastungsfall II: Waagerechte Belastung des Pfostens des Seitenschiffs durch Wind

mit w = 0,625 t/m.

Die Umordnung der Belastung ist bei dem einfachen Schaubild der Schnittkrifte MW
nach Abb. 203 unnétig.

Belastungsglieder des Ansatzes:

O3 =

848 =J MP MP -

i* ds =+ 19,236 .
I :
£ g5 =+ 19,236,
Ji' i
]
J

M© M@

0% = [ M Mp T a5 4179552,

Xy = 2,048 mt , Xy= 1,188 mt, Xy, =10,496 t, K=l
Nach Abschn. 61 wird

T 24 0,833 (4 + 6-1,159)

4. 4,450
(— 0,6701) = 0,891 t; HY =0,801 —0,625.500 =—2234 t.

= 00,5701 t;

0,625+ 5,00
= =

HE =
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Die iibrigen waagerechten Stiitzkrifte werden wiederum nach 6. berechnet.
H,=—1,7188'1, H,=40,841 t, H,=—0202 t_ H, = 0,204 .
Sie dienen zur Ermittlung der Schnittkriifte. Die Superposition nach (289) Liefert
M= M@ — 2,048 M2 _ 1,198 MP — 0,498 M@,

Zum Nachweis der Richtigkeit des Ergebnisses (Abb. 204) wird festgestellt, daB die gegenseitige
Verschiebung der Stiitzpunkte der inneren Pfosten Null ist:

34 =j M M ﬁ‘ ds = 51,618 — 51,617 = 0,001 ~ 0 .

Das Hauptsystem mit Symmetrie nach zwei Achsen. Die Symmetrie des Trag-
werks zu einer Achse fiihrt mit der Bildung eines symmetrischen Hauptsystems zur
Symmetrie der Matrix in be-
zug auf die Nebendiagonale
und zur Zerlegung des An-
satzes in zwei unabhiingige
Gruppen von Gleichungen.
Durch die Addition und Sub-

I

|
I
Ko b X,
Abb. 204. Biegungsmomente infolge Windlast, Abb, 205.

traktion von Gleichungen mit symmetrischen Ordnungsnummern sind neue Un-
bekannte entstanden, die in statischer Beziehung als Gruppen von iiberzihligen,
zueinander symmetrisch liegenden Schnittkriften erkannt wurden. .

Besitzt das Hauptsystem zwei Symmetrieachsen, so ist die Matrix durch vier
Achsen ausgezeichnet. Der Ansatz kann dann durch wiederholte Addition und Sub-
traktion in vier voneinander unabhingige Teile A, u, v, T zerlegt werden, Die Un-
bekannten dieser Gleichungen bestehen aus Gruppen von je vier statisch unbestimm-
ten, einander nach Abb. 205 symmetrisch zugeordneten Schnittkriften. Sie kénnen
dhnlich wie bei einfacher Symmetrie des Hauptsystems symmetrisch oder anti-
metrisch zu einer der beiden Achsen entwickelt und zur Bildung der vier unab-
héingigen Abschnitte des Ansatzes unmittelbar angeschrieben werden. Die Unbe-
kannten U, der Gleichu ngen A sind zu beiden Achsen symmetrisch, die Unbekannten
Vi des Ansatzes 4 zu beiden Achsen antimetrisch. Die Unbekannten Y, der Glei-
chungen » sind symmetrisch zur Achse I und antimetrisch zur Achse Il, die Un-
bekannten Z, des Ansatzes 7 antimetrisch zur Achse I und symmetrisch zur Achse IJ.
Bilden daher X ,, X5, X, X, eine Gruppe statisch unbestimmter, einander sym-
metrisch zugeordneter Schnittkrifte, so ist

Up=3 (X + X+ X+ Xyp), Yy=3(Xy—Xp—Xo+ Xp) )
zk o HXA + Xa — X — Xp), Vy= 12(-"’,1 — Xp+ Xo— XD)-I

Der Faktor 1/4 ist durch die nachtragliche Erweiterung der Summanden der Ansiitze 2
bis 7 entstanden, um die Schnittkrifte fiir — Uy = 1 aus der Belastung — gl
—Xp=1, —X;=1, — X, = 1 usw. zu entwickeln. Die Vorzahlen und die Be-
lastungszahlen der Ansiitze 1 bis 7 folgen aus derselben algebraischen Entwicklung
wie die Gruppenlasten, also durch Addition und Subtraktion der Vorzahlen 04 und
der Belastungszahlen § xo des allgemeinen Ansatzes. Sie erscheinen nach der erwihn-
ten Erweiterung der linken Seiten der Gleichungen im vierfachen Betrage. Die Vor-
zahlen §,, und Oy¢ aus — X, = 1 werden jedoch dabei halbiert, wenn X, eine iiber-
zdhlige GroBe in der Symmetrieachse ist. Die Entwicklung kann nach dem An-

(367)
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