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208 Vercinfachung der ‘Lésung bei Symmetrie des Hauptsystems,

5. Die Schnittkrifte aus der Fiillung eines Abteils entstehen durch {.-'b{.-rl;igerLung
des symmetrischen und antimetrischen Anteils aus #/2. Daher ist bei Fiillung beider
Hilften des Behilters

= '\-;l
M,=M,=M,=M;=X,, H=H=H,=H,=—,
bei Filllung eines Abteils e
Xy b X e X
M= M oLt M=M= "5
X+ X Xg— X
H=H=2r%  g_g, """

Die Abmessungen nach Abb. 208a liefern fir # = 6,0 t/m folgendes Ergebmis:

_ 0,15°-1,0

Je= 5 = 0,000281 m!,
0,30%:-1,0 :
s 12 = 0,00225 m* ,

F,=0,15:1,0 =0,15 m?,
F,=0,30-.1,0 =0,30 m?,
Jei: J.=10,125,
Je ' Fo = 0,001873 m*,
Je i Fy = 0,000036 m?,

Abb, 208a.

0,00187
X, =8:6,0-50- - 0! 18’; g = 00478 mt,
5,0 (72— 8) -+ 0,001873 - = 4 0,000036 - >
5,0 6,0

1,333 = 0,125 (5,0* + 0,001873) + 8.0,001873
T R L R T

)

0,001873 - 7 Y 2

N g5 = 00751 mt,

5,0 (7 — 8) + 0,001873 - —— + 0,000936 . =
a,0 8,0

0,001873 (4-0,15 ) + 1,833 -5,0%. 0,125
{ T3
0,001873 J| —8.50

X;=6,0.50-

5

2 (4-0,125 4 a) (5,0 +
LY

Xyg=4.6,0-.50-

X, =4.6,0-50. = 20,15 mt.

f
7 (4-0,125 + =) (5,0 + ;
( 4l 5,0

Fiillung he_idnr [(ammcru, Fiillung einer Kammer,
1 mt = 86% mm. E : 1 mt=04mm,
Abb. 208b. Biegungsmoments,

Statische Untersuchung eines Kiihlturmunterbaues. Um auch die Bedeu-
tung der mehrfachen Symmetrie eines Tragwerks fiir die Vereinfachung der statischen
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Untersuchung zu zeigen, wird ein waagerecht liegendes Stabeck berechnet, dessen
Knotenpunkte durch senkrechte, am unteren Ende eingespannte Pfosten frei drehbar

ge stiitzt sind. Das ll[l.g\’“ tk hat 24 statisch un- i
bestimmte Schnittkrifte X, deren Abhingigkeit , J’g__fr-:;ju
bei unregelmiBiger Gliederung des Stabwerks neun- g

2 ‘ ' He#C A V7

gliedrige Elastizititsgleichungen liefert (Abb. 209). |

Da die Aufgabe hier fiir ein Tragwerk mit Y I $
zyklischer Symmetrie gelost werden soll, kénnen ’r;;L ' A
alle Vorzahlen des Ansatzes aus den Biegungs- *f- ’E}
momenten M,,, M; des Hauptsystems Abb. 210 XHJ{ "r'-"f
fir — X, =1, — X; =1 abgeleitet werden. Die 4w | _!:3
Trigheitsmomente des Pfostens fiir die radial A i Ko

und tangential gerichteten Hauptachsen des Quer- 'E’J)}X
schnitts sind J,, J,, die Trigheitsmomente des = ¥
Ringstabes J,. @7}3':;{%-}'&'1%

Um auch &hnliche Tragwerke mit anderen

. Abb, 208.
Abmessungen zu vergleichen, werden statt der ;

E J . fachen Verschiebungen dj;, Vorzahlen é;, = 5 0ix verwendet, Sie entstehen aus

folgendem Ansatz:

fisam - = Moo L 0000 S, 02008 ) g &
B 0 = 029,20 = 3 ki T 2 ) — h? T. + 2 3 A3 T 2 7.
y 02592 . /. 0,966 . J, 3
"52:1,::9. v U s ‘&121 == jsj, +‘}'"'“'J l” » il ix = Op.
Geometrische Abmessungen des Tragwerks:
Li=Ji=J, und J.=1],; A=12m. s=8643m.
Vorzahlen der geometrischen Bedingungen 4,y = 0 und 4, :0‘
Brgay=0pg =~ =1032% 4 2.0,966% + 80,259+ 2 () = + 6,489,
03304 =0y 9= 0,259-1,932 — 0,259-0,966 + 0,966-0,2 9 = 4 1,25097,
3 > 3
Bp.za = Oy 9, = — 0,066 1,932 — 1,932.0,066 + {Jj = — 3,64434,
031,94 = 039, = — 0,259 0,966 — 4- 0,966 - 0,259 = —1,25007,
Og0,.83 = 0y 94 = + 0,9662 — 4-0,259° = + 0,66484 ,
Opg g =10, =+ .=2.0,2592+ 8.0,966: = 17,6,
000 =0y =1,932.0,259 — 0,966-0,259 + 4-0,259-0,966 = + 1,25097,
S0 = 9d;5 = 0,259 — 4.0,966° = — 3,66562,
0100 =0,4 = —10,259-0,966 — 0,259 0,966 -4 = — 1,25097.

—Xgum=1, Mg, -Xym]l, My,
Abb. 210. Momentenflichen im statisch bestimmten Hauptsystem.
Beyer, Baustatik, 2. Aufl,, 2. Neudruck. 14




Lasung bei Symmetrie des Ha

uptsystems.

210 Vereinfachung der
Matrix der Vorzahlen o;;.
Xes Xa e X Mo X X, X
24 | .;._r..J._;\Cl I.2 3.0 L 25067 4] ] I,25007 | — ]__':3_'.;.]:.-
1 7 I,25097% :__;_lal.-:;r_- I,25007 7, o000 I,25047 _;_";fi;ih_'_-
2 e i 0,00454 L, 251 '_?' B .1-' 1435 1,25097 b, 4890( I,25007
3 o % - 25007 3,003 I,25007 | + 7,00000
4 . 60484 | — 1,250 304435 _:,.'5-'1||;.'
5 ] ] 5  1,25007 | — 3,66562
L = = e T o J.,-*.-r“ — 1,25007

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung wiederholen sich infol

ge der zyklischen Sym-

metrie bei allen Verschiebungen, deren Indizes gleichzeitig um ein Vielfaches von

zwel erhéht sind.
Die Lasten
waagerecht und werden

sind

nur in den Knoten des
Stabecks l_'iﬂ!._f“ll':lf.',(‘“.
Sie lassen sich daher

nach der Winkelhalbie-
renden und einer dazu
senkrechten (zeraden,

Belastung also in Richtung der

ALb BT, Tangente an den um-

schriebenen Kreis zer-

a) o) o legen. Jede Belastung
& 12 kann infolge der vorge-

k)

schriebenen zyklischen
Symmetrie rag-
werks auf die Wirkung
der Kraft W=1t in
Richtung der Winkel-
halbierenden (Abb.2112a)

des

e 4 - ,&_.3.5 ';;’__5'5 5 : i
Y -1t e L R und auf die Wirkung
Belastung &t Belastung i Belastung der Kraft ‘T =1t in

Abb. 21

o

filirt werden. Beide werden einzeln untersucht, um daraus durch Su

die Losung fiir eine allgemeine Belastung zu gewinnen.
Belastungszahlen fiir W 1 im Knotenpunkt 24,

Richtung der Tangente
(Abb. 212a) zuriickge-
perposition

oup=—1PL932, §ly= Oo——h%0260, &= 8, = /50,966,

Oy o= — 1,932, dp= Gyo=—0777, sy Bog o = H%- 2,808 .
Belastungszahlen fiir T = 1t im Knotenpunkt 24.

&y 0=10, Go=—100o=—44%0966, & ,=— 030 o = — 4 4%- 0,259,

8as0=10, 01,0 = — 0a3 = — 11,592, Op0= — 030 = —3,108.

Die Belastung I mit W =1t im Knotenpunkt 24 ist symmetrisch zur Achse A.
oie wird, um bei der Losung mit zwei Symmetrieachsen zu rechnen, in die zur Achse B

symmetrische ]5&:]2151‘[“151_’ W] mit W, =}t und in die zur Achse B antimetrische
Belastung )] mit W, = } t in den Knoten 72 und 24 aufgespalten (Abb. 211).
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Xy X, X o X, X, Xsp
I + 0,660484 '_ I3 .I C | . 24
3_—i.25097 _i _ 5 s __i_ —|_ il I
- 3&435“_; — I1,25007 | -+ 0,66484 ki ! | |_ 2
| +1,25007 | — 3,66562 | — 1,25007 , 3
: + 6,48g00 | + 1.25::1;' = 3.64435_ = 1.250;' -+ 0.6;5-3. o 4
: 1,2509-,; # + 7.60000 | + 1,25007 ——_3,1’16562 s 1,25007 i e 5
| — 3.6-;435_ ir 1-.250*:-? + 6,4390cr_l_—-:— 1,25097 | — 3,64435 = :.2_505 + 0,66484 | 6

Die Belastung IZ mit T = 1 t am Knotenpunkt 24 ist antimetrisch zur Achse A.
Sie wird, um bei der Lésung mit zwei Symmetrieachsen zu rechnen, in die zur Achse B
symmetrische Belastung ®)JJ mit 7, = 3 t und in die zur Achse B antimetrische
Belastung @WIT mit 7, =4 t in den Knotenpunkten 12 und 24 aufgespalten
(Abb. 212).

Darnach ist jede Teilbelastung zu zwei ausgezeichneten Achsen A, B des Trag-
werks symmetrisch oder antimetrisch, so daB das Kriftebild nach (367) mit einer
vierfachen Umordnung der zu den Achsen 4, B zugeordneten Schnittkrifte, also
mit den Gruppenlasten U, V, Y, Z beschrieben werden kann. Diese werden nach
S. 205 mit der folgenden Tabelle als Funktionen der statisch unbestimmten Schnitt-
krifte X, des allgemeinen Ansatzes entwickelt. Der Vordersatz enthalt das Bildungs-
gesetz der Gruppenlasten, Vorzahlen und Belastungszahlen, der Nachsatz die
Schnittkrifte X, jeder Gruppenlast.

1 By = | | | |
|—— g [ % 2l 3] 9
vlv |y |z | =

+ 14 |4 sk il x P w w e

| = = e g b e anu e maaliors e Lo

+ = =] & | K ‘ X | Xy | Xie | Xy | Xy

5 5 = | T <
=l F = B | Eas | X | X | Xeo | Xpp | Xyg

1. Belastung ™I mit zwei zu beiden Achsen 4, B symmetrisch liegenden Kriften W,
in den Knotenpunkten 24, 12 (Abb. 21 1Db). Die Belastungszahlen iy, 749, Ty sind Null.
Dasselbe gilt daher auch von den Gruppenlasten V, Y, Z. Dagegen sind die Gruppen-
laf_"ten Uy = (X, + Xy + X33 + Xy5) usw. mit 4, , usw. von Null verschieden.
Hieraus folgt

U, =X, =Xy =Xy = 23
Belastungszustand — U; =1 mit —X; = —X;; = — X}, = — X,, =1,
—Uy=1mit — X, =—X,=1.
Die Vorzahlen 1,, der Matrix ™I werden nach S.206 als Arbeit der virtuellen

Kriftegruppe — U, = 1 bei einer Forminderung des Hauptsystems aus — U, = 1
angeschrieben,

Li 43 = 18 sarsseem anreises = 4 (By,1+ 63,31+ 8 45 8;,23)
= 4 (7,60000 -+ 0 4+ 0 — 3,66562) = 4 - 3,93438
14*




212 Vereinfachung der Lisung bei Symmetrie des Hauptsystems.
1, f-:,u =1 au-rn-qa-- 23) (24+12) 2 (‘E‘z-:.l 1 624.11 e ‘524.13 T dm,za_]
= 2 (1,25097 + 0 + 0 4 1,25097) = 4.1,25097,
] — N 0 —_—d .2
Lo Asg, 04= 1 Ggagiaz) (2as12) = 20y, 99= 2 6,48900 = 4 - 3,24450,
1, r'“ju,n = 181141342300 = 414, =4 (— 0,3885).

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden, durch 4 geteilt, die Matrix fiir die Be-
lastung M,

U, U, U, U, U, U, U,
24 | +3.24450 | + 1,25097 | —3.64435 | — 1,25007 | +0,66484 — | = — 1,449
r |+ 1,25007 |+ 3,93438 i :-3;6-5-62 | — 1,25097 e — ©0,3885
2 | — 3.64435 ‘——__ = ;;.-13534 i + 1,25007 ‘ — 3.04435 = 1,25007 | +0,66484 | + 1,440
3 | — 1,25007 |_ 3,66562 IT ;,:5;? | + 7,60000 i + 1,25007 | — 3,06562 ' — 1,25007
4 —-I_- 0,66484 | — 1,25097 E'Ts.ﬂ'ﬂ.aj !-.-- 1,25097 | + 7,15384 = —3,644;
5 = ! = ‘—1.2509? | ---3.65562: ._|3;4_38 .;:- lzs_vf?
6 S, RS +0,60484 | — 1,25097 Ji 3,64435 | + 1_-15;:;;'".-;?;,34..50

Die Matrix ist zur Nebendiagonale symmetrisch und wird ebenso wie nach S. 192
durch Addition und Subtraktion zugeordneter Gleichungen berechnet. Dabei ent-
stehen mit

U+ Us=S58,, Uyt Us=S;,, U +U,=8,, 2U,=S,
und
Up—Us=T),, Uy—Us=T,, Uy—U,=T,

folgende Ansitze

S of Sy 53
T| +3:24450 | + 1,25097 | —2,97950 | — 1,25097 | — L4490
2 | + 1,25097 | + 3.03438 B 1,25007 2 3,66562 — 0,3885
3| —#979350 | — 1,25007 | + 3.5;950 | + 1.2509?_| + 1,4490
4 | — 1,25007 | - 3,55562_i + I,25097 | + 3.8c000
I“1 Tﬁ Ti!

I | + 324450 | + 1,25097 . — 430918 | — 1,4490

2 | + 1,25007 _i + 393438 | + I.zsngr — 0,3885

3| — 430018 i + 1,250G7 -_':10,79318 + 1,4400

, 2. Belastung ™ mit zwei zur Achse A symmetrischen und zur Achse B anti-
metrischen Kriften W, =t in den Knotenpunkten 24, 12 (Abb. 211c). Die Be-
lastungszahlen Az, pzo, Txo Sind Null. Dasselbe gilt daher auch von den Gruppen-
lasten U, V, Z. Die Gruppenlasten Y, = § (X, — X,; — X,, + X,,) usw. sind mit
¥y0 usw. von Null verschieden. Hieraus folgt

Y1= +X1#"X11 = "‘X13= +X2.
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Belastungszustand — Y, =1 mit —X, =1, +X,,=1, +X,=1, —X,=1,
—Yyu=1mit —X,,=1, +X,,=1.
Die Vorzahlen »,, der Matrix ®] werden nach S. 206 als Arbeit der virtuellen
Kriftegruppe — Y, = 1 bei einer Forménderung des Hauptsystems aus — Y, = 1
angeschrieben. Die Rechnung liefert
L v =10 1115100 -11-1040m = 4 (8;,; — 01,11 — 01,15 +0y,25)
= 4 (7,60000 — 0 — 0 — 3,66062) = 4.3,03438,
L ¥ = 10u g1 asiam 10 = 2 (81,06 — 811,00 — Brg0s + O33,04)
= 2 (1,25097 — 0—0 - 1,25097) = 4-1,25097,
LaVaga=1 am--lznza—lzn = 2‘324.24 = 2-6,48000 = 4-3,24450,
11(2}"’1.0: 1{2’5T1-\11~13+231n =4 mém =4 (—0,3885),

124{2""24&: 19854 190 = 2'2'591.0 =4 (—1,449).

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden, durch 4 geteilt, die folgende Matrix der
Gruppenlasten Y.

Yu Y5 ¥, Y, Y, ¥,

24 | 4+ 3,24450 ! + 1,25007 | — 3,64435 [ I,25007 . + 0,66484 A — 1,449
T+ 1,2_5-(5.4— 3,1}_;3;-—" __:—-- : | - 3.6{:562_?-_— 1,3;09; . — = — 0,3885
2 | — 3.64435 — + 7.15384 | - 1.2.;0;7 R 364435 | — 1,250_9_7 4 1,449
3 h:l— x.z_szg.:,;gsﬁz Ir 1,25097 -+ 7!”;0:0«;1 + 1,25097 | — 3,665&;-2__

4 + 0,66484 | — 1,25§§? = 3.64435 | + 1,25097 . _:5,_824.1-;“: + 2.50-:_94 i

5 (= — |—_-;- — 1,25097 2 3,66562 . —:27;0194' _4— 1:,2;5;552

3. Belastung ]I mit zwei zur Achse 4 antimetrischen zur Achse B symme-
trischen Lasten T, = 4 t in den Knotenpunkten 24, 12 (Abb. 212b)

U=0, V=0, Y=0, Z,=3(X,+X;; —X;3— X)) + 0,
Zy=X =Xy = —Xj3=— Xg;.
Belastungszustand —Z;, =1 mit — X, =1, —X;; =1, +X;3=1, + Xy=1,
Belastungszustand — Zg =1 mit —Xg=1, + X;3=1.

Die Vorzahlen 7,, der Matrix (I werden nach S.206 als Arbeit der virtuellen
Kriftegruppe — Z, = 1 bei einer Forminderung des Hauptsystems aus — Z, = 1
angeschrieben. Die Rechnung liefert

1, 1= 15:1+11—1s—231 (1+11-13-23) — 4 ’;51,1 + ‘51.11 == &1,13 = ‘51,'_-::)
=4 (7,60000 -+ 0 — 0 + 3,655662) =4 -11,26562,

1,97 g = 1814111320 = 4 V1o = 4 (— 5,796).
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Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden, durch 4 geteilt, die Matrix fiir die Grup-
penlasten Z, der Belastung ®I1

23 Zy Zy £y Zy 2y

1 | + 11,26562 - 2,50104 sz 3.66562 — I1,25097 = = — 5,796
2 i ;.501:_;4 B 5.Sz.uuml - 1,25097 _—3.':44:55 — I,25007 . + 0,66484 | — 1,554
3| — 3,66562 ;,3;;;:);; . + 7.60000 j -+ I,25007 — 3,66562 — I1,250Q7
T :,:_—-,m_; £ 3.6-1435“ T :;2509? i + 7.15384 gL 3,64435_
5 = e I._z-s_mj-?_ = '3_-'5_6552 = + 3.03438 | + 1,25097
6 — _1 0,66484 | — 1,25097 " 3.64435 | + r.zsmj?_: + 3,24450

4. Belastung WIT niit zwei zu beiden Achsen A, B8 antimetrischen Kriften
T, =4t in den Knotenpunkten 24, 12 (Abb. 212c)

U=0, Y=0, Z2=0, V,=3(X,—X;3 + X;3—X;;) +0,
Vi=+Xij=—X;) =+ X;3= X,

Belastungszustand — V; = 1 mit Xi=1,4+Xy=1—-X;s=1+ Xsy=1.
Die Vorzahlen u, , der Matrix ¥1J7 werden nach 5.206 als Arbeit der virtuellen Krifte
— V. =1 bei einer Formiinderung des Hauptsystems aus —V, — 1 angeschrieben.
Die Rechnung liefert

5'“, + r37“1,1.';"' L3‘1.23)
4.11,26562,
T96).

=1 at:—n-us-\uah (1-11413-29) = 4 |.{§'1,: —

= 4 (7,60000 — 0 4 0 + 3,66562)

I 11

llm.’-‘l.n = 10y 1141520 = 4 Wp=4(—5,

Die Ergebnisse der Zahlenrechnung bilden, durch 4 geteilt, die Matrix fiir die Grup-
penlasten ¥V, der Belastung T

Die Ansitze @I, ®IT zur Berechnung der Gruppenlasten Y, Z lassen sich im

¥ Vs Va Ve Vs
I | + 11,26562 + 2,50104 | — 3,66562 — I1,25007 : Y — 5,706
2 | + 2,50194 | + 5,3341(':“ + 1,250G7 — 3,64435 1,25007 | = 1,554
3| — 366562 | + 1,25097 | + 7,60000 | 4 1,25097 | — 3,66562
4| — 125097 | — 3.64435 !_:-_-I,-zjug;r :-_5,%'31.116 + 2,50104
5 o = — I1,25097 ! — 3,66562 i_-5_2.50194 4 Tr,gl,:_qhz

vor-

liegenden Falle ineinander iberfithren, da die Achsen 4 und B miteinander ver-
tauscht werden kénnen.

Die Auflisung der Bedingungsgleichungen der vier Gruppen bereitet bei Be-
achtung der Rechenvorschriften Abschnitt 29 keine Schwierigkeiten. Die Super-
position der Teilergebnisse zur Bildung der statisch unbestimmten Schnittkriifte
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aus einer vorgeschriebenen Belastung der Rahmenstellung nach Abb. 213 (Wind-
richtung winkelrecht zu Stab 23) geschieht mit zyklischer Vertauschung der Er-
gebnisse und liefert folgende Losung. Sie dient zur Berechnung der iibrigen Bie-
gungsmomente (Abb. 214).

Langskrafte Xy X=Xy | X=Xy | X=X | X=Xy | Xy =Xy Xi ::.;:
t + 32,04 | + 21,40 | — 0,72 | — 12,92 = 12,20 | — 8,48 — 7,10 l :| :
Momente XNa=Xg | X=X | Xjg=X, | X =%; | X5u=X, | X s =X, . , |
B mt + 40,222 — 6,247 | — 40,626 | — 27,463 | + 0,247 I:-vzy,ﬂf::.'l —- |:1 {

Die Untersuchung kann als Grundlage fiir die vollstindige Beurteilung des rium- .
lichen Zusammenhangs der Konstruktion bei Einspannung der Pfosten im Stabeck ! j i

—k -—‘}nﬂ,_,,_—agp}

=
%8 11 ;ii’
! Il
| | Ii" s

| I'.| |

| L '1!;! :

{ 1043 i !

[ 44 I

|f/|P [1: If

' 1l
Abb. 213. Abb. 214. Biegungsmomente aus Belastung nach Abb. 213. il !
mit oder ohne Beriicksichtigung des Verdrehungswiderstandes der Pfosten und | i
Riegel verwendet werden. e:l
—_— e — -— — — 113 ]
r ; : i
Andrée, L.: Das B.U.-Verfahren. Miinchen 1922. — Hertwig, A.: Zur Berechnung sym- i}{,
metrischer statisch unbestimmter Gebilde. Bauing. 1928 Heft 10 und 11. — Vinzenz, ].: I
Beitrag zur Berechnung des kontinuierlichen Tradgers. Bauning. 1821, S. 645. ] |
It
: " : A e
29. Algebraische Auflésung der Bedingungsgleichungen. i|.f-.
1
Die statisch unbestimmten Schnittkriifte eines Stabwerks werden je nach der Art ||:
der Aufgabe fiir eine ausgezeichnete Belastung oder nach zahlreichen dubBeren Ursachen l
getrennt angegeben, um daraus die fiir die Verwendung ungiinstigsten Grenzwerte !|
zu entwickeln. Wihrend die Belastungszahlen &4, 05® oder &3, 815" in dem i

einen Falle in die Auflésung einbezogen werden, ist im anderen die Berechnung der
statisch unbestimmten Schnittkrifte mit Hilfe der zu den Vorzahlen &, konjugierten L
Matrix meist einfacher und iibersichtlicher. Sie werden dann je nach der Art des '
Hauptsystems in der folgenden Form angeschrieben:

i i=h
Xip=2Bribio, (k=1....0); Xp=2pud™, (k=1....%). (369)
=1 i=1

Jede Aufgabe besteht in der Auflosung von n oder (n — k) linearen Gleichungen mit
ebensoviel {iberzihligen GréBen. Sie ist in formaler Beziehung elementar. Schwierig- i
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