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aus einer vorgeschriebenen Belastung der Rahmenstellung nach Abb. 213 (Wind-
richtung winkelrecht zu Stab 23) geschieht mit zyklischer Vertauschung der Er-
gebnisse und liefert folgende Losung. Sie dient zur Berechnung der iibrigen Bie-
gungsmomente (Abb. 214).

Langskrafte Xy X=Xy | X=Xy | X=X | X=Xy | Xy =Xy Xi ::.;:
t + 32,04 | + 21,40 | — 0,72 | — 12,92 = 12,20 | — 8,48 — 7,10 l :| :
Momente XNa=Xg | X=X | Xjg=X, | X =%; | X5u=X, | X s =X, . , |
B mt + 40,222 — 6,247 | — 40,626 | — 27,463 | + 0,247 I:-vzy,ﬂf::.'l —- |:1 {

Die Untersuchung kann als Grundlage fiir die vollstindige Beurteilung des rium- .
lichen Zusammenhangs der Konstruktion bei Einspannung der Pfosten im Stabeck ! j i

—k -—‘}nﬂ,_,,_—agp}

=
%8 11 ;ii’
! Il
| | Ii" s

| I'.| |

| L '1!;! :

{ 1043 i !

[ 44 I

|f/|P [1: If

' 1l
Abb. 213. Abb. 214. Biegungsmomente aus Belastung nach Abb. 213. il !
mit oder ohne Beriicksichtigung des Verdrehungswiderstandes der Pfosten und | i
Riegel verwendet werden. e:l
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1
Die statisch unbestimmten Schnittkriifte eines Stabwerks werden je nach der Art ||:
der Aufgabe fiir eine ausgezeichnete Belastung oder nach zahlreichen dubBeren Ursachen l
getrennt angegeben, um daraus die fiir die Verwendung ungiinstigsten Grenzwerte !|
zu entwickeln. Wihrend die Belastungszahlen &4, 05® oder &3, 815" in dem i

einen Falle in die Auflésung einbezogen werden, ist im anderen die Berechnung der
statisch unbestimmten Schnittkrifte mit Hilfe der zu den Vorzahlen &, konjugierten L
Matrix meist einfacher und iibersichtlicher. Sie werden dann je nach der Art des '
Hauptsystems in der folgenden Form angeschrieben:

i i=h
Xip=2Bribio, (k=1....0); Xp=2pud™, (k=1....%). (369)
=1 i=1

Jede Aufgabe besteht in der Auflosung von n oder (n — k) linearen Gleichungen mit
ebensoviel {iberzihligen GréBen. Sie ist in formaler Beziehung elementar. Schwierig- i
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keiten entstehen unter Umstdnden nur durch die Fehlerfortpflanzung der Zahlen-
rechnung. Diese darf erst dann als beseitigt angesehen werden, wenn die Nenner-
determinante nicht wesentlich kleiner ist als das Produkt der Glieder der Haupt-
diagonale.

Die Berechnung mit Determinanten nach S. 166 ist nur bei einer kleinen Anzahl
von Wurzeln am Platze, die leicht mit Unterdeterminanten angeschrieben werden
koénnen. In allen anderen Fillen wird zuniichst eine Wurzel durch Elimination oder
Substitution der tibrigen gewonnen. Diese selbst folgen dann durch Rekursion. Da-
bei verdient diejenige Rechenvorschrift den Vorzug, deren Zwischenergebnisse iiber-
sichtlich und nachpriifbar angeschrieben und deren Endergebnisse mit der kleinsten
Stellenzahl einwandfrei erhalten werden. Die Lésungsfehler treten um so mehr zuriick.
je griler die Nennerdeterminanten aller Zwischenstufen bleiben. Daher ist die
Elimination nach GauB stets dann am Platze, wenn die Vorzahlen ¢, in der Haupt-
diagonale der Matrix groB gegeniiber den Nebengliedern sind und diese selbst nach
dem Rand zu der GréBe nach abnehmen.

Auflisung des Ansatzes durch Elimination. a) Die vollstindige Rechen-
vorschrift nach C. F. GauB. Die Elimination beruht in der Riickbildung des
Systems mit # Unbekannten auf ein System mit (# — 1) Unbekannten. Man ver-
wendet Vorwirts- oder Riickwértselimination, um zunichst die nte oder die erste
Unbekannte zu bestimmen und findet alle iibrigen durch Rekursion der Lésung.
Auf diese Weise entsteht eine Rechenvorschrift von groBer Ubersichtlichkeit.

Bei Substitution der Unbekannten wird eine Unbekannte als Funktion der
librigen in eine andere Gleichung eingesetzt und auf diese Weise in beliebiger, zu-
meist durch den Ansatz vorgeschriebener Reihenfolge zuerst eine Unbekannte X
gefunden. Die iibrigen ergeben sich wiederum durch Rekursion. Die Substitution
eignet sich also bei unregelmiBiger Matrix. Sie fiihrt unter Umstéinden auch dann
noch zu brauchbaren Ergebnissen, wenn die Elimination nach gebundener Rechen-
vorschrift versagt,

Die Elimination ist als gebundene Rechenvorschrift von C. F. GauB angegeben
worden und als GauBscher Algorithmus in der Geodisie seit langem zur Ldsung
der Normalgleichungen bekannt. Hierbei wird bei # Unbekannten in # Eliminations-
stufen stets die linksstehende Unbekannte ausgeschlossen, indem die in geeigneter
Form erweiterte erste oder letzte Gleichung von den iibrigen Gleichungen der
Eliminationsstufe abgezogen wird. Zur Nachpriifung der Zahlenrechnung jeder
Elimination werden die algebraischen Summen der Vorzahlen Oy jeder Zeile gebildet
und als Zeilen- oder Quersummen (d; 5. .. d, x) mitgefiihrt,

X10y + Xydyp +- -+ + Xypbyp=4- o+ X, 61n =0y,
X0y + Xpdyy + 2+ -+ Xpbgp+ o+ X, 0, =10, ,
Xi0y + Xodsp ++ + + o+ Xobyyt-o v+ 4 X, 8y, — 8y,
J;p!d,l] - 'Hr:z‘)nz'!" SO ‘Ykﬁub;. S ‘I‘ 'j’{nann HE {5"0_
dir= 611 + Bz 4« -(5'1,, oder &3 = 6]1 at ,5[3_5_ e S L (370)

Bei Vorwirtselimination wird die erste Gleichung der Reihe nach mit

E)“'J ““'-er!_'_a:'l'r'~‘;_x1n=1_ (J‘II}

erweitert und zu den folgenden addiert.
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= digg — dyg :zi i Gyy—diy ::Tl v oder gy — 4 5 2:

Xy (B --aw:i*:)ﬂ Xy | Ogy— 5“23:;;* oo X (8 “"‘*i?::' 5 LU -\'n[:ﬁa,.— rh‘;w;
=0n=bugi Ar—8500, o 4p b g,

Auf diese Weise ist X, ausgeschlossen und die erste Eliminationsstufe mit
(n — 1) Gleichungen gebildet worden. Sie ist nach dem Ergebnis der Rechnung
unter Beachtung des Maxwellschen Gesetzes ebenfalls zur Hauptdiagonale sym-
metrisch. Ihre Vorzahlen erhalten im Sinne von C. F. Gaul} folgende Bezeichnung:

Xo03d + Xs 008+ - -+ Xeofd+- - -+ X, 00 =al; &, ., l
Xod3s + Xa083 + - -+ + Xp8f 4+ - - + X, 00 =89 a0, a0 ‘ (373)
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Die Richtigkeit der Zahlenrechnung wird durch die folgende Identitit festgestellt :

0% = 0% + 0% + - O = 8yx — 8,51 | (374)

i i i
05% = 8% + o5 . (375)

Hierauf wird X, ausgeschlossen, indem die erste Gleichung der ersten Stufe der
Reihe nach mit — wpy = — /0 — x5 = — 8U/6Y erweitert und zu den fol-
genden addiert wird. Auf diese Weise wird die zweite Eliminationsstufe mit (m— 2)
Unbekannten Xj. . . X, gebildet. Ihre Vorzahlen fiihren die Bezeichnung 8§% . . . 52!
usw. Die Richtigkeit der Rechnung folgt aus

2 2 2 2 (1 1y O | (1) 4.
0% = o8 + 80 + + - - 888 = ok — o 2ux dgx=03x — oy x 2.

Die Elimination ergiht schlieBlich

lsfr!—ll
Xy = gors - (376)

In dem Ansatz (372) ist 1 8,,/8,, die iiberziihlige GroBe Xyg, welche von — X, =1
erzeugt wird. Demnach sind

O — Oy 5t =0, By —0 3= = B g = o (377)

ﬁﬁ

die Verschiebungen der Punkte 2. .. %, welche aus — X,=1 und gleichzeitig durch
die — X, — 1 zugeordnete tberziihlige GréBe X,, entstehen. & . .. 8} sind also
Verschiebungen in einem einfach statisch unbestimmten Hauptsystem, in dem X,
nicht mehr als uberzdhlige GréBe auftritt. Ebenso kénnen 6§ . . . 6§ als die Ver-
schiebungen der Punkte 3...% eines zweifach statisch unbestimmten Haupt-
Systems angesehen werden, in dem X, und X, nicht mehr als iiberziihlige GriiBen
enthalten sind,

(372)
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Vollstindige Vorwiartselimination fiir fiinf iiberzdahlige GriBen (378).
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| 1] 6u d1a O1a dig dsg dip
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Die vollstindige Elimination bietet eine mehrfache Moglichkeit zur Substitution
der Ergebnisse der einen Gleichung in einer anderen derselben Stufe und damit zur
unmittelbaren Nachpriifung der Lésung.

b) Die abgekiirzte Rechenvorschrift nach C. F. GauB. Der Algorithmus
von GauB kann im Gegensatz zu (378) auf die erste Gleichung einer jeden Ehmina-
tionsstufe beschrinkt werden, so daB ein reduzierter Ansatz von s Elastizitits-
gleichungen entsteht, die » Hauptsystemen mit ansteigender statischer Unbestimmt-
heit zugeordnet sind.

Xl ‘511 S X2512+ X.s"ﬁr:s Bt +Xﬂ5|n Zam.
X, 05 + X, 08 + + X, 00 =4y,
X0 + +Xu0 =6,

e f @ e & Tw ow & - . . " . .

X

. (n—2) m—2) __ Sin—2)
ﬂ—lﬁin—]lh‘l—l}—[_ Xnalz-l:lﬂ - 61:—]?0’

—1 =
+ Xa 00" =0 .

Die abgekiirzte Vorwirtselimination liefert X, ebenso wie der vollstindige Ansatz
und geniigt zur Berechnung aller anderen iiberzihligen GréBen X, (A =n —1...1)
durch schrittweises Einsetzen der Ergebnisse in die {ibrigen Gleichungen des redu-
zierten Ansatzes (380). Er bedeutet mathematisch die Beseitigung aller Glieder der
Matrix (319) unterhalb der Hauptdiagonale. Bei Riickwirtselimination verschwinden
alle Glieder oberhalb der Hauptdiagonale. Die Rekursion kann auch als wiederholte
Anwendung des GauBschen Algorithmus in der entgegengesetzten Richtung an-
gesehen werden. Ist die Matrix der Elastizitdtsgleichungen symmetrisch zur Neben-
diagonale, so ist die Vorwirtselimination mit der Riickwirtselimination identisch.
Die Rachenvorschrift wird an einem fiinffach statisch unbestimmten System
gezeigt (S. 220).

o4

X5 = ﬁ
Die anderen iiberzihligen GriéBen werden durch Rekursion aus den Glei-

chungen 4, 3 2 und 1 gefunden (378):

k 5 | 4 I 3 [ 2 I
— Xy iy ; : - - — Xy#1a
— Xy %pq . . . — Xy %y — Xy
— X% 2 : — X | — X | —Eathe
————1— — TR SR (T 2T (382)
— Xgonsy : — Xy | — Xy — Kgxyp | — Xy
l I |-_-- 1 _I_ : | AT
OfT VIO | agely SB/O% | ORISR | SR HILH
k 5 | 4 | 3 2 -

Zur Nachpriifung der Ergebnisse konnen die Elastizititsgleichungen
(1) ... (5) verwendet werden. (Fortsetzung des Textes S. 223.)
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GroBen (381)**.

.n\&'.gr—}.:u:'.-'_tr- Rechenvorschrift fiir die Vorwiartselimination von J'i:]]fﬁhn‘.rziihliggn
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* Die Quotienten
** Die eingeklamm

1/8{k-1 werden unmittelbar in die Rekursionstabelle (385) eingetragen.
erten Vorzahlen sind nur zur Erleichterung der Summenbildung 8, x beigefiigt.
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Berechnung der Vorzahlen f,, eines Ansatzes mit fiinf iberza hligen

a) Bus

Bas

B Bis PBss

dyy d1a ' ‘ju '511 dyg
| | |
iz | ¥ia | ¥ue | Mg
(1) i1 (1) L1y
ogy ‘ oY | 65¢ | o
i f.
Haa | iy | Mag
(2 () {£)
a3 34 85
S Leoaiele

*3a

éraJ (3}
44 4%

Aus a) folgt G5 =

ot
5

221
GréBen (384).
Aus a) u. b): p"“ = ﬁrs =
| © bis Pu Bu Bu Pu
On | i | 4y | Oy TS
Hip | My3 | ¥y | ¥y
o | o | o | o | o
I Moy | Mgy | Mag
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Haa | *ap
1 -
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| 35
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bra = — 12 flag — 213 iy — %14 Pag — Hyg s

Durch Rekursion sind folgende Vorzahlen |
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Pao=— %45 fs:

Pos = — oy Ba5 — 224 Bag — #ag Py

ﬁlu = — %12 Pog — 13 Bag — %14 Pus — %15 fss s

Big = Psy usw.

|
|
|
Bas = — %34 Bas — #a5 Pss : i
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Rechenvorschrift in Verbindung mit (38]) fiir die Rekursion eines Ansatzes
mit fiinf iiberzihligen GroBen zur Bestimmung der Vorzahlen §y, [35-“3}.

! 50 a0 dan 00 010
i kb 5 4 3 g I i
T = s — Brasery
i B . = — fleas Brarys
Brs#es 53%2a 55718
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X |5 = — Bestes — Pss¥as — fiss¥as Basis :
e TSR el ST
| Xy =P B P Psa | i Ba
Pua#xs l s — Bans
Paa#es — Paa¥as — Busrs
’ — Baa¥eg — B ~ Buri
A4 o ,I"f o F'i:..-.?fzs = IH-I.GZ]i; *
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Xe=Pux Pas | B %)
— Pag¥ag l I | — Pastya
Bsais . . | — flag?e = Paary
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Xs | 3 = 1 : . 3
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() ety [} el . /8% o o
Xy =B fss | B Paa Paz _ Fa1
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| — Pasig I ‘ — Pasxas | — Pra¥ia
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2 Bl t 2
— Pas*as | 2 | — Plasas - Pasrtss
{);t'l'p lJ;'ﬁll‘k—ll ‘ I.." |:JJ|. =
Tt o e S B | e
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i~ ﬁu"-’ka .
— Py
A e e e e : 3
= Pi5¥es 2 - Bis#s
| ol e | T,-a‘-,,
| Xe= P fis e Fia Pra fu
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i .

k I 2 3 4 [ 5
X6y X185 X0, X4, X604 Xy dgy
Xols Xody, X dpo Xy g, P ¢4, X, b
- ¢, Xybiy Xy Oog Kyiley X38,, Xy Oeq (383)
Kyley Xy Oy g0y Xy by Kgly Xidgy
Ky dis _ K5 015 J;-a g5 X5 s X5 by 5 Bgs
L= by, Oy dag gy [ PR (SR i

¢) Die Berechnung der konjugierten Matrix. Um die tiberzihligen GréBen
fiir mehrere Belastungsfille ohne Wiederholung der Elimination anzugeben, wird
die konjugierte Matrix zu (319) berechnet. Mit dieser ist nach (326)

h=n
Xy Z;f\‘; Biatro und  Bur = Fen.

Die Vorzahlen 8, sind nach S.166 die {iberzihligen GriBen Xylh=1...n) fir
0= 1. Um die 1/2:n (n 4 1) unabhéingigen Glieder der konjugierten Matrix
tibersichtlich zu berechnen, wird entweder mit der Bestimmung der 8, aus d,, = 1
durch Vorwirtselimination oder mit der Bestimmung der fiy aus d;y = 1 in Ver-
bindung mit einer Riickwirtselimination begonnen. Die iibrigen Vorzahlen ergeben
sich auf Grund der Symmetrie der konjugierten Matrix zur Hauptdiagonale durch
Rekursion. Zunichst sind mit g, , die Vorzahlen gy, . . . B, bestimmt. Alle iibrigen
furlh =% ...1) werden stets aus den ersten % Gleichungen bestimmt, da die
iibrigen Vorzahlen S04y = Breen) - - - bekannt sind. Die Berechnung schlieBt mit
dem Werte von f#,,. Er wird bei allen unsymmetrischen Systemen, die keine zur
Nebendiagonale symmetrische Matrix besitzen, durch Riickwirtselimination mit
d1p = 1 gepriift.

Die Untersuchung wird auf S. 221 an einem System mit fiinf iiberzihligen GroBen
bei Vorwiirtselimination nach (381) gezeigt [Rechenvorschrift in Verbindung mit
(381): S. 222].

Die Elastizititsgleichungen (319) miissen nach S. 167 durch die Vorzahlen der
konjugierten Matrix erfiillt werden. Sie gelten als Rechenprobe; z. B. ist

Kontrollen:

By Budyy [P Beada Pudy Bis9s4
Bardis Berdys Bsadis g3 a5 fsa 04 Pas b5
D=1 1 I 1 :' I I

wenn nur ein Teil der Nebenglieder der Matrix vorhanden ist.

k T R 3 4 | 5
Pradsy By P12y Frzdn Prada 1595
fi5 e;: 2 fio 5.2- _ fag Oy Paa O | _J"ju s Ijes-g
-."3::; J. Oy 5101 F3a0as Paa s f s éa:. i fas s (386)

Die Bedingungen _;_’ Pri0pp =0 fiir §;, = 1 werden in der Regel nur dann gepriift,




Algebraische Aufldsung der Bedingungsgleichungen.

Anwendung des GauBschen Algorithmus zur Untersuchung des Sigedach-
rahmens, Abb. 215. 1. Geometrische Grundlagen.

Abmessungen, Verhiltniszahlen [./J, reduzierte Stablingen s°, #" Abb. 215.
Jo=1Tx: La=1, E, =210 tjecm®, o, = 0,00001 .

2. Gleichférmig verteilte Belastung der Riegel a, b, ¢ mit p = 1 t/m,

3. Hauptsystem: Das Tragwerk ist fiinffach statisch unbestimmt. Hauptsystem und
statisch unbestimmte Schnittkrifte sind in Abb. 216 angegeben. Als iiberzihlige GréBen X, und
X, werden die 1/hfachen Betrige der waagerechten Komponenten Y,, ¥ der Schnittkrafte
verwendet. Biegungsmomente des Hauptsystems in Abb. 216.

4. Die Vorzahlen §;; werden ohne die Mitwirkung der Quer- und Langskrifte angeschrie-
ben und zur Abkiirzung der Rechnung dabei in die Anteile zerlegt, die auf die Riegel (a, b, ¢)
und auf die Pfosten d entfallen. T

Oy =043 = Brpa + Sirs = 3,306 4 1,793 = 5,1
By =04y =104 a+ G1.n = — 2,668 + 1,793 = — 0,875
07y ==ty ="ty y = -+ 1,086
. S, = —2,635
oo = gy = Ogg, 0 + O11,5 + 2 89 o = 4,566 + 1,793 + 4,0 = 10,349
oy = 00— Do g = —2,635 — 2,0 =—4,635
'}.‘-5 = ,rj“.‘ =4 3.72
ds = us.0+ Gus a =372 4+ 2.0 =+5,72
s = gx. ot 2 Gan. g =+13,19 4+ 4,0 = 4-17,19
1 Y 1
S11.a=3.94. —-0,75*+ 3,33 . 3 (0,75 + 0,75 - 1,0 + 1,0%) = 3,306
¢ 1 - - 1
S0 = 8,84 5 (1,0°+ 1,0-0,25+ 0,25 + 3,33 - - 0,25 = 1,793
1 oy A |
Oyz 0 =—3,94. - 075(2-0,917+1) — 3,33 ik 0,017 (2.0,75 + 1) = — 2,868
: 2 : 1
dyy,p= 3,04 - T 0,75 (20,25 + 1) + 3.3:3'-6 « 0,25 (20,75 + 1) = 1,086
4T ey o - . PRI Y s A
1,0 =—3,f Y -[1,0 (21,0 + 0,817) 4 0,25 (20,917 + 1,0)] - 3 . 0,25.0,017T = — 2,636

Ogp o =394 —+(1,02-+-1,0.0917 4 0.917%) <+ 3.33. L - 0,9172 = 4,556 ,

o

_ 1 ,
30,4 =605 -10°=200; g, . =(394+333). :]? «[1,0841,0- 1,667 + 1,6677 = 13,19,

Bss,e = =+ [LO(2 +1,0+1,667)-+-0,25(2 - 1.667 + 1,0)] + _35'“ .0,25- (21,667 + 1.0) =372

(Fortsetzung des Textes auf S. 228)
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998 Algebraische Auflésung der Bedingungsgleichungen,

Belastungszahlen (Abb. 217):

o it — — 44,18730 — 33,97797 —— 78,16527;

ST R — 6550132 — 33,97797 =4 31,52335;

— — 100,68863;

Bry y = — 3,04 [0,75- (13,5 +2-16,875)] 43,33 - }[0,75(13,5+ 2. 7,875) + 1,0 2. 7.875]3
= — 44, 18730 ;

Sios = —{3.94- 1[0,25-47,25+1,0.3.16,875] 43,33 - 025-20,25) = — 83,97707;

Sap o= 3,04.1[0017.47.25+1,0.33.75] + 3,384 -0,917- 29,25 — -+ 65.50132;

Aao, 5 = Oro,0}

dgy = —1{3.94-}[1,667-47,25+ 1,0-38,750] + 3.33 -} [1,667.20,25 4 1,0- 15,75]}

= — 109,68863 .

Abb, 217.

9. Matrixdergeometrischen Bedingungen mit den Belastungszahlen fiir die in 2. vor-
geschriebene Belastung.

X, Xy Xy Xy Xy (ko)
(1) 5100 | — 0,875| + 1,086 | — 2,635 o — 7816527
(z)| —0.875 |+ 10,340 | + 1,086 | — 4,635 o + 3152335
(3)| + 1,086 |+ 1,086| + 5,100 0875|+ 3.720|— 78,16527
(4)| —2.635 — 4,635 — 0,875 |+ 10,349 s;m + 31,52335
(5) o o ; + 3,720 --l- 5,720 | + 17,190 — 100,68863

. Aufldsung des Ansatzes. Die statisch iberzahligen GroBen werden entweder mit
den Vorzahlen fl;, der konjugierten Matrix nach (324) berechnet oder mit Einbeziehung der Be-
lastungszahlen d;, in den GauBischen Algorithmus unmittelbar gewonnen. Beide Lésungen sind
du;rlj tizi:;?"{u'w.-Lrtsa:iimin:L:irm S.226 vorbereitet. Rekursion zur Bestimmung der Vorzahlen fi;
auf 5. 227.

Kontrolle {38&) .

- : 2 3 . 4 | 5
Bradin + 1,439006 — 0,073168 — 0,0320948 i — 0,332800 | o
Par-tay — 0,073168 4+ 1,582610 i — 0,007047 | __ 0I50-2-3g? ' o
Bax O3 P 0-032945 — 0,007047 - + 1.3?0;41— — 0,047446 | - ;:-2835:}5
Bindia — 0,3328g0 - o,5o239}:l - -— 0,04744—6 -|-_:,3sgzg4l — 0,500557 i

i 2y 2 | | s ;
BsxOg o 0 — 0,283505 i 0,500557 -+ 1,790063
I 1,000000 0,990908 0,999095 | I,000004 . I,000001

Mit p =001 und g = 4 f’%%-' | Bex in | = 4= # 12,1 wird nach (331) der mégliche Fehler

von X, aus der Nennerdeterminante der Bedingungsgleichungen ca. 4+ 0,12 X,.



Anwendung des GauBschen Algorithimus zur Untersuchung des Sigedachrahmens. 229

Konjugierte Matrix der Vorzahlen Bt

dyg By Og o s
| 1
A, | + 0282158 | + 0,083621 | — 0,030339 | 0,126334 | — 0,035474
—_— . T =
Xs - 0,083021 | 4 0,152024 | — 0,006489 | + 0,108302 | — 0,0346065
=Y e —
X3 | —0.030339 | — 0,006489 | + 0,268812 ! + 0,054224 | — 0,076211
Xg | +0,1206334 | -+ 0,108392 | + 0,054224 | + 0,230872 | — 0,088550
X | —0,035474 i 0,034665 i —0,076211 | — 0,088559 | + 0,104134

Anwendung der Matrix zur Berechnung der iiberzihligen GroBen X, .

Xy =+ 0,282158 &y, - 0,083621 d,, — 0,030339 &, + 0,126334 dg9 — 0,035474 4, ,
Az =+ 0,083621 &y, +- 0,152924 5., — 0,006489 &, + 0,108302 d4p — 0,034665 &, ,
Xg=—0,030339 d,, — 0,006489 d,, - 0,268812 d, - 0,054224 dgo — 0,076211 by, ,
Xy =+ 0,126334 6y, + 0,108382 J,;, + 0,054224 65, -+ 0,230872 §,, — 0,088559 O50
Xy = —0,035474 &y, — 0,034665 d,, — 0,076211 &,, — 0,088559 8,, + 0,104134 Byg +

Mit den Belastungszahlen nach 4. aus der Belastung 2. ergeben sich folgende statisch iiber-
zihlige GroBen:

Xy=—0174076mt; X,=+46,010664t; X,;=—B, 775876 mt;
Xy =-+6,205086t ; Xe=—06,576513 mt .

Die Vorwirtselimination nach GaunB, 5. 226, liefert unter Einbeziehung der Belastungszahlen
Xy= — 6,676513 mt. Die anderen iiberzihligen GroBen werden durch Rekursion gewonnen,

Rekursion mit Rechenprobe (382).

k 5 4 3 2 I
— Xasyq : +  1,03124I
— Xa%ig + 1,004802 | + 1,B68746
— Xyony — 0428652 | + 3130017 | +  3,252461
— Xyonxg + 5592678 | +  5,194165 o o
. RO A Y e e Ly
Xﬁ’=31;-_",,- — 6576513 | + 0702408 | — 13541380 | + 1775045 | — 15,326523
Fk
dro=Xy=| — 6,576513 | + 6,205086 | — B,775876 | + 6,010664 | = 9174075
i 7
Xy-by + 721,368701 | + 198,442199 | - 685,068717 | + 189,476265 | + 717,094049
-po e e e I =B = b T
NP -85 | 4+ 415,336463 | + 3,171610 | + 863,673067 | + 32,167058 | 4 1198,001808
k 5 I 4 3 : 2 1

Kontrolle: X X,.d,, =5 XM .41 [vgl (486) S.205 mit X, statt Yil
2512,3400 A 2512,3500.




230 Algebraische Auflisung der Bedingungsgleichungen.
Kontrolle durch Einsetzen in die Bedingungsgleichungen (383):
] I 2 3 4 D
X,'0,x | —46.787781 | + B,027315 | — 0,063045 | + 24,173687 | o
i = ¥} b - = S
+ Xg'05 | — 5250331 | + 62,204361 | + 6.527581 | — 27,850428 o
= i EE = = =
+ Xy dga — g,530602 I — 9,530b602 — 44,756072 -+ 7.678892 — 32,646262
s . e i | e ST
+ Xy'84x | — 16,587553 | — 20,177726 | — 5508201 | -+ 65,147851 | -+ 36,007895
£ = l o | I owi | Y |
, .
+ X5 o - o — 24,464629 | — 37,617655 | — 113,050260
dig — 78,165267 | + 31,523348 | — 78,165266 | + 31,523347 | — I09,688627
|

7. Stiitz- und Schnittkrifte des Stabwerks fiir die Belastung 2. Berechnung der Bie-
gungsmomente in den Querschnitten 5, 6 und 9 durch Superposition des statisch bestimmten
und statisch unbestimmten Anteils nach (288) (Abb. 218).

M =M, — XMy — XM, —XM— XM, —X,M,
My = 0 0 — 6,0107- 1,0 0 0 0 =—8010Tmt
My, =13,6 —9,1741 - 0,75 — 6,0107 - 0,917 0 0 0 =-+1,1076mt
[ -\f|5:|91 = 0 — 9,1741-1,0 0 0 0 0 = — 90,1741 mt
‘Hriu L 0 0 H G,U]{ﬁ = l,ﬂ 0 — 3,2951 . 1,0 0 = - 0,234—4 mt
1 Mgpp= 0 —9,1741.1,0 + 6,0107-1,0 0 —6,2051-1,0 0 =—9,4585mt
i)
= =
2 b
:‘?l.; E@"\“Dﬁ 1 }!b l':"f']ﬂue'ﬂ

Abb, 218. l@l

Auflosung dreigliedriger Ansiitze. Ansitze in der allgemeinen Form (319)
sind selten. Die Bedingungen fiir die Vertriglichkeit der Forménderungen der Haupt-
systeme hochgradig statisch unbestimmter Tragwerke liefern meist regelmiDBige
Ansitze von Gleichungen mit drei, fiinf oder sieben Unbekannten, deren Anzahl am
Anfang und Ende des Ansatzes abnimmt. Am einfachsten ist der dreigliedrige An-
satz. Er bildet mit der Matrix auf S. 231 die Grundlage fiir die Berechnung der
wichtigsten hochgradig statisch unbestimmten Tragwerke.

Die Vorzahlen §,,, 8;, bezeichnen einzelne Verschicbungen eines statisch be-
stimmten oder statisch unbestimmten Hauptsystems. Wihrend die Hauptglieder 0y
der Matrix stets positivsind, kénnen beide Nebenglieder 8, (,_) , 84 (x.1) €iner Gleichung
(%) positiv oder negativ sein oder auch das Vorzeichen wechseln. Die Tragwerke mit
dreigliedrigen Elastizititsgleichungen kénnen hiernach in drei Gruppen mit be-
sonderen, von der Vorzeichenfolge abhiingigen Eigenschaften des Kriftebildes zu-
sammengefalit werden.

Die Lésung wird in jedem Falle nach dem abgekiirzten GaulBschen Algorithmus
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Auflbsung dreigliedriger Ansatze.
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chraische Aufldsung der Bedingungsgleichungen.

(381} entweder fur ein zeichnete Belastung angegeben oder nach (385) zur
konjugierten Matrix

a) Rechenvor Vorwirtselimination des Ansatzes. Redn-
y

zierte Matrix (5. 231)

Jie Hauptelieder rten Matrix ergeben sich mit % 2. 0 as
Die Hauptgl Matrix ergeben sich m 2

D=0 ; und STV =4
die Belastungsglicder (389)
k ﬁ.l 1
k=1 E—2) &
Okp B0 — OE_1e STE-19) . |
k=1 k-1} )
Damit wird StA-1)
Qa0 Py
A= (390)
o
Die tiberzahligen GroBen X, ,...X,...X, werden aus den Gleichungen der

reduzierten Matrix durch Rekursion gefunden.

Die konjugierte Matrix.

Die Vorzahl X, =, der konjugierten Matrix entsteht bei d,, =0, ... Sru—no=20,
1. Sie 15t nach (390)

1 1

Hnn = apt T4 A T i

Die Eliminationskoeffizienten ;5 . . . #(3_q)5 . - - #(4_1)5 sind allein durch die elasti-

schen Eigenschaften des Hauptsystems bestimmt und nach der reduzierten Matrix

Kennbeziehungen zwischen zwei aufeinanderfolgenden iiberzihligen GroBen ab-

steigender Richtung X, X; , des homogenen Ansatzes mit oog=1

.\-] = -S_n—_- =gy s "‘.2 e "-32:1 t'J:':'.‘ o o |
— ek e o S =F 23 i
X, Oy 12 e S dgo Bay #yg 23 |
"\.i—- k1) & doiiay & 4 ‘ At
G e : TS N | SR ik=1) & h (392Z)
k L Uik—1) (k=1) Dtk—1) (k=2) 7 {k=2} (k=1) ll
> *
llj|-|—-]: L]
== o A e = = ¥ 3
ﬁ“;,._l_.,,l_“ n“,__”;n_zl‘1._.["_2”“_“ n—1in

Die Vorzahl §,, des dreigliedrigen Gleichungssatzes wird demnach durch die all-
méhliche Entwicklung der Kennbeziehungen in der Form eines Kettenbruches un-
mittelbar aus der Matrix der Elastizitdtsgleichungen angeschrieben. Hierbei ent-
stehen gleichzeitig auch die Forménderungen 6%~ und die Kennbezichungen

rg e s s H—1)k v c - Kin_1)p -
Bun= 1 =2 Bt n (303)
(: AR O tn=1 Hin=1)n P tn=1}
O a1 tn-1} {Sm-;u,._gaﬂ.:hy (m=1}
in-11n Hin=2) (n=1} Mgy 18
* > > -
= 1
Jr)n " e
Sin_1yn
[ IR rﬁllln—]l | &
& 5 "qu—EHﬂ—II |
[ In=11 tm=1) Hig—ph in=z | ,.j” {394;
{‘Jln—'..'H!l—El —a o0 Ogy i 5
_.:$ —
!5’22 N (’121 =
| dy1
; 1 > — * *
fn—13 [, ] P - Rt
""’I n 1’3”_ 1} ln=1 {jsf:—i:ld 2) ‘g’lﬂl (,.]I‘II

Di_e Vf;rzahl_m Bin-1)n * *Pu-nin- -+ P1n werden daraus durch wiederholte Multi-
plikation mit den negativen Kennziffern berechnet.




Auflésung dreigliedriger Ansitze, 233

Die Spalte B, der konjugierten Matrix besteht aus den Unbekannten Xy
fiir die Belastungszahlen 0,0 =10 (k=1,..., (n — 2), #); Oyy_yyg = 1. Daher ist

auch das Belastungsglied der reduzierten Matrix O3 = bn_1y0 =1, so daB die
Gleichung mit der Ordnungsnummer (# — 1) folgende Form annimmt:
jin—2) e
ﬂ‘u—]”?l--lj t'jl_;: ::llln—J;' 7t ﬁntai 1} rbﬁn—],];,- =1. iu'}“ii}
Nach Seite 166 ist f,n_q) = Biu—1)» und damit bereits bekannt.
i I — .Ifafrr—l.] n ':s\.'n—ll n 1 oty
ﬁ{“““t"_“ == Slai—2) = 5l —2) pe= ﬁﬂu--l.‘n i1+ '13536)
u=1) tn=1) Q-1 =1

Hieraus werden wiederum die Vorzahlen S ,_y (k= (2 — 2)- - . 1) durch Multi-
plikation mit den negativen Kennbeziehungen . ,,, gefunden. Ebenso wird mit
) =1

(n=2) 0

1— 8, & 1
£ ¥ n=21 {n=1} Yin-2) in=1) 3 Sy
len---i'lfn—-'ﬂj - F75 T8y = = ginca = ﬁ[n—?”n 1) #ln—2) ln—1) - ‘.‘{9”
(n=2} (n-8) -2} (n=m)

Damit sind dann die Vorzahlen f(,_s (k= (n — 3)...1) durch Rekursion be-
stimmt. Schliefllich wird
1 — By,

1 .
P - 31y =i Bra®ys . ‘ (398)

Die Entwicklung der konjugierten Matrix durch Rekursion verlangt Zwischenwerte
mit einer gréBeren Anzahl von Stellen, um Fehler in der Zahlenrechnung auszu-
schlieBen. Das einwandfreie Ergebnis der Losung kann durch die Berechnung der
Vorzahl #,, mit Riickwirtselimination gepriift werden, wenn die Matrix nicht zur
Nebendiagonale symmetrisch ist. Dies wird bei Symmetrie des Hauptsystems durch
die Verwendung von Gruppen symmetrisch liegender Schnittkrifte nach (359) als
iiberzihlige Grolen vermieden,

b) Rechenvorschrift bei Riickwirtselimination des Ansatzes. Redu-
zierte Matrix (S. 234).

Die Hauptglieder der reduzierten Matrix ergeben sich mit k = (» — 1) ... 1 aus

Pt : &2

(n—K) __ k k411 =1} Sy g

akk = 6,:;'. i ¢||‘—k'1j 2 % lll'l(] (}“ = I"l“ o ‘
U410 Uk 1)

die Belastungsglieder aus (400)
=Rk __ a — Sin—k=1) ‘5Ik+11k l
ko i 0 k+1)0 SpEp
Damit wird jin-1)
X, =0 (401)
i Ij‘clﬂ 1y *

Alle anderen iiberzdhligen Grollen werden durch Rekursion aus der reduzierten
Matrix bestimmt.

Die konjugierte Matrix.

Die Belastungszahlen werden der Reihe nach et =l g ]
usw., wihrend alle iibrigen Null sind. Die Eliminationskoeffizienten

Hag « v Hgg e o Hp(g=1) « + + Hpin-1)

sind nach der reduzierten Matrix wiederum Kennbeziechungen zwischen zwei auf-
einanderfolgenden iiberzdhligen GroBen aufsteigender Richtung X, ,, X, des ho-
mogenen Ansatzes mit =1\

X" e aw_sln—::

e et i, T € i [ e
X!’!—l nin Xn—g

Xﬂ—l __'5rn+mn-z: I 'Stn—IHn—il

= Hi{n-1) (n=2)

r}"" 6!:?—“-:;;..;\ aln—lllll—]l _ﬁlh—qu *®uin=1)

"y . . - - . L] - - . - . - . - . - - - . - - . - . . - . - - . -
Xy vy Oy 3y O tr=1) =

i T e = M (k=1
Ay ) Opx — G e Hirsnr 6

T S s e ST T L T T T R I Ul w0 & e ra

J}-z O 82

i v =

= = %y -
B2g — Bag 523

(402)
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(668)

(80%)

T gt _ ﬁ I [ [ T T _ __
siT-sdg | : Al u cerensemnn ) e -
i o (T=u) (T=u) (T—u
(T :J:T_.tn_m ":IH:I_ML__ _
(4,0 3¢ vty EONR co | R O ] [Tl %t == |I.m|||| feminceses e | — 1.
ta.m__ HHI..._uv__ | | .:+ﬂ:.n_. #».r__
TT=ADpy R T el e = P i pecmt e EREr
7 wl-2g | (T8 (=20 ;?«:T.:m. VI-2)g | T -0y .__
_ ugd (1—w)Egf ey 1ig n-gg | tegf |
Ry o S L [l L 1 Sl m .
4 u3g (1-w)5g (4115 z :. 115 I £z, _ 14 m
b 1 | X =¥, | | |
A = S S Ab : 4 el i (S L _ i .IM 6 g ]
& stg (1)1 e T L) _ =Ty L _ sty 1y
— e, LG, ¢ PV | o T VIS TRy b ¢ SR
‘(e 's) x113e uaziotdniuoy I1ap 3unplig INZ JJIIYOSIOAUIGISY
BT L= SR SRR Wi 1 SRl A
S} (T=W]ay i ,...__.._.,wu.,wlizlim_. _ _ _
ol k] |
..:_...“__Q (T=31 %5 _ . __ o ..w.,_.. {1=%) 10 . 7
g o (Lo H ST | | _ Tl Ne (=N _
— i E A W e B e e e . B e
573 _ [£: _ _e.a.J
| | (1)@
"y 1= i g ull,.u,. Ty Hl,.w.. Fiet | ¥ iy I Y

"SIZJRETY

§9p WOIIPUIWI[ISIIRMYINY [9q XIIJBY 23I31znpay
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Auflosung dreigliedriger Ansitze, 23b

Daher kann auch f,, aus der Matrix der Elastizititsgleichungen als Kettenbruch an-
geschrieben werden. Er enthilt die Forminderungen &%® und die Kennziffern

kk
Hk(k-1) 1 1 1
Bu= 5 = do may A3
11 by — dig ey gy — 51215[“2_'2] Oy — Oyy 3?1 {“03]
2% Opa — figg ¢35 .
* * 5 =
__31 l_:a ‘L-—Uh—.i ?f:e-—u
= ' :
RLERT . és:. |
éu—ajﬂl | 682 ! |
al_"-sna.__"" | |
ol e Otn-vitn-n (404)
(n=21 (m=1) lt’.:.-n
Gn—1) (n-1) — Stn—11m |- x
. ‘ | O s
L = -» = — | L
6[1'{ o dlg,i_m 5{,'5 5 é:;lll—ll =1} dk.u:l

Die Vorzahlen f,...f .. B, werden durch Rekursion mit den Kennziffern
#r-1 bestimmt. Die Vorzahl f,, entsteht aus d4p =1 mit f;, = Py, und der
Gl. (402) 1
Pra0e; + frad ®=1; fie = o Bay 29 (405)
af
Die Vorzahlen flgg . . . fis . . . fug sind dann wieder durch Rekursion bestimmt. Zu-
letzt wird 8,, erhalten.
¢) Gleichzeitige Verwendung der Kennbeziehungen aus Vorwirts-
und Riickwidrtselimination. Die Zwischenwerte der Riickwirtselimination zur
Bildung der Vorzahl 8,,, mit der zunichst nur die aus der Vorwirtselimination (394)
gewonnene konjugierte Matrix nachgepriift wird, dienen zu einer einfachen Berech-
nung der Hauptglieder der konjugierten Matrix. Sind f,., Biu-ns usw. durch
Vorwirtselimination bekannt, so wird aus Gleichung » der reduziertén Matrix der
Riickwirtselimation und mit §;,_;)o = L

lﬁ!n-—n(n—n 5n[n-11+ ﬁﬂtn‘—n‘aﬂn =0. l
Do 1
ﬂﬂ'ﬂ"—l} e x-"‘_‘_“ﬁ{n—-ﬂﬂ . J

2 O (n-1)
In dhnlicher Weise wird f,, fiir 8, = 1 aus der Gleichung (k + 1) der reduzierten
Matrix gefunden.

(408)
ﬁtu—]l{u—ll s

(n=k=1) —
ﬁkk'jik-rnl-_{_ﬁ{k+1}k6t:+1}ik+n =0. l
dtu—i—n 1 {407)
ﬁ = —ﬁ bl {2 SHATS 5 ﬂk eth s !
kk (k+1) & 5:14.11& kAR (k41

Diese Beziehungen kénnen an Stelle von (397 Joder zu deren Nachpriifung als Zwischen-
kontrolléen verwendet werden.

Die konjugierte Matrix eines dreigliedrigen Ansatzes wird hiernach am einfach-
sten mit der Entwicklung von B, » und By, in Gestalt zweier Kettenbriiche begonnen.
Damit sind die Kennzahlen »;_y), #x 3 bestimmt, mit denen die iibrigen Vor-
zahlen nach (392 u.402) durch einfache Rekursion gefunden werden. Die Ansiitze (397)
dienen als Zwischenpriifung.

Die Rechenvorschrift wird in einer Tabelle S. 234 zusammengefaBt. Die Pfeile zeigen
die Richtung an, in der die Vorzahlen der konjugierten Matrix durch Multiplikation
einer Zeile oder Spalte mit einer dazwischenstehenden negativen Kennzahl x4,
#k(x-1) €ntstehen. Daher kann das Hauptglied f#;,, verglichen mit der Rekursion nach
S. 233, durch Multiplikation von Sy zsqy mit — 1/#(1yx berechnet werden.
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Eine mittlere Vorzalil §;, der Hauptdiagonale kann auch aus der Gleichung (#)

des Ansatzes (399) mit d,, =1 in Verbindung mit den beiden Kennbezichungen
X g1 1 XN - i
o = Xgyz ond — - : Hkr1) k (40%)
unmittelbar berechnet werden:
; 1 :
P (410)

Hik=1)k ‘--]R'il.'—])' + Dy Hireld k ’-"J.'c (k1)

Anwendung auf die Losung eines Ansatzes mit sechs Gleichungen.
1. Elastizititsgleichungen:

Bl X Xy X W

1 B
1
1| &y | 3y | by
2 | Oy | Oag | Oay - dag
3 B3y | dss | daq B30
4 0a | O | Oy B0
3 | | Osa | Ogs | Jse | G50
6 | Oes | Oss | Fao

2. Vorwiirtselimination nach dem abgekiirzten GauBschen Algorithmus (381):

X, X, Xy e p. ¢ X,
; 5
Oy Oya i ®1a 0y » dyp
(0a) O | Gy ! | dyx dap
— #yptha | ' —#pa x| — %190y
- gy g Moz &3 o5y
- —
(d3e) digg Oy dan
— #yg Oy | — 29 O3y
3@ o | Ou i sy 5% 8%
— g S — —_— .i__ -
(B3] L9 dis [ 05 d4o
— gy 0y | — 3y ;’5::%5 ~ 25, O
S Al LaE 4
{3} : | 8
4 | vy dgs %45 8% o
(gs) O | O dgx s
| — #4505 345 0,3 | — %508
= 14) [ i :
J ! S5 "S:aa e i l. f!.} 'alﬁdﬁl
| . T CHE g
(gs) f‘)lsq dgx g0
- [ (4)
2 — g5 05 — x50 0,8 | — 5e0Lh
615 = == Sy (B
| " 53 | ow
3
- Q. 53
87 "Bim lﬁﬂ. = {3,; =] X, =8 .
g 0 § = Foa

Die anderen iiberzihligen GréBen X, oder Pra entstehen durch Rekursion.
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3. Vorwirts- und Riickwirtselimination als Kettenbruch, a) Kettenbruch zur
Vorwiirtselimination.

Ll 7 45 34 gy Hys
> * » — -+
8 1 1
8= i ;
dye s ) dgg
(1 56 3
: 54
' (5&5 — gy = 5
"ju i) ‘5“ 13 | & |
= 8 |
gy — by | .
! | gy — 'jlu&i —
| ==
| dy
1
1
| | |
> L e e > o
S Jid) Sim i Sty oy
58 'r 38 i 11

Die Zahlenrechnung liefert der Reihe nach die Kennbeziehungen

a1 43 s ) Ogs
Mg — —* Hag = =05, ay = = Mg = ——+ Mg = ——
12 du ’ 3 {35:1;1 a4 6‘3‘;1” 45 dﬁ' ’ 68 dw

und die Hauptglieder 84} . .. 8 der reduzierten Matrix zur Vorwirtselimination.
Die Belastungszahlen werden fiir jeden Belastungsfall nach (389) berechnet,
k=10 _ & =
ko M = Sro — k=D #ix-nr 1 -
Reduzierte Matrix zur Vorwirtselimination.
o o SN S P G R

I | by | Gis | I l ®1z | dyp
211) O | dyy x| A5
38 | __l o . a4 ®au | OfF (411)
49 I 3§ | by | xys | O
50 | 8 | 0w [ e | a9
Gis | L E _: alll-':’:l é:‘tﬁ

Darnach wird fiir jeden Belastungsfall zuerst X, bestimmt, Die anderen iiber-
zdhligen GroBen X ... X, ergeben sich durch Rekursion.
b) Kettenbruch zur Riickwirtselimination.

*y H3z T Mgy fad
- > > >

1 1
ﬁl:l.':"éﬁ = | & :
= | — 3y i :

day

8n — 0y |

| Ogg— by

(1]

|

| |

Ly > Iy "b"'h ’Eo
(8 (£4) }

5% 5 i L i 3
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Die Zahlenrechnung liefert der Reihe nach die Kennbeziehungen
dgg dyg dyq . R Oy | - dya
e e | Han = —— Moo == - Moy == —=tl
Mgy = ! Mgy 3’ Hag 3y ? 32 o 21 B
und die Hauptglieder &g . . . 8{7 der reduzierten Matrix zur abgekiirzten Riickwirts-
elimination. Die Belastungszahlen sind nach (400)

in—k 5 n—k-—1)
akno )= G — "u.--uu.—'a'{zﬂw .
Reduzierte Matrix zur Rickwirtselimination,

Xy Xy Xy, X, X3 4,

1% | 8 | f | 84
g0l o [ww] | "_; xey | 68
318 ) T Osy | O i ¥sg | O3
i bo | 0| | [ e
5 o | o] [ |0
6 L dgs | Ogs | #es | Beo

Der Ansatz liefert fiir jede Belastung zuerst X,. Damit sind die anderen statisch
tiberzihligen GréBen X, ...X, durch Rekursion bestimmt,

4. Konjugierte Matrix. Die konjugierte Matrix kann aus einem der beiden
Kettenbriiche entwickelt werden. Bei Vorwirtselimination entsteht fg, und s, . . . #;.
Die Gleichung 5% der reduzierten Matrix (411) liefert mit fo5 = fs,

1— 8,8 1
Bes 058 + Bos 955 = 1; Bess = 5'1.";5' = I Bss %56 -

Die Vorzahlen fy; . . . B ergeben sich wieder durch Multiplikation mit — x4 usw.,
die iibrigen Vorzahlen in #hnlicher Weise.

1—fud 1
.Bu Td Jn's:? = Si"a’ i 1515 %45 s ﬁsa: ﬁz-u ﬁu,

s B ﬁl'a’jlz 1
Pu= 3y, e Pra s
Konjugierte Matrix aus
Vorwiartselimination und Rekursion. Riickwirtselimination und Rekursion.
B — My — Mpp — Mgy — Hgy — Ny —> 4 ¥ G 8y dyp by Js0  Jee
T T
Xl ﬁu | ﬁm ﬁm 1 1311. | ﬁu ﬁw | | ﬁu ‘ | ! Xy
R | I=raal | — My T Xy i {
Xy : P | Pos | Bu | Pas | Pus | | B ‘ P ' - Xy
| 1 [ | = Xpy  — Xpg S B T e Tt gy |
Xy P | Bu ‘ Pas | i | Bar | fas | Bas : Xy
| | ; | — Xy — ¥y | |
X, Bu | Bus | Pas ' Bu | Bus | Bas | Bu | | X
ErE=— =1 o = — %= e Tl e T
Xy Pis | B Bax | Bea | Paa ! B | Pas : X
T | G s T et T N, T e ==
Xy JT‘M | B [ ﬁaz ﬁ'“ | .ﬁu ﬁﬂ‘.’i ! .3!6 Xy
Big g gy Oy dsn ‘Snn' t v o -

T Kyg T Wag — Mgy — My — ¥sg

Die Berechnung der konjugierten Matrix ist bei V. erwendung der Zwischenwerte
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#(s1y 2 Und g ) beider Kettenbriiche kiirzer. Die Rekursion mit fes der Vorwiirts-
elimination verwendet die Beziehungen

1 1
ﬁnsz_x_ﬁﬁss- LR ﬁu O H—nﬁu*

die Rekursion mit f;, der Riickwiirtselimination die Beziehungen

1 1
ﬁeez"';i;ﬁn» s e ey ﬁssz‘_

x_ﬂﬁﬁﬁ »
Die Pfeilrichtungen sind wiederum die Anweisung (S. 235) fiir die Berechnung der
Vorzahlen f;; mit den Kennbeziehungen g1y x, #p—y; -

Zur Berechnung der iiberzihligen GréBlen X, fiir einen beliebigen Belastungsfall
01 ... ds durch Superposition nach (369) geniigt ebenso wie fiir die EinfluBlinie X,
einer der beiden Ansidtze, da nach S.166 f;, = ...

i=0
Xx=..£-1ﬁu6.-;,, (k=1...6). (412)

d) Ausgezeichnete Belastung mit ein oder zwei Belastungszahlen.
Der Sonderfall by =0, 6;=0 (f=1...k— 1,k 1...n) gestattet folgende
Umformung der Gleichung (%) der Matrix:

Xgl— "{k—::katk—1zk+ akk_ xtk-—ll.l'éi:{i.'-i 1) = 55-0 »

X;- Ly latl'r

— #(k-1) kall—le + akl = Eiks ke éll'q.],]t i

(413)

Xp1= % Xp,... X3 = — 3, X,, (414)
Xy = — R &ay - . Xp= — ¥ (1) K ey +
Sind bei der Belastung des Hauptsystems nur zwei Belastungszahlen Otr-1100 Oxp
von Null verschieden, so konnen die zugeordneten Vertréglichkeitsbedingungen des
Ansatzes

(R—=1): Xy o1y ien + Xia Open) 1) + Xi -1 =010, | (415)
(k): + Xpa by +Xeba+ X ey =060, | :
mit
Xpr=—Xp 1% -0 X = — KXok

in zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten angeschrieben werden.
X1 Oy -1 — Bty -2y %0020 -)) + X Oty 1 = Sanyo »
Xk—l 'jklkun =+ Xxw'xk = ‘5#!k+1I "u.-+1ak:' a 'Ejkﬂ--

Hieraus wird nach Division mit &y, in Verbindung mit (392) und (402)

h i
e N, =5?£'”E=Ru.~—nx.
k-1 k (k=1] k (416]
Xy By
- R
X'k_l = K (k-1 O (k=1) o

Die Glieder der rechten Seite sind Quotienten bekannter Verschiebungen des
Hauptsystems. Sie besitzen durch das Gleichheitszeichen dieselbe mechanische Be-
deutung wie die iiberzihligen GriSen X,.

Ri—1s A Ry Ry = L Rz
Xb-q = _-1 m-u;n — l_ : sz . I u-nkl % : {41,.”
Hik-11k ME(E-1) Hip=11k Xkik=1)
Die Schnittkrifte Xy ... X, werden mit den Kennzahlen sy gy (3_1y . . . %55, die

Schnittkrifte X1 ... X, mit den Kennzahlen %13z . - - %5 (g—1y Destimmt,
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Die Lisung des Ansatzes kann auch bei einer beliebigen Anzahl von Belastungs-
gliedern nach deren Aufteilung in Gruppen zu zweien verwendet werden. Das end-
giiltige Ergebnis entsteht durch Superposition der Teilergebnisse.

Durchgehender Triiger zur Abstiitzung eines Ausziehgleises:

e £ i 10—t 16—
e g 0 Y # = R ¥ 4 :

Langen inm

7 &

L Yy .
\ﬁ(:‘[; Hoe

Abb, 210,

I. Geometrische Grundlagen. Abmessungen, Verhiltmiszahlen J,/J, reduzierte
Lingen I} (Abb. 219a).
2. Belastung. Lastenzug nach Abb. 219d.
3. Hauptsystem. Die Reihe der Balkentriger nach Abb. 219b, Momente M, aus
Xy=1 (Abb. 219c); Momente M, aus der Belastung (Abb. 219d),
4. Matrix der Bedingungsgleichungen,
X, X X, X X3 X X, Xy (O
(1) 2,0 — ‘.[,Di — i - _l —— - — =_— 0,00
. I I :
(2) | — 10| 120|450 — — | = = T 354,37
[ 4 ; = B
B)| — |+5e| ms|—15| — | — | — | — |660.37 o,
|- = - | .
4] — | — |—1s 3,5+ 10 — | — 31,50
8= === — |+10| 35/—15 — —- 31,50
6| — . — — | =y 11,5 |+ 50| — | gos,06
(7) = — — | — — |50 12,0 | 4+ 1,0| Boo,72
§ = |
@] — - ] —_ — |+ 10| 120 0,00
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5a) Auflésung des Ansatzes unter Verwendung wvon Kettenbriichen.
) Vorwirtselimination mit Kettenbruch:
g g 56 Hap %34 #ag a1
= = * e - » »
1
A 1.0
* F120-1,0] 0
: 12,0 — 50| ‘s
11,5+ 1,5 22 i
| 3.5—1,0 | b 1N
| | 3.5+1,5 E 5.0 | i
11,5 — 5,0| — ‘ —1,6 i
[ 12,0 + 1,0 !
: i | 20
r Iy > o - By > -» s !
5 59 o a0 o o 5 59
2 —- - l_ pr— ..U ﬁ é'fl.'u - a9 {
Hya = 3 - oy 11 = &V,
gy = a0 — 0434783 8 = 11,5
o 12,0 — 0,5 ; ' ] <l
— 15 . £
e v L =—0, 30 | = 9,326085,
*a4 115 2173015 160839 d;3 B
A LD —  0,306867 8P = 3,258741,
15 3,6 — 0,241 259 - ;
#gg = = 1’5_ ___ =_(),469758, gy = 3,193133,
g 3,5 — 0,300867 -
5,0 : BTy
e e = 162 , 445 = 10,7905363 ,
%= 11,5 — 0704687 — 162 v i
s R — 0,103261, 519 = 0,684190,
i 12,0 — 2,3156810 y
g o B e 8 = 11,896739 .
33 12,0 — 0,103 261
B Riickwirtselimination mit Kettenbruch:
¥a Hag May 54 LT ¥as Mgy
- > -5 > = - *
1 ' ' I
ﬁ:l o —10 |
204+10 | — 5.0 [ |
12,0 — 5,0 |_'— sty I :
11,5 4 1,5 — 1,0 i
| e L = N Y |
- | 3.6+18 | — 45,0
| | | y
| | | | 11,6 —5,0| - +1.0
| . | 12,0 —1,0| =~
. _ | 12,0
| | |
I |
> |-a- | — S = = >
o o & X oy o o4 5
Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck 16
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1,0 §601 — 1920
oy o5 — 0,083333, 10 200,
'_l 1]

5,0 . T A
.— 0,419580 , vl 11,916 667
’ 12.0 0,085 338
P 1,6 ——0,159539 , 9,402100 ,
857 11,5 — 2,007 900 :
; 1,0 = (3060683 dis 3.260691 |
M= s 023943000 ' 2

1.5 = A oy i

# =—0,469731 , st = 3,185317,
‘= g 5 0,306 683 i ted esihid

a,0 : . ; O AN
Hag = . — 0,463160, &4 = 10,795403 ,
o 11,5 — 0,704 587

1.0 - e

# ——0,103261, §4% = 0,684200,
12,0 — 2,3156800 i

1,0 o e
P = — = (L52722], 34 = 1,8067390.
Y 2.0 — 0,103 261

¥) Berechnung der Vorzahlen f;;, der konjugierten Matrix (S. 243). Entwicklung von f§, i

mit den Kennbeziehungen Hp e Entwicklung von f,,

aus PBipeq re1 durch Rekursion
1/5¢343) % - Nachpriifung von §, , wegen der Fehlerempfindlich-

ans fliyy1) s durch Rekursion mit
keit mit dem Ansatz (396)

B =1]01 - (S. 243).

al A
P 411 Bk k1)

8

d) Xp= 2 Bridig-

=1
Xi= 2,48520; = 4,97039; Xy = + 08,44205; Xy = -+ 26,04114;
X, = + 20,51865 Ky = 65,23799; X, = 4 39,82042; Xg = — 331858,

2 Anzahl der Multiplikationen ist durch die Einbeziehung der Belastung in die Elimi-

£ m Falle wird X, nach (390) mit der reduzierten Matrix der Vorwirts-
Li deren Hauptgheder in dem Kettenbruch (ba, o) enthalten sind. Die iiber-
zi en GréBen X, bis X, ergeben sich dann durch Rekursion desselben Ansatzes. Das Ergebnis
fir A; kann mit der reduzierten Matrix der Rickwirtsehmination nachgepriift werden, deren

Hauptglieder in dem Kettenbruch (5a, ) enthalten sind. Die Belastungsglieder werden in die
reduzierte Matrix nach (389) oder (400) eingetragen.
Reduzierte

Matrix aus der Vorwiirtselimination:

X X Xy X, X Xg X, X

(1} ] 20 |— 1,0 — - - —— — - 0,00
@ — | 1335 +30 it : e = 354,37
(3| — | — |9:326085 [\ =% — 515,30
(4) =i = Iﬁ-?-ai“ni + 1,0 = s = 114,38
(s} — | — - - .s;rs;st 33 L5 = =3 =308
{6y — = e — 10,795363 + 5.0 — 903,37
(7) e — - . 9,684190 F + -Il.c-l-l 382,31
& — | — — - — s = 11,806739 | —39.48

Die Rekursion beginnt mit X, = ”323':,?9 = — 3,318566 und wird nach der Rechenvor-

schrift unter b, 8 entwickelt,
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Durchgehender Triger zur Abstiitzung eines Ausziehgleises,
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Algebraische Auflésung der Bedingungsgleichungen.
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Auflbsung fiinf- und siebengliedriger Ansitze. 245
5b) Auflésung des Ansatzes unter Verwendung
des abgekiirzten Algorithmus nach C. F. GauB. a 8
wy wy
|
Die Berechnung der Kennbeziehungen und der ] 03_- | 8_ osr S | 8 -
Hauptglieder der reduzierten Matrix ist iibersichtlicher. 9 | o |« i ok
SERe ! + £t
«) Vorwirtselimination nach S. 244. ! |
Die Verzahlen f;, werden nach 5a, ¢ bestimmt. I [ 2 it
a . . (= 00 o | il
B} Rekursion mit Rechenprobe auf gleicher Seite: ot IR ol (R 16 | |
) o+ | e ~ - o |
Rechenprobe: 3 X, 6 = ¥’ XM . 6k, 2 ?.; g 2 ‘E-. §- &
o 5]
{vgl. 5.205) 1342205 ~ 134229.7. i e e |
6. Die Schnittkrafte des Tragwerks. I '
) o |
Die Schnittkrafte werden nach (288) berechnet. Bie- Flelelele
gungsmomente M im vorgelegten Tragwerk fiir die Be- w | 0wl TlE |4
lastung 2 (Abb. 220). e Mell (S O e (B
) & | @
et LSS
M i mi &:_";_ 2 E o
el g2zl s
- A +
/8 | = =7 [
o |
B L bt 123
[}
> i =
= 8| 3|3
9 - = P o0 o
o | n ‘-g fl2la|+]n
= o - E.'“‘ & |
Auflésung fiinf- und siebengliedriger = + | 1]+ |
Ansétze. Die einfache und iibersichtliche Ls- & ]t 1 e
sung eines dreigliedrigen Gleichungssatzes ist &
durch die unabhingige Kennbeziehung zwischen @ = B e B B
- -t an “ . i ) = - -
zwel aufeinanderfolgenden {iberziihligen GréBen 2 |, | 3 |2 [ 2| ‘ 2ls
begriindet und darf daher bei fiinfgliedrigen 2 R I
Gleichungen nicht mehr erwartet werden. Die TR T B B
Untersuchung wird an einem Beispiel mit 7 |
iiberzdhligen Grofen X, ... X, gezeigt. Der !
regelmiBige Ansatz lautet: R '
w | =ldflo|
b | 5 (] Wy (Y]
3 2 o I e o BB ) =10
Xy Bl By X | el alals | @
[ =
T T 221 iy 2 [ [
Oy 512 Oy | Jm '
I | g 8 Exdi=ee, &
Oy | Gpy | Bpy | B | dag 2
== = R o
=] " oy L
sy | dg | G55 | Baq | 8es B3 I | alaje | & ¥
| f2 | 04 | O | Og | O | g in
s = LT | ] — -
| oLy
| L]
O3 | Osa | Ogs | G | Osr | 0s0 N el T
e P § |- . S | =
7 o I N I O L i T B
i O | Os5 | Oas | Ogr | 0o | 2] | s
_,___ Bl it - .r.|~| = | ™
| Op | Oog | bey | B2 oy |




946 Algebraische Aufldsung der Bedingungsgleichungen.
Vorwirtselimination nach dem GaulBschen Algorithmus (-1-]5)) o
LA X, s o X X X
I dyy dyg dy5 I . X1z | *13 dx gl":-_1
(gq) [ O3 dgq : O Bag
—3q 019 | 219013 vl & —#1301 % #15 0y
2/h i1k & ad : Xas | s dos aiy
(da) ! (Dxa) dyq day ! dag : dyx dao
~#y3 01 | 3 o = —#15 01 3 ~#15 019
~xgy OEL |. —vﬂm ;5;1_ o gy Bbl ~gq B
g ; o5 | d5¢ i dag ¥aq | Hag Ly 05y
(Gga) . (d4s) Baa I g dgg O3 dgg
| _‘xza Jay = = —H ﬂu‘{ ~xgy OfY
1 _";34 '5‘32.1' ~¥ay -5;. ™ [ ~Xay :e)i ~H3q O
4@ il LAV a5y Jus a5 | *as 0% a5y
I (G55 (F5a) Ogs Oy 057 (%3 S0
T . _XB-B?JE v e & ~¥ag 'jr!zg.'g‘ ~Ha5 053
i “‘3‘45 O 2458y, i Has 00k | ~Has O
3 | 8 | 98 | G x| | 0% | o8
[ | iea i . :
(ga) "5551' a‘sa 0“ Osz ";stl
[ ] ~#ay Ogg s i ~%ag 002 | e O
| II __.__ £ _"E;-‘s_."fn’ ~¥%gs Usy s ~gg 053 | ~xge 050
om | | o | o | e 5 | o
L i I | (B:5) | (Bzg) P Orx a0
| 37 957 a7 0% | a7 08
| | -;‘5-7 o5 5 ~Kg7%a T | ~Her Ol
7' | l i aia 54 o
| | 7 ?
Die Zeilen 1, 2, 33, . _ 7% bjlden zusammen die reduzierte Matrix.
X, = 3%
05’ {420)

Der Sonderfall §;5 = - -

* Die Klammerwerte sind nur zur Erleichte

(5}

‘Yﬂ. e —

o

—X,80, X,8

050 =10, 0.4 =

(4)
55

_ A g
dgh — X, 8y —

1 liefert X,

a
7

P

Xg oY) usw.

Fiir die Rekursion

rung der Summenbildung §,~x beigefiigt.
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(k4zy 2wischen drei auf-
charakteristisch.

&
)

ist eine Kennbezichung mit je zwei Kennziffern ki X
einanderfolgenden iiberzdhligen Grélen k, (B4-1), (k42

ﬁm = — g7 Paz, Bz = — %gg o7 — A By = — s flo: — 2615 oz |
1 : ; : |
ﬂns o *’Tm' — ﬁ L '855 T e ‘a““ — 7 Bazs oo Prs = ¥1p (P25 — ¥13 |“::lﬁ' ! (421)
x 1 X i A n 1
ﬁ.'.s—,'u_k_?_"‘suﬁsn_’fsﬂsn == _”r_‘ﬁlu_’fl:tﬁm-|
1

Das Ergebnis kann durch Riickwirtselimination nachgepriift werden. Damit ist
die konjugierte Matrix durch folgende Rechenvorschrift bestimmt.

Oin OB By B4 Sy B B

Xl Bu | P | Bis | Bua | Fs l Fis ‘ iz
= ] 1 —%12i — %
Xy | ﬁgg 52:4 Bay | I?zr. | Bea ﬁa:
= 1 = = —Hgys —Hyy
Xy | Pas | Pu | Bas ‘ B | Bur
e o] = ; T — %z — ¥y 99
X, | P | P [ B | B e
= R FEE SR —Hyss — Mg
Xy ! ‘ | Bss | Bss | B
i i ! ; =g — Hpy
Xy ‘ | I ! Bus | Par
X, ' | '
7 | [ Fi'.": 4

Die Lisung eines siebengliedrigen Ansatzes erfihrt keine grundsitzliche Anderung.
Die folgenden Bemerkungen geniigen zur Anwendung.

Matrix und reduzierte Matrix bei Vorwirtselimination (423).

RN T o N AR

Oy | b | Byg | By | Iy Oy | Oye |1 | i | Bio | %12 | %10 | 2y
01 Oy Oy | By Tn_ dag e | 85 ! J!;‘.' dog fﬁrz’u:‘ Mag | May | Mg
Byy | Oyq | B3s _fj:nd—-: O35 E g [ i1 | 453 _ o4 L E 05 | %4 "‘f:: %3n
Oy | Oy 4 _;a-t_ s Il diq i "i—u_ da ‘ % | 96 "jE 4 ‘3::1' g5 | Mas | Hyq
byn .a ‘5: ":‘.:-.“';5 “’;ﬂ dga I | ‘j.{a‘:\.l ‘5;-4&}= "}.E\.‘\l:I ﬁ.c'::' Heg | ¥y e
(20| 0 [ ] 0 3 - (emlowlom]m| ||
i _‘J’T-‘_ {j_fﬁ i A-'-u é""; r}'|‘[| g | - é!;i'l fﬁ :;flj

Die Berechnung von X, und die Rekursion sind daher fiir eine ausgezeichnete Be-
lastung ebenso wie bei dem fiinfgliedrigen Ansatz (419ff.) zu behandeln. Dasselbe
gilt fiir die konjugierte Matrix. Riickwirtselimination fihrt zu einem #hnlichen

Ergebnis,

_ Helmert, R.: Die Ausgleichsrechnung, 2. Aufl. Leipzig 1907. — Hertwig, A.: Die Auf-
Ibsung linearer Gleichungen durch unendliche Reihen und ihre Anwendung auf die Berechnung
hnchgrad;ig statisch unbestimmter Systeme. Miiller-Breslau-Festschrift 1912 S. 37. — Osten-

feld, A.: Rechnerische Auflosung von fiinfgliedrigen Elastizititsgleichungen. Eisenbau 1913
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30. Auflésung der Gleichungen durch Iteration.

Die Brauchbarkeit der Wurzeln X,, 8, einer groBecen Anzahl von linearen
Gleichungen scheitert nicht selten an der Fehlerempfindlichkeit der Zahlenrech-
nung 1 durch die Wurzeln nicht mehr identisch erfiillt. Um nun die

Der Ansatz wird
Auflosung nicht mit einer groferen Anzahl von Stellen von Anfang an zu wieder-
holen, kann das Ergebnis als Niherung angesehen und durch Iteration verbessert
werden. Dieselbe Rechnung ist unter Umstéinden auch bei nachtriglichen Ande-
rungen der Vorzahlen d;, niitzlich. Diese kénnen von Anderungen der Form
und der QOuerschnittsverhdltnisse des ST;I]Z:FL[Q:J herriihren. Sie kénnen sich auch
durch die nachtrigliche Beriicksichtigung verinderlicher Trigheitsmomente und
5 der Verschiebung einzelner Stabknoten ergeben haben, wenn zur Vereinfachung
der Rechnung zunichst geometrische Bindungen angenommen worden sind
(S.301). Das Ergebnis der Elimination mit den angenziherten Vorzahlen wird dann als
erste Naherung fiir den verbesserten Ansatz 8; 1, 0y verwendet. Auf diese Weise
lassen sich unter Umstidnden auch Systeme mit verschiedenen Abmessungen trotz
hochgradiger statischer Unbestimmtheit leicht in bezug auf ihre wirtschaftlichen
Eigenschaften vergleichen.

Die Niherungsfolgen kénnen naturgemill auch aus beliebigen Annahmen X, ,
fiir die tiberziihligen Schnittkrifte entwickelt werden, wenn die Konvergenz einer
Iteration feststeht. Hierbei spielt die Fehlerempfindlichkeit fiir die endgiiltige Lésung
keine Rolle, da selbst Rechenfehler ausgeglichen werden. Die vorgeschriebene Ge-
nauigkeit der Losung liBt sich jedoch in diesem Falle nur durch unnotig viele Néhe-
rungsfolgen erkaufen.

Die Rechenvorschrift. In der Regel wird die schrittweise Auflésung eines line-
aren Ansatzes (293) von der Form

20Xy — =0, Byh=1. .. bpp=20y (424)

durch eine Niaherungsfolge eingeleitet, bei der die unbekannte Schnittkraft X in
dtzr Hauptdiagonale der Matrix als Funktion der tibrigen Glieder angegeben wird.
Diese werden zunichst mit Xy, o geschiitzt,

1 .+ - : e el e B O e g
X’-,l e ,5_“'-4; "S's:ﬁ-\h.u_' Oro)s ?E = 1.}, _.}. ! } (425)

1 N " . T = . . . z 2
Die ¥ enthilt dabei nur diejenigen Glieder der Zeile k&, deren Indizes & von k ver-
h

schieden sind (h == k). Der Ansatz konvergiert, wenn die Diagonalglieder in der
Matrix der Vorzahlen grol} gegeniiber den Nebengliedern sind oder genauer, wenn
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