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216 Algebraische Auflösung der Bedingungsgleichungen.

keiten entstehen unter Umständen nur durch die Fehlerfortpflanzung der Zahlen¬
rechnung . Diese darf erst dann als beseitigt angesehen werden , wenn die Nenner¬
determinante nicht wesentlich kleiner ist als das Produkt der Glieder der Haupt¬
diagonale .

Die Berechnung mit Determinanten nach S . 166 ist nur bei einer kleinen Anzahl
von Wurzeln am Platze , die leicht mit Unterdeterminanten angeschrieben werden
können . In allen anderen Fällen wird zunächst eine Wurzel durch Elimination oder
Substitution der übrigen gewonnen . Diese selbst folgen dann durch Rekursion . Da¬
bei verdient diejenige Rechenvorschrift den Vorzug , deren Zwischenergebnisse über¬
sichtlich und nachprüfbar angeschrieben und deren Endergebnisse mit der kleinsten
Stellenzahl einwandfrei erhalten werden . Die Lösungsfehler treten um so mehr zurück ,
je größer die Nennerdeterminanten aller Zwischenstufen bleiben . Daher ist die
Elimination nach Gauß stets dann am Platze , wenn die Vorzahlen dkk in der Haupt¬
diagonale der Matrix groß gegenüber den Nebengliedern sind und diese selbst nach
dem Rand zu der Größe nach abnehmen .

Auflösung des Ansatzes durch Elimination , a ) Die vollständige Rechen¬
vorschrift nach C. F . Gauß . Die Elimination beruht in der Rückbildung des
Systems mit n Unbekannten auf ein System mit (n — 1 ) Unbekannten . Man ver¬
wendet Vorwärts - oder Rückwärtselimination , um zunächst die n te oder die erste
Unbekannte zu bestimmen und findet alle übrigen durch Rekursion der Lösung .
Auf diese Weise entsteht eine Rechenvorschrift von großer Übersichtlichkeit .

Bei Substitution der Unbekannten wird eine Unbekannte als Funktion der
übrigen in eine andere Gleichung eingesetzt und auf diese Weise in beliebiger , zu¬
meist durch den Ansatz vorgeschriebener Reihenfolge zuerst eine Unbekannte X k
gefunden . Die übrigen ergeben sich wiederum durch Rekursion . Die Substitution
eignet sich also bei unregelmäßiger Matrix . Sie führt unter Umständen auch dann
noch zu brauchbaren Ergebnissen , wenn die Elimination nach gebundener Rechen¬
vorschrift versagt .

Die Elimination ist als gebundene Rechenvorschrift von C . F . Gauß angegebenworden und als Gaußscher Algorithmus in der Geodäsie seit langem zur Lösungder Normalgleichungen bekannt . Hierbei wird bei n Unbekannten in n Eliminations¬
stufen stets die linksstehende Unbekannte ausgeschlossen , indem die in geeigneterForm erweiterte erste oder letzte Gleichung von den übrigen Gleichungen der
Eliminationsstufe abgezogen wird . Zur Nachprüfung der Zahlenrechnung jederElimination werden die algebraischen Summen der Vorzahlen öik jeder Zeile gebildetund als Zeilen - oder Quersummen v) mitgeführt .

Ai 4~ A a ^12 4 - • • • 4~ Xk &lk + • ■ • 4 - A n 5lB = <510
Aj ^21 4“ X 2 ö22 + ■ 1’ ' 4" X k d2k 4- • ■ ‘ 4~ A n <52n = ^20
■Xi <581 + X 2 d32 + • •• • 4- X k ö3k + • ■■ 4 - X n d3n = <530

X 1 dnl + X 2 dn2 + . . • 4- X k 6nk -{- • • ■ + X n dnn = d „ 0
öiz = <5n + <5 12 + • • • oder d ys , = <5n + <5 12 + • • • <5ln + 610 . (370)

Bei Vorwärtselimination wird die erste Gleichung der Reihe nach mit .

# 12 - - # 13 - -
^ 31
<hi

S« 1
Sn

erweitert und zu den folgenden addiert .

(371)
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+ X k <5, ) + • • ■+ * „ ($'2 n

oder — äl2 ’

+ X k <5, + * . 4
( 372 )

Auf diese Weise ist ausgeschlossen und die erste Eliminationsstufe mit
(n — 1 ) Gleichungen gebildet worden. Sie ist nach dem Ergebnis der Rechnungunter Beachtung des Maxwellschen Gesetzes ebenfalls zur Hauptdiagonale sym¬metrisch . Ihre Vorzahlen erhalten im Sinne von C . F . Gauß folgende Bezeichnung :

X2 <522 + -̂ 3 äs» 4* 4" Xk <52k 4~ + X n d‘

X%lf£i + X2 4- + Xk öil + «5^ . . (373)+ X n d\

Die Richtigkeit der Zahlenrechnung wird durch die folgende Identität festgestellt :

ästx = <522 + ^23 4" • • • <52n = <52 2' — <5] 2’ V
'21

(374)

(375)
Hierauf wird X 2 ausgeschlossen, indem die erste Gleichung der ersten Stufe der
Reihe nach mit — «24 = — <5« erweitert und zu den fol¬
genden addiert wird. Auf diese Weise wird die zweite Eliminationsstufe mit (n — 2)UnbekanntenX 3 . . . X n gebildet . Ihre Vorzahlen führen die Bezeichnung <5 f̂ . . . 6 {

3 lusw . Die Richtigkeit der Rechnung folgt aus

<53
2i ' = <533 4 - ä -H +

Die Elimination ergibt schließlich
A(n- Dy _ °no

(376)

In dem Ansatz (372) ist 1 <521/<5U die überzählige Größe X 12 , welche von — X 2 = 1
erzeugt wird. Demnach sind

(377 )

die Verschiebungen der Punkte 2 . . . k , welche aus — X 2 = 1 und gleichzeitig durchdie — X 2 = 1 zugeordnete überzählige Größe X 12 entstehen . 0$ . . . ö2 l sind also
Verschiebungen in einem einfach statisch unbestimmten Hauptsystem , in dem X tnicht mehr als überzählige Größe auftritt . Ebenso können <5^ . . . <5^ als die Ver¬
schiebungen der Punkte 3 . . . k eines zweifach statisch unbestimmten Haupt¬systems angesehen werden, in dem X x und X 2 nicht mehr als überzählige Größen
enthalten sind.
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Vollständige Vorwärtselimination für fünf überzählige Größen (378 ) .

.Yj A~
2 AT3 X 4 -̂ 5

I <5u Ö12 <5l3 <5l4 Ö« <5io

« 12 « 13 « 14 « 15 —

2 <52i <522 Ö23 Ö24 ^25 ^ 20

I

3 Ö3I ^32 ^ 33 Ö34 Ö35 Ö30

4 ö4i ^ 42 ^ 43 Ö44 Ö45 Ö40

5 Ö51 ^ 52 ^ 53 4. i <565 Ö50

2 (1> öl» 41V . 41V 4SV «51V

% « 23 « 24 ^25 —

II 3 ® 41V 41V öl» 41V 41V

4 (1) öS» 4S 41V 41V 41V

5 ® öl » öls 41V 41V 4 £»

3 (2) 41V 4SI' 41» -51»

« 34 « 35 —

4 (2) 41V 41V <51» öio

5 ® 41V 4ffi «51» <51»

4 <3> 41» öl » <51»

IV « 46 —

5 ,3, 41» «51» öl»

V 5® öl» öl»

I I öu <5l2 Öl3 Ö14 Ö16 Ö10

II 2 <1> Ö1V Ö1V öS» Ö1V öiV

III 3 ® öS» öl» öl» Öl»

IV 4<3> öl» öl» öl»

V 5 ® öl» Öl»

— Ö22 «12 ^12 '
ÖS» = ^23 «12 Öl3 >
<HV = Ö24 « 12 ^14 >
Öl» = ^26 — « 12 ^15 >

«12 =

% ' = % ' - * 23 ^ .’

“ Ö33 « 13 ^ 13 « 23 Ö^» >

Ö'
u == Ö34 « 13 ^ 14 « 23 Ö2V >

Ö® = ö 35 « 13 ^ 15 « 23 ^ 25
* •

« 13 '

« 23 —
ö & .
öiV ■

Öl» = Ö® - « 34 öf ]

= <5y4>- « 24 ^ y - «34 ^ 4
'

— Ö44 « 14 ^ 14 « 24 Ö.24 — « 34 Ö® >

Öffi = Ö45 — « 14 ^ 16 « 24 Ö2» « 34 Ö® ’

« 14 —

« 34 =
<5$ .
ö <»

ö<i >= ög>- x4Sö <l>
= <5<y- *35 <5i»- «15 <5<y
= ö^>“ «2S<5a>—«3B<5S» - *„ öi»
= ö55—« 15^ 5-̂ «25 ^ 23

’—«35 öS» —«45 .

^15 — '

« 25 —

^11
ö ® ,

Ö&
'

öl» .

m .

ölV = (522 - «12 (512 ; <5<» = <5<» - «23 <5<» = <533 - « 13 <513 - «23 ,
Ö« = ^2 * — « 12 Ö1 k ■ Öi% = <3^ — « 23 Ö£ l = Ö3k — X13 Ölk — « 23 Ö^ ,

4 * *T * = Ö4 * « 11 « 2 k ^3^ « 31 Ö:(» — • • * « Ur- D fc 1 *
«Sfe1’ = <5* . - «11 <5ln - «21 ö <» - «3 * a« - • • • « (1- 1) 1 4jfc8, ,
ö*V ’ = ö* 0 — «11 ^10 - « 21 <5yo, - «31 ^ 30

) — • • • « (*- ! >* <53r?jo -

( 379 )
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Die vollständige Elimination bietet eine mehrfache Möglichkeit zur Substitution
der Ergebnisse der einen Gleichung in einer anderen derselben Stufe und damit zur
unmittelbaren Nachprüfung der Lösung.

b) Die abgekürzte Rechenvorschrift nach C . F . Gauß . Der Algorithmus
von Gauß kann im Gegensatz zu (378) auf die erste Gleichung einer jeden Elim in a-
tionsstufe beschränkt werden , so daß ein reduzierter Ansatz von n Elastizitäts¬
gleichungenentsteht , die n Hauptsystemen mit ansteigender statischer Unbestimmt¬
heit zugeordnet sind.

-Xi 4i + ■X
’
a ^12 + -̂ s ^i .3 + + Xn öln = <510 ,
V " + Z 3 «5‘V + + Xn d 'H = ,

* , #&' + + Xn d l̂

x ■ 4- Xi ° {n —1) 0

4 - X Mn - l ) _ Mn - 1)
• A n 0 « n — ° n 0

Die abgekürzte Vorwärtselimination liefert X „ ebenso wie der vollständige Ansatz
und genügt zur Berechnung aller anderen überzähligen Größen X k (k — n — 1 . . . 1)
durch schrittweises Einsetzen der Ergebnisse in die übrigen Gleichungen des redu¬
zierten Ansatzes (380 ) . Er bedeutet mathematisch die Beseitigung aller Glieder der
Matrix (319) unterhalb der Hauptdiagonale . Bei Rückwärtselimination verschwinden
alle Glieder oberhalb der Hauptdiagonale . Die Rekursion kann auch als wiederholte
Anwendung des Gaußschen Algorithmus in der entgegengesetzten Richtung an¬
gesehen werden . Ist die Matrix der Elastizitätsgleichungen symmetrisch zur Neben¬
diagonale , so ist die Vorwärtselimination mit der Rückwärtselimination identisch .

Die Rechenvorschrift wird an einem fünffach statisch unbestimmten System
gezeigt (S . 220) .

Die anderen überzähligen Größen werden durch Rekursion aus den Glei¬
chungen 4<8>, 3 (2 ) , 2 (1> und 1 gefunden (,378 ) :

(380)

. k 5 4 3 2 I

^ 2 ^* 2 • — JCg «12

-̂ 3 ^ * 3 • • — ^ 3 Ä28 X3 «13

-^ 4 ^ * 4 • — A4 X34 — « 24 — Xt xu
— Xs X* 5 ' -̂ 5 ^ 45 — Xf «35 — -̂ 5 ^25 X 3 « 15

TOS

eJXIIe * 5 x 3 * 2 * 1

k 5 4 3 2 I

Zur Nachprüfung der Ergebnisse können die Elastizitätsgleichungen
(1 ) . . . (5) verwendet werden . (Fortsetzung des Textes S . 223.)
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Abgekürzte Rechenvorschrift für die Vorwärtselimination von fünf überzähligen
Größen (381 ) * * -

* 1 * 2 * 3 * 4 * 5

Kon¬
trollen

[Öi2 =
* - 6

fc- i

Belastungsglieder <5<0

zur

ßsk

O

Best

ßtk

imm
* * =
ßzk

ung

ßttc

von

ßiA
0

Be-
lastungs -
fall ( )

01 k I 2 3 4 5 z O O 0

I <5ub <5u <5l2 <5« <5l* <5l5 dj V O O O 0 1 <5io

« l * • <5i2/<5n ^13/^11 <5l4/^ll ^15/̂ 11 • • • * <W <5n

2 ^2 * (^2l) $ 2 $ 3 ^24 <525 ä2X O O O I 0 <520

- « 12 <5i n • - « 12 <5l2 - « 12 <5l3 - « 12 <5l4 —« 12 <5is - « 13 <5l2 • • - «12^10

<5& <5$ <5£ <5& <5& O O O I ^ 20

« 2 * • • «5M tlWV • • • * #äl «8

3 ^3 * ($ ll ) (<532) $ 3 <53* ^ 35 <532’ O O I 0 0 ^80

~«18 * • • - «13 <5l3 - «13 ^14 - «13 ^15 - «13 <5l2' • • • “«13<5«

“«23 $ *£ • • - « 23 ^23 «23 ^24
* “ « 23 *$aV “« 23 $ 1’ • • “«23$ 0

• • <5$ <5$ <% ’ <5& O O I «B

«3 » • • • <5£ 7<5&' « ■ • • * wm

4 <5* 2 (<5. i ) («5*2) (Ö43) <5*4 <5*5 <5*2 O I O 0 0 <5*o
“«14 ^11 • • - «14 ^14 - «u Sls - « 14 <5i2 • • “«14$ 0
~« 24 ä<ul • • - « 24 ^24 -« 24 <5ä’ ~« 24 <522’ • "«24$ 10
- « 34 <5$ • • ~«34 ^S*

’ - «3* ^3
25 ~*34 <532 • • “«34SS

A * = «5Ä • • <5i3*' <5ffi <5i8i O I <5*0

«4 » • • • « 5 • ♦ '
WS

5 <56 2 (ä. i ) (<552) (<563) (<5*4) <565 ^52’ I O O 0 0 <5so
“« 15 ^1 * • • • - « 15 <5lS - « 15 <5i2 • • - « 15 <5l0

—«25 • • • "*"« 25 $ ¥ - « 25 <5a2 • • “«26$ 0
- « 35 <5^ • • - « 35 <5^ - «35 ^82 • • - « 35<5ä0

~ « 45 <5l*i • • —« 45 <5*V - « 45 <5*2 • “ « 45<5io

^ 52 = <5^ • • • <5& <5$ I • «8
• • - • • • * •

*
w 6 9 UOtjenten V<5ft 11 werden unmittelbar in die Rekursionstabelle (38S ) eingetragen .Die eingeklammerten Vorzahlen sind nur zur Erleichterung der Summenbildung beigefügt.
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Berechnung der Vorzahlen ßik eines Ansatzes mit fünf überzähligen

Größen ( 384 ) .

Äs Äs Äs ßi5 Äs

Äl Ä2 Ä3 Ä4 Äs

*12 *13 *11 *15

Äl Äl Äl Äl

«23 * 24 « 25

Äl ’ <5$ Äl

« 34 « 35

Äi ’ Äl

« 45

Äl

Aus a ) folgt ^ = - L .
° bb

Durch Rekursion sind folgende Vorzahlen
bestimmt :

Aus a ) u . b ) : ß w _ /?36 , ß13 — ß3i .

Ä3 ßn ß »3 ßiZ ßb3

Äi Ä2 Ä3 Ä4 Äs

* 12 * 13 * 11 « 15

Äl Äl Äl ’ Äl

« 23 * 24 « 25

Äl ’ Äl ’ Äl ’

* 34 * 35

ßbi * 34 Äs * 35 As >

Ä 3 = *23 Ä 3 * 24 Äs * 25 Ä ;j ,
Ä 3 = — * 12Ä 3 *13 Ä 3 * 14 ßt3 — * 16 ßbi •
ßn = A )2 usw .

ßib ~ * 46 Äs ’ Äs = * 34 ßib * 36 Äs •

Äs = * 23 Äs * 24 Äs * 25 Äs »

Äs = * 12 Äs * 13 Äs * 14 Äs * 15 Äs '

Äs = Ä4 USW .

Aus a ) : ß bi = y?46 .

ßli Ä4 Äl ßii ßbi

Äl Ä 2 Ä3 Äl ÄS

« 12 * 18 * 11 * 15

Äl Äl Äl Äl

* 23 * 24 « 25

Äl ’ Äl ’ Äl ’

* 34 « 35

Äl Äl

* 15

Ä 4 —
^ 3)

— * 15 Ä4 •

Ä4 — — X3i Ä4 ~ * 35 ßbi -

Ä4 * 23 Ä4 * 24 ßii * 25 ßbi ■

ßli * 12 Ä4 * 13 ßsi * 14 ßii — * 16 ßbi •

ßbi ~ ßi3 USW .

Aus a ) , b ) u . c ) :

Ä 2 = Äs > Ä 2 = ßu . Ä » — ßn ■

ßl2 ßn ßii ßii ßbi

Äl Ä2 Ä 3 Äl Äs

* 12 « 13 * 14 * 15

Äl Äl Äl Äl

* 23 * 24 «25

Ä2 — * 23 Ä2 — * 24 ßii — * 25 Ä2 "

Ä2 = * 12 Ä2 * 13 Ä2 * 14 ßii — * 15 Ä2 .

Ä2 = Äl USW.

Aus a ) , b ) , c ) u . d ) :

ßbi = Äs > Äl = ßli - Äl = ßl3 > Äl = ßli ■

e ) Äl Äl ßii ßii ßbi

Äi <5ia Ä3 Äl Äs

* 12 * 13 « 14 « 15

Äl —
0

— * 12 Äl — * 13 Äl — * 14 Äl — * 15 Äl •
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Rechenvorschrift in Verbindung mit (381 ) für die Rekursion eines Ansatzes
mit fünf überzähligen Größen zur Bestimmung der Vorzahlen ß ik ( 385 ) .

^50 öio <53o ^20 Ö10

i k 5 4 3 2 I i

” ßs2 Xk2 — ßz2 x 12

ßö3^23 — ßs3 x 13

* 5

— ßu xki — ßu xu — ßu x u ~ ßu xU
5

~~ ßö5y-k5 — ß $3Xi3 ßbb y-3S ~~ ßs6 x23 ~~ ßs3 x\3
5

<5 o O o o

x k = ß , k ßö5 ßu ßs3 ßsa ßu

~~ ßtS.Kkl ■ ■ ßi2 yi2

^ 43^ * 3 • ■ “ ßl3 X23

— ßn y m — ßii xU — ßii xU — ßa x ii
-̂ 4 4 ~ ßibxk5 — ßi5 Xi5 ~ ßu xaa — ßi3 x 23 ~ ßu xu

4

mi o o o

Xjc = ßi Je ßiä ßu ßl3 ßl2 ßu

ß32^ Je2 ■ — ßz2 X12
“ ß33XkZ — ßz3 x23 — ß33x13

/?34X*4 ~ ßai x3i — ßsi ^ -a — ßu xu
-̂ 3 3 “ ßs&Xk & ß35 7C35 ~~ ß '33x23 “ ^ 35^15

3

ö& ' Wk 1' ■ o O

x k — ft * ßas ßu ß33 ßa3 ßsi

$ 22̂ * 2 • ■ — ßi2 x \ 2

Äa ^ 2s — ßi3 X13

* 2

*“ & 4^ fc4 ■ — ßu x u ~~ ß ‘2i Xli

/?25^ fc5 — ßz3 X23 ~~ ß 'U x 15

öi k
o

i n \
- »

I/ « » o

Xk — ßlk A >5 ßu ß -23 ßi3 ßil

~ ßl2 x k2 • — ßl2 X13

~~ ßl3 x ka ■ ■ ~~ ßl3 X13

* 1 -

~ ßli x kt • ~ ßli Xll

~ ßlö x ks ■ ■ ~~ ßl3 x U
I

Wö ' Wk 1'

Xk = ß lt ßu ßu ßl3 ßiz ßn
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k I 2 3 4 5
X t ökl * 1 * 21 * 1 * 31 * 1 *41 * 1 * 51

* 2 * 12 x 2 s22 * 2 *42 * 2 * 52

* 3 * 13 xa 3 * 3 * 33 * 3 * 43 * 3 * 53

XA 4 * 4 * 24 * 4 * 34 * 4 * 44 * 4 * 54

* 5 * * s xAs * 5 * 25 * 5 * 35 * 5 * 45 * 5 *55
%k — dk0 * 10 ^ 20 ^ 30 * 40 ^ 50

223

(383)

c ) Die Berechnung der konjugierten Matrix . Um die überzähligen Größenfür mehrere Belastungsfälle ohne Wiederholung der Elimination anzugeben , wird
die konjugierte Matrix zu (319) berechnet . Mit dieser ist nach (326 )

h = n
2 ßkh ^hO un d ßh k ~ ßk h *

Ä = 1
Die Vorzahlen ßhk sind nach S . 166 die überzähligen Größen X A (& = 1 . . . n ) für
dk (s = 1 . Um die 1/2 •« in + 1 ) unabhängigen Glieder der konjugierten Matrix
übersichtlich zu berechnen , wird entweder mit der Bestimmung der ßkn aus dn0 = 1durch Vorwärtselimination oder mit der Bestimmung der ßkl aus <S10 = 1 in Ver¬
bindung mit einer Rückwärtselimination begonnen . Die übrigen Vorzahlen ergebensich auf Grund der Symmetrie der konjugierten Matrix zur Hauptdiagonale durch
Rekursion . Zunächst sind mit ßnn die Vorzahlen ßkn . . . ß ln bestimmt . Alle übrigen
ßllk [h — k ■ ■ ■ 1 ) werden stets aus den ersten k Gleichungen bestimmt , da die
übrigen Vorzahlen /3 ( fc+1) fc = ßkik+i ) ■ ■ ■ bekannt sind . Die Berechnung schließt mit
dem Werte von ßn . Er wird bei allen unsymmetrischen Systemen , die keine zur
Nebendiagonale symmetrische Matrix besitzen , durch Rückwärtselimination mit
*io = 1 geprüft .

Die Untersuchung wird auf S . 221 an einem System mit fünf überzähligen Größen
bei Vorwärtselimination nach ( 381 ) gezeigt [Rechenvorschrift in Verbindung mit
(381 ) : S . 222],

Die Elastizitätsgleichungen (319) müssen nach S . 167 durch die Vorzahlen der
konjugierten Matrix erfüllt werden . Sie gelten als Rechenprobe ; z . B . ist

Kontrollen :

k I 2 3 4 5

ßl k$ kl Ai * 11 ßl2 ^ 21 ßl3 ^ 31 ßiAi As *51
ßlk ^ k 2 ßtl ^ 12 ß %2 ^ 22 ^ 23^ 32 $ 24^ 42 $ 25 ^ 52

A k *!: 3 ßsi Az * 23 ^ 33 ^ 33 $ 34 ^ 43 As * 53

ßl k * i 4 ßn * u ßl '2 * 24 ßl3 * 34 ßu * 44 As *54
A t * fc5 Al * 15 ßö2 * 25 ß &3 ^ 35 A4 *45 $ 55 ^ 55

* , = 1 I I I I I

(386)

Die Bedingungen J ? ßhi dkh = 0 für öi0 = 1 werden in der Regel nur dann geprüft ,
A

wenn nur ein Teil der Nebenglieder der Matrix vorhanden ist .
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Anwendung des Gaußschen Algorithmus zur Untersuchung des Sägedach¬
rahmens , Abb . 215 . 1 . Geometrische Grundlagen .

Abmessungen, Verhältniszahlen JJJ , reduzierte Stablängen s '
, h ' Abb . 215.

J , = ] h ■ f * = 1 , £ „ = 210 t/cm 2 , <x , = 0,00001 .

2 . Gleichförmig verteilte Belastung der Riegel a , b , c mit p = 1 t/m .
3 . Hauptsystem : Das Tragwerk ist fünffach statisch unbestimmt . Hauptsystem und

statisch unbestimmte Schnittkräfte sind in Abb. 216 angegeben . Als überzählige Größen X2 und
Xt werden die 1/A fachen Beträge der waagerechten Komponenten Y2 , Y4 der Schnittkräfte
verwendet . Biegungsmomente des Hauptsystems in Abb . 216.

4 . Die Vorzahlen ö ik werden ohne die Mitwirkung der Quer- und Längskräfte angeschrie¬
ben und zur Abkürzung der Rechnung dabei in die Anteile zerlegt , die auf die Riegel (a,b,c )
und auf die Pfosten d entfallen .

<5ii = d33 = du , a + = 3,306 4“ 1,193 = 5,1
d 12 = $ 34 = $ 12, o *4“ $ 11, b = - 2,668 + 1,793 = - 0,875

$ 13 = $ 23 = $ 13, 6 = + 1,086
$ 14 == $ 14,6 = - 2,635
$ 22 ~ $ 44 = dga . o + $ n , (522, d = 4,556 + 1,793 + 4,0 = 10,349
$ 24 558 $ 14, b $ 22, d = - 2 .635 - 2,0 = - 4,635

$ 3& ^ $ 35, e = + 3,72

<545 ^ $ 35, e <522, d = + 3,72 + 2,0 = + 5,72

$ 55 ~ $ 53, c + 2 (522, d = + 13,19 + 4,0 = + 17,19

<5„ , „ = 3,94 • i - • 0,752 + 3,33 ■y • (0,752 + 0,75 • 1,0 + 1,0 2) = 3,306

du , 4 = 3,94 • j ■ ( 1,02 + 1,0 • 0,25 + 0,252) + 3,33 • y • 0,252 = 1,793

d12, « = - 3,94 . i - • 0,75 (2 ■0,917 - 1 ) - 3,33 • y • 0,917 (2 • 0,75 + 1 ) = - 2,668

di3. 6 = 3,94 • y • 0,75 (2 • 0,25 + 1 ) + 3,33 • y ■0,25 (2 • 0,75 + 1 ) = 1,086

du . » = - 3,94 . -i • [1,0 (2 - 1,0 + 0,917) + 0,25 (2 • 0,917 + 1,0)] - ■0,25 ■0,917 = - 2,635

djj, . = 3,94 • y • (1 .02 + ! 0 . o 917 + o,9172) + 3,33 • y • 0,9172 = 4,556 ,

d22, i = 6,0 • y • 1 .0» = 2,00 ; d65, e = (3,94 + 3,33) • y • [1,0 * + 1,0 • 1,667 + 1,667 »] = 13,19 ,

3 94 Q QQ
das. C = — - • [1,0 (2 - 1,0+ 1,667 ) + 0,25 (2 • 1,667 + 1,0 )] + . 0,25 • (2 • 1,667 + 1,0) = 3,72 .

(Fortsetzung des Textes auf S . 228.)
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fiaupfsystem ^

Beyer, Baustatik , 2 . Aufl ., 2 . Neudruck .

Abb. 216.
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228 Algebraische Auflösung der Bedingungsgleichungen .

Belastungszahlen ( Abb . 217 ) :
<510 = <53o = <V <. + <W = - 44,18730 - 33 .97797 = - 78,16527 ;
<5,„ = *„ = * , . . + * «. * = 65,50132 - 33,97797 = + 31,52335 ;
/ = - 109,68863 ;
-5ro, . = — ! 3,94 . * [0,75 • ( 13,5 + 2 . 16,875 )] + 3,33 • * [0,75 ( 13,5 + 2 • 7,875 ) + 1,0 • 2 • 7,875 ] }

= - 44,18730 ;
$ 10j „ = _ {3,94 • | [0,25 • 47,25 + 1,0 • 2 • 16,875 ] + 3,33 • £ • 0,25 • 29,25 } = - 33,97797 ;
d 20

’
o = 3,94 • 4 [0,917 • 47,25 + 1,0 • 33,75 ] + 3,33 • | • 0,917 • 29,25 = + 65,50132 ;

6s>0, & = ^ro , 6 '
<560 = _ {3,94 • 4 [1,667 • 47,25 + 1,0 • 33,750 ] + 3,33 • i [1,667 • 29,25 + 1,0 • 15,75 ]}

= - 109,68863 .

Abb . 217 .

ül mm wmmmmmm

5 . Matrix der geometrischen Bedingungen mit den Belastungszahlen für die in 2 . vor¬
geschriebene Belastung .

* r * 2 * 3 x * * 3

( I ) 5,100 - 0,875 + 1,086 - 2,635 O

(2) - 0 .875 + 10,349 + 1,086 - 4,635 O

(3) + 1,086 + 1,086 + 5 , ioo - 0,875 + 3,720

(4) - 2 .635 “ 4 .635 - 0,875 + 10,349 + 5,720

(5) 0 O + 3 . 720 + 5 . 720 + i 7, 19°

(<5* o)

78,16527

31 .52335

78,16527

31 . 52335

109,68863

6 . Auflösung des Ansatzes . Die statisch überzähligen Größen werden entweder mit
den Vorzahlen ß ilc der konjugierten Matrix nach (324 ) berechnet oder mit Einbeziehung der Be¬
lastungszahlen <5i0 in den Gaußschen Algorithmus unmittelbar gewonnen . Beide Lösungen sind
durch die Vorwärtselimination S . 226 vorbereitet . Rekursion zur Bestimmung der Vorzahlen ßt *auf S . 227 .

Kontrolle (386 ) :
k I 2 3 4 5

ßlk ’ ^ lk + 1,439006 — 0,073168 — 0,032948 — 0,332890 O

ßik ' Ö^ k — 0,073168 + 1,582610 — 0,007047 — 0,502397 O

ßz k *^ 3 Ä — 0,032948 — 0,007047 + 1 . 370941 — 0,047446 — 0,283505

ßik ' dfk — 0,332890 - 0,502397 — 0,047446 + 2,389294 - 0,506557

ßik ' ^ ik O O — 0,283505 - 0,506557 + 1,790063
I 1,000000 0,999998 0,999995 1,000004 1,000001

Mit p — 0,01 und cp — + p ZS I ßtt <5<* | = ± p 12,1 wird nach (331 ) der mögliche Fehler
i k

von X k aus der Nennerdeterminante der Bedingungsgleichungen ca . + 0,12 X k .
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Konjugierte Matrix der Vorzahlen ßik :
^ 10_

^ 20 <̂ 30 ^ 10 650

* 1 + 0,282158 + 0,083621 — 0,030339 + 0,126334 - 0,035474

X * + 0,083621 + 0,152924 — 0,006489 + 0,108392 — 0,034665

X 3 — 0,030339 — 0,006489 + 0,268812 + 0,054224 — 0,076211

X , + 0,126334 + 0,108392 + 0,054224 + 0,230872 — 0,088559

X 3 - 0,035474 — 0,034665 — 0,076211 — 0,088559 + 0,104134

Anwendung der Matrix zur Berechnung der überzähligen Größen X k .
X t = + 0,282158 <510 + 0,083621 <520 - 0,030339 öm + 0,126334 <540 - 0,035474 <560 ,

= + 0,083621 <5W + 0,152924 <520 - 0,006489 <530 + 0,108392 <540 - 0,034665 <560 ,
X 3 = - 0,030339 <510 - 0,006489 ö20 + 0,268812 dM + 0,054224 <540 - 0,076211 Öw ,
X t = + 0,126334 <510 + 0,108392 6m + 0,054224 <530 + 0,230872 <510 - 0,088559 <560 ,
X 3 = - 0,035474 <510 - 0,034665 ö20 - 0,076211 <530 - 0,088559 d it) + 0,104134 <560 .

Mit den Belastungszahlen nach 4 . aus der Belastung 2 . ergeben sich folgende statisch über¬
zählige Größen :

X t = — 9,174075 mt ; X 3 = + 6,0106641 ; X 3 = — 8,775876 mt ;
X 3 = + 6,295086 1 ; X s = ~ 6,576513 mt .

Die Vorwärtselimination nach Gauß , S . 226 , liefert unter Einbeziehung der BelastungszahlenXs = — 6,576513 mt . Die anderen überzähligen Größen werden durch Rekursion gewonnen .
Rekursion mit Rechenprobe (382 ) .

k 5 4 3 2 I

-̂ 2^ * 2 + 1,031241

+ 1,094802 + 1,868746

~ Xt Xjn — 0,428652 + 3,139917 + 3,252461

+ 5 . 592678 + 5 U94I 65 O O

y tt>_*
ift -1» - 6,576513 4 - 0,702408 - 13 ,54 * 389 + 1 . 775945 — 15,326523

Ao = * * = - 6,576513 + 6,295086 - 8,775876 + 6,010664 - 9,174075

+ 721,368701 + 198,442199 + 685,968717 + 189,476265 + 7 I 7 .° 94° 49

Xi kl - 6%- » + 415 . 336463 + 3,171610 + 863,673067 + 32,167058 + 1x98,001808

k 5 4 3 2 I

Kontrolle : £ X k • <5* 0 = £ X '*> . 6^ [vgl . (486 ) S . 295 mit X k statt Y*]
2512,3499 « 2512,3500 .
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Kontrolle durch Einsetzen in die Bedingungsgleichungen (383 ) :

Ä I 2 3 4 5

— 46,787781 4 - 8,027315 - 9,963045 + 24,173687 O

+ ,X
*
2 *t52 * - 5 .259331 + 62,204361 + 6,527581 — 27,859428 0

+ ' <$3 * — 9,530602 — 9,530602 - 44,756972 4 - 7,678892 — 32,646262

+ - 16,587553 — 29,177726 — 5,508201 + 65,147851 + 36,007895

+ X s Stk 0 O — 24,464629 - 37 . 617655 — 113,050260

<5,0 — 78,165267 + 31,523348 — 78,165266 + 31,523347 — 109,688627

7 . Stütz - und Schnittkräfte des Stabwerks für die Belastung 2 . Berechnung der Bie¬
gungsmomente in den Querschnitten 6 , 6 und 9 durch Superposition des statisch bestimmten
und statisch unbestimmten Anteils nach (288 ) (Abb . 218 ) .

M

iW,
M,

(9)
(6) (9)

= 0 0

= 13,5 - 9,1741 •

(6) (2) :

(10) :

= 0
0
0

9,1741 •
0

- 9,1741

- 6,0107 • 1,0 0
0,75 - 6,0107 • 0,917 0
1,0 0 0

+ 6,0107 • 1,0 0
1,0 + 6,0107 • 1,0 0

^ 4 « 4
0
0
0

- 6,2951 ■
- 6,2951 ■

1,0
1,0

0
0
0
0
0

= — 6,0107 mt
= + 1,1076 mt
= - 9,1741 mt
= — 0,2844 mt
= - 9,4586 mt

Auflösung dreigliedriger Ansätze . Ansätze in der allgemeinen Form (319)
sind selten . Die Bedingungen für die Verträglichkeit der Formänderungen der Haupt¬
systeme hochgradig statisch unbestimmter Tragwerke liefern meist regelmäßigeAnsätze von Gleichungen mit drei , fünf oder sieben Unbekannten , deren Anzahl am
Anfang und Ende des Ansatzes abnimmt . Am einfachsten ist der dreigliedrige An¬
satz . Er bildet mit der Matrix auf S . 231 die Grundlage für die Berechnung der
wichtigsten hochgradig statisch unbestimmten Tragwerke .

Die Vorzahlen ö ik , di0 bezeichnen einzelne Verschiebungen eines statisch be¬
stimmten oder statisch unbestimmten Hauptsystems . Während die Hauptglieder dkkder Matrix stets positiv sind , können beide Nebenglieder 6k ik_v , ök {k+ 1 ) einer Gleichung
(k) positiv oder negativ sein oder auch das Vorzeichen wechseln . Die Tragwerke mit
dreigliedrigen Elastizitätsgleichungen können hiernach in drei Gruppen mit be¬
sonderen , von der Vorzeichenfolge abhängigen Eigenschaften des Kräftebildes zu¬
sammengefaßt werden .

Die Lösung wird in jedem Falle nach dem abgekürzten Gaußschen Algorithmus
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