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keiten entstehen unter Umstdnden nur durch die Fehlerfortpflanzung der Zahlen-
rechnung. Diese darf erst dann als beseitigt angesehen werden, wenn die Nenner-
determinante nicht wesentlich kleiner ist als das Produkt der Glieder der Haupt-
diagonale.

Die Berechnung mit Determinanten nach S. 166 ist nur bei einer kleinen Anzahl
von Wurzeln am Platze, die leicht mit Unterdeterminanten angeschrieben werden
koénnen. In allen anderen Fillen wird zuniichst eine Wurzel durch Elimination oder
Substitution der tibrigen gewonnen. Diese selbst folgen dann durch Rekursion. Da-
bei verdient diejenige Rechenvorschrift den Vorzug, deren Zwischenergebnisse iiber-
sichtlich und nachpriifbar angeschrieben und deren Endergebnisse mit der kleinsten
Stellenzahl einwandfrei erhalten werden. Die Lésungsfehler treten um so mehr zuriick.
je griler die Nennerdeterminanten aller Zwischenstufen bleiben. Daher ist die
Elimination nach GauB stets dann am Platze, wenn die Vorzahlen ¢, in der Haupt-
diagonale der Matrix groB gegeniiber den Nebengliedern sind und diese selbst nach
dem Rand zu der GréBe nach abnehmen.

Auflisung des Ansatzes durch Elimination. a) Die vollstindige Rechen-
vorschrift nach C. F. GauB. Die Elimination beruht in der Riickbildung des
Systems mit # Unbekannten auf ein System mit (# — 1) Unbekannten. Man ver-
wendet Vorwirts- oder Riickwértselimination, um zunichst die nte oder die erste
Unbekannte zu bestimmen und findet alle iibrigen durch Rekursion der Lésung.
Auf diese Weise entsteht eine Rechenvorschrift von groBer Ubersichtlichkeit.

Bei Substitution der Unbekannten wird eine Unbekannte als Funktion der
librigen in eine andere Gleichung eingesetzt und auf diese Weise in beliebiger, zu-
meist durch den Ansatz vorgeschriebener Reihenfolge zuerst eine Unbekannte X
gefunden. Die iibrigen ergeben sich wiederum durch Rekursion. Die Substitution
eignet sich also bei unregelmiBiger Matrix. Sie fiihrt unter Umstéinden auch dann
noch zu brauchbaren Ergebnissen, wenn die Elimination nach gebundener Rechen-
vorschrift versagt,

Die Elimination ist als gebundene Rechenvorschrift von C. F. GauB angegeben
worden und als GauBscher Algorithmus in der Geodisie seit langem zur Ldsung
der Normalgleichungen bekannt. Hierbei wird bei # Unbekannten in # Eliminations-
stufen stets die linksstehende Unbekannte ausgeschlossen, indem die in geeigneter
Form erweiterte erste oder letzte Gleichung von den iibrigen Gleichungen der
Eliminationsstufe abgezogen wird. Zur Nachpriifung der Zahlenrechnung jeder
Elimination werden die algebraischen Summen der Vorzahlen Oy jeder Zeile gebildet
und als Zeilen- oder Quersummen (d; 5. .. d, x) mitgefiihrt,

X10y + Xydyp +- -+ + Xypbyp=4- o+ X, 61n =0y,
X0y + Xpdyy + 2+ -+ Xpbgp+ o+ X, 0, =10, ,
Xi0y + Xodsp ++ + + o+ Xobyyt-o v+ 4 X, 8y, — 8y,
J;p!d,l] - 'Hr:z‘)nz'!" SO ‘Ykﬁub;. S ‘I‘ 'j’{nann HE {5"0_
dir= 611 + Bz 4« -(5'1,, oder &3 = 6]1 at ,5[3_5_ e S L (370)

Bei Vorwirtselimination wird die erste Gleichung der Reihe nach mit

E)“'J ““'-er!_'_a:'l'r'~‘;_x1n=1_ (J‘II}

erweitert und zu den folgenden addiert.
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Auf diese Weise ist X, ausgeschlossen und die erste Eliminationsstufe mit
(n — 1) Gleichungen gebildet worden. Sie ist nach dem Ergebnis der Rechnung
unter Beachtung des Maxwellschen Gesetzes ebenfalls zur Hauptdiagonale sym-
metrisch. Ihre Vorzahlen erhalten im Sinne von C. F. Gaul} folgende Bezeichnung:

Xo03d + Xs 008+ - -+ Xeofd+- - -+ X, 00 =al; &, ., l
Xod3s + Xa083 + - -+ + Xp8f 4+ - - + X, 00 =89 a0, a0 ‘ (373)
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Die Richtigkeit der Zahlenrechnung wird durch die folgende Identitit festgestellt :

0% = 0% + 0% + - O = 8yx — 8,51 | (374)

i i i
05% = 8% + o5 . (375)

Hierauf wird X, ausgeschlossen, indem die erste Gleichung der ersten Stufe der
Reihe nach mit — wpy = — /0 — x5 = — 8U/6Y erweitert und zu den fol-
genden addiert wird. Auf diese Weise wird die zweite Eliminationsstufe mit (m— 2)
Unbekannten Xj. . . X, gebildet. Ihre Vorzahlen fiihren die Bezeichnung 8§% . . . 52!
usw. Die Richtigkeit der Rechnung folgt aus

2 2 2 2 (1 1y O | (1) 4.
0% = o8 + 80 + + - - 888 = ok — o 2ux dgx=03x — oy x 2.

Die Elimination ergiht schlieBlich

lsfr!—ll
Xy = gors - (376)

In dem Ansatz (372) ist 1 8,,/8,, die iiberziihlige GroBe Xyg, welche von — X, =1
erzeugt wird. Demnach sind

O — Oy 5t =0, By —0 3= = B g = o (377)

ﬁﬁ

die Verschiebungen der Punkte 2. .. %, welche aus — X,=1 und gleichzeitig durch
die — X, — 1 zugeordnete tberziihlige GréBe X,, entstehen. & . .. 8} sind also
Verschiebungen in einem einfach statisch unbestimmten Hauptsystem, in dem X,
nicht mehr als uberzdhlige GréBe auftritt. Ebenso kénnen 6§ . . . 6§ als die Ver-
schiebungen der Punkte 3...% eines zweifach statisch unbestimmten Haupt-
Systems angesehen werden, in dem X, und X, nicht mehr als iiberziihlige GriiBen
enthalten sind,

(372)
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Vollstindige Vorwiartselimination fiir fiinf iiberzdahlige GriBen (378).
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Die vollstindige Elimination bietet eine mehrfache Moglichkeit zur Substitution
der Ergebnisse der einen Gleichung in einer anderen derselben Stufe und damit zur
unmittelbaren Nachpriifung der Lésung.

b) Die abgekiirzte Rechenvorschrift nach C. F. GauB. Der Algorithmus
von GauB kann im Gegensatz zu (378) auf die erste Gleichung einer jeden Ehmina-
tionsstufe beschrinkt werden, so daB ein reduzierter Ansatz von s Elastizitits-
gleichungen entsteht, die » Hauptsystemen mit ansteigender statischer Unbestimmt-
heit zugeordnet sind.

Xl ‘511 S X2512+ X.s"ﬁr:s Bt +Xﬂ5|n Zam.
X, 05 + X, 08 + + X, 00 =4y,
X0 + +Xu0 =6,

e f @ e & Tw ow & - . . " . .

X

. (n—2) m—2) __ Sin—2)
ﬂ—lﬁin—]lh‘l—l}—[_ Xnalz-l:lﬂ - 61:—]?0’

—1 =
+ Xa 00" =0 .

Die abgekiirzte Vorwirtselimination liefert X, ebenso wie der vollstindige Ansatz
und geniigt zur Berechnung aller anderen iiberzihligen GréBen X, (A =n —1...1)
durch schrittweises Einsetzen der Ergebnisse in die {ibrigen Gleichungen des redu-
zierten Ansatzes (380). Er bedeutet mathematisch die Beseitigung aller Glieder der
Matrix (319) unterhalb der Hauptdiagonale. Bei Riickwirtselimination verschwinden
alle Glieder oberhalb der Hauptdiagonale. Die Rekursion kann auch als wiederholte
Anwendung des GauBschen Algorithmus in der entgegengesetzten Richtung an-
gesehen werden. Ist die Matrix der Elastizitdtsgleichungen symmetrisch zur Neben-
diagonale, so ist die Vorwirtselimination mit der Riickwirtselimination identisch.
Die Rachenvorschrift wird an einem fiinffach statisch unbestimmten System
gezeigt (S. 220).

o4

X5 = ﬁ
Die anderen iiberzihligen GriéBen werden durch Rekursion aus den Glei-

chungen 4, 3 2 und 1 gefunden (378):

k 5 | 4 I 3 [ 2 I
— Xy iy ; : - - — Xy#1a
— Xy %pq . . . — Xy %y — Xy
— X% 2 : — X | — X | —Eathe
————1— — TR SR (T 2T (382)
— Xgonsy : — Xy | — Xy — Kgxyp | — Xy
l I |-_-- 1 _I_ : | AT
OfT VIO | agely SB/O% | ORISR | SR HILH
k 5 | 4 | 3 2 -

Zur Nachpriifung der Ergebnisse konnen die Elastizititsgleichungen
(1) ... (5) verwendet werden. (Fortsetzung des Textes S. 223.)
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