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Auflösung des Ansatzes durch Elimination . 219

Die vollständige Elimination bietet eine mehrfache Möglichkeit zur Substitution
der Ergebnisse der einen Gleichung in einer anderen derselben Stufe und damit zur
unmittelbaren Nachprüfung der Lösung.

b) Die abgekürzte Rechenvorschrift nach C . F . Gauß . Der Algorithmus
von Gauß kann im Gegensatz zu (378) auf die erste Gleichung einer jeden Elim in a-
tionsstufe beschränkt werden , so daß ein reduzierter Ansatz von n Elastizitäts¬
gleichungenentsteht , die n Hauptsystemen mit ansteigender statischer Unbestimmt¬
heit zugeordnet sind.

-Xi 4i + ■X
’
a ^12 + -̂ s ^i .3 + + Xn öln = <510 ,
V " + Z 3 «5‘V + + Xn d 'H = ,

* , #&' + + Xn d l̂

x ■ 4- Xi ° {n —1) 0

4 - X Mn - l ) _ Mn - 1)
• A n 0 « n — ° n 0

Die abgekürzte Vorwärtselimination liefert X „ ebenso wie der vollständige Ansatz
und genügt zur Berechnung aller anderen überzähligen Größen X k (k — n — 1 . . . 1)
durch schrittweises Einsetzen der Ergebnisse in die übrigen Gleichungen des redu¬
zierten Ansatzes (380 ) . Er bedeutet mathematisch die Beseitigung aller Glieder der
Matrix (319) unterhalb der Hauptdiagonale . Bei Rückwärtselimination verschwinden
alle Glieder oberhalb der Hauptdiagonale . Die Rekursion kann auch als wiederholte
Anwendung des Gaußschen Algorithmus in der entgegengesetzten Richtung an¬
gesehen werden . Ist die Matrix der Elastizitätsgleichungen symmetrisch zur Neben¬
diagonale , so ist die Vorwärtselimination mit der Rückwärtselimination identisch .

Die Rechenvorschrift wird an einem fünffach statisch unbestimmten System
gezeigt (S . 220) .

Die anderen überzähligen Größen werden durch Rekursion aus den Glei¬
chungen 4<8>, 3 (2 ) , 2 (1> und 1 gefunden (,378 ) :

(380)

. k 5 4 3 2 I

^ 2 ^* 2 • — JCg «12

-̂ 3 ^ * 3 • • — ^ 3 Ä28 X3 «13

-^ 4 ^ * 4 • — A4 X34 — « 24 — Xt xu
— Xs X* 5 ' -̂ 5 ^ 45 — Xf «35 — -̂ 5 ^25 X 3 « 15

TOS

eJXIIe * 5 x 3 * 2 * 1

k 5 4 3 2 I

Zur Nachprüfung der Ergebnisse können die Elastizitätsgleichungen
(1 ) . . . (5) verwendet werden . (Fortsetzung des Textes S . 223.)



220 Algebraische Auflösung der Bedingungsgleichungen .

Abgekürzte Rechenvorschrift für die Vorwärtselimination von fünf überzähligen
Größen (381 ) * * -

* 1 * 2 * 3 * 4 * 5

Kon¬
trollen

[Öi2 =
* - 6

fc- i

Belastungsglieder <5<0

zur

ßsk

O

Best

ßtk

imm
* * =
ßzk

ung

ßttc

von

ßiA
0

Be-
lastungs -
fall ( )

01 k I 2 3 4 5 z O O 0

I <5ub <5u <5l2 <5« <5l* <5l5 dj V O O O 0 1 <5io

« l * • <5i2/<5n ^13/^11 <5l4/^ll ^15/̂ 11 • • • * <W <5n

2 ^2 * (^2l) $ 2 $ 3 ^24 <525 ä2X O O O I 0 <520

- « 12 <5i n • - « 12 <5l2 - « 12 <5l3 - « 12 <5l4 —« 12 <5is - « 13 <5l2 • • - «12^10

<5& <5$ <5£ <5& <5& O O O I ^ 20

« 2 * • • «5M tlWV • • • * #äl «8

3 ^3 * ($ ll ) (<532) $ 3 <53* ^ 35 <532’ O O I 0 0 ^80

~«18 * • • - «13 <5l3 - «13 ^14 - «13 ^15 - «13 <5l2' • • • “«13<5«

“«23 $ *£ • • - « 23 ^23 «23 ^24
* “ « 23 *$aV “« 23 $ 1’ • • “«23$ 0

• • <5$ <5$ <% ’ <5& O O I «B

«3 » • • • <5£ 7<5&' « ■ • • * wm

4 <5* 2 (<5. i ) («5*2) (Ö43) <5*4 <5*5 <5*2 O I O 0 0 <5*o
“«14 ^11 • • - «14 ^14 - «u Sls - « 14 <5i2 • • “«14$ 0
~« 24 ä<ul • • - « 24 ^24 -« 24 <5ä’ ~« 24 <522’ • "«24$ 10
- « 34 <5$ • • ~«34 ^S*

’ - «3* ^3
25 ~*34 <532 • • “«34SS

A * = «5Ä • • <5i3*' <5ffi <5i8i O I <5*0

«4 » • • • « 5 • ♦ '
WS

5 <56 2 (ä. i ) (<552) (<563) (<5*4) <565 ^52’ I O O 0 0 <5so
“« 15 ^1 * • • • - « 15 <5lS - « 15 <5i2 • • - « 15 <5l0

—«25 • • • "*"« 25 $ ¥ - « 25 <5a2 • • “«26$ 0
- « 35 <5^ • • - « 35 <5^ - «35 ^82 • • - « 35<5ä0

~ « 45 <5l*i • • —« 45 <5*V - « 45 <5*2 • “ « 45<5io

^ 52 = <5^ • • • <5& <5$ I • «8
• • - • • • * •

*
w 6 9 UOtjenten V<5ft 11 werden unmittelbar in die Rekursionstabelle (38S ) eingetragen .Die eingeklammerten Vorzahlen sind nur zur Erleichterung der Summenbildung beigefügt.
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Berechnung der Vorzahlen ßik eines Ansatzes mit fünf überzähligen

Größen ( 384 ) .

Äs Äs Äs ßi5 Äs

Äl Ä2 Ä3 Ä4 Äs

*12 *13 *11 *15

Äl Äl Äl Äl

«23 * 24 « 25

Äl ’ <5$ Äl

« 34 « 35

Äi ’ Äl

« 45

Äl

Aus a ) folgt ^ = - L .
° bb

Durch Rekursion sind folgende Vorzahlen
bestimmt :

Aus a ) u . b ) : ß w _ /?36 , ß13 — ß3i .

Ä3 ßn ß »3 ßiZ ßb3

Äi Ä2 Ä3 Ä4 Äs

* 12 * 13 * 11 « 15

Äl Äl Äl ’ Äl

« 23 * 24 « 25

Äl ’ Äl ’ Äl ’

* 34 * 35

ßbi * 34 Äs * 35 As >

Ä 3 = *23 Ä 3 * 24 Äs * 25 Ä ;j ,
Ä 3 = — * 12Ä 3 *13 Ä 3 * 14 ßt3 — * 16 ßbi •
ßn = A )2 usw .

ßib ~ * 46 Äs ’ Äs = * 34 ßib * 36 Äs •

Äs = * 23 Äs * 24 Äs * 25 Äs »

Äs = * 12 Äs * 13 Äs * 14 Äs * 15 Äs '

Äs = Ä4 USW .

Aus a ) : ß bi = y?46 .

ßli Ä4 Äl ßii ßbi

Äl Ä 2 Ä3 Äl ÄS

« 12 * 18 * 11 * 15

Äl Äl Äl Äl

* 23 * 24 « 25

Äl ’ Äl ’ Äl ’

* 34 « 35

Äl Äl

* 15

Ä 4 —
^ 3)

— * 15 Ä4 •

Ä4 — — X3i Ä4 ~ * 35 ßbi -

Ä4 * 23 Ä4 * 24 ßii * 25 ßbi ■

ßli * 12 Ä4 * 13 ßsi * 14 ßii — * 16 ßbi •

ßbi ~ ßi3 USW .

Aus a ) , b ) u . c ) :

Ä 2 = Äs > Ä 2 = ßu . Ä » — ßn ■

ßl2 ßn ßii ßii ßbi

Äl Ä2 Ä 3 Äl Äs

* 12 « 13 * 14 * 15

Äl Äl Äl Äl

* 23 * 24 «25

Ä2 — * 23 Ä2 — * 24 ßii — * 25 Ä2 "

Ä2 = * 12 Ä2 * 13 Ä2 * 14 ßii — * 15 Ä2 .

Ä2 = Äl USW.

Aus a ) , b ) , c ) u . d ) :

ßbi = Äs > Äl = ßli - Äl = ßl3 > Äl = ßli ■

e ) Äl Äl ßii ßii ßbi

Äi <5ia Ä3 Äl Äs

* 12 * 13 « 14 « 15

Äl —
0

— * 12 Äl — * 13 Äl — * 14 Äl — * 15 Äl •
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Rechenvorschrift in Verbindung mit (381 ) für die Rekursion eines Ansatzes
mit fünf überzähligen Größen zur Bestimmung der Vorzahlen ß ik ( 385 ) .

^50 öio <53o ^20 Ö10

i k 5 4 3 2 I i

” ßs2 Xk2 — ßz2 x 12

ßö3^23 — ßs3 x 13

* 5

— ßu xki — ßu xu — ßu x u ~ ßu xU
5

~~ ßö5y-k5 — ß $3Xi3 ßbb y-3S ~~ ßs6 x23 ~~ ßs3 x\3
5

<5 o O o o

x k = ß , k ßö5 ßu ßs3 ßsa ßu

~~ ßtS.Kkl ■ ■ ßi2 yi2

^ 43^ * 3 • ■ “ ßl3 X23

— ßn y m — ßii xU — ßii xU — ßa x ii
-̂ 4 4 ~ ßibxk5 — ßi5 Xi5 ~ ßu xaa — ßi3 x 23 ~ ßu xu

4

mi o o o

Xjc = ßi Je ßiä ßu ßl3 ßl2 ßu

ß32^ Je2 ■ — ßz2 X12
“ ß33XkZ — ßz3 x23 — ß33x13

/?34X*4 ~ ßai x3i — ßsi ^ -a — ßu xu
-̂ 3 3 “ ßs&Xk & ß35 7C35 ~~ ß '33x23 “ ^ 35^15

3

ö& ' Wk 1' ■ o O

x k — ft * ßas ßu ß33 ßa3 ßsi

$ 22̂ * 2 • ■ — ßi2 x \ 2

Äa ^ 2s — ßi3 X13

* 2

*“ & 4^ fc4 ■ — ßu x u ~~ ß ‘2i Xli

/?25^ fc5 — ßz3 X23 ~~ ß 'U x 15

öi k
o

i n \
- »

I/ « » o

Xk — ßlk A >5 ßu ß -23 ßi3 ßil

~ ßl2 x k2 • — ßl2 X13

~~ ßl3 x ka ■ ■ ~~ ßl3 X13

* 1 -

~ ßli x kt • ~ ßli Xll

~ ßlö x ks ■ ■ ~~ ßl3 x U
I

Wö ' Wk 1'

Xk = ß lt ßu ßu ßl3 ßiz ßn
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k I 2 3 4 5
X t ökl * 1 * 21 * 1 * 31 * 1 *41 * 1 * 51

* 2 * 12 x 2 s22 * 2 *42 * 2 * 52

* 3 * 13 xa 3 * 3 * 33 * 3 * 43 * 3 * 53

XA 4 * 4 * 24 * 4 * 34 * 4 * 44 * 4 * 54

* 5 * * s xAs * 5 * 25 * 5 * 35 * 5 * 45 * 5 *55
%k — dk0 * 10 ^ 20 ^ 30 * 40 ^ 50

223

(383)

c ) Die Berechnung der konjugierten Matrix . Um die überzähligen Größenfür mehrere Belastungsfälle ohne Wiederholung der Elimination anzugeben , wird
die konjugierte Matrix zu (319) berechnet . Mit dieser ist nach (326 )

h = n
2 ßkh ^hO un d ßh k ~ ßk h *

Ä = 1
Die Vorzahlen ßhk sind nach S . 166 die überzähligen Größen X A (& = 1 . . . n ) für
dk (s = 1 . Um die 1/2 •« in + 1 ) unabhängigen Glieder der konjugierten Matrix
übersichtlich zu berechnen , wird entweder mit der Bestimmung der ßkn aus dn0 = 1durch Vorwärtselimination oder mit der Bestimmung der ßkl aus <S10 = 1 in Ver¬
bindung mit einer Rückwärtselimination begonnen . Die übrigen Vorzahlen ergebensich auf Grund der Symmetrie der konjugierten Matrix zur Hauptdiagonale durch
Rekursion . Zunächst sind mit ßnn die Vorzahlen ßkn . . . ß ln bestimmt . Alle übrigen
ßllk [h — k ■ ■ ■ 1 ) werden stets aus den ersten k Gleichungen bestimmt , da die
übrigen Vorzahlen /3 ( fc+1) fc = ßkik+i ) ■ ■ ■ bekannt sind . Die Berechnung schließt mit
dem Werte von ßn . Er wird bei allen unsymmetrischen Systemen , die keine zur
Nebendiagonale symmetrische Matrix besitzen , durch Rückwärtselimination mit
*io = 1 geprüft .

Die Untersuchung wird auf S . 221 an einem System mit fünf überzähligen Größen
bei Vorwärtselimination nach ( 381 ) gezeigt [Rechenvorschrift in Verbindung mit
(381 ) : S . 222],

Die Elastizitätsgleichungen (319) müssen nach S . 167 durch die Vorzahlen der
konjugierten Matrix erfüllt werden . Sie gelten als Rechenprobe ; z . B . ist

Kontrollen :

k I 2 3 4 5

ßl k$ kl Ai * 11 ßl2 ^ 21 ßl3 ^ 31 ßiAi As *51
ßlk ^ k 2 ßtl ^ 12 ß %2 ^ 22 ^ 23^ 32 $ 24^ 42 $ 25 ^ 52

A k *!: 3 ßsi Az * 23 ^ 33 ^ 33 $ 34 ^ 43 As * 53

ßl k * i 4 ßn * u ßl '2 * 24 ßl3 * 34 ßu * 44 As *54
A t * fc5 Al * 15 ßö2 * 25 ß &3 ^ 35 A4 *45 $ 55 ^ 55

* , = 1 I I I I I

(386)

Die Bedingungen J ? ßhi dkh = 0 für öi0 = 1 werden in der Regel nur dann geprüft ,
A

wenn nur ein Teil der Nebenglieder der Matrix vorhanden ist .
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