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30. Auflésung der Gleichungen durch Iteration.

Die Brauchbarkeit der Wurzeln X,, 8, einer groBecen Anzahl von linearen
Gleichungen scheitert nicht selten an der Fehlerempfindlichkeit der Zahlenrech-
nung 1 durch die Wurzeln nicht mehr identisch erfiillt. Um nun die

Der Ansatz wird
Auflosung nicht mit einer groferen Anzahl von Stellen von Anfang an zu wieder-
holen, kann das Ergebnis als Niherung angesehen und durch Iteration verbessert
werden. Dieselbe Rechnung ist unter Umstéinden auch bei nachtriglichen Ande-
rungen der Vorzahlen d;, niitzlich. Diese kénnen von Anderungen der Form
und der QOuerschnittsverhdltnisse des ST;I]Z:FL[Q:J herriihren. Sie kénnen sich auch
durch die nachtrigliche Beriicksichtigung verinderlicher Trigheitsmomente und
5 der Verschiebung einzelner Stabknoten ergeben haben, wenn zur Vereinfachung
der Rechnung zunichst geometrische Bindungen angenommen worden sind
(S.301). Das Ergebnis der Elimination mit den angenziherten Vorzahlen wird dann als
erste Naherung fiir den verbesserten Ansatz 8; 1, 0y verwendet. Auf diese Weise
lassen sich unter Umstidnden auch Systeme mit verschiedenen Abmessungen trotz
hochgradiger statischer Unbestimmtheit leicht in bezug auf ihre wirtschaftlichen
Eigenschaften vergleichen.

Die Niherungsfolgen kénnen naturgemill auch aus beliebigen Annahmen X, ,
fiir die tiberziihligen Schnittkrifte entwickelt werden, wenn die Konvergenz einer
Iteration feststeht. Hierbei spielt die Fehlerempfindlichkeit fiir die endgiiltige Lésung
keine Rolle, da selbst Rechenfehler ausgeglichen werden. Die vorgeschriebene Ge-
nauigkeit der Losung liBt sich jedoch in diesem Falle nur durch unnotig viele Néhe-
rungsfolgen erkaufen.

Die Rechenvorschrift. In der Regel wird die schrittweise Auflésung eines line-
aren Ansatzes (293) von der Form

20Xy — =0, Byh=1. .. bpp=20y (424)

durch eine Niaherungsfolge eingeleitet, bei der die unbekannte Schnittkraft X in
dtzr Hauptdiagonale der Matrix als Funktion der tibrigen Glieder angegeben wird.
Diese werden zunichst mit Xy, o geschiitzt,

1 .+ - : e el e B O e g
X’-,l e ,5_“'-4; "S's:ﬁ-\h.u_' Oro)s ?E = 1.}, _.}. ! } (425)

1 N " . T = . . . z 2
Die ¥ enthilt dabei nur diejenigen Glieder der Zeile k&, deren Indizes & von k ver-
h

schieden sind (h == k). Der Ansatz konvergiert, wenn die Diagonalglieder in der
Matrix der Vorzahlen grol} gegeniiber den Nebengliedern sind oder genauer, wenn
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jede der # Summen aus r]yn Betrigen der (n — 1) Nebenglieder 0, einer Zeile der
Matrix dividiert durch die Vorzahl é,, in der Diagonale < 1 ist. In der zweiten
Niherungsfolge treten die Werte X, y an die Stelle von Xpy,0. Die Iteration wird
so lange fortgesetzt, bis Xy, A X 41y = X,

Um jedoch in jedem Falle eine Konvergenz der Iteration zu erreichen und auller-
dem die Anzahl der notwendigen Néherungsfolgen zu vermindern, wird die Iteration
in Einzelschritten durchgefiithrt, Hierbei werden die Ergebnisse X, ,, ..., Kenor
einer Niaherungsfolge ¥ bereits im Ansatz fiir X(m+1),» derselben Niherungsfolge
verwendet. Die unbekannten Schnittkriifte Xs0-..X, o der ersten Naherungs-
folge werden angenommen. Dabei wird dann

n n
01 X|.1 = Uy *j.l‘ 5.1;.)1&.0- 522 ‘}42,1 == ‘:’:c- = [S::I }11,1 == i;fs’::r.xis, 0
h=2 h=
: o i k=1 -
01-:.—-"‘ k1= é,_.u =k ..1 ‘jf.-n.-";.n,1 _:_; 2 l‘)u. A};,u'.— ":42(5}
h=1 i = e
. e .,.I -
rﬁ.-:.-:Xn,J. — 'é:lrt? _.?‘:il. 6!;.& “L.’s,l =
s

Die zweite Ndherungsfolge beginnt mit 613X y,2 = 8y — 36,5 X, ; usw. Die

l;f.r':-

Rechnung wird fortgesetat, bis X;, ~ X, w41y erhalten wird.

Konvergenzbeweis. Jede Gleichung (424) ist nach (314) eine partielle Ab-
leitung der Forménderungsarbeit A, oder einer der ihr verwandten Funktionen A7
oder A", dic allgemein mit 4, bezeichnet werden. Die Forménderungsarbeit
setzt sich aus dem statisch bestimmten Anteil 4,, und dem Anteil aus den iiber-
zihligen Kriften X, zusammen:

4 | L I T

A=At~ a3yl o D (427)
D
Sie wird: zum Minimum, wenn die Spannungen mit den duBeren Kriften im Gleich-
gewicht sind. Diese Minimalbedingung begriindet die Konvergenz der Iteration, da
z.B. X; ; so bestimmt wird, daB die Minimalbedingung
ad; o N ; :

= = 0y, "’gI‘.' é:.—thJ —Iéif-’u)ia,n = {Skkik,l =10 (428)
mit dem verbesserten Werte Xy, erfullt ist, X, ; ist daher ein besserer Wert im
Vergleich zu X, ,, so daB die Niherungsfolge in jedem Falle konvergiert. Die Rech-
nung wird um so schneller abgeschlossen, je gréBer die Vorzahlen in der Diagonale
der Matrix gegeniiber den Nebengliedern sind, d. h. je schneller jede Zeile & nach
beiden Seiten abklingt.

Die Annahmen fiir die X, , der ersten Niherungsfolge stiitzen sich am besten
auf Ergebnisse aus der Untersuchung geeigneter Teilsysteme. Dabei liegt es
am nichsten, die Nebenglieder jeder Gleichung in der erste:. Niherungsfolge Null
1 setzen und damit die X ; aus einfach statisch unbestimmten Systemen ver-
dnderlicher Gliederung zu berechnen. In anderen Fillen sind oft Gruppen von
zwei und drei statisch unbestimmten Schnittkriften vorhanden, deren gegenseitige
Abhiingigkeit im Vergleich zu anderen statisch unbestimmten Schnittkriften gréBer
ist. Das vorgelegte Stabwerk wird dann zunichst in Teilsysteme zerlegt, deren
tberzihlige Schnittkrifte leicht berechnet werden und fiir die erste Nitherungs-
folge als Grundlage dienen, Oft kann auch bei der Iteration von den Ergebnissen
mit drei- und fiinfgliedrigen Elastizititsgleichungen ausgegangen werden. Diese
Annahmen sind fiir die Genauigkeit des Ergebnisses unwesentlich, dagegen fiir den
Umfang der Rechnung, also durch die Anzahl der notwendigen Niaherungsfolgen
von Bedeutung, -
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Umformung des Ansatzes. Ist die konjugierte Matrix einer Niherungsrech-
nung mit den Zahlen 8,;.... 8. (R =1...7) bekannt, so kann jede Gleichung eines
in bezug auf Systemgestaltung oder Rechengenauigkeit endgiiltigen Ansatzes mit
diesen \;'.:1;5;[]@.,-“ erweitert werden, so dall durch Addition # Gleichungen von der

folgenden Form entstehen:

A, .l (Bp1Bnx) + Xz X (Onefnr) +- - _'\’"’,l‘ (BanBan) ++ « Xy 3 (8h0003)
=1 =1 =1 1
= 3 (OpoPns); k=1...n. (429)
)

i
Abgekiirzte Schreibweise:

AaXyt A Xot-o + A X+ -+ 4 X, =4

Da die Vorzahlen f, , die Gleichungen des endgiiltigen Ansatzes nahezu erfiillen,
so ist mach S.223
"

n 1] J
Mp= 20 Ba~0; hep= D0 far~1; App= Y 0. Bz =0 (430)
A=] 1

h=1 h=1
und damit diejenige Form eines linearen Ansatzes vorhanden, die bei der Iteration
bereits mit zwei oder drei Niherungsfolgen ein genaues
Ergebnis verbiirgt. Die Matrix der Vorzahlen Ay g ist
jedoch, wie leicht einzusehen ist, nicht mehr zur Haupt-
diagonale symmetrisch (4; , & 4, ,). Dies ist nur der
Fall, wenn die Matrix der Vorzahlen 8;, zur Neben-

Abb. 221.

Jellia= 5844, J&Typ=00762, Giagonale symmetrisch ist.

TelJy=1, vgl. Tabelle 11, Die Iteration in Einzelschritten wird zur Untersuchung

Jells=0,6762, {a=1, des Sdgedachbinders Abb. 215 verwendet, dessen Schnittkrifte fiir

JdJa=08784, (=1, Eigengewicht auf S. 224 {. ermittelt, dessen Stabquerschnitte jedoch

nach einer wiederholten Querschnittsbemessung nach Abb. 221

festgestellt worden sind. Auf diese Weise entsteht die folgende neue Matrix der Elastizitits-
gleichungen fiir Eigengewicht:

X X, Xy X X Ao
+ 7.6396 — I,0321 + 1,7063 — 4,3599 o — 122,8500
— I1,0321 4+ 14,3589 g I,7063 — 6,3509 0 + 49,2037
_~—I7uf:-;—_ + 1,7063 Sh® o= -;-'.L'Jfgl_yl':- : — I,0321 + 6.,0662 — 122,8500
g — 4.,3599 — 6,3509 _— _T_uj.n - 14,35.‘\'.9 + 8,066z + 49,2637
o o o _ 06,0662 + 8,0662 . + 24,0627 — 172,1137

Die Ausgangswerte X, o der Iteration sind die Ergebnisse auf S. 229. Nach der ersten Gleichung

ergibt sich mit X, ,, X, 5, X, ;und X, , der Wert X,,1 = — 9.716. Ebenso wird X, ; = + 6,564
aus der zweiten Gleichung mit Ay Xs 00 Xy gund X, o, Xy 1 = — 9,304 aus der dritten Glei-

chung mit X, ,, X, ;, X, ; und X, , gefunden.

Die Produktsummen werden bei Verwendung der Rechenmaschine ohne Zwischenablesung
gebildet und durch §, , dividiert, so daB nur die Teilergebnisse der Naherungsfolgen aufgeschrie-
ben werden. Um die wiederholte Division zu vermeiden, empfiehlt es sich, die Gleichungen (424)
vor Beginn der Rechnung auf §,, = 1 umzuformen. ;

Die Konvergenz der Iteration ist nach den Ergebnissen der 7. und 8. Zeile schle
jedoch gewisse G mabigkeiten, mit denen sich zugeordnete Glieder der N
dem Endwert n
Iteration ab

bzukiirzen.
Da die konjugierte Matrix der Vorzahlen Bi s des Beispiels fiir das urspriingliche Gleichungs
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| 4 - ” , =
[ e, BE7 R
| 1
Ausgangswerte .| — 0,174 | + 6011 | — 8,776 | + 6,295 | — 6,577
1. Iteration . .| — 9,716 | + 6,564 | — g,304 & 6,414 ‘ — 6,957
e —— | —_— _- — | — — — —
2. il . ‘ — 9,455 | + 6,608 ! — 9,074 + 6,783 ‘ — 7,130
3. . . | — 9278 ‘ + 6,847 | — 8,053 | + 7013 | — 7247
| o (BT
7. i - «| — 8,988 | 77070 | —8.806 | + 7,346 | — 7,395
il — | — -~ L - = =
8. . . .| —8066 | + 7,087 | —8,707 | + 7,360 | — 7405
|
= ' i '
12. 7 + | — 8,932 | + 7,113 | — 8,786 | + 7,402 | — 7,410
13. i « of —8033 | +7111 | —8,783 | + 7404 | — 7.420
14. no e ool —8,033 | 47012 | —8,782 | 4 7,406 | — 7,421
: ) |
system bekannt ist, empfiehlt sich die Umformung der Gleichungen nach (#29). Man erhilt aus der
endgiiltigen 4, ,-Matrix von S.250 und der genidherten f, ,-Matrix von S. 229 die Beiwerte
h=n
Ar,s =2 03 3 Ba¢ und damit das Gleichungssystem
h=]
X, X X, X, X Ak, 0
+ 1,46665 + 0,05433 + 0,04677 — 0,202 81 — 0,01861 — 14,48724
—0,00265 | 4 1,40908 + 0,031 8¢ — 0,05360 + o,00081 -+ 9,36405
— 0,00282 <4 0,05105 + 1,472 50 + 0,05007 + 0,234 21 — 13,82785
— 0,00079 + 0,05020 | <+ 0,03926 + 1,304 60 + o0,06022 + 9.77407
= = e = e e [ 8 SRS AL
+0,02084 | —0,02795 + 0,021 20 + 002214 | -+ 1,32910 — 10,27286
Die Iteration wird fiir diesen Ansatz mit den gleichen Naherungswerten X, , (S. 229) begonnen
und in Einzelschritten durchgefithrt. Sie konvergiert schnell:
Xy Xy p. 48 X, X
1 1
Ausgangswerte,| — 9,174 | + 6,011 | — 8,776 | + 6,205 | — 6,577
I. Iteration . .| —g.033 | 4 7,070 8,868 | + 7,170 | — 7.417
e i . o] — 8,960 | + 7,107 | — 8,771 | + 7,407 | — 7.423
3 i -+ —8931 | + 7714 | — 8,780 | 4 7,400 | — 7,423
4. — 8,931 | + 7,034 | — 8,780 | + 7,400 ' — 7,423
Runge, C.: Praxis der Gleichungen. Leipzig 1921. — Mises, R. v.,u. H. Pn!lag_igr:_]-:-
Geiringer: Praktische Verfahren der Gleichungsanflésung. Z. angew. Math. Mech. 1929 S. 58,

152. — Domke, O.: Dachbauten. Handb. f. Eisenbetonbau Bd. 10, 2. Aufl. Berlin 1923.
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