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Abschn. 25, fiir Stabwerke mit wenig iiberzihlizen GréBen nach Abschn. 26 be-
rechnet. Die Ergebnisse miissen die geometrischen Bedingungen 8, = 0 identisch
erfiillen.

6. Die Belastungszahlen d g . Die Belastungszahlen sind Forminderungen des
Hauptsystems aus den in 2, angegebenen dulleren Ursachen. Sie werden abgekiirzt
nach (300) berechnet. Hierzu dienen die Tabellen 12 bis 16. Unter Umstinden kénnen
die Forméinderungen d;« auch unmittelbar aus den Tabellen 17 bis 19 entnommen
werden. In besonderen Fillen ist die numerische Integration nach Simpson oder
die Berechnung mit Stufen konstanter elastischer Wirkung nach (183) notwendig.
Die Betrige aus Temperaturinderung werden fiir jedes Element des Stabzugs
konstant angenommen (173), die Verschiebungen d,, aus der Stiitzenbewegung nach
(174) berechnet. Die Biegelinien 6,,, (k= 1...#n) des Laststabzugs des Haupt-
systems zur Bildung der EinfluBlinien lassen sich fiir die Belastungszustinde
—X, =1 nach Abschn. 20 und 21, in einfachen Fillen nach den Tabellen 12 bis 16
aufzeichnen.

7. Die iiberzédhligen Stiitz- und Schnittkrifte. Die iiberzihligen GroBen X,
werden bei einzelnen Belastungsfillen unmittelbar aus den Belastungsgliedern, bei
zahlreichen Belastungsfillen nach (326) berechnet. Dasselbe gilt fiir die Ableitung der
EinfluBlinien aus den Biegelinien des Laststabzugs des Hauptsystems nach (328).

8. Stiitz- und Schnittkrifte C, N, M, Q0 des Tragwerks. Die Stiitz- und
Schnittkrifte des Stabwerks werden aus der vorgeschriebenen Belastung und den
ihr zugeordneten iiberzdhligen Stiitz- und Schnittkriften X; mit Hilfe der Gleich-
gewichisbedingungen graphisch oder numerisch nach Abschn. 13 und 14 berechnet.
Die Aufgabe ist nunmehr statisch bestimmt und die Superposition nach (288) der all-
gemeine Ausdruck fiir die Losung. Die Schnittkrifte C,, Ny, My, Qp und Cy, Ny,
My, Q. des Ansatzes sind aus dem Absatz 3. bekannt.

Die EinfluBlinien der Stiitz- und Schnittkrifte werden nach derselben Rechen-
vorschrift durch Uberlagerung der Ordinaten der EinfluBlinien C,, Ny, My, 0, des
Hauptsystems mit den durch C., N, My, Q, erweiterten Ordinaten der EinfluB-
linien X, gefunden. Sie muBl unter Umstiinden mit groBer Stellenzahl durchgefiihrt
werden, um Losungsfehler aus Differenzen zu vermeiden (vgl. auch S, 168).

9. Die Nachpriifung des Ergebnisses. Die Randbedingungen der Forménde-
rung des Stabzuges sind durch die Stiitzung offener Stabziige oder durch den Zu-
sammenhang geschlossener Stabziige vorgeschrieben. Sie miissen fiir das berechnete
Spannungsbild  erfiillt werden. Dies wird nach S.168 durch Nachrechnung der
gegenseitigen Verschiebung geeigneter Querschnitte gepriift.

82. Zeichnerische Auflésung der Bedingungsgleichungen.

Die umfangreichen Zahlenrechnungen zur Bestimmung der Wurzeln linearer
Gleichungen lassen sich zum Teil, in einzelnen Fillen auch vollstindig durch gra-
phische Methoden ersetzen. Sie sind stets niitzlich, wenn die Losung mit dem
Kriftebild des Tragwerks verbunden werden kann. Dies ist bei den durchgehenden
Trigern mit starren und frei oder elastisch drehbaren Stiitzen, bei durchgehenden
Trigern mit elastisch senkbaren Stiitzen und bei Rahmentrigern der Fall.

Die graphische Auflésung stiitzt sich entweder auf die geometrischen Be-
ziechungen der Gleichungen oder auf deren mechanische Auslegung. Die Vorzahlen
Do Denn i By jeder Zeile & werden dabei als die # Komponenten einer im
Ursprung angreifenden Kraft R, angesehen, die nach # Achsen zerlegt worden ist.
Sie bilden, nach dem Ansatz (319) mit den unbekannten Zahlen X, ... X,... X,
multipliziert, die Komponenten dyq . . . 8 - - - 0,9 der Resultierenden 3R, X, nach
denselben # Achsen.
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e Vorzahlen Op i ;S}'. PEMIE 1 einer jE’f]l!]'l Zeile & sind unverinderlich und
besitzen damit die wesentliche Eigenschaft der Masse, so dall den # Gleichungen des
Ansatzes auch massengeometrische Bedeutung beigelegt werden kann. Darnach
werden nach P. Pasternak die Vorzahlen jeder Zeile £ als die fiktiven Gewichte
einer ridumlichen Gruppe von # Punkten Aj behandelt, deren Abstand von einer
Grundrifiebene durch die zunfichst unbekannten Strecken X, vorgeschrieben ist,
Die Gleichung &

H rhe 'r_l‘ . o e b
e X == jﬁﬁ}_lc')“_ R if‘-’- (431)
h=1 d ®

bestimmt daher den Abstand 7', des Schwerpunktes Ej der fiktiven Gewichte §,,
von der GrundriBebene. Die Koordinaten der GrundriBprojektion E, werden nach

bekannten Regeln berechnet, indem die Massen dy; . . . d; . . . d;,, der Projektion 4,
der Punkte beigelegt werden. Damit ist jeder Bedingungsgleichung % ein aus-
gezeichneter Punkt E} zugeordnet, dessen Lage durch die Vorzahlen B By

und die Belastungszahl 8., bekannt ist. Dieses massengeometrische Bild des An-
satzes enthilt, zum Teil ergiinzt durch die analytische Auflosung der Gleichungen
nach C. F. GauB, geometrische Beziehungen zwischen den Endpunkten der Ordi-
naten X, die in zwei Ebenen, in einfachen Fillen aber auch in einer Ebene verfolgt
werden.

Anwendung auf dreigliedrige Elastizititsgleichungen.

Xy 0y + KXoy = dyg
Xy 0y + Xy g0 + X3 0,4 = Oy
Xig O 1) ey + X Oy -+ Xx Ok = Op1)o (432)
X1 Oy + XiOpr + Xy Oxts1) Oyg .
‘-\-n-zdl'e--lrtn o + A, 1 f'jr.u--mn 1) T ‘?‘-n ‘Stn 1in = ﬁc:. -1 0
X n-1 'r)uh:- 1) T+ A’n én 7l o a?l“'
Der Gaulsche Algorithmus liefert nach (388 und 399) bei
Vorwirtselimination (433) Riickwiirtselimination (434)
Xy10n + Xy by = 0y, ' Ay oy Y =d M
X 8 + X3 0y = 4 Xy g + Xy 8 =05
> grk=1y ) . k-1 . - S (=ky
Akl}“ : X.(.;h-'\lJ..nT_")j.u: = ! '\x—l'ﬁklk—ll'l"\j—éi‘ai &) —O'{,_. l'-
“)erl—i If:_.;:ln-l! + ‘:‘L-'l lbln—l.l e d::.‘f;n- ! -R’“,_Q !5["_]“,[_3; + .\’n_lﬁg_!_J_‘_ N—-1) = ‘I’::.-" 1)
'\'-ﬂ r}.:lls V= rsj::.; 4 ’ ‘rlp—l ‘snin—-l.‘ al *‘(n r‘f“l == t}-,,“ §

Die zeichnerische Darstellung wird hier auf eine Ebene beschrinkt. Sie enthilt
die raumliche Punktgruppe Aj bis 4;, deren Grundrif A, ...4, auf einer Achse
abgebildet ist (Abb. 222). Die Abstinde Ay zwischen zwei aufeinanderfolgenden
ILlltﬂxtf_n Ay, :T,.._f-mtl beliebig. Sie kénnen gleichgrol gewihlt werden oder zum
Teil auch Null sein.

_ D]cBel'.l.-a_iungs;p:l]h_- der Ansiitze (433), (434) ist entweder voll oder teilweise besetzt.
Die allgemeine Aufgabe kann mit dem Su]n_-[|m.-i1[r:Tlsgtrﬁtu stets auf die Losung
fiir wenige Belastungszahlen zurtickgefiihrt werden. Der Ansatz zerfillt in diesem




Losung fiir den homogenen Ansatz, 285

Falle in drei Abschnitte, von denen der erste und dritte homogen sind. Diese werden
daher fiir §,,=1 (Losung a) und fiir §,, = 1 (Lésung b) berechnet,

Lisung fiir den homogenen Ansatz. Punktfolge 4,, 4,,, mit A, =+ 0,
.-_"IJH_I ='= U‘ f ; ;

Die Lisung a bedient sich der Kennbeziehungen der Vorwiirtselimination,
indem das Verhiltnis — »,_,,, = Xy1/X; zweier nach links aufeinanderfolgender
Ordinaten als Verhiltnis der Strecken ag_;);, Bix-1) 1 dargestellt wird. Der Abstand
A=A, 4, wird dabei durch den Punkt F,_,,, geteilt. Er fillt nach (433) in
die Schwerlinie der den Endpunkten A}_,, A} zugeordneten Massen §%=2! _y und

(k=—1) (&
1)k +
‘1‘-3—1 Aip_1) 2 Mik—11k 1 . o
O =B R b = S0 ey
X, (k=1) k b -0k = T A Jin v\ )

Dasselbe gilt fiir die Lisung b, bei welcher die Kennbeziehungen der Riickwiirts-
elimination verwendet werden. Das Verhiltnis — %pr—1y = X /X, zweier nach
rechts aufeinanderfolgender Ordinaten wird geometrisch durch die Strecken BLira);
bg -1y und den Punkt F, . ,, ausgedriickt. Dieser liegt nach (434) auf der Schwer-

b0y '*ﬂi.-I-:)I"
A I 4
A A ~&k |
I.f 1| ‘"'“‘-, |
?‘:, g 11 é—r.‘i—-___,.r‘fﬂ "3_ } Feg)
Y
i ﬁ?:"“f g
S A e—tnp—* &
o —rpe—— Ay— —-‘L:_ﬁj-l,r"
Abb, 233, Abl. 223,

linie der Massen 6, und OFi ™, welche den Endpunkten Ay_; und A} zu-
geordnet sind (Abb. 222).

£
X

Qg (x—1) HE (k=1 1
B Fen=35 oy g = 4,
& 1+ 2pia-n 1+ e (k=1

. (436)

Die Punkte Fp 1,2, Fy(xy sind unabhingig von den Belastungsgliedern und allein
durch die elastische Struktur des Systems bestimmt, Sie werden daher als Fest-
punkte bezeichnet. ;

Sind die Verhiltniszahlen X, /X, und XXy, positiv, die Kennbeziehungen
®k-yx UNd 2; .y, also negativ, so liegen die Festpunkte Fy 1)+, Fri_y auBerhalb
des Intervalls A, (Abb. 228). Die Strecken A1y k» Bir_1yr Werden daher im Sinne
e o2
Ap .y, 4, pnd A, A ,L._)l positiv gerechnet. Negative Verhiltniszahlen X X,
WXy, also positive Kennbeziehungen g3, Xp-n ergeben Festpunkte
zwischen A,_, und 4, (Abb. 222). Da der Nenner der Kennbeziehungen

Y= g e = 42
in jedem Falle positiv ist, wird die Lage der beiden Festpunkte zu den Grenzen
des Intervalls durch das Vorzeichen der Nebenglieder d;;_,, ; der Matrix entschieden.

Die Festpunkte Fy;_y, Fy(sy der Achse werden entweder mit den Strecken

k-1 ks @y eingetragen oder durch geometrische Teilung der Abschnitte A, im
Verhiltnis
. ik — . == { fln—k) .
X1k = &{k-llka"lé{k—ﬂ[k—ll : Kr(k—=1) = {Suk—n; e (438)

L‘l'_]lalten. wenn die Kennbeziehungen mit den Kettenbriichen (394) und (404) be-
Simmt worden sind.
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Der Festpunkt Fy .y kann jedoch auch mit Hilfe des Festpunktes F;_,,; und
der Gleichung % des Ansatzes geometrisch gefu iden werden, wenn die bei _]L'JLI'
zeichnerischen Losung unvermeidliche Fehlerfortpflanzung in Kauf genommen wird,

Nach Abb. 224a ist die Gerade £. im homogenen Bereich a durch den Fest-
punkt F_,y bestimmt. Sie schneidet sich mit &.,, im Punkte A, der Geraden &,

Nach der Gleichung

X Oy + X Opr+ X1 Oy =0 (439)

k4

ist der Schwerpunkt E,. der fiktiven Massen 0y (x-1), 05 %» Or(r4y €I Punkt der Achse
(T = ﬂ_]_,-_ Er Ilr_g[ a 1r der Geraden v, im
Abstand ¢, vom Punkte A;.
O 1) Ji s O i

P CB ik S L L (440)

; Ok =1y + Oer - Tk sy ' %
Die Gleichung k& kann auch folgendermafBen
geschrieben werden:

I'fr[;;.-] ) k':fj;; [k-1) = O-.\' + *‘(s\.- +1 ‘:Sk (R-+1) =

Hierbeiist ¥ g £ (0x -1y + 05 2) = Ay

X. 8., und daher Y, ;. =D, Dy, die
Ordinate der Geraden &, welche den
schnitt A, im Verhiltnis 8 : 8y —py teilt. Die
Gerade Dy A}, schneidet nach (441) die Achse
im Punkte £,. Eine beliebige Annahme &,
liefert das Dreiseit mit den Eckpunkten
Dy 1, Ay, Alginy,y auf drei zueinander paral-
lelen Geraden k, (k - 1), w}. Da zwei Seiten
durch die festen Punkte Fx—ne und E; be-
stimmt sind, ist auch Fj ., ein Festpunkt.

Senile Die geometrische Auslegung der Gleichung £
Abb22d wird durch deren Umformung nach
‘{“:—llk r'.‘.si.'f'k-]] _ 5};){,1} + Ji‘[k+1’{6kﬁ‘12 'I “jk{k-q-]}] =) [41-2‘1

wesentlich giinstiger. Dabei ist die Aufteilung der Vorzahl d;; = Oxx,1 -+ Onr,e
beliebig und richtet sich nach den besonderen Eigenschaften des Ansatzes. Die
Ordinate Z;;_y) = B, B} liegt auf der Schwerlinie w}, der fiktiven Gewichte
rﬁ;,{k 1+ Ogx,1, die Ordinate Zy (p.q) = CiCj auf der Schwerlinie gy von &y, und
k(1 - Die Punkte B} b L , Cy. ; bilden nach (442) wieder eine gerade Linie, so daB
ein Dreiseit By ,, A} ,, Cj,, mit den vorgeschriebenen Festpunkten Fg y)s und E;
entsteht. In derselben Weise kann auch die geometrische Konstruktion des Fest-
punktes Fy_y aus F..q . nach Abb. 224b begriindet werden. Die Schwerlinien
r r 3 4 ™ .
W}, 1, W}, » sind durch die Strecken ¢y, €41 bestimmt (Abb. 224),

é* t? 1) akit-‘-li
i ék te=1) + '5;1- 1‘£I Sz = 51& 2 (E'R (41} Ah—l 3 (4433
Punktfolge Ay, Ay, mit A, 40, 4,,, = (l
In einzelnen Fillen werden die Punkte A4,, A,,; zusammengelegt (dzyy = 0),
um das Bild der geometrischen Losung in einfacher We1se mit dem Kriftebild des
Tragwerks zu verbinden. Die Kennbeziehungen .1y, #(psp 5 5ind in diesem Falle
stets negativ. Dem Punkte (4, 4,.,,) der Achse sind daher zwei Punkte A, 4g+1
des Linienzuges &, £.,. zugeordnet.
Die beiden Geraden &, &4, schneiden sich im Abstand #y (., von der Ordinate &.
Dieser ist im homogenen Bereich der Lisung a durch die Kennbeziehung




Lisung fir den homogenen

X&--‘Xﬁ.— 1=

— %5 (k41) VOTgeschrieben und geometrisch durch

Ansatz,

Xia=1, X,

267

— g (k+1)

und die als bekannt anzusehenden Festpunkte Fiinyesyr Fe-nyp bestimmt. Der

Abstand #; ¢y 15t im homogenen Bereich a fiir
Ort der Punkte Lkm__l, daher eine zu % parallele Gerade, die

alle X, ., konstant, der geometrische

Ubergar 1L,-J1tm‘ Wi (k41) -

Ahnliche L.{H]]I'lLf] t-,l he ﬂt ziehungen gelten fiir die Losung b mit PRI s
Der Linienzug £&_;, &ryy Schneidet sich jetzt auf der RAT) kA )
Uberg: :_n__;.ahmt- Uizs1y i IMmAbstand u,. .,”,.f._ (Abb.225). 4«;,,4.,;1\

Die Ubergangslinien ity gy ’-1”'-1 ie Festpunkte \:“,,,
Fiesnem lassen sich aus dem Festpunkt F ;) auch r N\
geometrisch ableiten, ohne die Kennbeziehungen %, e AR |
usw. zu verwenden. Um dies einzusehen, werden die it \i
beiden Gleichungen £ und (k1) umgeformt und addiert o /.---"‘15*"'*"”

¥
Wik} Whery

Wher
'y g Wk oy
ki J;;." il l-:".I |, : e .41 s 5l
.@—ejﬂz-ﬂ R L ol et
i 7 7| f']’ﬂ@“‘fj}' A - q;.‘#}'y -
Abb. 225 Abb. 296.
Xz ey + X5 O — X1 i) =0, |
= X0 KOs iy T Xppe Oy sy =
Ok — Opriny = O d — 4 — 0 o
kk ¥ (ke+1) ki, 13 (41} the+1) k(k+1) (k+1) (k+1),1 0 lH—l-J

{X”.'i'lﬁ = A Jo.l.{;;—l} + } (k+1) (k42) [Ia”l.l_'““rll] L _" (Slkr'l”ﬁ : 11'1 = “j
Yite-1) (Opie-ny + Opp,1) +

Hiernach sind Y5y = BiBj und Y riq) 42y = CiC} Ordinaten der Geraden &,
und &, der homogenen Lisung (a), die mit den Schwerlinien i}, i}, der fiktiven
Gewichte 0y (x_y), 0,1 Und ey (k421 Oirsn (rany,1 Zusammenfallen. Nach (444)
schneiden sich die beiden Geraden &, &%, A, der Abb. 226 auf der Schwerlinie v, der
hiktiven Gewichte (dyx_y) -+ Opzy) und Sppey. Der Punkt E, ist nach (439) mit
Ty =0 ein Punkt der Achse tind der Schwerlinie Wi (k+1) der f1Lt|wn Gewichte
[f?i-u--n + Opx,1) Und (Sgpy eem,1 + Otkan) (remy) . Mit einer Annahme & ; werden

¢ geometrisch voneinander '1bh;mgigm Punkte B, Ji 1, Ak Agen,ae Cins
L“;Hl-, 1 Eefunden, Sie bestimmen ein Vierseit, dessen Ecken auf vier VOTgesc hriebe-
nen Geraden %, 0y, k, W04, liegen, von dem aubBerdem drei Seiten durch je einen
Festpunkt Fy_y) 5, By, E, gehen, Daher ist auch F.yy (x.e) €in Festpunkt und der
geometrische Ort des Schnittpunktes Uy,q) eine zu k parallele Gerade, die Uber-
gangslinie Uzge.q.

Der Ansatz (444) enthilt auBerdem die Beziehung

{ch+1 v -]{J.:) 6Hk+l} + Y[k+1]!i'+2] (afk-i-ll (R+2),1 I 6U-‘+1J [FH—EJ} =0, {445)

nach der sich die Geraden & &4o und Ai,, auf der Schwerlinie o, der fiktiven Ge-
wichte dy,, e und  (Sgen a1 1 Oksn) (ki) schneiden. Dies dient zur Nach-
prifung der geometrischen Konstruktion. Die Festpunkte Fj ;) und die Ubergangs-

1
Y!.—:k-l: wa.—tk—-n = ‘31.-1- 11-' = [Xk+| s :5‘"-‘-'"’,2[;:- =0, ‘
|
|

CJ'\'--: 1) (&+2) ﬁalk #1) (k+1),1 t a{k-i—lﬂi' :] =)

Beyer,

Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 17
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linien 13,4y » werden aus den Festpunkten F ;. .4, (11 ebenso bestimmt. Die Schwer-
limen 1o}, Wy, Wy, W, und 10y 24,y Werden mit den Strecken CyahC
Crsny (s DA €.4q) €ingerechnet (Abb. 226).

Kk Cikes) (kt1)s

Ok (=1} O tk=1) O k41 (k420
Crpr = =3 AJ\;- Crk= 3 5.k Cik12) (k41) = 3 £a ? '.‘I-'.'-_l.ﬂ.l
Ok -1+ O x, 1 Ukte=1) T Ue Cle+10 k=10, 17T C0k+10 (k42) (446)
\ /)
i iy {)Ik,.L||.k+'n'l 4 - e f}:.:um-.el-'l: 2 '\’_&u—u zi.-_-
(k+2) (k+1) — S —ailprgs PE(E+I) T X 1 P
: £ Okan ks T Oirstd ckam 5 (k41 O (=11 O £, 1T Oty traay, 1 -‘1.,._.,,.,-,_,9;.

Die iiberziihligen GréBen bei einzelnen Belastungsgliedern. Die analy-
tische Ldsung dreigliedriger Elastizititsgleichungen fiir zwei aufeinanderfolgende
Belastungsglieder d;;_y)4, 8¢ nach S.239 kann durch den Ansatz

b1 &
- (k=11k - k=110
D, S + X, = Rinp
Hilk=11k "[;---Ht =
A 5 4 (447)
r F o Tk fk=1) L, T N e Y
Kp a4 Xp— 3 =K} (
Yk lE=1) Uk k=11
I I
|
N T
: .'\ / |
Az
A Presie-2) > G -2 ’F’#E.r-';- h'ra'«-"-—-r;" ’ﬁ;'}ni" 5 S I-.-’
Th-tk-2/ i {{...,-;f}_;)-‘ &/ ! (& (LE /7 9 b Whazfier) 8
g g gyt B
. = e sl VAL
gy —dy A )

Abb. 227.

ersetzt werden. Er gilt allgemein fiir zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten und
beweist die geometrische Losung nach Abb,227. Die Belastungsglieder erhalten die
Dimension der uberzéihl:gon Grillen XJ-!-.'I. , A und sind von diesen unabhingig. Sie

| ok-app-y
e x4
__\__I_lr_rllﬁz.l

Ak~

A
= Iz Tk
A& — (]
Y- e, %ééd_ﬁjj
(R Feeafir—
s e A
Uk rhied)

Abb. 228,

v.'ul‘d_un n:u‘}:_ der Art ihrer geometrischen Verwendung als Kreuzlinienabschnitte
bezeichnet, jedoch hierfiir besser durch die Ordinaten Vie—nes Viz in den Fest-
punkten ersetzt, - :
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v L L L
(-Lik Ay = 14 Hik=1) k Iﬁcl—-1:a d,,_,.* N 15:5:2?:.;.- 1 Sﬁ-;ﬂ : {:4—43)
s L U SR B 1 S S T Sl e s
kk Ay kk 1+ Mk (h—1) 'hltnlr' d!.q._n 4 ‘lji.'i_-.i: sin n
Die iberzihligen GroBen X, ...X, , sind bei gleichen Vorzeichen der Neben-

glieder einer Gleichung durch die Festpunkte Fn_ps der Lasung a, die iiberzihligen
GréBen Xy, . .. X, durch die Festpunkte F,, 1) der Lésung b bestimmt (Abb. 227).
Bei ungleichen Vorzeichen der Nebenglieder gilt das gleiche fiir die Festpunkte und
Ubergangslinien Fp_ya, tg_gys und Fe,_y), Upr_yy (Abb. 228).

Allgemeiner Belastungsfall. Die geometrischen Hilfsmittel des letzten Ab-
schnitts lassen sich auch bei der zeichnerischen Losung des vollstindigen Ansatzes
verwenden. Die iiberzdhligen GréBen X, sind wiederum Ordinaten einer Punkt-
reihe A; in beliecbigen Abstinden A,. Jedem Intervall Ay sind zwei Festpunkte
Fanes Frg-y zugeordnet. Jede Gleichung %

X1 Oea + Xa O + X1 8pipany = Oy (449)
bestimmt nach der Auslegung auf S. 256 einen Punkt Ej; als Schwerpunkt von

fiktiven Massen Oxir—1» Oxx) Ox(rsq), Welche den Punkten A}_,, Ay, AL, zugeordnet
sind. Die Koordinaten dieses Schwerpunkts sind nach bekannten Regeln

1T - -'-x.| pllpey — Op (ko A T ] j i
TR e e (T R i ns (450)

O tk-10 + Oxx + Gpesny O te-13 + O + Ga trsns

Ebenso darf in (449)
X1 Oy + Xibpp = Yy (O gy + G22) (4561)

Abb. 220. Zur Ableitung fir positive xp(ks1).

gesetzt und Yy, ,, als Ordinate des Schwerpunkts der Massen O3 r-1y und d,, in
Ap_y, A} angesehen werden. Sie unterteilt den Abschnitt A, in D, nach dem Ver-
haltnis Gy : 6xp. Aus (449) wird dann

Yaoen) (e sy + ) + X Opisn) = G0 = T ey + Oz + Speen) - (452)

Demnach ist T, auch Ordinate des Schwerpunkts der fiktiven Massen (8 ,_,, +- O )
und 8 gyq), S0 daB die Punkte Dy, E; und A; 4, eine gerade Linie bilden (Abb. 229).

Auf diese Weise entsteht das Dreiseit A}_,, D, 4 ks Aj4q, dessen Eckpunkte
auf einer Schar paralleler Geraden liegen. Ihre Ordinaten sind unbekannt. Allen
moglichen Dreiseiten ist jedoch der Punkt E; der Seite D} A;,, gemeinsam. Ist
auBerdem noch ein Punkt L; der Seite & = A,_,A; gegeben, so besitzen auch die

Seiten A'i;l,'”l dieser Drefseite einen gemeinsamen Punkt L, ,, da die Punktreihe Dy
17%
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dhnlich zur Punktreihe A; (Ahnlichkeitspunkt L,) und die Punktreihe D% dhnlich
zur Punktreihe A5, ist {.'3‘3‘hnlEch]{L:_ilthullk: Ey). Daher ist auch die Punktreihe 4}
dhnlich zur Punktreihe A, ;. Der Ahnlichkeitspunkt L, , ist allen moglichen Ge-
raden &,., gemeinsam und liegt nach Konstruktion mit L, und E} auf einer Ge-
raden. Bewegt sich der Punkt L, auf einer Geraden, so ist die zugeordnete Punkt-
reihe L., zu E} perspektiv und daher dhnlich zu L,. Ist die Punktreihe L, senk-
recht zur Achse, so gilt das gleiche von der Punktreithe L, .

Dieses geometrische Bild kann fiir jede Ordinate T, also auch fiir T, — ¢
angegeben werden, so dal die Punkte £, mit E; in die Achse fallen. Der Geradenzug
Ex=§&, oder &= & des homogenen Ansatzes ist dann fiir jede Lage des Punktes A;
durch die Festpunkte F . 4%, Frgan 0der Fae, Froe—ny bestimmt, je nachdem
0,0 = 1 oder d;, = 1 gesetzt wird. Daher ist bei der Entwicklung der geometrischen
Lisung nach rechts eine Gruppe der zugeordneten Punkte L,, L, ., durch die Ordi-
naten in den Festpunkten F, ;) bestimmt. Der zweite geometrische Ort fiir die

e
Punkte Ly, = Fig4q besteht aus dem Geradenzug ,, = FI::_-;-;:.-EL (Koordinaten
fir Ej sind e, T)), dessen Ursprung daher mit den Randbedingungen fiir F}, be-
stimmt ist. Dasselbe gilt fiir die Entwicklung der Lésung von rechts nach links,

» =
Abb, 230. Fly_y) 3 Ef=lom Flyyy)xBf=tno.

Die Elemente der graphischen Darstellung sind hier die Ordinaten in Fy;_,,, die
5

Koordinaten ¢;, T, der Punkte E}, und der Ursprung des Geradenzugs {, . =F 1 Ex
in F,.,_; (Abb. 230).

Nach der ersten und letzten Gleichung des Ansatzes
XI a11 + X2 E512 = aIU; Xﬁ—l aﬂln—l) + “’{ﬂ ann = 6“0
ergeben sich die Koordinaten der Punkte E und E zu

T 4 — &
BT e T < b RS
i : n+t oy =5 dy+d 1’ l (453)
T 8 — =
Enb =T = g X £ = = - On tn-1) [
- AR PR WhE,=e, Opn T Gain-1 o
Nach (435) und (437) ist ¢, = a,,; nach (436) und (437) ¢, = —a,(,_y. Der Ur-

sprung F, des Geradenzugs (,,, ist daher Ej, der Ursprung F,,,_,, des Geraden-
zugs (., der Punkt E..

Diese Rechenvorschrift kann durch Verwendung der Gleichungen ergiinzt
werden, welche bei Vorwirtselimination oder Riickwirtselimination nach GauB
e£l1aiten werden. Sie bestimmen nach (433), (434) die Ordinaten von Fi_q und
f il des Geradenzugs 5;;_315 die Ordinaten der Schwerpunkte der fiktiven Mnsﬁe_n
Oe—De-n: Sunye und O™, 8,,,. IThre Verwendung ist naturgemiB fiir die
zeichnerische Lésung ohne Bedeutung. Da aber die Gieidmng % im Gaubschen
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Algorithmus von der reduzierten Gleichung (& — 1)*-2 abgezogen wird, um die re-
duzierte Gleichung (k)1 zu erhalten, kann der ihr zugeordnete Punkt Fj .,
als Schwerpunkt der Massen (0=} x~1) + Seyyz) in Fly_y), und O In Ej angesehen
werden. Die drei Punkte liegen daher, wie bereits geometrisch bewiesen, auf einer
Geraden.

Um diese geometrischen Beziehungen bei der Losung einer Aufgabe zu verwenden,
werden # Punkte A,... 4, auf einer Achse in beliebigen, also auch gleichgrofien
Abstinden A, . .. A, aufgetragen. Dabei ist die Struktur des Hauptsystems mal-
gebend. Die Festpunkte F_y);, Fyroyy werden mit Hilfe der Vorzahlen der Be-
dingungsgleichungen nach S.256 geometrisch bestimmt oder nach (435), (436) mit.den
Kennbeziehungen _j) , #y(;_q) eingerechnet., Dasselbe geschieht mit den Koordi-
naten ¢, T der Punkte E;, so daB sich die Geradenziige £,,, (,, und damit die
Geraden &, eintragen lassen. Sie schneiden sich in den Punkten A} der Ordinaten 4.
Damit ist die Richtigkeit der Losung nachgepriift. 4,4, = X,.

Die Kennbeziehungen eines Ansatzes nach (387) mit negativen Nebengliedern,
also mit Gleichungen von der Form

T Xk--z 57:&»-11 it "i—kakk = Xi.'--l d.ktk-.-ll = é‘kl:r

sind negativ. Dasselbe gilt nach S. 255 auch fiir die Abszissen @_y), @i
der Festpunkte. Diese liegen daher auBerhalb des Abschnitts 4,. Die Koordinaten
von Ej; sind:

AkEk = ek = AE] rSJ:_U.-+11-‘-'18+1 e akir—nd_t T!,— o _agu

~ : "
= akli—l] o E dkk_ é.l‘k+1]

. (454)

— Oy 1) + O — dA-MMI

£ ’
o _E“’fr_ﬂ_
-T..
=
*
|
Aoy I
- \\ __‘-I
et
\.:\\
Abb. 251. S
Zur Ableitung flir negative sy 4y, ‘\IA{‘** di
: ]

Die geometrischen Beziehungen bleiben unverindert. Dasselbe gilt daher auch von
der zeichnerischen Lésung (Abb. 231).

Wechseln die Vorzeichen der Nebenglieder des dreigliedrigen Ansatzes, ist also
z. B. in der Gleichung £ die Vorzahl ;. positiv und daher @y positiv, die
Vorzahl 8,,,,,, negativ und daher a,,,, negativ, so liegen die Festpunkte f‘k_”k.
Ftx— zum Bereich A, zwischen den Intervallgrenzen A,_,, A,, dagegen die Fest-
punkte Fy ;. 1y, Firany s zum Bereich A, auBerhalb. Werden dessen Intervallgrenzen
mit 4,,, = 0 in einem Punkte zusammengefaBt, so ist auch a1 = Zrinr = 0,
d.h. die dem Bereich A,,, zugeordneten Festpunkte Fy .1, Fexsn s fallen eben-
falls nach 4,, 4

k+1°
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Den Endpunkten A4,_;, 4; des Abschnittes A, sind die Gleichungen (k — 1), &
zugeordnet, die Gleichung (& — 1)
X.:-—-a é-‘k—-]!%l‘—!] T X.'c—'l 5.;1-_1“;-_11 o Xi.' 5!?:---1!1. = Ogi-1)0

geometrisch beschrieben durch den Punkt Ej_, (Abb. 232) mit den Koordinaten

"jtz_ntffj; J-sll'—l,lk
Epq = 3 L4 3 il i 3 AJ. = Crir—1) l
= Otk=1) (k=20 T D=1 (k=10 T Nk=10k (k=10 (k=1),1 77T (k=11k - =
_ P (455)
E B =T 1= s ' [
o el A=l 'slk—llli’—!hl =2, érl.-_:_n- :
die Gleichung &
X1 Oty + Xi g — Xiia O sy = o
geometrisch beschrieben durch den Punkt Ej; mit den Koordinaten
it : P 3
g, - -~ LS "—1:; = Gy 1 f S _Ykp ] (4-‘)3}

‘jxrt—u + d; k1 ‘s'l:‘.i-—l? o Okk.l

Abb. 232,

Fiir die zeichnerische Auflésung der Gleichungen mit Hilfe von Ey und Fo_ s
Fe+1 usw. sind Begriindung und Ableitung auf S, 260 mallgebend. Dabei wird der
Geradenzug {,, aus einem bekannten Punkte F te—1 x der Geraden &, dem Punkte E;
und der Ordinaten im Festpunkte Fy ., also im Doppelpunkte Ay, Ay, ent
wickelt. Damit ist Fj, ., bestimmt, aus dem in Verbindung mit £}, der Punkt
Flx41) s auf der Vertikalen durch F,qy xss) gefunden wird. Der Geradenzug &,
entsteht aus einem Punkte Fiy . g) 4.1y und £}, . Er liefert auf der Ordinate in F .y x,
d.i. im Punkte 4,,,, den Schnittpunkt Fli i1, aus dem in Verbindung mit F} der
Punkt Fy,_,, erhalten wird. Damit sind die Geraden &y jedes Abschnitts A, also
die gesuchten Strecken X;_,, X, bestimmt. Der Ursprung F}, des Geradenzuges £,
fdllt wiederum mit Ej, der Ursprung F, m+1 des gegenldufigen Geradenzuges ,,
mit E, zusammen,

Die Losung kann durch #hnliche geometrische Beziehungen nachgepriift werden.
Durch Addition der Gleichungen % und (¢ + 1) entsteht nach (444)

Xy &Hk—ll o XJL-&H;.J. == Xk+1 6“:.'.1}{):.,.1)‘1 -+ Xk4-2{§tk+1]tk+zi = 6,{,, + Giranye  (457)

und damit eine geometrische Beziehung zwischen vier fiktiven Massen in 4 by Aie
oder deren Zusammenfassung in zwei Punkten By, C} mit den Ordinaten Y ;_yx,
Y“.'d-ll, (k+2) mit dem SChWETPunkt E’kik‘l’” (Abb 233:1 =

A i é
Ay By — —  “le=1l —
S et oy AET G (458)
= Siren) s
Ay Gy = = dyyo= Clk+2) (R+1) »

01 ke, 1+ Siran) ey
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4 E i = 'Iju--_uu..-g_- ,.’I;-.z = élt—lu P
Ap 1) Exik+1) = Crik+l) =

O -1y 1 Opx1+ 5‘&;1!::«1'-.1 + ’-"1tu1|rl-+z.-l ! o

_ ; (459)
7 o il "’k_u F dzsnio
L) ‘Jei;.-—u -+ dl& S e d'u_[lu;..n,: i '}u:-tlllu'.'l ,
Die Punkte z’f;;,_ J'_L';;;_..Hl R O liegen daher auf einer Geraden, fiir die £}, Festpunkt ist.
[n dhnlicher Weise werden die Glmchungen k und (k + 1) geometrisch ausgelegt.
-1 5“' ey J’- Ok! s B ':*Xk s L ]5Hkr11
=y YHL—”.\: {dk[n—l} 21 éki l:l }Lk-H = ‘\-k} aJ.-ik.'.'” =(5i.-n i

(Xper — Xi) sy + Xpsa O e+ Xewe Seiny an
== {X.l:-ll"‘ )Lml' ‘j[ulh -+ Yumu +2) m:“l][n]b 1 é{.u-lu-’ |-2J" II5{ 41009
d. h. die Geraden B34, und B,A.,
schneiden auf der Schwerlinie o eine
Strecke von der vorgeschriebenen Linge
deg

de—p + Gew,1 — ey : qi Hﬁ{”
ab. Ahnliches gilt fiir die zweite Glei-
chung.

Wird daher eine Gerade g, mit dem
vorgegebenen Punkt Fi;_;,, angenom-
men, so ist g, mit By und E}g.y, also
auch €}, bestimmt. Dasselbe gilt fiir die
Gerade g; mit By und der Strecke S;
auf .. Daher besitzt auch die Gerade
Apeq, Cp einen festen, dem Punkte Abb. 233.

Flx_ 1 zugeordneten Punkt von & ,.
k-1k ZUE . Sk+2 .-r;.a-.-sf i)ty 130 B0 —=t= ﬂ--'e?*
Dieser liegt auf der Ordinaten wvon ) = > 5 F it

I
F]Hm“ﬂ Die Lisung wird fiir eine ~ "EI_ | i
Gerade Fj,_;,; B am einfachsten, die :fm

gleichzeitig durch Ej};.q verliuft.

Damit ist eine zweite zeichnerische ,.,oj

Auflosung des Ansatzes mit den /15\

Festpunkten Ej ;. und den Strek-

ken S, S;,, gefunden worden. = o
Um die Genauigkeit der zeichne-

rischen Ldsung festzustellen, wird die

Identitit der Gleichungen des An-

satzes mit den Ergebnissen fiir die Abb. 254

iiberzihligen GriBen  untersucht.

Sie kann durch Iteration verbessert oder auch durrh die Berechnung der 4 X, aus

ATL'_" Tk_ I’sgu;;_y'?"’\kk" fs""*“
nach X, , = X, ; + 4 X, berichtigt werden.

Die Losung wird an der Berechnung eines symmetrischen Briickentrigers
gezeigt {."!.hb. 234), dessen mittlerer Teil als steif eingespannter Rahmen ausgebildet ist. Hier-
zu dient ein dreifach statisch unbestimmtes Hauptsystem, an dem auBer der Belastung die
Stiitzenmomente X, ik e iiberzihlige Grifen angreifen. Die l'orm.‘iuduunqw des
statisch bestlmmten Abschmtt&. des Hauptsystems sind bei Annahme eines fiir alle Stibe
gleich groBen Tragheitsmomentes

X (2 Xz 18 X 3 4 (i
\tkl:!.l!_,lﬁ 1)+ K1 O+ Aieen), 1 Ok it (461)

10 e
Oy = dyy = é—(ﬂ,o + 10,0) = 6,333; Big= Ogs = T 1,667 ;

12
dga == 555 = -%— “_0,0 e 12'0} = 7.333. 'jg'j = 645 = “ﬁ' — 2+ﬂ{"} .
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mten Abschnitts ans
Belastungsfall ist:

tatisch unbestim

mt. Fiir diesen

P, % 1 werden mit Hilfe

Die Forminde
der Tabellen Ab

1 = 1 L] Rl
My .= o 20 e =2 =—{,192 T 0,442 mt :
Ll 2 : — B,5/
3 1
H : v : = — 0,0308 NS

0,634 mt: M, = < 0,250 mt

0,366 mt; M, 0,366 — 0,0308-15,0 = 0,096 mt,
- 0,250 mt; M, = 0,250 — 0,0308-15,0 = 0,212 mt,
S — S — L 12 L ! 12 |’|Hi:H o A 6.036
4 3 3 ik 2 ¢ \
1 / 0,634
= 7 12 | —0,250 ]J = {1,268 .

1

Matrix der

\ 3
d A [ k
T
I 0,333 1,007 3,000
2 1,007 +=7:333 | 2,000 | I1,000
3 2 6,03¢ 0,268 4,304
! | 0,208 6,036 2,000 | 8,304
e i | St - = S o
5 i R : P
x | | 2,000 7:.333 | +1,007 | 11,000
I -—— — et
L | 1,667 6,333 8,000
|

Hierbei ist Sy = dpqamyy + Gpz + O jppyy-

Der Kettenbruch P11 = Pes wird in bekannter Weise nach (404) und (394) geb

liefert
Xes =12 = 0,2632; gy =25 = 10,2001 ; 4y = xy, = 0,04912;
ogg =gs= 03321 sy =25 =0,2500; By = fy=0,1690.

L?ik. Abschnitte A, werden in f_.!_lL-.rem.-.1|n|rr|uu,|.; mit den Feldweiten festgesetzt, um das Er-
o - * e e 1R/ e H 1 x
gebnis der graphischen Auflésung unmittelbar zur Bestimmung der Schnittkrifte des Stabwerks
zu verwenden.

Hig—r)y k-

-tk = l; By ey = — ],
LT Xia-1)% I ¥pie—1)
Riegelstab i, 2 3 4 5 | 6

By g1y k 2,084 2,608 0,562 2,062 2,000
B k—1) 2,000 2,992 0,562 2,008 | 2,084

o B 0400 s — St s

5k 3
Bedingung 1 2 3 4 5 6
[ +2,084 | 40,666 ~2,503 | +2,503 | —0,666 | —2,084

Vorgeschriebene Belastungsannahmen,
Die iiberzéhligen GréBen sollen fiir Fivanoau e : T -
Nutzlast p = 1 L‘Fm f -J.f!‘a‘“!:olirin. \i“‘? Eigengewicht g = 1 T_'llflﬂl. Belastung des Feldes 4 mit
. terner r gleichfdrmige Temperaturerniedrigung des Riegels um 15° und

fiir eine gemessene Ver 23 Lir i
o - ge .Em erdrehung des linken Rahmenstiitzpunktes um 19’ angegeben werden.
E | . = 60000 tm?2,




Soweit sich die For
riehen, ist eine néihere Er
Die statisch unbestim

berechnet. Die Momente M

worden. Hieraus folgt die

Zahlenbeispiel.

dnderungen auf den statisch bestimmten Teil des Hauptsystems be-
klarung unnétig. ;
mten Forminderungen 45, 641 werden aus

8

Je 5.

o = [ M@ MPree g,
N - | K .I
13", M sind mit Hilfe der Tabelle Abschn. 81 in Abb. 234 aufgetragen

i

Ubersicht der T, = in mt.
.\t.
k I 2 3 4 5 6
| |
: go, : 172.5 I55,7 | o
Eigengewicht 1 t/m + = 1 it bt t 351 + 18,75 |4 15,68 11,30
£ i 8,000 11,000 8,304 ‘
112,5 112,5
Nutzlast p=1 t/m auf /y 2 o el
! - 11,000 8,304
: i 459
el § = — 159 - -+ 0,415
Riege 5 8,304 415 | |
z 31,6 62,1
A = 14’ — = i ‘
12 | 8,304 8,304
P =EJ oty N{¥ =— 60000.0,00015:12:(— 0,0308) =+ 3,45,
0 =— EJ XC®MA, =— 60000. 0,006 : 19 :0,000201 =— 31,6,
.. gH i &
s il
i

f

—— Ligengewicht 1i/m
— - — - — Mulziasf Feld 7 1ifm

— o —— Wigeriagerverdr 1’
e — JEmpEreTUrverming. 45 (1 fich)

Abb. 235.
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Um die Gleichungen zeichnerisch aufzulosen, werden nach S. 261 zuerst die Festpunkte

Fyg .- Fyys Fgy ... Fy und die Punkte E, .. . _F-,'S_mit.dc.n ]_':F,‘._{U]..lll'i!:::ﬂ_'.ll Byg - - Bgg, Byg oo Gy,
£y ... ¢ der Rechnung auf der Achse A, ... d, eingetragen und die Ordinaten T, ... ] s fiir
jeden einzelnen Belastungsfall in E, . .. E, abgesteckt. Die positiven Werte erscheinen in der

oberen Halbebene, Daher gilt das gleiche von den iiberzihligen Schnittkriften X,. Mit den
Ordinaten Ty, T, in den Festpunkten Fy,, Fge und den L‘I_miplm]ittn_ Li der Strecken T sind die
beiden Geradenziige £y, {np und damit in jedem Abschnitt A, zwei Punkte Ffi ,,,, F{; . des
Geradenzuages &, bestimmt, welcher anf den Ordinaten _Hfl, A, usw. die gesuchten Strecken ,k'],

Ay usw. abschneidet.

Die statisch unbestimmten Stiitzenmomente nach Abb. 235
in mt fiir jeden Belastungsfall:

1
- : | ; ; " :
Belastung X5 I Xy I Xy Xy Xg Xg
Eigengewicht. . . 10,2 | 158 19,7 19,7 | 158 10,2 mt
Nutzlast, . . . .| —3.4 | 12,1 14,5 — 0,7 0,3 o
Temperatur 4 0,05 | —o,18 0,63 | 0,63 —0,18 0,05 ,,
Lagerverdrehung .| —o,50 | 1,50 — 540 | —II1,20 330 | -a,80

Die Schnittkrifte des statisch unbestimmten Bereichs des Hauptsystems sind
M=M»_X M3 _x M.
Die Momente flf'uu- ans den einzelnen Belastungen werden nach dem Tabellen Abscha. 61

berechnet.
Biegungsmomente in mit.

Belastung M, | M, |M=-x| M, M, |M=--x,| M, M,
Ei : I Al = [ =
“igengewicht, . .| — 0,20 | 40,58 | —19,7 | —19,1 | —19,1 — 19,7 0,58 | — 0,2
Nutzlast. . . . .| — 1,24 | +513| —145 | — 938 400 | + 0,7 + 3,36 | — 3,01
Temperatur . . .| — 1,03 | +0,85| — 0,63 | + 0,22 etz 0,22 | 4+ 0,63 |+ o085 — 1,03
Lagerverdrehung . | +32,70 I —3:94 | + 540 | + 1,41 | — 578 | 4+11,2 | —16,08 | 410,47
Mohr, O.: Abhandlungen aus dem Gebiete der techn. Mechanik, 3. Aufl. S. 83. Berlin 1928,
— Culmann: Anwendungen der graphischen Statik Bd. 3. Ziirich 1900. — Fidler, Claxton:
Trans, Inst. C. E. Bd. 74. Okt. 1883. — Massau, J.: Annales de I'association des ingénieurs
de Gand 1888, — Vianello: Der durchgehende Triger auf elastisch senkbaren Stiitzen. Ham-
burg 1904. — Ostenfeld, A.: Graphische Behandlung der kont: Triger. Z. Arch.- Ing.-Wesen
1805 S.47; 1808 Heft 1. — Vlachos: Zeichnerische Behandlung der durchgehenden Triger.
Ost. Wochenschr. &ffentl. Baudienst 1908. — Marcus, H.: Die Berechnung von Silozellen,

Z. Arch.- u. Ing.-Wesen 1911. — Mehmke, R.: Leitfaden z. graphischen Rechnen. Leipzig 1917.
— Pasternak, P.: Berechnung vielfach statisch unbestimmter biegefester Stab- und Flichen-
tragwerke. 1. Dreigliedrige Systeme. Ziirich 1927.

83. Integration der Elastizitdtsgleichungen als
lineare Differenzengleichungen,

Die Wurzeln des Ansatzes sind bisher durch die algebraische Rekursion der
linearen Gleichungen bestimmt und zeichnerisch einer Punktfolge 1...k. ..#% zu-
geordnet worden. Das Ergebnis erscheint dabei geometrisch in einem funktionalen
Zusammenhang, dessen Unbekannte nur fiir ganzzahlige Werte k der Verinder-
lichen (k-4) Lbsungen besitzen. Damit entsteht die Frage nach derjenigen
stetigen Funktion, die fiir ganzzahlige unabhingige Verinderliche Losungen des
linearen Ansatzes ergibt. Dieser erhilt damit die Eigenschaft einer Differenzen-
gleichung.

k++m

Ml / L s . .
Die Elastizitatsgleichung 6,,X, = 6,,, (k=7 — - ist eine lineare Funk-
Nk 2 )

tion von der Form

F (X, X e Xy pi S 0 (462a)
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