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Die überzähligen Größen X x . . . X ^ sind bei gleichen Vorzeichen der Neben¬
glieder einer Gleichung durch die Festpunkte F {h_1)h der Lösung a , die überzähligenGrößen X k+1 . . . X h durch die Festpunkte F rlr_ x) der Lösung b bestimmt (Abb . 227) .Bei ungleichen Vorzeichen der Nebenglieder gilt das gleiche für die Festpunkte und
Übergangslinien F (h_1)hl u (Ä_ 1)A und F r (r_1} , u r{r~1} (Abb . 228) .

Allgemeiner Belastungsfall . Die geometrischen Hilfsmittel des letzten Ab¬schnitts lassen sich auch bei der zeichnerischen Lösung des vollständigen Ansatzesverwenden . Die überzähligen Größen X k sind wiederum Ordinaten einer Punkt¬reihe A k in beliebigen Abständen A k . Jedem Intervall Ak sind zwei FestpunkteF ik__1) k , F k ( k_ 1) zugeordnet . Jede Gleichung k
+ X k Ökk + X k+1 ö kAk+1) = <5fc0 (449)

bestimmt nach der Auslegung auf S . 256 einen Punkt E '
k als Schwerpunkt vonfiktiven Massen 6k (k_ 1) t 6kk , 6m +1) , welche den Punkten A k _ 1 , A '

k , A '
k + 1 zugeordnetsind. Die Koordinaten dieses Schwerpunkts sind nach bekannten Regeln

Ak Ek = ek
<5* (* H ) Ak + 1 ~ ^ klJc- l )_Ak
<5* <*- n + <5* * + <5* (*+d

’ E k E '
k = Tk =

<5* <*~1) + 0* 1 + 01 (450)
Ebenso darf in (449)

X k- iö k {k- D + X k äkk — Yk (k- D (^kuc- i ) + dk k) (451 )

Abb . 229 . Zur Ableitung für positive x* (*+ i ) .

gesetzt und Yk (k_1) als Ordinate des Schwerpunkts der Massen d k ( k- i ) und ökk inA ’
k ~ \ ,A k angesehen werden . Sie unterteilt den Abschnitt Ak in Dk nach dem Ver¬hältnis ök (k_t ) : dkk . Aus (449) wird dann

^ * 0b-n (^fc(fc- i ) + &kk) + X fc+i = dkü — Tk (dk {k_u + ökk + ök {kJrl ) ) . (452)
Demnach ist T k auch Ordinate des Schwerpunkts der fiktiven Massen {dk {k- D + bkk)und bk {k+ 1) , so daß die Punkte Dk , E k und A ’

k + 1 eine gerade Linie bilden (Abb . 229) .Auf diese Weise entsteht das Dreiseit A '
k ~ x , D'

k , A '
k , A kJrX , dessen Eckpunkteauf einer Schar paralleler Geraden liegen . Ihre Ordinaten sind unbekannt . Allen

möglichen Dreiseiten ist jedoch der Punkt E '
k der Seite D'

k Ak+ x gemeinsam . Ist
außerdem noch ein Punkt L k der Seite = A '

k_ x A '
k gegeben , so besitzen auch die

Seiten A k Ak+ x dieser Dreiseite einen gemeinsamen Punkt Lk+X, da die Punktreihe Dk
17*



260 Zeichnerische Auflösung der Bedingungsgleichungen .

ähnlich zur Punktreihe A k (Ähnlichkeitspunkt L k) und die Punktreihe D'
k ähnlich

zur Punktreihe A k+ X ist (Ähnlichkeitspunkt E k) . Daher ist auch die Punktreihe A 'k
ähnlich zur Punktreihe A ’

k+ 1 . Der Ähnlichkeitspunkt L k+1 ist allen möglichen Ge¬
raden gk+1 gemeinsam und liegt nach Konstruktion mit L k und E '

k auf einer Ge¬
raden . Bewegt sich der Punkt Lk auf einer Geraden , so ist die zugeordnete Punkt¬
reihe L k+X zu E '

k perspektiv und daher ähnlich zu Lk . Ist die Punktreihe Lk senk¬
recht zur Achse , so gilt das gleiche von der Punktreihe L k+1 .

Dieses geometrische Bild kann für jede Ordinate T k , also auch für Tk — 0
angegeben werden , so daß die Punkte E '

k mit E k in die Achse fallen . Der Geradenzug
gk = g '

k oder gk = gk des homogenen Ansatzes ist dann für jede Lage des Punktes A 'k
durch die Festpunkte F a _ x) k , F klk+X) oder F (k+1 ) k , F k {k_ 1) bestimmt , je nachdem
d„ 0 = 1 oder <310 = 1 gesetzt wird . Daher ist bei der Entwicklung der geometrischen
Lösung nach rechts eine Gruppe der zugeordneten Punkte Lh , L h+1 durch die Ordi -
naten in den Festpunkten F fk~1) k bestimmt . Der zweite geometrische Ort für die
Punkte Lk+1

= F k (k + 1) besteht aus dem Geradenzug £0n = F [k _ x) k E k (Koordinaten
für E '

k sind ek , Tk) , dessen Ursprung daher mit den Randbedingungen für F '
12 be¬

stimmt ist . Dasselbe gilt für die Entwicklung der Lösung von rechts nach links.

Abb . 2S0 . f ; .

Die Elemente der graphischen Darstellung sind hier die Ordinaten in F k {k_ x) , die
Koordinaten ek , Tk der Punkte E ’

k und der Ursprung des Geradenzugs £n0 = F '
,k + 1) k E'kin (Abb . 230 ) .

Nach der ersten und letzten Gleichung des Ansatzes
^12 = <5l0 + ^ n ^nn — ^nO

ergeben sich die Koordinaten der Punkte E '
x und E '

n zu
<5mEXE\ = Tx =

r .
<hi + <5«

o

Ak E x — ex — 4 ,

i + *n (n—1)
AnE n = G,

<5n - f- ^ 12

-
— dn (n- l >

5 » * + <5n (n- X)

(453 )

Nach (435) und (437) ist ex = a12 ; nach (436) und (437) e„ = - an (n_x) . Der Ur¬
sprung F [ 2 des Geradenzugs C0n ist daher E '

x , der Ursprung F '
nin _ x) des Geraden¬

zugs Cn0 der Punkt E '
n .

Diese Rechenvorschrift kann durch Verwendung der Gleichungen ergänztwerden , welche bei Vorwärtselimination oder Rückwärtselimination nach Gauß
erhalten werden . Sie bestimmen nach (433) , (434) die Ordinaten von F [k- 1) k und

des Geradenzugs gk als die Ordinaten der Schwerpunkte der fiktiven Massen
d (b- i ) (k- i ) . d k und 6kk K

, Sk (k_v . Ihre Verwendung ist naturgemäß für die
zeichnerische Lösung ohne Bedeutung . Da aber die Gleichung k im Gaußschen
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Algorithmus von der reduzierten Gleichung (k — i ) <*- *> abgezogen wird , um die re¬
duzierte Gleichung (k ) (k~v zu erhalten , kann der ihr zugeordnete Punkt F '

k {k + 1)als Schwerpunkt der Massen (ögzlitt - « + Ö{h_1 ) k) in F\k_ l ) k und <5,c0 in E '
k angesehen

werden. Die drei Punkte liegen daher , wie bereits geometrisch bewiesen , auf einer
Geraden.

Um diese geometrischen Beziehungen bei der Lösung einer Aufgabe zu verwenden ,werden n Punkte A x . . . A n auf einer Achse in beliebigen , also auch gleichgroßen
Abständen Zl 2 . . . A „ aufgetragen . Dabei ist die Struktur des Hauptsystems maß¬
gebend. Die Festpunkte F (k_1) k , F k {k_1) werden mit Hilfe der Vorzahlen der Be¬
dingungsgleichungen nach S . 256 geometrisch bestimmt oder nach (435) , (436) mit .den
Kennbeziehungen x lk_ 1) k , eingerechnet . Dasselbe geschieht mit den Koordi¬
naten ek , Tk der Punkte E k , so daß sich die Geradenzüge £0n , £no ur| d damit die
Geraden gk eintragen lassen . Sie schneiden sich in den Punkten A '

k der Ordinaten A k .
Damit ist die Richtigkeit der Lösung nachgeprüft . A k A '

k ,— X k .
Die Kennbeziehungen eines Ansatzes nach (387 ) mit negativen Nebengliedern ,

also mit Gleichungen von der Form

-■̂ fc- l ^fcffc- l ) + X k bk k ~ -̂ fc+ l ^lfc+1 ° fc(fc+1) fcO
sind negativ . Dasselbe gilt nach S . 255 auch für die Abszissen a ik_1) k ,
der Festpunkte . Diese liegen daher außerhalb des Abschnitts A k . Die Koordinaten
von E '

k sind :
Nfc(t - l ) n lt

*k (fc- X) '* <fc—1) (*+l)
Ak E k — ek — — (454)

•r *rX

Abb. 231.
Zur Ableitung für negative ek (k+ l ) ’

Die geometrischen Beziehungen bleiben unverändert . Dasselbe gilt daher auch von
der zeichnerischen Lösung (Abb . 231 ) .

Wechseln die Vorzeichen der Nebenglieder des dreigliedrigen Ansatzes , ist also
z . B . in der Gleichung k die Vorzahl ö k (k ^ D positiv und daher a ( fc_D k positiv , die
Vorzahl <5MS.+1) negativ und daher a -. (k +1) negativ , so liegen die Festpunkte F (k _1) k,
F k ( fc- u zum Bereich A k zwischen den Intervallgrenzen A k_l , A k , dagegen die Fest¬
punkte F k (k+1) , F lk+1) k zum Bereich A k+l außerhalb . Werden dessen Intervallgrenzen
mit A k+1 = 0 in einem Punkte zusammengefaßt , so ist auch aklk+1) = a ik+1) k = 0 ,
d . h . die dem Bereich A k +1 zugeordneten Festpunkte F k (k+1) , F lk+1) k fallen eben¬
falls nach A k , A k + 1 .
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Den Endpunkten A k_1 , A k des Abschnittes A k sind die Gleichungen (k — I ) , k
zugeordnet, die Gleichung (k — 1 )

+ -X
'
/c- i <5( k ° (k- 1 ) k \ k- 1 ) 0k- 1 ° {k- 1 ) ( fc—1)k- 2 ° ikr -l ) (Ä—2 )

geometrisch beschrieben durch den Punkt Ek_ 1 (Abb. 232) mit den Koordinaten
’<*—1) * Ak

’fc( fc- l ) >öik- iuk- i ) + 1) (i - l ),l '(fc-ilfc
't*- l >0EM Eik- l Z -k- l '(*- 11(fc- l ). 1 (fc—1) *

— <5(*- l ) (4- 2)*+ <5(fc- l ) (fc- l > + *5(4—1) *
(455)

die Gleichung k
-̂ u - i ) ^ fc( t - i ) + * * ö klc — X k+1 b k (k+1 ) — &k0

geometrisch beschrieben durch den Punkt Ek mit den Koordinaten
^ (fc-i>

(456)

.jf -J, t>

-4 _ 5i_l X*ikÄ— —ik*
tyc-2){k-3) \ fa -ljk Wt -1) | F(kA)P<*2) |

-Aj, - "— *+ •- - Aki j
Abb . 232 .

Für die zeichnerische Auflösung der Gleichungen mit Hilfe von Ek und F [k _ 1) k ,F kik + 1) usw. sind Begründung und Ableitung auf S . 260 maßgebend . Dabei wird der
Geradenzug f 0 „ aus einem bekannten Punkte JF(

'
fc_ 1) k der Geraden dem Punkte Ekund der Ordinaten im Festpunkte F klk+1) ) also im Doppelpunkte A k , A k +1 ent¬

wickelt . Damit ist F kik + 1) bestimmt , aus dem in Verbindung mit Ek+ l der Punkt
■̂

'
(fc+ nofc+ 2) auf der Vertikalen durch F {k +1) (k+2) gefunden wird. Der Geradenzug | B0entsteht aus einem Punkte F [k + 2) (k + 1) und Ek + 1 , Er liefert auf der Ordinate in F (k+ 1) k ,d . i . im Punkte A k+1 , den Schnittpunkt F '

(k+1) k , aus dem in Verbindung mit Ek der
Punkt F kik _ 1) erhalten wird. Damit sind die Geraden | 4 jedes Abschnitts A k , also
die gesuchten Strecken X k_lt X k bestimmt . Der Ursprung F '

12 des Geradenzuges £onfällt wiederum mit E[ , der Ursprung F(, (n+ 1) des gegenläufigen Geradenzuges Cn omit E '
n zusammen.

Die Lösung kann durch ähnliche geometrische Beziehungen nachgeprüft werden .Durch Addition der Gleichungen k und (k + 1 ) entsteht nach (444)
■̂ *- 1 ^ fc(fc—i ) + X k d kktx + X k+ 1 ö (k+ l ) ( fc+ 1) j j + X k + 2 <5(<c+ 1) ( j .+ 2 ) — + <5<*+ 1) o

und damit eine geometrischeBeziehung zwischen vierfiktivenMassen inA k ^ l . . - A k+ 1 ,oder deren Zusammenfassung in zwei Punkten B '
k , Ck mit den Ordinaten Y (k~1) h ,Ya +i ),a +» mit dem Schwerpunkt Ekik + 1) (Abb . 233) .

<5* (*- i > + <5,
(458 )

k+ 2 — C(fc+2) <fc+l )*5(4+1) (fc+l ),l + <5(*+i ) (»+sl

r _ *5(4+1) (fc+s)~ TT
—

. . . _) js
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■Ak ( ic-n ) Ek (k+n
6

*k {k+1) <*+l ) (1+2) U i+2■4 k ~i?. <5.(t- i ) k +<i- i

T ]c {k+ 1) —

<5* (»- l > + Ön . j + <5(11+11(.’t+ l ) , 1 + <5<6+lM *+2>

<5* o + <5(t +no
(459)

_ ' “ (*+1) 0_
<5* (i - i ) + <5* k, i + <5(*+d (*+i ), i + <5(i +i ) (i +2)

Die Punkte Bk , E k (k+ 1) , C '
k liegen daher auf einer Geraden , für die Ek Festpunkt ist .

In ähnlicher Weise werden die Gleichungen k und (k + 1 ) geometrisch ausgelegt .
Xk- l Ök {k- l ) + X k Ök k, 1 ( -̂ fc+1 — X k) ^1 (1+1)

= Y (1- 1 ) 1 (^l ( l- l ) + ^kk,l) — ( -̂ i +i ■ Xk ) ök(*+l) = <5 +

X k) ö( fc+ni
X , (1 + 1) (1 + 2)

\Xk
— ( -̂ i +i X k ) <5U+1) k -\ - Y,

d . h . die Geraden B'
kA k und B k A k + 1

schneiden auf der Schwerlinie tu* eine
Strecke von der vorgeschriebenen Länge

= St (460)
Glei-

" t“ -̂ 1+ 1 ^ (1+ 1) (1+ 1) , 1 ”1“ -̂ 1+ 2 ^ (1+ 1) (1 + 21

(^ (1 +1 ) (1 + 1) , 1 "I" ^ (1+1 ) (1+ 2)) — <5|(1 + 1) 0 >

Öl v k (l +l )

für die zweite
° 1 (l - l ) f u kk,l ~

ab . Ähnliches gilt
chung.

Wird daher eine Gerade gk mit dem
vorgegebenen Punkt jF(i _ i ) i angenom¬
men , so ist g2 mit B'

k und E'
k {k + 1) , also

auch Ck bestimmt . Dasselbe gilt für die
Gerade g3 mit B k und der Strecke Sk
auf TOj. . Daher besitzt auch die Gerade
A '

k + i > Ck einen festen , dem Punkte
E[k- i) k zugeordneten Punkt von £*+2 -
Dieser liegt auf der Ordinaten von

Abb . 233 .

-12,0 12,0 ■ 10,0^ r̂ 9ß-

Abb . 234 .

"
(i+D (i+2>- Die Lösung wird für eine

Gerade F {k_ 1) k Bk am einfachsten , die
gleichzeitig durch E kik + 1) verläuft .
Damit ist eine zweite zeichnerische
Auflösung des Ansatzes mit den
Festpunkten E k {k + 1) und den Strek -
ken Sk , Sk+1 gefunden worden .

Um die Genauigkeit der zeichne¬
rischen Lösung festzustellen , wird die
Identität der Gleichungen des An¬
satzes mit den Ergebnissen für die
überzähligen Größen untersucht .
Sie kann durch Iteration verbessert oder auch durch die Berechnung der A X k aus

A (l i ) i ! S t (t - D + -̂ i . i <5t t + ^ T(t + i ) ,iAT k - + Öl (461 )
öl (l - l ) + Öl

nach X k<2 = X kl + A X k berichtigt werden .
Die Lösung wird an der Berechnung eines symmetrischen Brückenträgers

gezeigt (Abb . 234 ) , dessen mittlerer Teil als steif eingespannter Rahmen ausgebildet ist . Hier¬
zu dient ein dreifach statisch unbestimmtes Hauptsystem , an dem außer der Belastung die
Stützenmomente X x . . . . X t als überzählige Größen angreifen . Die Formänderungen des
statisch bestimmten Abschnitts des Hauptsystems sind bei Annahme eines für alle Stäbe
gleich großen Trägheitsmomentes

_ 10
66 - 6

_ 12
46 — g

<5n — <5« ■1 <B-° 10,0 ) = 6,333 ;

<5ki
1

(10,0 + 12,0 ) = 7,333 ; <5*

= 1,667 ;

= 2,000 .
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