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Die statischen Bedingungen zur Lösung. 315

unabhängigen zwangläufigen Gebilden angeschrieben . Sie dienen zur eindeutigen
Berechnung der unabhängigen Komponenten Uj,Vj, (pj oder <pj,e h , ipc des Ver¬
schiebungszustandes , aus denen die Anschlußkräfte Mf ]

, N h des Hauptsystems
nach (521 ) und (500) hervorgehen .

Das Prinzip der virtuellen Verrückungen ist nach Abschn . 8 ein Minimalprinzip
der Elastizitätstheorie . Die gesamte potentielle Energie 77 des Stabwerks wird für
den wirklich vorhandenen Verschiebungszustand Uj , Vj , cpj zum Minimum . Die
partiellen Ableitungen der Funktion 77 nach den (3 r + 2 jy) unabhängigen Ver¬
schiebungskomponenten sind daher Null . Die Minimalbedingungen sind Gleich¬
gewichtsbedingungen , so daß eine vollständige Analogie zu den theoretischen Grund¬
lagen des Abschn . 24 ( S . 163 ) vorhanden ist . Sie werden jedoch hier ebenso wie
dort in integrierter Form als Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht der
äußeren Kräfte eines beweglichen Gebildes angeschrieben .

Die statischen Bedingungen zur Lösung . Die statischen Bedingungen gelten
für das Gleichgewicht der Schnittkräfte des Stabwerks an einem geometrisch be¬
stimmten Hauptsystem A mit Uj = 0 , Vj = 0 , q>j = 0 (J = A . . . N ) oder B , C
mit (pj = 0 , eh = 0 , f c = 0 (J — A . . . N , c = 1 . . . / , h = 1 . . . s) . Sie enthalten
die (3 r + 2 r t) = (r + s + /i — m) unabhängigen Komponenten des Verschiebungs¬
zustandes als unbekannte Größen des Ansatzes . Die (3 r + 2 j^) Gleichgewichts¬
bedingungen werden nach dem Prinzip der virtuellen Verrückungen oder Geschwin¬
digkeiten (83 ) für die äußeren Kräfte an ebenso vielen voneinander unabhängigen ,
beweglichen Gebilden mit einem Freiheitsgrad angeschrieben . Diese entstehen aus
der Knotenpunktfigur , wenn der Reihe nach jede
der (3 r -f- 2 f x) Bindungen einzeln gelöst und durch
eine ausgezeichnete virtuelle Verschiebung Uj 4 = 0
oder ^ 4 = 0 oder cpj 4 = 0 ersetzt wird . Die Ein¬
führung virtueller Geschwindigkeiten üj =j= 0 oder
Vj =(= 0 oder cpj =)= 0 an Stelle der virtuellen Ver¬
rückungen besitzt nach S . 40 nur formale Be¬
deutung . Die Bedingungsgleichungen erhalten fol¬
gende Form (Abb . 291 ) : ,
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Abb . 291 .

Der Ansatz ist für diejenigen Stabwerke ungeeignet , deren bezogene Längenände¬
rungen sh für gerade Stäbe Null oder bekannt sind . Die (3 r -(- 2 rj = (r + s + / x — nt)
notwendigen , voneinander unabhängigen , zwangläufigen Gebilde werden daher
besser aus dem geometrisch bestimmten Hauptsystem C abgeleitet . Dabei wird jede
unabhängige Komponente (pj,ip c , sh des Verschiebungszustandes des Hauptsystems
der Reihe nach mit cpa 4 = 0 oder y>c 4 = 0 oder eh 4 = 0 einzeln zum Freiwert der
virtuellen Verrückung . Ohne die sx bezogenen 1Längenänderungen eh der geraden
Stäbe (eA = 0 nach S . 313) lassen sich r unabhängige Bewegungen an ebenso vielen
zwangläufigen Gebilden Fj mit <pj 4 = 0 und / = / ,. + s2 unabhängige Bewegungen
f c 4 * 0 an ebenso vielen zwangläufigen Gebilden P c unterscheiden . Sie werden nach
S . 47 wiederum durch den Geschwindigkeitszustand cpj = 1 oder ipc == 1 be¬
schrieben , so daß die r + / = r + ^ + s2 Gleichgewichtsbedingungen für die an
jeder der r + / zwangläufigen Ketten angreifenden äußeren Kräfte (Belastung $ ,
Anschlußkräfte Mf *

, N h) aus dem Prinzip der virtuellen Verrückungen nach (83)
hervorgehen . Sie werden nach dem Superpositionsgesetz als Funktionen der un-



316 Die statischen Bedingungsgleichungen

(523 )

bekannten Komponenten des Verschiebungszustandes des geometrisch bestimmten
Hauptsystems entwickelt .

ÖAj = Cljjfpj + 2 a JK <PK + 2 a JcVc + a Jo = 0 ) 1

ÖA C = aee y>B + 2 - «cs % + 2J acJ <Pj + a co = 0 . J
Die Vorzahlen cijj , aJK , aJc sind virtuelle Arbeiten der Anschlußkräfte des

geometrisch bestimmten Hauptsystems infolge von <fj = 1 , <pK = 1 , y>c = 1
(Abb . 292 c bis f) bei einer Bewegung der kinematischen Kette fj mit <pj = i 7 .

System und Hauptsystem mit Knotenkette und Haupt -
<Pj = 0, t/tc = 0 , r — 5, in = 0,

1 = 2 , «/), = yit =
System mit <pß = 1.

Abb . 292 .
System mit = 1 .

Ebenso ist das Absolutglied aJ0 die virtuelle Arbeit der Belastung iß und der
Anschlußkräfte des geometrisch bestimmten Hauptsystems mit cpj = 0 , %pc = 0
infolge der Belastung iß (Abb . 292b ) bei einer Bewegung der Kette Fj . Diese besteht
in einer Drehung des Knotens J
(Abb . 293 ) , so daß nur die Anschluß¬
momente am Knoten J und das
Kräftepaar Mj in die virtuellen Ar¬
beiten cijj , aJK ’ ajc und aJ0 ein-

Abb. 293. Abb . 294 .

gehen . Der erste Index bezeichnet also Kette und Geschwindigkeitszustand , der
zweite die Ursache der in dem Arbeitsausdruck enthaltenen Kräfte .Die Vorzahlen acc , acb , acj sind die virtuellen Arbeiten der Anschlußkräfte des
Hauptsystems aus ipc = 1 , y, b = 1 , ^ = l (Abb . 292 c bis f) bei der Bewegungder Kette r c mit y>c = l e . Das Absolutglied ac0 ist die virtuelle Arbeit der Be¬
lastung (ß und der Anschlußkräfte des Hauptsystems mit <p3 = 0 , — 0 infolge
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der Belastung iß (Abb . 292 b ) bei einer Bewegung der Kette T c . Diese erfaßt
meist nur einzelne Stäbe oder Stabgruppen . Jeder Stab (h ) beschreibt dabei in
der Regel eine Drehung ■&he um einen der Momentanbewegung ipc = i,. zugeord¬
neten Pol Ohc , der nach Abschn . 13 aufgezeichnet wird (Abb . 294) . Mit diesem sind
auch die Winkelgeschwindigkeiten vhe der Stäbe (h ) bestimmt . Die unabhängigen
Komponenten cpJc , ip bc der Bewegung sind dabei nach Vorschrift Null .

Die virtuelle Arbeit entsteht bei der Drehung eines Stabes h = - JK mit eA = 0
aus den Anschlußmomenten MJl )

, M und aus dem Moment MAj c der Belastung ißA
in bezug auf den Pol Ohc der Momentanbewegung y>e = i c . Mit M {j l ) + = M lh)
ist daher

= MA. c + M ^ ) vhe = 0 . (524)
C

Ist der Stab (h) nach S . 311 im Querschnitt T (Ä) durch eine Führung unterbrochen
(eA =)= 0 ) , so besitzen die beiden Teile zwar die gleiche Winkelgeschwindigkeit vhc ,
drehen sich jedoch um verschiedene Pole Oh , c , Oh . , c . Die Momente MV; C, Ma» i (. der
Belastung ißA und MA->(. , MA. .>C der Längskräfte N h in T ih ) werden daher für die beiden
Pole Oh ' c , Oh» c angeschrieben und folgendermaßen verwendet :

ÖAC = ^ [ ( MA, C + Ma» c) + ( M£ . 4 + Mj? . . e) + M ih )] vhc = 0 . (525)
C

Die statischen Bedingungen zur Lösung lassen sich ebenso für das Haupt¬
system B anschreiben . Dies wird an einem Beispiel im Abschn . 41 gezeigt . Im übrigen
wird jedoch nur das Hauptsystem C und die zugeordnete Knotenkette als Berech¬
nungsgrundlage verwendet , so daß die Bezeichnung C in Zukunft wegfällt .

Anwendung der Lösung . Die (r + / ) unabhängigen Komponenten des Ver¬
schiebungszustandes , die Knotendrehwinkel cpj und die Komponenten y>c sind die
Wurzeln eines linearen Ansatzes . Sie werden durch Elimination oder durch Iteration
der Lösung bestimmt . Mit ihnen können dann alle übrigen Komponenten
Uj > vj , $ h , eh des Verschiebungszustandes nach (521 ) durch Superposition an¬
gegeben werden . Dasselbe gilt von den statisch unbestimmten Anschluß¬
kräften Mf ’ , die mit M % , <pj , rpE , #A und den Kontinuitätsbedingungen (518)
oder (519 ) ebenfalls durch Superposition bestimmt sind .

Die statischen Bedingungen ö Aj = 0 , (J = A . . . N ) hängen in der Regel nur
von wenigen Unbekannten cpj , tpc ab , während die Gleichungen ÖA C = 0 oft alle
unabhängigen Komponenten <pJ : y>c enthalten . Der Ansatz B eignet sich daher nur
für Stabwerke mit wenigen gekrümmten Stäben und einem kleinen Freiheitsgrad f1
der Stabkette eA = 0 . Er gewinnt damit aber gerade für diejenigen Stabwerke Be¬
deutung , deren statische Untersuchung mit den geometrischen Bedingungsglei¬
chungen des Abschnitts 24 Schwierigkeiten bereitet . Die Lösung wird hier ebenso
wie in den Abschnitten 27 , 28 oft noch durch Symmetrie nach einer oder zwei
Achsen in Verbindung mit Belastungsumordnung vereinfacht .

Der geometrische Charakter der Unbekannten erleichtert Schätzungen und
Näherungslösungen . Die Vernachlässigung der Längenänderungen der geraden
biegungssteifen Stäbe , welche von den statisch unbestimmten Anschlußkräften
usw . herrühren , ist hierfür ein Beispiel . Dasselbe gilt für die Stabdrehwinkel § k
statisch bestimmter oder unbestimmter Fachwerke mit s ^ 2 (r + rj . Sie können
zur Berechnung der Nebenspannungen durch steife Anschlüsse der Fachwerkstäbe
aus einem Verschiebungsplan abgeleitet werden , der für die Stabkräfte N h0 und die
Längenänderungen Al h0 bei gelenkigen Stabknoten aufgezeichnet wird (§ h = # A0 ) .
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