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Die Form der Matrix . 323

Tabelle 25 . Randmomente des beiderseits eingespannten Stabes mit konstantem
Trägheitsmoment .
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Die Anwendung der Theorie zur Berechnung der Verschiebungen und Schnitt¬
kräfte wird für alle äußeren Ursachen an zwei einfachen Beispielen gezeigt .

Beispiel 1 .
1 . Bezeichnungen und Abmessungen (Abb . 300 ) . (Allen Zahlen liegen die Einheiten

t und m zugrunde ) .
h = 0,006 , J 2 = 0,020 , / 3 = 0,004 , / „ = 0,005 m \
/ „ = 0,004 , E J c = 2100 000 • 0,004 = 8400 tm 2 ;
l[ = 4,00 , 4 = 2,00 , = 4,00 , l'i = 4,00 m ,

Trägerhöhe : hx = 0,6 , h .2 = 0,85 m .
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324 Das Stabwerk mit geraden Stäben .

Die Verschiebungen v , u werden positiv bezeichnet , wenn sie nach unten oder nach rechts
gerichtet sind .

Abszissen f sind nach rechts und abwärts ,
Abszissen £ ' nach links und aufwärts positiv .

2 . Überzählige Größe und statische Bedingungsgleichung .
Überzählige Größe : q>j ; Statische Bedingung : aj j <fj + aJ0 — 0 .

«jo . „ i / 3 , 3 , 3 , 4 '

3 . Belastung der Stäbe 1 , 2 , 5 durch p = 1,5 t/m (Abb . 301a ) .
pi \

- 4,000 .

M^ = + ^ = + 6,750 ; M \ =- ^ + y ^ = - 15,3 75mt .

aj 0 = - i {M {jl + Mfl ) = + 8,625 , <pj = + 2,156 .
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f (3) _

: hlfl + (pj ~ 8,367 , Af® = + -
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- 12,141 mt
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a) Biegungsmoraente infolge p. b) Biegungsmomente infolge P lt
Abb. 301 .

c) Biegungsmomente infolge P 2 — iV

Tabelle 26 . Randmoment des einseitig eingespannten Stabes mit konstantem
Trägheitsmoment .
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Die Form der Matrix . 325

4 . Belastung des Stabes 2 durch P x = 3 t (Abb . 301b ) .

(2, P x U , 3,0 * 10,0 _
Mj o = -

g
— — — -

2
- ’ 0,384 = — o,760 mt .

«,o = - i * M % = + 5,760 ; ^ = + 1,440 .

Mp = -
y <pj = + 1,080 , A4 /

2) = Mfl + <Pj = — 3,600 mt .

Mj 3) = 4 <pj = + 1,080 , Arj 4> = i - 9>,, = + 1,440 , Afi ,
4) = = + 0,720 mt .^3 4̂ *4

5 . Belastung der Stäbe 3 und 4 durch P 2 = P 3 = 2 t (Abb . 301c ) .

(3 P - 1 ) = - (3 * 0,25 2 - 1 ) = + 0,812 mt .

M 'P = P a e f ' (2 - 3 £ ' ) = 2,0 • 1,0 • 0,6 (2 - 3 * 0,6 ) = + 0,240 ,
Mp = P 3 eg (2 - 3 S) = + 0,640 .

a, o = - i (M ?l + Afj 4
»
1) = - 1,052 ; ,Pj = - 0,263 .

MP = = - 0,197 , = -fr ,fj = - 0,395 mt , Mf = M ? l + A ^ = + 0,615 ,*1 u *3

MP = M lP + P - (pj ^ - 0,023 mt , . Mp = M {£ \ + ~ <pt = + 0,508 .
»4 ‘i

6 . Temperaturerhöhung aller Stäbe um t = 15 ° (Abb . 302a ) .

tt,i = 0,00015 , <* , « £ / „ = 1,26 ,

# 1 , = - EJ C
* i ! i . = - 1,050 , = + £ / . = + 0,630 ,

^ 3 / = - £ / . -̂ L = - l,890 , # « < = + £ / . -^ = + 1,512 ,

*, = - i «i , - 1 #2 , - - y ** «) = + i ’008 •

(pj = ~|~ 0,252 ,

MP = ~ (<pj - ^ , ) = + 0,977 , = I * (?>/ - d, «) = - 0,567 mt ,*2

A/i s> = 1 - # 3 «) = + 1,606 , MP = | - (2y, - 3 # 4 <) = - 2,016 ,
u

(<pj - Z & At) = - 2,142

R | . § 2.0mt

ztm
a) Biegungsmomente infolge i . c) Biegungsmomente infolge 4 4 ydb) Biegungsmomente infolge 4 f.

Abb. 302.

7 . Ungleichförmige Temperatur -Änderung der Stäbe 1 und 2 um At - 10 °.

■EJ i
a . z ) t

h

ajAt =

= - 3,150 , M <+J4 « : | £ / 2 ^ - = + 7,413 mt ,

i (MPa t + M 1
ja t) = - 4,263 ; <pj = - 1,066 .

Mf = Mf ät + - ,, , = - 3,949 ,

Mj » , - (pj = — 0,799 ,

Aff = Aff , ( + -
£

<pj = + 5,814 mt ,

Mf P - Wj = - 1,066 , M 'P = P <pj = - 0,533 (Abb . 302b ) .
V. Ia



326 Das Stabwerk mit geraden Stäben .

S . Verschiebung des Stützpunktes D um Ax d = — 0,001 m und Ay d = + 0,002m .

0i . = + EJ c — • = + 2,800 ,' 1

A y - = - 1,680 ,

,' = — E Je = + 1,680 .
*4

aj , = - i ( - 1 0 ls - 10 2s - | 0 4s) = + 2,100 ; fl»/ = + 0,525 .

Mir * =
77

- ( fl»/ - » i . ) = - 1 .706 ,

1 = I- fl»/ = + 0,394 ,
Mf = - - (<pj - 0 2s) = + 3,308 mt ,

Mf = - ( 2 ^ - 3 04i) 1,995 ,

M - 3 0 4s ) = - 2,258 (Abb . 302c ) .
t 'i

cl

* x
Abb. 303.

Beispiel 2 .
1 . Bezeichnungen und Abmessungen : Das System

(Abb . 303 ) unterscheidet sich von dem vorhergehenden nur
durch ein bewegliches Lager A . Die Abmessungen und Be¬
lastungen sind unverändert .

2 . Überzählige Größen : <pj , y 1 = 0 1 .

Statische Bedingungen : aJd q>j -f- aJ1 + aJ0 = 0 ,
« i j <pj + a n y>i + «io = 0 .

M {jj ■■ = 7T >

Zustand <pj = 1 :
3
x ’

Zustand = 1 :

# 11 — 0 , # 21 = 9 »

lk
’ IjJ ~ ~

l>
~ ’

1 ;

M 'jVj

M (jl = Mf { = 0 , MV
3 L

Vorzahlen der Bedingungsgleichungen :

“/ /
\ ‘ i ' s

6— ‘ Kl4
3 *3

= + 0,562 ,

- 4 *3

6
7 :

/?-Vorzahlen :

ßjj =

ßji =

- 0,255 , /?n —

aj i

aJj
a jj a \ \ — a / x

= - 0,034 ;

- 4,172 .

= _ 0,244

ajj a \ \ — aj i
— ?>/ — «/ofr / + «io ßji , — Ti = «/o fr / + «iofri -

3 . Belastung der Stäbe 1 , 2 , 5 durch f = 1,5 t/m (Abb . 304a ) .
M^ = + 6,750 , Mj !

q = - 15,375 mt .
«/ » = - i (Mft + Mfl ) = + 8,625 , «10 = 0 .

- fl»/ = « /ofrr / = - 2,199 , - v>i = 3/o fr / = — 0,297 .

01 = 03 = 0 , 0 3 = ~ t - Vi - - 0,371 ,l3
# 4 » + 0,297 .
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Mi 1» = M % + A
9,., = + 8,399 ,

= fr Wj - h ) = + 1,928 ,‘s

M %) =
:| ( ^ -

= M^ + A 9-, = - 12,076,^2

Mi 4» = A
(2 - 3 0 4) = + 1,754 ,

3 0 4) = + 0,654 mt .

4 . Belastung des Stabes 2 durch P 4 = 3 t (Abb . 304b ) .

M 'jl = — 5,760 , « ,o = - iA7 ^ = + 5,76 , a 10 = 0 ,

9?/ = + 1,469 , = + 0,i98 , ^ l = ^ 2 = 0 , 0 3 = - 0,247 , 0 4 = + 0,198 .

Mi 1» = A (<pj - 0 4) = + 1,102 , .Mi? » = A4i2o + 4 ?>/ = - 3,557 mt ,

Mi 3» = + 1,287 , Afi4» = + 1,172 , M 1>
4> = + 0,438 .

te Ij
it ^iv

1
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a) Biegungsmomenteinfolge p. b) Biegungsmomenteinfolge Px,
Abb . 304.

1,396

0,782.
^ 255 ‘it ™

c) Biegungsmomenteinfolge P2 = P3»

5 . Belastung der Stäbe 3 und 4 durch P 2 = P 3 = 2 t (Abb . 304c ) .
Afi3’ = + 0,812 , M '/l = + 0,240 , M (f 0 = + 0,640 mt ,

ajo — — i {Mfl + M % ) = - 1,052 ,

a io = — iy - (-M/ö + M3, i ) + 1 (Mio + + Mt , i)

= - i ^ (0,812 + 2,0 • 1,0 ) + 1 (0,240 + 0,640 + 2,0 • 1,0 ) = - 0,636 .
öjUll

— <pj = «jo ßjj + a io ßji = + 0,290 , — y>i — a jo ßu am ßn = + 0,191 ,

0 1 == 0 2 = O , 0 3 = - = + 0,239 , 0 4 = - 0,191 ,
*3

Mi 1» = A <pj = - 0,218 , Mi 2» = ~ ^ = - 0,435 ,
*1 2̂

Mi3» = Mio » + J - (<py - 0 „) = + 0,416 , Mi 4» = Mi 4ö + A
(2 9j - 3 0 4) = + 0,237 ,ls U

Mf = M $ l + A (<pj - 3 0 4) = f 0,782 mt .

6 . Temperaturerhöhung aller Stäbe um t — 15° (Abb . 305a ) .

0 1 ( = - E / c
aAA = - 1,050 , 0 2 ( = + £ / c

^ Al = + 0,630 , 0 3 , = 0 4 f = O ,
*1 l2

»j , = - i ( -
y »u -

|
- # « <) = + 0,158 , a lt = 0 ,

q>j = 0,040 , v»i = 0,005 .

0i

Mi 1»

Mi 31

- 1,050 , = + 0,630 0 3 = - A vh = - 0,007 , 0 4‘s
A (cpj - ^ ) = + 0,818 ,

— ( ?>, - 0 3) = + 0,035 ,^3

Mi 3» = y (9j - 0 a) = - 0,885 mt ,

Mi 4» = A
(2 ^ - 30 4) = + 0,032 ,

[<pj — 3 0 4) = + 0,012 mt .

0,005 .



328 Das Stabwerk mit geraden Stäben .

7 . Ungleichförmige Temperaturänderung der Stäbe 1 und 2 um At = — 10°.
MjAt = - 3,150 , Mjm = + 7,413 mt .

tijAt = — 1 (M % t + Mjdt ) = — 4,263 , ai Jt = 0 ;
<pj = — 1,086 , v’i = - 0,146 .

tf1 = = # 2 = 0 , # 3 = + 0,183 , 0 4 = - 0,146 ,
M (/ ' = - 3,965 , M 'j2) = + 5,784 , M 'f = - 0,952 ,

= - 0,867 , M i4) = — 0,324 mt (Abb . 305b ) .

3.0mt 2j0mt

a) Biegungsmomente infolge/ . b) Biegungsmomenteinfolge Ai . c) Biegungsmomente infolge A Xd, A y<j .
Abb. 305.

8 . Verschiebung des Stützpunktes d um A x d = — 0,001 m und A yd — -f- 0,002 m
(Abb . 305 c ) .

01, = + EJ . ^
r

± = + 2,800 , 0 28 = - EJ c
^ p - = - 1,680 ,l l l2

0 „ = = + 1,680 ,

aJs = - i ( _ i - 0 ! , -
1

- 0, . -
|

- 04, ) =* + 2,100 , + s = i ( - ~ 0 4 . ) = - 5,040 ,

<pj = + 0,362 , y>! = - 1,160 .
0i — 0is — + 2,800 , 0 2 = 02 s = — 1,680 , 03 = 03i VT = + M50 ,

04 = 0 4 s + 04i Vi = + 0,520 ,
M '/ } = - 1,828 , = + 3,063 , Mf ' = — 0,816 mt ,

M 4̂’ = - 0,418 , Mi 41 = - 0,599 .
Durchgehender Träger mit elastisch drehbaren Stützen . xpc = 0 .
1 . Geometrische Größen (alle Zahlen mit den Einheiten m und t ) , Abb . 306 :

Trägheitsmoment der Riegel : J r = 0,120 m 4 ; Trägheitsmoment der Pfosten : J s = 0,240 m4 ;
Jc = J r = 0,120 ; l\ = 14,0 ; l’

a = Vh = = 12,5 ; /' = 8,325 ; /' = /' = i' = Z' = 5,5 .

Abb . 806.

2 . Überzählige Größen und statische Bedingungsgleichungen . Überzählige :
<Pa . <fa , fc . <Pd -

Matrix der statischen Bedingungen :
<Pa (pB <po <Pb

A

B

C

D

a AA | O,ab a A0

a BA a BB a BO a B 0

a BQ a oa a OB
j

a O0 *

a OD a DD ' a J>0

i ( l + | + ^ ) - - wre712 ’

* 2a AB ~ a BC — a 0B ~ — i ~7f — — 0,160000 ,^3

= agc = — i ( — + — + — ) = — 1,185454 ,

«ni , = - l ( ~ + - +
^ ) = - l, :1,225814 .
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<Pa <Pb <po <pD

— 1,079712 — 0,160000

— 0,160000 - 1,185454 — 0,160 000

c — 0,160 000 - 1,185454 — O,l6OOO0

D —• 0,160000 — 1,225814

3 . Auflösung durch Entwicklung von ßu und ßu nach einem Kettenbruch :

Xa b — - — + 0,148188 ; « aa — a B b — a A b Xa b — — 1,161744 ,
a AA

XBB -

XßD :

a CB

a BB

a DB
ZWa BO

— + 0,137724 ; “ob — aBB — “bbXbo — — 1,163418 ,

= + 0,137526 ; «nn = « an - «ca = - 1,203810 ,

ßDD = = - 0,830696 ,
a DD

Xd b = - : + 0,130526 ; fljjp = o>oo — «ao xdb — — 1,164570 ,
a DD

XCB —

XBA =

a BD
aDD
a BB

„ W“ OB

a AB
_ <«a BB

■+ 0,137390 ; ßsj = « aa — a o b xob — — 1,163472 ,

=+ 0,137519 ; a{l \ = aAA - a BA x B A = - 1,057709 ,

= - 0,945440 .ß .i ^
1

“ AA.

Vorzahlen ßj k
— 0,137519 — 0,137390 — 0,130526 -

a A 0 « SO a0 0 « DO

9 a — 0,945 44 ° + 0,130016 — 0,017863 + 0,002 332

9 b + 0,130016 - 0,877371 + 0,120542 — 0,015734

9 o — 0,017863 + 0,120542 — 0,875243 + 0,114242

9 -d + 0,002332 — 0,015 734 + 0,114242 — 0,830696

— 0,148 188

— 0,137724

— 0,137526

<fj = — £ ßjt a t 0

4 . Belastung durch Eigengewicht g = 2,0 t/m (Abb . 307a ) .

M {jl = + ^ = + 49,0000 ,
O

M (jl = - = — 26,0417 mt ,

Mao = - = Mco — - = Mg ’
o = + 26,0417 .

aA0 = - i (M^ + M ^l) = - 22,9583 ; « ao = - 1 (Wjo + M ?J) = 0 ,

a co “ 0 ; “ — 26,0417 -

<pB = -j- 2,575 , ^<7 “ ~h 2,565 ,9?̂ = — 21,645 ,
<pD ~ — 21,579
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mV == mV * +
3

X
<Pi = + 44,362 ; & ^

at II
3

(Pa == - 11,806

Mf -= -WÜo +
2
l 'ü

(2 9u + <Pb) = “ 32,556 ; mV =
3

=
C

<Pb ~= + 1,405 .

mV == mV * +
2
l*

(2 CpB+ 9^ 1 = + 23,403 ; mV =
3

<Po == + 1,399 .

M <?>=- w (ß)- ■‘WfiO+
2
li (2 cpü+ <Po) = - 24,808 ; mV =

3
=

} i q>D == - 11,770

mV -- W i5)
+

2
7j

(2 <pc + <Pb ) = + 27,275 ; mV =
3

=
li

<Pd == - 7,776

mV = i / (7)- o +
2
X (2 <pc + <PD ) = - 28,674 .

W = MV* + 77
- (2 <pD + <fo ) = + 19,547 mt .n

'S 0020mt
SS

isui KSII

a) Biegungsmomente infolge g = 2 t/m .
Abb. 307.

b) Biegungsmomente infolge W = 1 t .

5 . Belastung durch eine

Mn = 1,6 W
<f A = - 0,003731 W
<p s = + 0,025174 W

mV = — 0,000 799 W

mV = - 0,002035 w

mV = + 0,002833 W

mV = + 0,007 459 w
mV = + 0,013731 w

mV = - 0,021190 w

über dem

« jo = 1,6 W

<p 0 = _ 0,182787 W
= + 1,329114 W

mV = - 0,054464 W

M {P = - 0,099702 W

mV = + 0,15416611 '

M (V = + 0,396071 W

MV = + 0,724971 W

M lV = + 0,478960 W mt .

waagerechte Kraft W in 1,6 m Höhe
Knoten D (Abb . 307b ) .

40. Die Auflösung des Ansatzes .
Geometrisch bestimmtes Hauptsystem . Die (r + / ) linearen Gleichungendes Ansatzes dAj — 0 , dA c = 0 werden mit dem Gaußschen Algorithmus (Ab¬

schnitt 29 ) aufgelöst . Die Rechnung ist formal .einfach , aber bei einer größeren An¬
zahl von Unbekannten zeitraubend und durch ungünstige Fehlerfortpflanzungunter Umständen schwierig . Die Wurzeln des Ansatzes werden daher bei einzelnen
Belastungsfällen oft schneller und zuverlässiger durch Iteration bestimmt (Ab¬
schnitt 30) .

Um die Unbekannten auch bei zahlreichen Belastungsfällen in einfacher Weise
anzugeben oder Einflußlinien der unbekannten Verschiebungen und Anschlußkräfteaufzuzeichnen , werden die Vorzahlen ßJB , ßcb der zu aJH , acb konjugierten Matrix
berechnet (Abschn . 25 ) . Damit ist .

— <Pj == 2jßjH aH0 JrJ ? ßjb abOi {H = 6 = 1 . . . / ) , |- Vc = 2ßcH aH0 + Ußcb «b0 > (H = 1 . . . N . 6 = 1 . . . / ) . )
(542 )
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