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368 Die Berechnung der Anschlußkräfte aus den Drehwinkeln r der Endtangenten.

Stabendmomente Diese sind nach (606) zunächst Funktionen der un¬
bekannten Komponenten rfh , x^ M , y>c des Verschiebungszustandes und werden mit
den Kontinuitätsbedingungen (603) als Funktionen der ausgezeichneten Kom¬
ponenten r jm , y>c des Verschiebungszustandes und der bekannten , durch *j$Ä, t, Ae
bestimmten Drehwinkel rfl , r9h0 entwickelt . Die unbekannten Drehwinkel x{f M
treten in diesem Ansatz an die Stelle der Knotendrehwinkei <pj . Die Gleichungen
sind symmetrisch und werden ebenso wie auf S . 330 aufgelöst . Die übrigen Dreh¬
winkel x {}\{ und 'd h ergeben sich durch Rekursion aus den Kontinuitätsbedingungen .
Damit sind auch die Winkel x^ = r% + xfl^ , <pj — xf '1 -f 9 h des Verschiebungs¬
zustandes bekannt . Die Anschlußmomente werden aus dem Drehwinkel xfy nach
(606 ) berechnet . Das Ergebnis läßt sich ebenso wie auf S . 331 durch geeignete
statische Bedingungen nachprüfen .

Die beiden Ansätze (<pj , y>c ) und {x {j ]
M , ipc) führen zu dem gleichen Ziel . Die ein¬

fachere Beschreibung des Verschiebungszustandes der Knotenkette durch die Kom¬
ponenten <pj und ipc wird durch die längere Ent¬
wicklung der Schnittkräfte als Funktion von M% ,
<Pj > <Pk > $ h ausgeglichen .§| |l 8 15
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5

3 4 ( §§ 14
^

12 13
Berechnung eines Silorahmens mit der in

Abb . 339 angegebenen Belastung .

JM = 3l,AJ = 2h , ljh = X . Das Trägheitsmo¬
ment / der Stäbe ist konstant . System und Belastung
sind zur senkrechten Mittellinie symmetrisch , die Stab¬
drehwinkel durch die Art der Stützung Null .Abb . 339 .

1 . Bedingungen für die winkeltreue Verformung der Stäbe am Knoten :
T u >t äm — t <3>r AAI T* M = _ (2) i t <2)TS 0 T * c £ Jf

- <4) i t (4) _t F 0 ~T t FM — - (8) i —(8)
TP 0 - r ~

FM
- <a > __t em — t eq ~r ~

eju
- (1) _t bm — _ (4) i r (4)

T T Äif T2 i + TjfV = _ (9) l —'9)t M0 "T TJTJf
_ (3)t em — t (7) _L t (7)l E o i ~ t EM t (4 ) i t (4> __Tjro i “ t fm — T ^ O ^ Jf TSi + Tjf ’

j, - T (10)t km

T « > —t JM — t (9> 1 —(9)
V 0 T ~ M T<4> t _ (4) _T/ 0 T * TFM — _ (0) i t (6)

TP 0 *T *> Jf

(a)

2 . Bedingungen für das Gleichgewicht der Anschlußmomente an den 6 Knotenpunkten der
linken Hälfte des Stabwerks :

(2 x 'Jjf + t jm ) + (2 jf Txm ) A
( 2 4- *j m ) ä + (2 Tg # t ) -|- (2 Xg j , -f- r )7̂

) A
(2 Xjff -(- x^ jg) A + (2 Tjx 4-

(2 TjJjy -)- t '2m) + (2 Tbm + Xyh) A -(- TjJif
(2 + T% ) A + ( 2 TÄ + tja, ) A + (2 Tja + O + Tj&

(9 ) I - (Ol(2 t mm + r !/% ) 4~ + ( 2 Tj| jt -|- Tjfjr ) A
Aus der Symmetrie der Belastung der einzelnen Zellen folgt

T% -+ *« - - Tj?i = - Tjß - + T «? ‘ - + tjfi :

- _t_ -r '9) _ I _<l , 0» .■~r o ■ l — T * J

p k3

UBJ
P ?

24 EJ
'

= 0

= 0

= 0

= 0

= 0

= 0

= ß .

(b )

3 . Die Gleichgewichtsbedingungen (b) enthalten in Verbindung mit (a ) 6 ausgezeichneteDrehwinkel , von denen jeder einem der 6 Stabknoten zugeordnet ist .
Xam (2 + 2 A) -(- Xjiji 4" Tj?jr A 4 - Aa 0 ,

A 4- rJ?ir (4A 4- 2 ) 4 - x 'ft 4 - t ^ A 4- 3 Aa -f AjS = 0 ,
*S8Jr (2 4- 2 A) -f rj ^ A 4- rjfjj — a (A 4- 1 ) — A /? -= 0 ,
t 2m + TÄir ( 3 4- 2 A) 4- Tmt A — ct (A -j- l ) 4 * Aj? = 0 ,

r rM (4A 4" 3 ) -f- A -J- x^ j , -)- t em A — 4Aa — 3 A ß = 0 ,
Xrm (2 A + 3 ) 4- Tjljjf 4- Xfjf A — a (2 4- A) 4- A /S = 0 .
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Ergebnis der Elimination mit Ijh = X = 2 , oc = 8 ß nach Umordnung der Gleichungen in
eine symmetrische Matrix :

= - 6,754972 ß ,

Durch Rekursion ist :
= + 0,657274/3 ,

tfu = + 1,245028/3,

= + 1,453589/3 ,
t ’/m = + 6,318324ß ,

tJär = + 6,204838ß ,
■*am = - 0,657274/3 .

4 ’ir = - 6,754972 ß + 8 ß + 1 = + 2,245028ß ,
x% = + 6,318324ß - 8ß - ß = - 2,681676ß ,
xf M = - 0,5464110 .

Die Beziehung (606) M {]ß = — (2 + r ^ ir ) liefert folgende Schnittkräfte :

Multiplikator : p h2/ 12

2fJ?>= - (2 -2,681675 - 2,245028) = - 3,1183 , M$ y = j (2 - 1,453589 - 0,657274) = + 1 . 1250 ,

Mf = - (2 -0,657274 - 1,245028) = - 0,0695 , Mf = — (2 - 6,546411 - 6,546411) = - 3,2732,

Mf = y (2 - 6,318324 - 7,4) + 3,1183 , (2 - 2,453589- 2,759162) = + 2,1480 ,

M 'J 1 = + 0,0695 , Mg 1 = + 1,8328 , Mf = - 3,2408 , Mf = + 3,1204 ,
— + 1,8084 , = - 3,0647 , = + 2,4408 , Af{?>= - 2,9183 ,

Mf = - 3,6346 , = + 2,8634 ,
M%m = + 0,8000 .

Berechnung eines zur Mittellinie symmetrischen
Stockwerkrahmens (Abb . 340 ) .

Belastung durch Nutzlast und waagerechten Wind¬
druck . Die Anzahl der unbekannten Drehwinkel Tj m ist
2s = 30 , die Anzahl der unbekannten Komponenten
¥>„ ist / = 3 .

■& 1 , yi2 = &e , y>3 = .Vi !

Ansatz der (2 s — r — t) — 18 Bedingungen (603 ) für die
Winkel treue Verformung der Stäbe am Knoten und der
t = 3 Bedingungen <ps = q>L = <Pm = 0 :

Abb . 340 .

tzt+ Ufjf + 7h = 0

+ rAM = T (Jl + + V>2
^» + Tgür + V, = xl?i + Ä
T“

ö + Ti'ir = t ^ J*+ riä 1+ %
*» ’+ täi , + % = TiV, + *a ?

Tz 0 + r LM + Vl — 6

Tso "1" xsm + Vi — T^ ö + T5ir
- (4) J _ - <4) — <r (7) Xt 1t jso — T*o
- (4) _r_ —(4) _ - <fi)t £ 0 — t B 0
TffO + XEM “h Wi = T2?0 + TEM

(10)

-(5)ÄJf

t (9) i - <9)t e o “r TJ?jf
x (9) j _ t 19)t E 0 ~T t EM
- (14) i - (14)t e o ~v t hm
- (14) i - (14)

T (1° ) I Tt E 0 ^ x .

I T u
- (5) i - (5)Tco ~r Tca
XF0 + XFM + V*2
- (10) t - (10)XFQ " r '' FM
- (IS ) i T (13)xj o ~t t jm

Vi = 0

Vi = Tco + *c&
T toj l_ —(8) i« n “T T(7Jf “T
- <10>j _ - U0 >TjP0 i TF2/

__ —(8)
<70

= TlfO
*

+ ^ ll/ ^ 12 ‘ ^ 3

_ - da ) i Tc— TJ? 0 ~r THM '
- (:“ in

r - - ’ + *u/ *l2 - Vs
- 0 ■

Das Stabwerk ist symmetrisch . Daher wird jede Belastung in den symmetrischen und in den
antimetrischen Anteil zerlegt .

a) Verschiebungszustand bei Symmetrie der Belastung . Die Stabdrehwinkel
Vi . Va , y>a und die in der Symmetrieachse liegenden Drehwinkel sind Null , symmetrisch liegende
Drehwinkel t (j )h sind entgegengesetzt gleich.

Beyer , Baustatik , 2 . Aufl ., 2 . Neudruck . 24
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1 . Bedingungen für die winkeltreue Verformung der Stäbe am Knoten .

Tjrö + — 0

r At> + %am — r A0 + r ASI

r ^ + r ^ = r <
A% + r <

A% T&1' + ■

Ttfi + T& = 0 . t ™ + tä = 0 ,

_ (01 I T(ö> _ _ <9> 1 T<»>TJ)0 T TZ>Jf — TJ) 0 T TDM
—19) i —f9) _ —/IToo "T t dm — t b i - dt )

I) _ t (14) i T (14)
U — lGÜ T ‘öjf

« + « = 0 .

(a )

2 . Bedingungen für das Gleichgewicht der Schnittkräfte an den Knoten A , D , G

2 i 'Im + t bm
'

Z M Ä = 0 = 2

2 ; M = 0 = 2

0 . (1) _1_ T(1) 9 t (4) 4_ t (41^ M Jf T * TKM , ^ t £ M
< 7/

o T(« )
K

+ <(0) o - <9)
^4Jf ,- 1- 7 - +

9 - (U)

. 0 :
/ 9 - di ) I - dl )

. ( T* TDM 9 -r (14> _1_ t ' i4 >^ “r T# jf
V

(b )

Die den Pfosten zugeordneten Werte sind bei Belastung der Riegelzüge des Rahmens Null
und damit die Bedingungen (a)

- (1> — - (1) _ - <0> _ - (6) .t £ 0 — t A 0 — t A0 — t £ 0 •
T d > _ 0Txjf — "

r <? ) = r <4> .

= 4V
x (9> i - ' 9)TD0 i ~

X)M

11) .N>
<9) .

'■0

r di > _ T <14) ,

r 'Jl + *am = r (l
-- (6) _ T <»> i - (£Ti )Jf — cD0T t 2>

r f4)rÄJf
r (9)

= 0

VS0 “f“ tjEM ” 0

t <34) j _ - d4 ) •_ ftT4ff0 T" TffJf — u •

(c)

Um die Art der Berechnung hervortreten zu lassen , werden auch die Riegel 14 , 15 waagerechtund l' und V konstant angenommen . Unter Verwendung der Gin . (c) werden in dem Ansatz (b)alle Werte durch , t '
qm ausgedrückt :

2 ( *A o + t Ii4jv) ~
j
~i + 2 t {am — Tjil + [2 ( ?A l + Ta4jf ) + ( t ]?o + jf )] y = 0 ,

[2 (Tjfi + Tbm) + WM + TÄ )] y + 2 t » V - + [2 (T<? > + T<? >, ) + (T <“ > + T^ >)] = 0 ,

[2 (TgJU + Ti>04’) + (TÄ + Tgir )] y + (2 - t « J>) = 0 .

Mit Vjh' aas A lautet der Ansatz (b) nunmehr folgendermaßen :
r ^ (2A-f2 + 2A) H- T« >f A - tjft (2A + 2A) 4 - r (4> •^ TÄ0 r (9) 3* nfl

C2 = - r <fi A - r 21 (2A + 22 ) + 4 % - r ^ ’ A ,+ tä 5 (22 + 2 + 2 A) + t ^ U

tK 2 + r <» »(2A + 2 ) = - ri »i A + rgj »- 2 r <» >A .

Die symmetrische Belastung der einzelnen Riegel und X — 2 führen zu

T(4> = 2 _ r (4 ) T <0> _ _ t (9> t <14) _ —(14 )^ A o TJ0 » Tno — T Ä0 » Tö0 - r so •

W t (4> 4- 9 r (9 ) _ _ Q t <4) _ 9 ^ (9)T^if I ^ Ti>Jf — y T^ 0 ^ T^ 0 »
9 t (4 ) 4 - 10 r (0) 4 _ 9 t (14> 9 r (4) _ Q » (0) 9 «r <14 )* * AU t £M I * t OM — — * TA 0 — ” *2) 0 — »

2 t (9 ) 4 - ß r ”^ t dm n~ O T0 _ 9 - (9) .^ Ti) 0 . * r <14>

Auflösung des Ansatzes und Rekursion nach (c) liefert bei der Belastung der Riegelstäbe
(4 , 5) mit p x , der Riegelstäbe (9 , 10) mit p t und der Riegelstäbe (14 , 15 ) mit pz unter Verwendung

p /2 1f
von

24
“ c a^s ^ ul^ plii £a^or
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TU>TKM r (l )t am r <4) t (6>t am 7.(6)l DM r (9)l DM x (ll )l DM T (ll >t om 7.(14)l QM T U )l BM T <9J1EM
- (14)

Riegel 4 , 5 O + 14 — 120 + 14 — 3 — 3 - 3 + I + 1 + 134 O O

, , 9, 10 O — 3 - 3 — 3 + 15 - 119 + 15 - 5 - 5 O + 134 O

„ 14 . T5 O + 1 + 1 + 1 - 5 - 5 - 5 + 24 — HO 0 O + 134

Die Stabendmomente werden nach = — (2 T^ -fr ^], ) bestimmt . Bei l = 2 h und

Belastung des unteren Riegels ist

- A hlJL ( _ 240 + 134 ) - ü » * i p
A ~

l' 134 - 24 ( ^ + 134
" iä " .

= - AlAA .x t 134 - 24 ( + 28 ) = +
56 Al ?

2
• j\f (« _ 4 . JA ^ **^ 134 12 ' A + 134 12 '

Die Bedingung 2 = 0 ist erfüllt .
b) Verschiebungszustand bei Antimetrie der Belastung . Die Windkräfte werden

in den Stabknoten eingetragen , so daß die Drehwinkel tJj Null sind . Symmetrisch liegende Dreh¬
winkel sind gleich .

1 . Bedingungen für die winkeltreue Verformung am Stabknoten :

rüjf + V'i ; 0 ,

xA3f + V>l — Taif » Tjur + Vl — T aif >

t aIi = T ^ f + V2 . - (4)1BM = t bm + V2 *
(d )

ir
7

Tfu + Vi _ 7.(6)— l DM » tEM + V>2 _ x <9>— t EM > w

r (9)l DM “ Tgjh + V’a . 7.(9)l em = x xM + hiihrVi '
1

XBM + V3 t (14)— *•GM > 7"(l4 )l HM = r BM + * ll/ * 12 ’ Va •

JO

2 . Bedingungen für das Gleichgewicht der Schnittkräfte am Knoten :

(2 t « A
K

19 T<«> -1- T («> 1 _ !L 4- 2 r (9) 4 - t (9)t hm + t äi11 TT + z xdis t t xm

2 (2 Ibm + ^sm )

x (4 )1BM + (2r % + t <6) )t dmI

Tffi , + (2 « + 7.(11)'r OM ■

t -(14)

r (12>\ ^ 4t em )

*SS) ^ 12
+ (2ry >, +

T& > + (2 t ™ + TiStr)

Ahb. 341 .

= 0 ,

■£ - = 0 .« j !

= 0 ,

= 0 ,

ll - 0 -

11

13

2

, ^

(e )

Abb. 342 .
24 *



372 Di e Berechnung der Anschlußkräfte aus den Drehwinkeln r der Endtangenten .

3 . Bedingungen für das Gleichgewicht der Anschlußkräfte an drei Stabketten = 1 , y 8 = f (
4 = 1 (Abb . 342 ) . Nach dem Prinzip der virtuellen Verrückungen ist

T%■(44 + 44 ) • 1 + ,T- (44 + 44 ) Jil + l (44 + TÜS>) • 1 + w - h = 0 ,
« 11 n lg « lg « i3

(* + rJa,) ■ 1 + (44 + 44 ) • 1 + ~ (44 + 44 ) • 1 + 2 w ■h = 0 .

-p- (4zf + 44 ) • 1 + (44 + 44 ) ' 1 + -̂ r (4? zf + 44 ) • 1 + 3 W - h — 0 .

(f)

Um die Entwicklung der Rechnung hervortreten zu lassen , wird Au = h12 = h ls und das
Verhältnis V : h ' = A = 2 angenommen . Der Ansatz (f) erhält dann folgende Form :

2 -j-f (44 + 44 ) + -p- (4zf + 44 ) + Wh :

2 —, (44 + 44 ) + -jf (44 + 4zr ) + 2 Wh ■

: 0 j

0 , (g)

2 -
y (44 + 44 ) + -p - ( 44 + 44 ) + 3 IVA — 0 .

— Whh ’
Mit den Beziehungen (d ) über die winkeltreue Verformung und W = — -— ist

3 (4zr — ¥*3 + 44 — % ) + (4rzf ~~ Vs + 4szr — ¥s ) + IV = 0 ,
2 (44 — ¥Y+ 44 "" Wi ) + (44 — V2 + 44 — % ) + 2 IV = 0 ,
2 (44 —■ Vi + Vi ) + (44 Wi — Vi ) + 3 W = 0 .

6 y3 = 2 44 -f- 2 44 -)- 4D -(- 4)4 -)- IV ,
6 y2 = 2 44 + 2 44Jr -f- 44 + 4sjf + 2 IV ,
6 Wi — 2 44 “1" 44 + 3 IV .

(h )

Die Gleichgewichtsbedingungen (e ) werden mit Hilfe von (d ) derart zusammengezogen , daß
in ihnen außer den drei Komponenten yi nur sechs ausgezeichnete Winkel zj4 enthalten sind ,
von denen jeder einem der sechs Stabwerksknoten zugeordnet ist . Das Ergebnis lautet :

44 (2 X + 2 -f- 2 A) -j- 44 + 4?zf A — 3 y>1 A — vM2 A + A)
44 (2 A + 2 -f- 2 A) -f- 4?^ A -f- rj; -j- 44 A — 3 % A — 3ya A

r « L r <j »L

( i)

= 0 ,
= 0 ,
= 0 ,
= 0 ,

44 ( 4 + 4 + 2 A) + 2 4>4 -j- 2 Tßtf •+ 44 A — (4 -j- 2 ) y/3 — 3 y>2 A = 0 ,
4b zf (4 + 2 A + 2 A) + 2 44 -j- 49jf A — 3 ^ A — 3 A = 0 .

Die Elimination der Komponenten y mit (h ) liefert den Ansatz für die sechs ausgezeich¬
neten Winkel 44 mit der folgenden Lösung :

Tozf (2 A + 2 ) -f - t£ m A + t# jf — 3 y>3 A
tm (4 + 2 A) + 2 r^jf -f- t ™j, A — (2 4 - 1 ) y>a A

44 = 0,646808 IV ,
44 = 0,275728 IV ,

= 0,411702 IV ,
*zzr = 1,075830 IV

TjJjf = 0,788462 IV ,
= 0,808175 r ,

Aus (h ) folgt damit :
V>3 = 0,720474 IV , xp2 = 1,197258 IV , Vl = 0,993306 W .

Nach den Bedingungen (d ) für die winkeltreue Verformung des Stabwerkes ist -
- Vi

r '<» _ T (4) _ ,,, _TZ Zf— TÄM f 2-

=- 0,993306 IV

- 0,121428 II'

C „= T<?if- ya= - 0,408806 IV

V3 = + 0,067978 IV .(7) _5Zf- t (4'TJfZf‘ - Vg= - 0,389083 W
T (ll )_ t (14)l a u — To y>z= - 0,308772 W \ 4 : ^ = ^ ? »« - = - 0,550450 If

= - 0,993306 IV ! 4 ^ = 4 ®̂ - v>3= - 0,079666 W

44 - 4 ’
Af- Vi=-- -' 0 , 185131 IV ; 4 !« - 4 1

.;; - % = - 0,444746Tf

nü = - y>i
r <_2) __ t (4 )
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Die Stabendmomente können nunmehr nach (606 ) angegeben werden . Danach ist

M <f - - (2 Ta m + t bm ) «nd mit Wh
3

Mj,u > = + y (2 •0,411702 + 0,276728) W = + 0,5496 c ,

Mg»
h' (2 -0,308772 - 0,067978 ) W = - 0,5496 c ,

(2 -0,067978 - 0,308772 ) W = - 0,1728 c ,

Jfi »)= .+ 1,1119 c, Mg * = - 0,8283 c,
Jf « )= - 0,9390c , = - 1,9041 c,

M$ > = Jfi l " = + l,0410c , = + 3461c ,
0,5921c , 1,3636 c,

2f «>= - 0,6517 c, = + 0,9632 c, Jfg > = - 1,4900 c, - 2,1717 c.
JfM)= + l,4799 c, Jf £ 2) = - 0,9631c , = - 1,3286 c,

Hartmann , F . : Die statisch unbestimmten Systeme des Eisen - und Eisenbetonbaues
2 . Aufl . Berlin 1922 . — Bleich , F . : Die Berechnung statisch unbestimmter Tragwerke nach
der Methode des Viermomentensatzes 2 . Aufl . Berlin 1925 .

44. Kennbeziehungen bei unverschieblichem Knotennetz .
Die Auflösung der Gleichgewichtsbedingungen dAj = 0 (S . 320) zur Berechnung

der unbekannten Knotendrehwinkel (pJQ und xJM für ipc = 0 mit Hilfe der konju¬
gierten Matrix liefert nach S . 247 Kennbeziehungen
zwischen den unbekannten Drehwinkeln und daher auch
Kennbeziehungen zwischen den hiervon abhängigen An¬
schlußmomenten . Sie können unter Umständen mit
Vorteil zur unmittelbaren Berechnung des Spannungs¬
zustandes verwendet werden . Der analytische Zusam¬
menhang wird an einem Ausschnitt des Stabwerks ge¬
klärt (Abb . 343) .

Die E / „ fachen Verdrehungen der Endtangenten eines
geraden , in den Knotenpunkten / , K mit Gelenken an¬
geschlossenen Stabes (k ) durch das Anschlußmoment
Mf ] = 1 sind a/ / a (Abb . 343a ) . Die E / „fachen Dreh¬
winkel aus dem Anschlußmoment M$ = 1 werden mit
ajx . axx > die E / „ fachen Drehwinkel aus der Belastung

des Stabes mit a/ ) , a^ 0 bezeichnet . Die Bewegung
im Urzeigersinn ist positiv . Bei gerader Stabachse und
konstantem Querschnitt ist mit lk J cjJ k = l'k und (625)

(k ) _ _ (fc)TT - - (XC- -« \n>f _JJ —

y (fc) k t>(fc)
«70 -

g
- >

„ (Je) .a JK

ffik) .aK0 *

„ ik ) __ _V-KJ —

Ik. 7? (fc>
6 Kj ■

(610)

W

Die E / „ fache Verdrehung der Endtangente eines im
Knoten / gelenkig angeschlossenen , im benachbarten
Knuten II elastisch eingespannten Stabes (h) durch ein

= 1 ist xf ) (Abb ; 343b ) . Der
wird als Anschlußzahl des

Stabes (h ) am Knoten / bezeichnet . Sie gibt den Betrag
des Momentes Mf ) an , welches zu einer Verdrehung der Endtangente xf > = 1
notwendig ist . Das Anschlußmoment Aff - -- 1 erzeugt am Stabende H das

Anschlußmoment M/ ’
reziproke Wert 1 /t/ > ■

3 ' bJK '

pHJF*

Abb . 343 .
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