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Ableitung der Schnittkräfte aus einem statisch bestimmten Hauptsystem .
Die überzähligen Grollen Xlt X 2 , X 3 sind entweder nach (475) durch eine mechanische
Transformation statisch unbestimmter Schnittkräfte oder nach S . 274 als Gruppen¬lasten derart bestimmt , daß die Nebenglieder d12 , d23 , d 13 der Matrix der Elasti¬
zitätsgleichungen Null sind . In diesem Falle ist dann

Dieses einfache Ergebnis darf jedoch nur verwendet werden , wenn die Neben¬
bedingungen

<̂ i2 — 0 , d23 — 0 , <531 — 0 ( 818 )
nachgeprüft und vollständig erfüllt sind .

Lösung bei Symmetrie des Tragwerks .
a) Das Hauptsystem ist ein Balkenträger auf zwei Stützen (Abb . 505) .
Die überzählige Größe X1 besteht nach S . 274 aus den beiden , um die Strecke y10

parallel verschobenen , statisch unbestimmten Komponenten H der Stützkräfte ,
als Gruppenlast nach S . 283 aus den Kräften H und zwei gleich großen Biegungs¬
momenten Yal = Ybl = — H - y li0 . Die beiden anderen , von unabhängigen über¬
zähligen Größen X 2 und X 3 beziehen sich mit Xt = 0 auf den beiderseits ein¬
gespannten Balkenträger , dessen Einspannungsmomente in a und b durch Y„ , Ybbezeichnet werden .

* 2 = 1 (Y« - Y 6) , Xt = \ (Y„ + Y 6)
Die Verschiebung (513 ist nach S . 196 Null für

aa aa
~ Tl>"i
■> i<

(819 )
Abb . 505 .c c

b ) Das Hauptsystem ist ein Freiträgerpaar (Abb . 506 ) .
Die überzählige Größe Xt besteht nach S . 274 aus den beiden um die Strecke y„ 0

parallel verschobenen Längskräften — N c im Bogenscheitel c oder nach S . 283 aus
einer Gruppenlast , die sich aus der Längskraft — N c und dem Biegungsmoment
Yel = - N e y2i 0 im Bogenscheitel zusammensetzt . Die überzählige , von unab¬
hängige Größe X 3 ist das Biegungsmoment Yc im Scheitel des beiderseits einge¬
spannten Balkenträgers . - g.Als überzählige Größe X 2 wird eine Funktion der Quer¬
kraft Qc im Bogenscheitel verwendet . X 2 = + QJi - Die Ver - .

~ L „ V. _ C • r _1_ / JW*\ ■\ T__11 _

■Xf ^— Z,

Schiebung <513 ist nach (471 ) Null , wenn

(820)
Abb . 508 .cc

c ) Das Hauptsystem ist ein Dreigelenkbogenträger (Abb . 507 ) .
Die statisch unbestimmten Biegungsmomente Ma , Mb , M c sind nach (468)

Funktionen dreier statisch überzähliger Gruppenlasten , von denen X 1 und X3
symmetrisch , X 2 antimetrisch ist . Sie werden daher nach folgender Transformation
angeschrieben (Abschn . 36 ) :

Infolge der Symmetrie ist

X 3 + X 2 + Yal Xj
(821 ) *

Y c = X 3 + Xjx 2 + Ybl x,

Abb . 507 .
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und nach S . 284 auch <513 = 0 , wenn :

«3.cl
’b 1

Vi,o
V2,0 (822 )

Daher sind - die Biegungsmomente infolge von — = 1

bis auf einen konstanten Beiwert ebenso groß wie in den beiden Fällen a ) und b ) .
Die Schnittkräfte werden nach der Begründung auf S . 522 nur für das erste - und

zweite Hauptsystem angegeben . Die Lösungen stimmen in formaler Beziehung
überein , wenn die Einflußlinien N 0 , M 0 , Q 0 des Balkenträgers oder Freiträgerpaares
unter Beachtung der Vorzeichen aufgetragen und die Schnittkräfte 7V0 , M 0 , ()0
aus einer vorgeschriebenen Belastung q und den erwähnten Zusatzkräften H a be¬
rechnet werden . H g = M oc jf . In diesem Ausdruck bedeutet M 0c das Moment der
äußeren Kräfte aus der Belastung q eines Balkenträgers , bezogen auf den Schwer¬
punkt des Scheitelquerschnitts c .

Die Hauptglieder <5n , b 22 , <533 der Matrix der Elastizitätsgleichungen werden nach
( 299 ) gebildet .

Belastungszustand — X 1 = l : M 1
— y , N 1 = cos a , Qi — sina .

Belastungszustand — X 2 = I : M 2 = — xjl 1 , N 2 = 1 // , • sina , Q 2
— — \ /l 1 ■cosa .

Belastungszustand — X 3 = l : M z = 1 , N ,t = 0 , Qs ~ 0 .

cos -* a Je fsin2 a F ,dx ; d.J cosa lf J cosa
ds +5-

(824)
<533 = f -Ji - dx ,66 J J cos a

cos 2 a ~wds sw l , a äs äs 0

Die Belastungszahlen ergeben sich nach (299 ) mit M 0 , N 0 für die äußeren Kräfte

dx ; Ja o cos ay ds
J cos a

* J , sin a jF, ds äs 0 ,0 h J cos

/ cos a
Belastungszahlen aus Temperaturänderung t , At und
Stützenbewegung :

t = EJ e (xt tl + Jy
°
^ ds ) ;

<52 < = 0 ; öst = EJ e f ^ ds .
Acl,

Ö1 b = E Jclyi,o (<Pa - <pb) — 4lZ] ,
<52s = - £ / c [ (?>« + <Pt) + -y (4 . — ^ ft)] • '

(827)
- I +Alr
Abb . 508 .

Al s‘ E Jc Ŝfa Jh ) '

Die Vorzahlen und Belastungszahlen werden bei einer beliebig vorgeschriebenen
Bogenform durch numerische Integration nach S . 95 , am besten mit den Rechen¬
vorschriften des Zahlenbeispiels S . 545 bestimmt .
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Unter Umständen empfiehlt sich auch die Verwendung von n Stufen konstanter

elastischer Wirkung nach S . 96 (Abb . 509)
Je

1 Jm COS « ,
: _L yn J cos a.

A x oder - 1 V » F' - r—
6m F rrl

~ n Zj F ^ x - (828)
Dabei bedeuten die Summanden die mittleren Ordinaten einer beliebigen Unter¬
teilung A x des Integrationsbereiches l (also
auch l = r ■ Ax ) der beiden Funktionen
/ c //cosa (Abb . 509a ) und F c /F (Abb . 509b ) .
Die Vorzahlen werden dann durch einfache
Summenbildung über die mittleren Ordi¬
naten (m'

) der Intervalle em oder em er¬
halten (Rechenvorschrift S . 550) .

n
Je - cosa + < 2 y‘

a -=. Jj_
~r22 F c cos a

y2,o = — Zy i , hz = nc .

(829)

y 20

Nq + c ,
i i
n n

^ 30 — C2JM 0 .
1

Symmetrie der Belastung :
Antimetrie der Belastung :

( 830 )

^20 — 0 >
<5io = 0 ,

2 ' i 3 ' I » ' i 5 '

Abb . 509 .

30 = 0 » * 1 = 0 , * 3 = 0 , X 2 =j= 0 .
Die Einflußlinien der überzähligen Größen stimmen bis auf einen Multiplikator

mit den Biegelinien überein , welche für die Belastung — = 1 , — X 2 = 1 oder
— XB = 1 eines Balkenträgers auf zwei Stützen oder eines Freiträgerpaares fest¬
gestellt werden . Dies geschieht rechnerisch oder zeichnerisch nach Abschn . 21 .
Dabei werden die elastischen Gewichte Sß ral ,

*B m2 , SB mS verwendet , die nach (206)
aus den stetigen elastischen Kräften Wx = y ’ JclJ cosa , tt)2 = — £ • JJJ cos a ,
ü>3 = l - / c // cosa entwickelt werden . Ohne Rücksicht auf die Längskräfte aus
— Xt = l usw . ist bei geometrisch verschieden großen Intervallen c'

m == cm

f 2 -— + 2 y„
Jc

6 V m~1 Jm- l cos a m- l ' ~ Jm J » COS « ,

+ fkx ( 2y
J . ■ - J

1 Jm- l cos “«- 1
Je

6 \ l

+ t (2 t
Je

I _ -J V_
m J m COS

+ y™+1 J m+icos am+1
Je | o xm_ Je \

I « /

cL
- m3 '

6 V/m- x cosa m_x
Cmj .1 l — J i

Jm cos a,
+ 2

- 2

+
h ./m COS C

_ Je
h / m+iCosam+1) .

4- T (2 +

/ „ cos tt„ )

) •
/ rn cos J m+1 cos a m+ 1 ,

( 831 )



526 56 . Der beiderseits eingespannte Bogenträger .

Sonderfall geometrisch gleich großer Intervalle c'
m = c' .

6 src* Je 4 _ A A, Je 1
y m+i

Je
c* — y m --1 / _ ! cos <X.m .- l

+ * y m J m COS ccm
r J m+1cos a m+1

6 Wl x m„ 1 Je _l 4
x <* Je 4 -

Xm+1 Je
c* Ä m2 —

h «/m —1 COS(Xm.- l
+ 4

b / ,m cos <x,„ h J m+1cos a ra+ J
6 sra / . 1 4 Je

1
Je

cf J m-al cos a ,n- 1
r Jm cos am J m+1COSa m+l

( 832 )

Wird die Funktion tu im Bereiche {m — 1 ) . . . (m + 1 ) durch einen Parabelabschnitt
mit den Ordinaten tu m- i > ttm , tu m+1 ersetzt , so treten an die Stelle von (832 ) die
38- Gewichte nach den Angaben (207) .

Sonderfall elastisch gleich großer Intervalle c = emJ c U m cos a,m mit den
Funktionswerten ym . , und 1 in den Mittelpunkten m' der Intervalle em .

Die Verwendung der elastischen Gewichte zur Berechnung der Ordinaten der
Biegelinien dml , dm2 , dm3 wird auf S . 550 gezeigt . Da Ö12 = f y ■J c jJ cos a. - dx = 0
und ö13 = Jxy • J c jJ cos a -dx = 0 , ist A m i = 0 ; B m j = 0 und Ql0 | 1 in BogenmitteNull . Die Tangenten an die Biegelinie der beiden Hauptsysteme infolge von
— X t = 1 sind daher am Bogenkämpfer und am Bogenscheitel waagerecht . Die
Verschiebung (5U kann durch eine horizontale Biegelinie geometrisch nachgeprüftwerden.

Dagegen sind, wie sich leicht einsehen läßt , ö22 und d33 in den Biegelinien
dm2 = Wtt2 , ^mä = 9J( ,u3 bereits geometrisch enthalten . Die Ordinaten der Ein -
flußlinien X x usw . werden daraus nach ( 817 ) , also durch Division von dml mit 6nusw . berechnet und aufgetragen . Sie können nach S . 125 auch unmittelbar auf¬
gezeichnet werden, wenn das Richtungsbüschel der Biegelinien dml usw . nicht die
Polweite \ EJ C \ SBj-Einheiten , sondern | öu | 3B1-Einheiten erhält . Dasselbe gilt
für die Einflußlinien X 2 und X 3 . Die Polweiten der beiden anderen Richtungs¬
büschel sind HW2 = | ö 22 | 382-Einheiten , HW3 == | Ö3;! | 3B3-Einheiten . Der Betrag der
elastischen Gewichte kann auch nach den Ansätzen S . 135 entwickelt werden .

Die Schnittkräfte des Balkenträgers oder Freiträgerpaares aus einer vorgeschrie¬benen Belastung q , den Zusatzkräften H0 und den zugeordneten statisch über¬
zähligen Größen sind

N = N 0 - X x cos « — X 2
S-^ , Q = Q0 - X -l sin a + X 2 ~ ,*i

M = M0 - Xiy + X 2 ~ - X 3 .h
Symmetrie der Belastung :

^ 2 ^ 0 , Qc = 0 , N t = N t0 - X lt M c = M e0 — X, y20 — X 3 ,
Ma = Mb = - X3 + Xiyi >3 , M = <i >M0 - Z iy - W3 .

Antimetrie der Belastung :
X 1 = 0 , ^ 3 = 0 , M c = 0 , N c = 0 , Q^ Qco + XJh ,

M a = - Mb = - X 2 , M = ™M0 + X 2 x/l 1 .

(834)

(835)

(836)

Die Buchstaben x , y bezeichnen die Koordinaten des Bezugspunktes des Biegungs¬
momentes . Die Vorzeichen richten sich nach dem Achsensystem der Abb . 505. Sie
beziehen sich bei der Bildung der Kernmomente auf einen der beiden Kernpunktedes Querschnitts (vgl . S . 28) .
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Die Biegungsmomente für vorgeschriebene Belastungen lassen sich nach denRegeln auf S . 71 aufzeichnen . Darnach ist mit f = xjl t

M = X 1 (M °± X* S ~ X* _ y ) = Xi ( W ~ y ( 837 )^ / - v W
Fällt die Mittelkraftlinie aus der Belastung q und den Zusatzkräften H 9 mit derMittellinie des Bogens zusammen , so ist mit Xt = AH
(Abb . 51° )

M 0 = 0 , N 0 = ~ HJ cosa , \
AH jr

a.X̂ . H_ n —Pfr
( 838)

H = H a + X, , x, = —

M = - x l y ,

«5n = ifJcos2F c Ay. — a .F
Mit

f E,
fcJF

- ds : H y2 Je
J ds

ist

Abb . 510 .

Xi =

N = - •

H q ,1 + V

H a 1 + v sin 2 a

M v H„ y .1 + V Q ■

1 H,
1 4- v cos a 1 + v

( 839)

(840)

( 841 )

( 842)

Ableitung der Schnittkräfte aus einem statisch unbestimmten Haupt¬system . Die Schnittkräfte lassen sich auch aus einem statisch unbestimmten Haupt¬system mit der Längskraft — N c als überzähliger Größe X t in dem beiderseits ein¬
gespannten Träger entwickeln . Die Belastung erzeugt die S .chnittkräfte A7

{,
2 )

, (?o
2)

und die Einspannungsmomente Mfl , die Kräftegruppe — Xt = 1 die Schnitt¬kräfte A7^
2)

, Mf \ Qf ] und die Einspannungsmomente Mjft , M^{ . Sie werden bei
beliebiger Trägerform nach ( 345 ) , bei Symmetrie nach ( 359 ) mit den überzähligenGrößen Ya , Yb eines statisch bestimmten Hauptsystems berechnet . Wird diesefür die folgenden Angaben ebenso vorausgesetzt wie auf S . 523 , so ist

0 = i m + M <2>) , Yt 0 = -f - (M «8 - MUS ) ,
Y« 1 = i M + M <» ) , F 61 = i M - M <2 >) = 0 , (843)
Y„ =MS ~MK= - 1 ■* , „« -J y174r ** '■ ■

Xi = #$ / » •»
, X^ ÖZ ! ^ . ( 844)

Zähler und Nenner werden nach (305) berechnet .

«5<2> = L . J 7V«o > cos a £ ds + J Mg» y dx *
°

c r (845)
<5n = jr J Cos 2 a ^ ds + J Vl (yx - y 1>0 ) -

j
~ ^ dx ,

&{$ = EJ c v.t tl , df^ EJ ^ y^ - cpJ - An (Abb . 508) . (846)
Die Biegelinie d%\ des beiderseits eingespannten Trägers wird ebenso wie auf S . 525
aus der stetigen Belastung tuf = yJJJ cosa entwickelt .

N = A1J,
2> — cosa , M = — X x y , Q = <?ö

2) — sina . (847 )
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