UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
PADERBORN

®

Die Statik im Stahlbetonbau

Beyer, Kurt
Berlin [u.a.], 1956

A. Die Platten

urn:nbn:de:hbz:466:1-74292

Visual \\Llibrary


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:hbz:466:1-74292

hmen und Grundlagen {ir die Berechnung,

A. Die Platten.

67. Annahmen und Grundlagen fiir die Berechnung.

G644 67.

Die Platten sind ebene Bauki per die durch zwei zu einer Mittelebene parallele
1izu senkrechte Zylinderfliche von beliebiger Leitkurve
sind. Die astung wirkt stets im Sinne der Flic len z. Der
ist frei drehbar gelagert, eingespannt oder auch in einzel Punkten
e untere Laibungsebene ist kriiftefrei oder durch Triger und Pfosten in ein
geraden Linien, Punkten oder Flichen gestiitzt. Auf diese Weise entstehen die
laufenden Platten, die Rippen- und Pilzdeck Die Untersuchung kann fiir die
Bediirfnisse des Bauwesens auf Platten beschrinkt werden, deren Baustoff durch
die Art der ”- srstellhar g LI‘.ti konstruktiven Ausbildung als |t1“1|~§_(<.'i'1 isotrop und
innerhalb der (ebrauchsbelastung als vollkommen elastisch gilt und deren Dicke
gegeniiber den '*]'-]"]'lll Abmessungen flll"l.:i.](\.ull Die Anderung der Plattendicke
ist von hoherer Ordnung klein im Vergleich zu der senkrechten Verschiebung w (x, y,

lafd

ine d: begrenzi

ttenrand

Ebenen und

121NN0TI

cines beliebigen Punktes, so ¢

w(x,y,2) = (%) 4 [ SR —w(x,y) = w (914)

der Platte durch die senkrechten
1st. IDa sich die Platte m
wr um kleine

ind damit der senkrechte Forminderungszustand
Verschiechungen  der Mittelfl: ul: beschrieben
BL‘[E[‘-lll!If_{ 4 Vergleich zur Dicke /i

¢ ausbiegen -.uH xnnl ~|_u,-\' iagerechten Verschiebungy
der Mittelfliche Null und die waage 1 Ve
Punkte im Abstand z von der Mittelebene, .
kleinen Betrigen hoherer Ordnung, lineare Funktionen von
/ so dall die Punkte einer Flichennormalen  auch nach de:
? Forménderung auf einer Normalen zur elastisch verbogenen
Mittelfliche liegen. Dalier ist bei Verwendung von karte-
sischen Koordinaten x, v nach Abb. 621
% x e (915)
o x R
Die Spannung o, ist an der unteren kriftefreien Plattenlaibung Null, an der
oberen gleich der Be lastungsintensitit $, also abgesehen von t‘l"u'lﬂ'l-éu.'n deren
Untersuchung hier ausgeschlossen sein soll, stets sehr klein im Vergleich zu o, a,.

Sie kann,daher in den allgemeinen Gleichgewichts- und Vertr: I"llfllj\k] shedin-
gungen mit ¢, = 0 vernachlissigt werden. Diese Annahmen begriinden die fol-
genden Beziehungen der Plattenstatik.

1. Vertrdglichkeitsbedingungen nach (26)

ou a2 o

L _— - o — ": A = = A 916

B2 =37 gat? B=5, iy Ey o ¢ £ ¥ (916)
2. Elastizitiitsgesetz nach (27) fii

i L« S L 2 EA: Bl Br AR 7] Leai et s

E it Y0 e 1 .r:u." R s T L £y )

4 L L " (9175

E g 5 E 3 = i o= 1 A

e I* (& le8y), Oy | —p? (et 8y}, Toy =0 Yoy=— - = : dxdy WLl

und in Verbindung mit den Vertriglichkeitsbedingungen (916)

Ew fo%wm a2, Ez [/ 2w  0u
g, — — e ey g, = — - | 1 — e el B
3 I —pe® \od x* Eoil 2 f ¥ L—® \ g at a3 W et
izl ok 018)
- o=
s — e T (] i) ‘

I—p® dxdy




s =T

Nest J | -]‘lll'l‘ul en in der Flichenn naren [
S utten von der Breite 1 zusammenfassen. Sie hetracen
\ [ drI 0 \ 6. dF =0 0 [+ ] 0
d . e
W, [opzdF, Mi=g:zdF W Ve 2l
: ] 919
{ = Dot i e 1 |
121 T o v= F L 121{1 3 Lt y2 g 2
|
M, (1—pe). i
M., M, sind Biegungsmom rillungsmomente. EM3N12(1 — 2 - N
ist eine fir Platte: werkstoff charakteristische Grofle uned
heilit Plattenkonstante.
3 EI ansformation dex “ﬁ'iJ“ﬂ':' i eines Prism: f ey
n schrigschnitt ds im Winkel % = v mit ds = y/cosy (Abh, (22

e LJ|I icl |<‘| wichtshedi

. [l"IJ -~ 2
M,ds —(Mydy -+ M, . dx)cosyw — (M, dx M, dy)siny =0,
)rl,,__ o {.'hr_l.r!"_l.' - ,'1.'r._.:'t‘-.i"'r,~'+i]=, W - fl.l'-"t ! _1.'r_,l dv)cos u ="

M, = M,cos®y + M,sin® p + M, sin 2y, ‘
M, = M,sin® ¢ ++ M, cos? w— M, sin 2y, (9901
M, =— (M, — M)=22% 71 cos 2y, {
Daher bilden die Schriigschnitte I, II mit M, ,, Mpypy =0
und den Hauptbiegungsmomenten M;, M, den Winkel
P = . S
» AT
tg 2=t ..
g ; (921)
M, = (M4 M) LIV (M, — M 2+4+4M2,. |

In derselben Weise lassen sich in jedem Punkte der Platte auch die Richtungen I', I1’
mit g = y, - 45° der beiden Hauptdrillungsmomente M. ;- angeben, in denen
i igsmomente Null sind.

My o= V(M,— M+ 402, (922)

Richtung und Groe der H: wptbiegungs- und Hauptdrillungsmoemente kénnen fiu
jeden Punkt der Mittelebene auch naeh den bekannten er phischen Methoden
Mohrs festgestellt werden. Die Richtungen I, IT bestimmen die Lage der Stahl-
bewehrung. Bei u.vr'[iu};:un;']ﬂ Bewehrung f,, f, sind die vergrillerten Betrige
(M, 4+ M,.) und | M, + M. |1]=1JJ"’£|J:'I;L3

Die Summe der Bie ;f1||~*r«n,un ente (M, -+ M) ist von der Richtung » unab
hingig. Sie ist wie bei jeder Tensortransformation invariant.

M, M, =M, + M,=M;+ M.

1 " 3 “
Dasselbe gilt daher auch fiir
| 1 g T 7 LR 12 ot
. s {5 s W L =—NAw. (92:3)
z Vel a? dy=y




646 67. Annahmen und Grundlagen fiir die Berechnung.

M wird als Momentensumme bezeichnet und ist eine skalare Funktion in x und .
Die Bezeichnung 4 ist eine in der Mathematik gebriuchliche Abkiirzung der Diffe-
rentialoperation

s a2

el i {004
d & R (924)

4. Die Gleichgewichtsbedingungen. ‘a) Gleichgewicht der duBeren Krifte des
differentialen Prismas (Abb. 623) bei einer Drehung um die beiden Kanten dx, dy:

oM, . M, aM, aM,,

. dy + ar C}”: =4 dx i av (J""; = U, l"“::,_)'l

und mit (919) daher
: T | e
Q-jl‘. e B N I} 5 £ I w, (.): 5" — N -[:J :' ."i w. I:U::,H't]

Da aullerdem nach (910) 7., = T, ist, wird nach (919) auch M,, = M, ..

b) Gleichgewicht der dulleren Krifte des diffe-
rentialen Prismas bei einer Verschichung in der
z-Richtung.

E-J:Q“ -1 E.'}Q“ =l

dx dy

5 =0. (927)

Die Bedingung liefert in Verbindung mit (925)
die folgende Differentialbeziehung zwischen der
Belastung und den Spannungsmomenten

22 1) 32 M 3%
ot e Sl Lt Vee LM e R
i 4 dxt dxdy ' r;‘y2 : '
= Q&‘ ¥
Abb, 693 und bei Verwendung wvon (926) und (924) die

Differentialbeziehung zwischen der Belastung ¢
und der Verschiebung w, der Ordinate der elastischen Fliche der Platte

oI Moo a'F
2% + 2 - e 7Y = 'h ; (929)
d xt dxtoy?: ' gyt N
Sie 140t sich in Verbindung mit (924) auch folgendermalien anschreiben:
e ary [ o2 e b
= e L = A A = g7
(33 o) (gmi + 5or)w=Adw =1 930)

Diese Differentialgleichung 4. Ordnung kann nach H. Marcus mit (923) auch in
zwei Differentialgleichungen 2. Ordnung zerlegt werden, die sich in der Reihenfolge
1E ¥ 2 1 a2 il 2w l'tf ;

r:’:".a,-: 3 ":}y‘r - —p, (931) = St = — = {932)

lésen lassen, wenn die Bedingungen fiir die Momentensumme M am Rande der
Platte bekannt sind. Beide Gleichungen bilden den analytischen Ausdruck fir
eine mit der Ktaft 1 gespannte Membran, deren Ordinaten bei der Belastung ¢
durch M und bei der Belastung tv mit @ bezeichnet werden. Die Zerlegung der Diffe-
rentialgleichung fithrt daher, wie H. Marcus zuerst bemerkt hat, zu einer Er-
weiterung der bekannten Ansitze fiir die Momentenlinie (80) und die Biege-
linie (195) des biegungssteifen Stabes. Da nun spéiter nachgewiesen wird, dall
und M am Rande der frei drehbar aufgelagerten Platte mit polygonaler Begren-
gung Null sind, besitzen hier die beiden Flichen als Membran tiber der Rand-
kurve mit der vorgeschriebenen Spannung 1 und dem Druck $ oder v konkrete
Bedeutung. .
Dieselben Betrachtungen gelten auch fiir Polarkoordinaten. Das Ergebnis
kann entweder durch Koordinatentransformation gewonnen oder unmittelbar an
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Die statischen und geometrischen Bedingungen der Stiitzune. 647

einem differentialen Abschnitt (Abb. 624) abgeleitet werden. Das Biecungsmoment
in einem Schnitt » = const ist M _, das Biegungsmoment in einem Schnit

- Const
heiBt M,. Die Drillungsmomente fiihren die Bezeichnung (1) Sl e
. [ £ i 2
M. = — N I 3 e | Al e |
Lor= i o = O
a2y 1 @ I g2 |
My=—N|p=5+- Lo (933)
e W . .
. |
. 1 @w 1 dan _ J ] !
Mig=Myy=—N{l—p} (22— 29 0 o a9 (1
2 ! “F OF 0o ¥t e/ i ar\ r dx
Die Summe der Biegungsmomente (M, - M,) ist wiederum von der Lage der

Jezugsachse unabhingig. Dasselbe gilt daher auch von der Momentensumme 3.

M % i o a2
M = ”']' PRES H el v Aw. |
p} o it y et 4 = ol | I”.H‘J
. & = i}
0,,= — N—Aw, Q,,= — N Aw, |
A o . ¥l

Die Differentialbeziehung zwischen Belastung p und Ausbiegune w lautet jetzt

¢ o2 1 & L Al N () | 1 a A f

I ; 1. A f (635
| B v i I e e T = A T T = £ 41T . ahadid |
\alrd ¥ oo r dat) | dr? r O It gkl o i 4

Sie kann auch hier wieder mit (934) in zwei Gleichungen 2. Ordnung zerlegt werden.

artar . X M 1M A

AM 5 - + A= —p,  (936)
are v re o o= 4

O L T 1 #u AT a37)

iy art U ar Pt 3 BT At}

Die Berechnung des Spannungs- und Formiinde-
rungszustandes einer Platte fiir eine vorgeschriebene
Belastung #(x, ¥) oder Pp(#, %) besteht also darin,
diejenige Funktion w in x, v oder 7, « zu finden, welche
die Differentialgleichung (930) oder (935), aulerdem

aber noch am Rande die von der Stitzung der
Platte vorgeschriebenen statischen und geometrischen
Bedingungen erfiillt. Diese Lésung ist nach Abschn. 8 eindentig, Dagegen sind un-
endlich viele 1
(935) allein befriedigen. Der Plattenrand gilt entweder als frei drelibar anf-
gelagert, starr-eingespannt oder als kriiftefrel.

" a
24.

.dsungen @ vorhanden, welche die Differentialeleichung (930) oder

Die statischen und geometrischen Bedingungen der Stiitzung. a) 'r¢i
drehbare, starre Auflagerung der Platte in einer Geraden a const.,
Geometrische Bedingungen:

statische Bedingungen:

\ pYe 3
ii - =0, Lo (D38)
M o= gyt : L

daher auch |

1

|

o2 ¥t e R . |

= {) i ! 0 und M 0

o xz 0, ‘”-'f s | ot 3 |

Da also am Rande der frei drehbar aufgelagerten Platte 0 und M ( sein

mull, kann die Lésung M aus (931) unabhiingig von @ angegeben und darauf 2w
Berechnung von w in (932) verwendet werden. Die Stiitzung wird daher in Uberein
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(440)
ot = [} il |
| J Y [ .'.:I i |
£ e s v J ata oy
7 | 1 Rand-
% :
. hefert an den
iegenden recht- " |
| ; . ] x
doppelte: |
: an der Ecke 1st. | b
o T (941} =
= g el '||:...... Vel d ) 4
| =4
o | nkerung der Abb, 536,
1
{ nder Platter
\ Die Querkri an den Ecken Null.
b) Starre Einspann einer Geraden 2 onst. G
netrische Bedingungen:
¢ 0 1w/ A 0 |
Aullerdem sind .
(942)
= = ]
() : 1) und
o B 5 arT o Platten
| |-' (50 | |'I i
b d Y B E

| ] A i ]
' () : [ " ) 1043
f ¥ ! i
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r Platte fiir eine vorgeschric

[Jic' |‘|:'_-1 !l?"'j:"]llsz'_ {ee l\ { I'|| -'IE_' 3

chiriebent

gungen ist nach Ableitung der
honur

@ und der Belastung




wder Dicke, f49

n gelingt. Mit der Funktion w(x, v) sind auch ihre Ableitunegen und

e Schnittkrifte in jedem Punkte der Platte bekannt.

I v Estanaw | (
{ s ] N |
cn Ul it
ler € ML ; I
] S0z, B

68. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter
zentralsymmetrischer Belastung.

Platten mit gleichbleibender Dicke. Die Punkte der Mittelebene 1
csicht auf die Beg : i I

() als Ursprung

Mittelfla

und Belastung unabhiingig vom Winkel «, so dali di

tion @ (z, o) — w(r) nach « Null sind und die partielle Ihfie
totale Di gehit, Die Drillangsmomente J)

S — T W =
erentialgleichung il

ch (933) ebenfalls Null. Im iibrigen wird nach S, 647

!
|
{

O45]

Momentensumme M= |. -2 N == Y Au
il F= ¥ iar

chgewichtsbedingungen fiir die dulleren Krifte an dem Plattenabschnitt

liefern die Beziehungen

Die Glei
\bhb, 6

W, " ; L1
T AT Vi 1 i air )

i e e N —(Aw); R 5 946

e
Das Ergebnis kann daher in der Form I I
100 1 | 1 d%u 1 d el =
£) (U48) _
yi : : odr? 13 ds M )

angeschrieben und nach (946) aus dem Ansatz

d dtap 1 dw7 A ¢
[ 7= I - - (945 Abb. 627,
ir | iy drs ¥ ar N

abgeleitet werden, Es lilit sich dahermit g dwldranch fi idermalien ausdriicken :

it dy I i [ 1 1 . . ¥
g " = -a e r- ; — (¥ @) : | prdr 8 (9501

Die vollstindige Losung der Differentialgleichung 4, Ordnung bestelit ans einem

partikuli nen Gleichung (947 und aus vier mit den

en Integral w, der inhomo;
Integrationskonstanten Gy BIsE, erwelterten Lisung
Gleichung. Das partikulire Integral w, kann in diesem I
me zweimalige Wiederholung einer doppelten Quadratur bestimmt werden, denn

R d Af i I i N v e
Yo e ¥ | hr, W | J;.‘rai’f,]

K2 iy Iy N Fo

. . Wy dw, | dirg W 4 J“ -'JI ; J‘ i rdr |
. = { ) ) :
drt S i d ar ./ Y ; Gl . FoJN

bis % 1 der hom MY
=

ille aus (936), (937) durcl

(9a1)




650 68. Die

: und die Kreistingplatte unter zentralsymmetrischer Belastung,
Als Losungen der homogenen Gleichung eignen sich, wie sich leicht durch Ein-
setzen in (947) priifen Jalt, die folgenden Ansitze:
frN2 Fe ¥ ¥
IEEA wy=(—}, iy = In s w, = In e (952)

@ ist der Radius des Plattenrandes (Abb. 628¢). Daher lautet die vollstindige
Lisung von (947) mit r/a - 0

w =1y +Cy 4+ Cyp®+ Cyplnp + Cylnp

=+ 20,0+ Cao (1 +21np) + C, -

M. = - r - s L L (14 it) B o Tl | H + 2Inp
! as ] dp? 0 do . | o . 1 1 = |
o B TR O )
e ! .
- ] n ot |
o : : (953)
o d3 i, | 3 2 = . (143 \ \ !
W, u 14+u) | 2C, Cq | 4 2Inp)
: o o dp = 1+ =y
|
« I=p 17 |
C L | Lo - |
N 1 a ; v
M 5 s 4C., + Cy (1 -+ Inp) ‘
{ N d3g 4 1t
ik g Sar o kiR hy
L i a0 a p= gdo 3 0 !

Der Stiitzendruck A bei einer zentralsymmetrischen Belastung P wird

A=%/2xna. (954)

Da jedoch die Durchbiegin

g w und die Biegungsmomente M., M, im Mit
punkt O der Kreis

te (o =20, Inp = o0) fiir C; 4+ 0, C,==0 unendlich grob

| werden, sind diese Integrationskonstanten des logarith-
mischen Anteils der Losung fiir die Kreisplatte Null. Die
Integrationskonstanten C,, €, werden aus den Bedingungen
fiir die Stiitzung am Plattenrande » = @, p = 1 bestimmt,
Bei freier Auflagerung des Plattenrandes ist fiir p l:
_ (s 0 und M, = 0, bei starrer Einspannung des Platter
I randes fiir o= 1w 0, dwldr = 0. Bei elastischer Ein-
Il spannung der Kreisplatte in einem Zylinder besteht
Forminderung aus der Ausbiegung w* der frei auf;
Platte mit der vorgeschriebenen Belastung $ und aus der
Ausbiegung Mw** derselben Platte mit einem am Rande
angreifenden Einspannungsmoment M (Abb. 628a, b)
w = w* + Muw**, (955
Bei starrer Einspannung mit M = M, ist fiir » = a mit p =1
Abb, fi2s " d w** fase
E . M= 0 (956)
, T d
und damit das Einspannungsmoment noch auf andere Weise bestimmt
Die Kreisringplatten werden entweder an beiden Rindern gestiitzt (Abb. 620a)
oder als Kragplatten verwendet. Der freie Rand wird dann-mit » = b, bla = §.
der gestiitzte Rand mit » — a, p = 1 bezeichnet (Abb. 629b, ¢). Die Platte kann
hier wieder frei aufgelagert oder cingespannt sein. Die Forminderung der Kreis-
1l




Platten mit gleichbleibender Dicke 6hH1

ringplatte wird durch die vollstindige Differentialgleichung mit vier Integrations-
konstanten beschrieben. Zu ihrer Berechnung stehen ;m _]l"tll m Rande zwei Be-
dingungen zur Verfiigung. Am freien Rand p=2pist M, - ol =

Die Kreisplatte vom Durchmesser 2b kann aulerdem in t‘:inem konzentrischen
Kreis mit dem Durchmesser 2a gestiitzt sein und daher mit einer Ringplatte von
der Breite b—a auskragen. Die dulfleren an der Platte angreifenden Krifte sind
dann in » = a unstetig. Die Berechnung zerfillt in die Losung I fiir die Form-
anderung @ der Kreisplatte mit den beiden !;11t,-§,1;11Junakunslguﬁn-u C,, Cg und in
die Losung 1T nach (953) fir die Formdnderung der Hillgplmh- von der Breite (h—a)
mit vier Integrationskonstanten. e sechs Integrationskonstanten werden aus den
Randbedingungen an der dulleren Begrenzung (r =8) mit M, ;; =0, 0y, ;s =0
und aus den ledingungen an dem abgestiitzten Kreis ¥ = a berechnet. An dieser
Stelle ist 1w, 4 0, w, =0, [?’.c ,ti’r dw, ;;/dr und

¢ : 1 [ P a : ! A
My = My . Al Kontiolle gt 0,1~ 0y + /2 —0 JSSSE—gssy
(Abb. 630) mit ‘B als Plattenbelastung. Dasselbe gilt von ety @y Pttt

der Berechnung einer Ringplatte von der Breite (b—c¢),
I TR e R e ST 1=g 8 1
nur dall in diesem Falle in die Rechnung acht Intvgrulum.-- RN RO

konstanten eingehen, die sich aus acht lmmnn Gleichungen #» | e
ergeben (Abb. 631). Die Losung liBt sich bei zentraler batndom 3 u-—a—o
Symmetrie naturgemil leicht auch fiir die statisch un- € __ o el B e g
bestimmte Stitzung l'::-r Kreis- und Krr';rhlgp];ilte erweltern. L""‘“’ﬁs‘““j

Die Belastung $ =$, oder p = B(r) erstreckt sich iiber =102 - & (eb-g==
die ganze Breite, tiber einen lxmp eifen oder als Linien- Abb. 829,

belastung P iiber einen ausgezeichneten Breitenkreis der

Platte. Die Einzellast P, im l_rw]mm" ( ist ein Sonderfall. Forminderung und
Schnittkrifte der Platte lassen sich in diesem Falle nach den Ansitzen auf
S. 650 in dem Bereich um den Plattenmittelpunkt nicht angeben. Unstetigkeiten
im Verlauf der zentralsymmetrischen Belastung # fithren zu einer Unterteilung
des Integrationsbereiches. Dasselbe gilt bei einem Wechsel der Plattenstirke. Die

Untersuchung beginnt in jedem Falle e B
mit der Berechnung der Integrations- ESEE T Fooad
RN J konstanten aus ebenso vielen linearen | "%‘_" L e 'f_";’ .
T opn I;.ﬁ.,, T | Gleichungen. Damit ist die Ausbie- pes o

e b [ —
Abb. 830.

gung w eindeutig bestimmt. Dasselbe
gilt dann auch von den Schnittkriften,
die sich nach (953) aus Ableitungen der Funktion w zusammensetzen. Die Losung ist
richtig, wenn sie die Differentialgleichung und die vorgeschriebenen Randbedin-
gungen befriedigt.

Da Kreis- und Kreisringplatten fiir die konstruktive Ausgestaltung zahlreicher
Bauaufgaben verwendet werden, ist das Ergebnis der n(ﬂ“(mh;.,f‘n U mer-,uuhunmn
in den Tabellen 63 u. 64 zusammengefaBt worden. Thre Anwendung wird wesentlich
vereinfacht, wenn die reziproke Poissonsche Zahl u, die bei Stahl mit 0,25, bel
Eisenbeton zwischen 0,16 und 0,10 gemessen ist, \erulmtulg.!t wird. Dies ist in
der Regel zuldssig.

Die Differentialgleichung vierter Ordnung labt sich mit (945) ebensd wie in
Abschn. 67 in zwei I)lf!{ -rentialgleichungen zweiter Ordnung zerlegen

.-_.'_'-'__‘l.f 1 _f. .,r = f: i _1__ f_!::e' Sy _'lf s (957)
drd ' drd r dr N
Da nach (945) und (946)
r r
d M

dw 1 M
S TR @r:.z' s }] J‘}’Jh‘f!", also auch dr Q’ P ;J.N rdr

0 0




a2 68. Die Kreisplatte u die Inx I te unter zentralsymmet her Thel: ne
H. Marcu eiden’ simultanen
; £ r . e b
a : | e \f | VT 5 P
f : L (as)
.I‘I- - 4 ’ i \ r"' v 3

eillku

hnung des Span-

e1gnen.

| e 63. For inderungen ur schnitthkrifte sy net It te Kreis-
und hreisringplatter

h, 1 ik oy =, b, p=lnn, (s ; .
- ) 2=tk 3 = ot
14 1 @, bis @, sind in Tabelle 64 enthalten
b ot
! { i) |l|'1| | ) e,
X N {1 T3] ; L
".-'U“.'\. .
. [pa® s s ba
W 3 + uhd, - [z { FIART SR } )y, t} 0,
5] 10y 4
? i )
' pal g no . o b 8
J 3 i ! ] 1
1 34 -\ 1 11 1 J
; : , ba
4 I = ' e ) ] £ 5
8NV (1 I} 8 ¢ r 2
#y= |5 i) | #)— 4l pypin g,

2 'J)_
A I ] "
L LB 2a [(3 1) [1 - gt p)2In g
o
s r r i a’ i
0 3 i _|_g| 2 Ha 2 2 @], W M, = 3 s =
Dy T J&) e 16 = -

L1 -|-‘J'
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604
0 =
0 =1

-her Belastung,

W= — == M= (1 I}
e T ) Ry
$ al b at
¢ fpat. . oo
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660 68. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter zentralsymmetrischer Belastung,
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Beispiel fiir die Anwendung der Tabelle 63. 661
Tabelle 64. Funktionen @, bis @,
e D, @y B, Dy o,
0,0 - I1,0000 + 1,00 o — 00 )
I + 0,9999 + 0,99 — ©,0230 — 2,3026 -+ go,0000
z + 0,9984 -+ 0,96 0,0644 1,6004 + 24,0000
3 + 0.0019 =+ 0,91 — 0,1084 — 1,2040 -+ 10,1111
4 - 0,9744 + 0,84 — 0,1556 - 0,9163 | -+ 5,2500
5 + ©0.9375 - 0,75 — 0,1733 0,6031 . <+ 13,0000
6 4+ 0,8704 -+ 0,64 — 0,1839 — 0,5108 + 1,7778
7 0,7599 19,51 — 0,17 48 — 0,35607 + 1,0408
8 4+ 06,5904 +0,36 | —o0,1428 — @,2231 + o,5625
g | + 0,3439 +o19 | 0,0853 — 05,1053 4 0,2346
1,0 0 ] o o o
1 | — 04641 — 0,21 40,1153 + 0,0953 — 0,1736
2 | — 1,0736 — 0,44 + 0,2625 + 0,1823 0,3056
3 | — 1,8561 — 0,69 + 0,4434 |- 0,2624 — 0,4083
4 — 2,8416 — 0,06 -+ 0.6595 -+ 0,3365 0,4898
5 4,0625 — 1,25 -+ 0,9123 | -+ 0,4055 — 0,5550
& — 55536 — 1,50 41,2032 | +0,4700 — 0,0004
7 — 7.3521 — 1,89 + 1,5335 + 90,5306 — 0,6540
8 — 09,4070 — 2,2 <+ 1,9044 -+ 0,5878 = 0,0014
(*] — 12,0321 — 2,63 + 2,3171 + o,6419 — 99,7230
— —— B
2,0 — 15,0000 3,00 -+ 27726 ~+ o,6g931 I 0,7500
: — 18,4481 — 34f | + 327100 + 0,7419 - 0,7732
2 — 22,4256 — 3.84 -+ 3,8161 + 0,7885 — ©,7934
3 26,0841 4,29 -+ 4,4061 + 0,8320 0,8110
4 il 32,1776 — 4,76 + 5,0427 - 0,8755 — ©0,8204
5 | — 38,0625 — 5,25 + 57268 | -+ o0,0163 — 0,8400
2=
am—— AN
Beispiel fiir die Anwendung der Tabelle 63. | 3 :
Der Verlauf der Biegungsmomente wird fiir eine Kreisringplatte mit } Lez.z—gn:?-:-l |
verschiedener Stiitzung aus der Tabelle 63 entwickelt (x = 1/). e Pl e
1. Innen eingespannte Kreisringplatte (Abb. 832a), Abbfiols.
Mit' f = bJa = 5,5{2,5 = 2,20 ist nach S. 657 p=1im
o= 520, #y= 6,48, y; = 17,808, v=17185. K== e

Damit wird

M,

M, = — 86,6445 4 1,2370 &, — 5,542 &, + 8,8230 &,
1,1074 + 0,5859 @, + 5,5042 @, 4 8.8230 D,

(Abb. 633a)

fe 22501
2B=1100

Abb. A32b.

2. Innen frei gelagerte Kreisringplatte (Abb. 632b).
Mit # = 2,20 ist nach S. 655

%y =—14710,- 2, =7,8043,
1,2370 @, + 2,7811 &, + 8,8230 &y,
0,5859 @, — 2,7811 @, - 8,8230 &, — 11,2132

o B=1n
TR [T
I I 5000

l<zs w0
L—— — 2ot ——=

Abb. 832¢c.

BN

und damit
M, =

M, = (Abb,633b). _p=7tm

LAl [T
AN I 50NN,
£ i )

=2b -.5_,&91-1 .
L—Ezz-ﬂ{ﬂ? e

Abb. G32d.

3. AuBen eingespannte Kreisringplatte (Abb. 632c).

[ N
Mit f = LI = (,4545 ist nach S. 657

&  bb




(GAR2 68, Die Iireisplatte und die Kreisri

platte unter zentralsymmetrischer

Belastung.
e 1,33884 , x#g = 1,07438 , Wy 0,760222 , w = 0,111273 -
W, 2,6395 4 5.96870 @, — 0,1753 @y + 1,8220 &, ,

M, 0,4399 + 2,8350 ¢, +0,1753 @, + 1,8220 @,

(e &2 i g= 232 = 16

Innenrand

4. agerte 1 (Abb. 6324d).

\it 4 ch & 655
= 22085, #y = 4,1249;
5,9870 @, — 0,8627 @, - 1.8220 @, , v
2,83590 @, 1 0,8627 @, + 18229 @, - 3,5743

i ! -':’-F.‘

Auenrand

r ersetzt rden kdn

I'ragwerks sind in Abb. 634a ent-

hnung dient das Hauptsyste

Aulleren Ran

der I
rmén

Schnittkrafte des Hauptsystems., Die Verschiebu
g angegeben und wvon den Schnitthkriften

nur die Biegungsmomente

Zustand X, 1 (Abb. 634c, T

le 63 S. 659).
Fime F Ir

f = 0,693147 , # = 4 48469,

-

S = 030216, 8, =—012013—,
[ " 4




Statische Untersuchung fir die Decke eines kreisri

GHS

012013 @, = (—0,24513 B, — 0,125 D, — 0,125 D) |

‘
T
|
AT i 1 2=20 N L T
My =—— 0,28029 M, 5= ——- (028029 + 0,10417 B, — 0,26167 ) . _
i |
|

Zustand .Gy I {Abb, 634d, Tabelle 63 S 659).

o= 033328 fas = 0,13618 815 = —0,12013 i

(0,13616 &, 4 0,125 B,) , i, = — (0.01116 B, — 0,125 @) ! !
= 31 .
1 I =+ P i
Mg = —— (0,007812 4- 0,29167 @) |
-y X * 1
ol I
t 1 il
e s e ) 07812 + (0,10417 @Dy
Belast ch pt/m (Abb. 834 ¢, Tabelle 63 5. 658).
xi= —0,27208,  a— --23,9387 £t '
do = 042516 pad,  dgy 0.15686 # al,
wy pat (0,14123 ¢ -+ 0,01562 @), !
) !

p at (0,64122 @4 -+ 0,01562 B, - 0.5 D, + 0,5 ),

M, , = pa® (—0,52742 L 0,19702 Dy),

- 0,19792 @, — 0,41667 @,

4 1,16667 @,). Haupiystem

{.Elastizititsgleichungen nach Erweiterung

I

I - 0,30216 —0,12013 0,42516 P

d ! Kyt

S 0, 12013 0, 13016 ....e-..T.-jrj:%.');_x a - racs

e

&
B~

o

01377 pa’a.

1 Pat{—0,14123 ¥, 0.01562 @) — 1,4618 pa?a J2E (—0,12013 oy)
T
o as -
01377 p a® x - — (0,130616 &, 4 0,125 D),

pat [—0.01562 @1 0,01561 D, — 001721 &),

P at{= 0,01562 @y — 0,28444 @, — 0,31728 &, — 0,30006 @),
M. ;= pa*(— 010693 4 0,19792 &, -+ 0,04016 D),
M., = pa®(—0,10693 -+ 0,19792 @&, + 0,74031 @, — 0,25005 ¢,)

ente A, ferner M,

1d O, 8

1it.

Die Biegelinie und die Bicp 1 in Abb. 635 darge

31 Fale = 3 = : : E sE e s i)
I ]dll&'.[l mit verdnderlicher Dicke. Werden die Ausdriicke (945) der |‘,1pgnngﬁ_

momente M., M, in die

i ing Gleichgewichtsbedingungen (947) ein-
gesetzt, so entsteht die Differentiale

NAAw 4 2D

adF

p.  (959)




G64 68. Dic Kreisplatte und die Kreisringplatte unter zentralsymmetrischer Belastung

Sie 4Bt sich durch Differentiation aus

d d fdtw 1 din dN fd*w podwy
e [N — | == - V=¥ 5
dr | S I-.\ ayE T dry dy \dv® =~ ¥ dv )] £ (960)
gewinnen und daher mit dw/dr =tge ~ ¢ und @ = @Ek{12(1 — u?) = ¢N;

auch als Differentialgleichung 2ter Ordnung anschreiben:

N d2j ¢ N dN ydg ad | g dN
T T N.d e dy g N T r Ng d i'_}l

) = _I | ‘J};r dr 4+ C‘ . (961)

el A T’v
s OO
| | =2 < (S .
Pl | S S i
o . |
it |
pa

w
S g
- o
= | =
[ T i T T
S
pat

Abb, 635,

v, ist der innere Radius der Ringplatte (Abb. 636). Die Funktionen N/Ny=7A%/hj=v,,
dN|[Nydr = v, sind gegeben; die rechte Seite ist das Integral zur Gleichgewichts-

bedingung (946). 7

-

Q.= — fpr:ir - C und daher C =70, f}u‘n’r. (962)
i Ti

Rt e Freier AuBenrand (r, = r;, Abb. 636), Q,, , =0, C = .

777 5 ['-5}“_7_'.‘3;1 Freier Innenrand (r, = »,, Abb. 636), 0,,; =0, C=0.

" B

#H Freier Innen- und AuBenrand (r; <r,<#,),0,.; =0, C=0.
In diesem Falle ist die Querkraft in r = r, unstetig, die
Losung der G1. (861) daher fiir zwei Bereiche anzuschreiben.
Nach Division mit », lautet die GIl. (961)

r
dtp . (1 v\ d /1 1P 1 i s
drt ! [r ; " ) dr i'-,r* T L0 )'I Ty ¥y [J.ﬁ“” 5 L-J ) b
Fi

Sie 148t sich leicht angenihert berechnen, wenn die Differentialquotienten durch
Differenzenquotienten ersetzt werden. Hierbei ist die Unstetigkeit der Querkraft
bei einer Stiitzung nach Abb. 636 ohne Bedeutung fiir die Losung, Die bekannten
Vorzahlen der Gleichung werden durch einzelne Buchstaben abgekiirzt. Es ist

—=n
T S
Abb. G346,

¥ e
¥ ¥y ¥ ¥y

e : Bl s g :
Lp By, S BA_p  Lyfirdr4-0)=K. (964)
L !

Der Integrationsbercich (r, — 7,) zerfillt in n Stufenevon konstanter Breite s mit
den Intervallgrenzen 0,...,m, ..., n. Die Bedingung fiir die Forminderung der




Berechnung der Griindungsplatte fiir einen Schornstein, 665

Platte am Punkte m Rann also in Verbindung mit den Bemerkungen auf S. 129
folgendermalien angeschrieben werden: 5

= 1” Poa 1 St A @, — b p.= K, s,
- { §8&m ) (2 | -2 A f | 2 B \ - 5 O =
— iy l =y -1_7- JE=l P I_.’ g bm." — P 1 = e . | = — K 2 52 X “lt;;}l‘

m=0...n
Der Ansatz enthilt (# 4 3) unbekannte Wurzeln ¢, in (n + 1) linearen Gleichungen,
die daher noch durch die Randbedingungen fiir r = », und » = », ergiinzt werden
miissen. Bei freien oder frei aufliegenden Rindern ist M, =0, M, = 0, bei ein-
gespannten Riéndern ¢, = 0, @, = 0, bei der Kreisplatte aullerdem ¢, = 0. Der
Kern der Matrix enthilt in jeder Zeile 3 unbekannte Wurzeln, die daher nach
Abschn. 29 oder durch Iteration nach Abschn. 30 berechnet werden,
Die Schnittkrifte sind

v N .l’.i'q e Yi.m 2sp
M=—mlart v == a2 \Pant =% 0n ‘)
N ¢ dao 1 Y MY m 25 ‘O
N = i ) CEE R A Ty b (966)
.‘|.|.rOt -'\'rn -_\,H ar 'y trl,l 25 -,.q:m+l I e P qm 1I
o= N@E_1 1R N 45 Cu gy
r _?\'“ \dr? ¥a ¥ .'.frl,. z .'\'Orfr vd¥. ' »
Py m r’ s 5 1"".'“‘ £ 90—
.r‘ | 52 52 Va, rn)
= (- i ;I T S P
o 5 5 Vo, my
4 !'\.l = E;n -} .2. ]Tl_mjl P 1_! i

Die Verformung der Platte folgt aus dw/dr=g/N,
zu

e e (967)

W06 = Tn—05 N
Sl

Berechnung der Griindungsplatte fiir einen
Schornstein.

l. Geometrische Grundlagen. Abmessungen der
Platte nach Abb. 637.

hg=hg=2,2m, fyp = 1,5 m.

Intervallbreite ¢ ;-“.‘][j — 09 m. Im i(_'i:l'#’lg’r"n Teil der
Platte ist

— 6 ot !
! R g ;ur. — =22 — 0,175 (m — &),
s — Ay 10) T 75 {
% n =10, m==6-=10,
217 . 393
= : | No= _%EUUU(H."_--_ = 1918000 tm?*m.
6 12 - (1 — 0,028)

2.Belastung, Ringformige Belastung Pnach Abb. 637 a.
Der Bodendruck p = Pfr2 m wird gleichmafBig verteilt
angenommen,

3. Vorzahlen der Differenzengleichungen
(965) nach (964)

3 1 4 38t 1

G L N B
hi i }cgri'r“!] k3 s:imr: [ et

¥y =




X L] \
(8. Die dlie unier z cr Be
0=m 6 ¥y I Va m=1,
A 2,
6 H 10 ¥ 0.0548 J
2 1 . Va
L)L -
- )45 =,
2 ¥
1 0,15 s
1 L 1
I () ist nach S, 664 C 0 und d: nach (964)
E
5= [
K 52 — | prd
Ll SR
{1
Fl
L n=58 K, e
5 :: Y H
stetigkeitsstellen an
# |
~ L g 1 5 ¥ o r- M
| h I Vi.m Vo m ; 1,45 = : i |
2 M oy | > ] . ET i-l :lﬂl_rlf.
T I I
I d I | ¥ 0 Q0,500 I 0 I 0,05¢(
z . I i 0 [§] Lo gl K] [ 2 B 1, 106 O, TOH
I afr O, 441 L
I I 11
I I Feda
4. Randbedingungen In
| gleichung fiir den Punkt 1 aufge:
2 ¢
P11 -
¥io
|
5. Matrix der Differenzengleichungen (965) nach Elimination von ;.
| A R ¥ s Pa 4 ¥s Fa V1 Fa Fn F1o
{ | 1
| 3 000 1,500 | o
o,
| 1 = 7y - b RS = " b o T
: I ¥ | > 45 -1.,250 | 0,100
(i S | | = e
: | |
;l 33 2, 111 E, T | 0,150
i 1 1= e ng ol et AT | | F
| , 0,82= 2 3 I
. - 2,063 I (
1
| i | — o, g00 a i | | -0, 18
i (| | | |
2,031 | -
| | . 1
|
| |=x,201 2,02% [ —o,= — 0,466
| 1,204 } 023 o, 7ol 0,367
I.213 2018 ru:H—
| : Lt - =5 = e AL
i | |
| | i -2,000 | 2,042 o
|




Iireisplatte gleichbleibender Dicke auf elastischer 13 tiung. 66T

Die Auflésung h Abschn. 20 liefert

1
1 a2 5 I Fa ! i W7 |
|
| | |
34941 1,13210 L, 70024 ALy —3.47254 4. 107 5] 2404 5

Fa ¥ & 11
1 |
TINTE
mittel =H Q051 | —4.05970 §.95 SO
h pd 7
* ] ] X iy
T prP MHEE T h /i A b, G37
] I |
0,5 ¥ 5 i, 5 [ | =) 1, 5 1d |
1 |
| |
¥ l-l
0 |-0,5494 |~1,6816/-3,4698/-6,0250/-9,4975/~13,6951 ~18,3445 70| ~2% 645 :
| | | ) '-\._|
|
7. Die S ittkriafte, Mit § und ird aus (D66) |
1, ™ 1
11”1 = — nE : i L) R &
Z I LE
1 &
1 12
-l-'r-'.&_ 12 q : s [ 1| £
In Plattenmitte ist g, =10, :”"_ ell| &P Pop=— P

| . '
M, o= — — | — 0,54041 — — 0,54941 — 0,54941 | p+; = 0,0641 p ] mt, |
N 5] /

) |
M, = [ 1,13216 — (,564041 + 0 | o = 1),0058 # ] mt,
s 20 \ 3 ; ] e |

M, 4=~ — [—1,78824 — : 1,13216 4- 0,54041 ) pr2 = 0,0714 pr2 mt i

1l in Abb. 637e
n auf der Fla .
i '.'i.'il! e \Tl'?lrl!l':. en

Positive

11T~

die Genamgk
, sind die Mom
ichbleibender
lung # =0 und »
; 638 mit den Werten der exakten
| # o) nach Tabelle 63 verglichen worden.

1 beko
latte mit

Interval

Kreisplatte mit gleichbleibender Dicke auf elastischer Bettung. Die
duleren Kriifte bestehen aus der Auflast # (r) und dem Bodendruck o
nach den Angaben auf S. 17 proportional zur Einsenkung w M T
der Platte gesetzt werden soll {:,f; — cw). Daher besteht HIR &|
zwischen dem Verschiebungszustand und den Aulleren [ 7
Kriften nach (948) folgende Differentialbeziehung: 1= 1 ]

dw o1

)

dw P h =T
et Cw=2 (988 ) Sl
¥ dy N N x 4 Abb; 630.

ar ¥

S1e besitzt auch Bedeutung fiir p = 0, um den Verschiebungszustand = fiir vor-
geschriebene Randkrifte M., , 0,., anzugeben.
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668 68. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter zentralsymmetrischer Belastung.

Um den geometrischen Zusammenhang in einfacher Weise zu kliren, werden
die Differentialquotienten hier ebenfalls durch Differenzenquotienten ersetzt,
Dabei zerfillt der Integrationsbereich wiederum in % Stufen mit der konstanten
Breite s. Fiir den Punkt & mit » = 7, sfrp = 4, und p = $; entsteht folgende
Gleichung % (kR =0, ..., n),

[ 7 | ":"rl i A ] ] 98 o & .';‘:'_I
(1—4)w, .— |2(2—4,)+ 5 2+ 4,) | W+ |6+ 2 A5+ N | @
At i i Py st y
—[2@+ M)+ F @ — M o+ (1 + A wen =B (969)

Die Wurzeln w, des Ansatzes werden entweder mit dem Gaulschen Algorithmus
nach S. 216 ff. oder durch Iteration einer Anfangslésung nach Abschn. 30 berechnet,
Die fehlenden Gleichungen liefern die Randbedingungen. Die Schniftkrifte sind
dann aus den Verschiebungen w, folgendermafien bestimmt:

N[ 4 : s \ N f TR : i { 15\
= e (;I‘FE,','. ! e J :(,'_q_)] =- o2 _‘E'k-‘! ||.11 : 3,— — 21 hpe W4 ']\1 = 9 YJ_:I 4
Np weig N \ : e
et [ A2, + —— Aw, ---———,,'u Pt t.l | =Pt e ] — :]
s2 | oY = 52 2ur = \ 2ury/ (97
o = (970)
NFos b s 2 52 A
| Bwy, - — Pw, — — Aw,
55N ¥ L "
N ¢ ot o (9 21 | AZ) 44w, L ow gl el L 42
— gl — (2 =24+ A) 4w+ 0, (2 + 24+ A) — @]

Bereghnung der Griindungsplatte fiir einen Schornstein unter Berilicksichtigung
der elastischen Bettung.
1. Geometrische Grundlagen. Abmessungen der
Platte nach Abb. 840. Mit u = s, £ = 2100000 tfm?* ist
nach S, 645

2100000+ 2,23

916684 tm?/
ST T TR i

2, Belastung. Die senkrechte Belastung P durch den
Schornstein verteilt sich auf einen Ring von der Breite s
und dem !!!'HltTLEL Radius »; = 4,6 m. Der Bodendruck wird
nach §.17 mit $ = cw angenommen, Der Leitwert ¢ liegt
zwischen 10 und 200 kg/cm?, so daB die Rechnung fiir beide
Grenzwerte durchgefiithrt wird.

3. Die Randbedingungen. Am Rand r=ry, ist
M, 10=0, Q;; 10=0; daher nach (970) mit s =04,
fg =90, 4 =01

1.0083 wy; — 2wy + 09917 w, =0,
wyg — 1,81 wyy; — 0401wy + 2,21 0y — wg =0,

In Plattenmitte ist aus S}'mmetrieg_—'ilndcn woy = iy,
w_q = uyy . Die Glieder der Differentialgleichung (968) werden
fiir den Plattenmittelpunkt mit » =0 unbestimmt, s0

daB sich die erste Differenzengleichung (969) fiir & =0
erst nach einem Grenziibergang anschreiben 14Bt. Nach
der Taylorentwicklung ist in der Umgebung des Mittel-

. o P punktes
- BB m& 3 o 20N, W) g
QoE =17 \?.z--ua w=w(0) +— i —— '
a5 : | xh_ 21 4!
) 3
0% +— C:“'*?*.E"r “"'“"- w' = w' (0) r 4 27 (0) K e
g | c‘—g?w.-\"_gxi‘m 1] : '
a0 | Tty IV
o [ B JJ:{ &5 8 78 8 ® = " (0) rz_‘(ﬂ_} ) : W s IV (O o 05
-0k !
Abb. 640, WV = wiF () 4« o .
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670 69, Die Kre

Daher lautet die Differentialgl

und die IKreisri

slatte un

r antimetrischer Belastung.

ichung (968) fiir den Plattenmittelpunkt » = 0
LR (1) w¥ ()

TRLI} !
21 31 T e

oder in Differenzen ;|1_--.;_-¢-.|| fickt

SR 64 16
b+ i -
(16+ 5

jl o 3 1 : 2

4. 1 der Daifferenzengleichungen (969)

. T | - ; ] T .

k A I Ay 1 | — A F e | AT E1 eer | G

I I (4] s I 3 I 3.3 o

2 0, 500 I.500 | 3 ) 2 =00 0. 2510 13 = | 6,8

3 9,333 33 1 5 TR O III 3 { oz
54 100G « 0,94 200000 - 0,04
-- : 0,003432 oder 0068462 .
" 1916 654

I 10 F

Die emngekla

_ a2 | I

erten Werte gelten fiir ¢ 200 kg

Die Schnittkriafte sind in Abb. 640b, ¢ d;

e Durchbiegun
20 S

N aul

£

= 1000 = N

gen (D69
0,065039 =
ren elit

15t nach (970) z. B.

I { _
el iy [ = 0,043 ; [ — 0,019

/ Iy | e s ] {
2y + (14 54) .| = 0,051 . (—0.011

ischen P
1926, -

69. Die Kreisplatte und die Kreisringplatte unter antimetrischer

Belastung.

s h Abb. 641, a: durch
g durch #=4,0c05x (971
latte oder s




69, Dic INreisplatte und di

b el

plattenfundamentes en werden, dessen Steifip-

Bodendruckes

keit die Annahme des Gradlinie
Biegefliche sind in diesem Fall

Beziehungen zwi

echtfera

aten der

gt. Die Ordin

der Platte

nur durch den allg wf S. 647 beschreiben lassen.

Die L& ichung (935) besteht aus e
einem genen Gleichung und i 0= 12 1y
aus vier mit de : o 4

terten Lasungen LBt sich g7 25 {
in der fol len = o |
Sy
\.
)
N
v 1
|
.'r’:
_/
.-"-.
bb. G4
I‘-\.‘)

(974)

l."' '.I f; - 3 o 0 v -
! ']“2|_-EL]J ¥) o= 2(3 J.I‘.'.-]

Freie Auflagerune am Rande o=1:w=0;M =0,

1 4 Ci 4 Ca=10, 4B+ nu) +2(3+uC=0, |
(975)
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672 70. Die rechteckige FPlatte.

Aus diesen drei Bedingungsgleichungen wird mit den Abkiirzungen

BHm+U—pp=rn, 4@+p+0—pE+p)p=r,

42+ p)p — B+ p) B+ )=, | (978)
Gy = "222‘ C; =12, C, Sl \
®y #,

Liefern die #uBeren Krifte an dem Tragwerk ein Moment M in bezug auf den Mittel-
punkt der Griindungsplatte, so ist p, = 4 M[za® (Abb. 642). Das Ergebnis der
Rechnung lautet dann folgendermalen:

M, = 1%-: [(5+u) 2 0% — (3 + ) a0 + 3 (14 p) % 07" — (L —p) % p%cose,

M, = fﬁ?ﬁ (145 ) ;0% — (1 +8 ) 290+ 3 (1+ ) 2, 072+ (1 — ) 30 %} cosae,
M,,=— Ea}%. (1— p) {3ty 0* — 730 4+ 32,071 + #307%) sinw, sl

0, = ___‘_;.'i'f ::9 0% — 2;:.- _3 9—2:] cos o,

0, = — %;.(393 —2 :j@ di 39"1:; sine .

Berechnung der Griindungsplatte eines Schorn-
steins filr antimetrische Belastung.

1. Geometrische Grundlagen. Abmessungen der
Platte nich Abb.643. Der mittlere Teil, auf dem der
Schornstein aufsitzt, wird als starr angenommen.

2. Belastung. Die Belastung besteht aus dem
L g = Moment M infutge. \\':nr_]dru_rl; auf d"m. Schornstein.

s I Der Bodendruck wird geradlinig und antimetrisch an-
gesetzt

Fo=4M/[mad.
| 3. Die Schnittkrafte. Nach (978) ist mit
- p=1Ye: x =232188, = =03048, x,=—18827.

Damit wird nach (979)

=05 Q6T U W W M, = 1-*?”-H_l (16,6306 g* — 20,4655 o + 11,2661 ¢!
Abb. 643, 54,5024 {i e 81 on
-+ 1,5689 p=2) cosa,
T 2

My = 15?52:24 ( 5,9010 g* — 13,9572 g -+ 11,2661 o~* — 1,5689 g-°) cos

/ P a* 7 e L e $ e oo
M, g=— s . 8L 5 o ; -1 __ ]1.882 3) g b

r.G 178.2651 ( 32188 p® + 1.8827p1 9.6564p 1,8827 o~?) sing

Die Momente M, und M, sind in Abb. 843 dargestellt. Das vollstandige Kriftebild infolge
zentrischer Last und Winddruck ergibt sich nach Abb. 642 durch Superposition der Ergebnisse
von S. 665 oder 668.

Fliigge, W.: Kreisplatten mit linear

veranderlichen Belastungen. Bauing. 1920 S. 221.

70. Die rechteckige Platte.

Die Platte mit rechteckiger Begrenzung wird im Bauwesen selten einzeln, son-
dern in der Regel als Teil zusammenhidngender Konstruktionen verwendet, Die
Rinder der einfachen Platte sind entweder kriftefrei, eingespannt oder frei drehbar




Die rechteckige Platte mut frei drehbarer Auflag Kantern. 673

aufgelagert, so daB Zug- und Druckkrifte auf den Unterbau iibertragen werden
(Abb. 644). Die Oberfliche erhilt in der Regel gleichférmige Belastu ber Ver-
wendung der Platten im Behiilterbau auch hydrostatische Belastung

Die Biegungssteifigkeit der Platte ist bei homogenem und isotropem Baustoff
g die gleiche. Die Beziechungen auf S. 646 zwischen der vorgeschrie-

in jL'lEL'l' Richtur
i b

S N —

D, 644.

benen Belastung #(xy) und den Ordinaten w@(xy) der ausgebogenen Mittelebene
! ) £

lassen sich jedoch auch auf Platten mit verschiedener Biegungssteifigkeit in der
Lings- und Querrichtung erweitern. Der Nachweis der Formédnderun g von Eisen-
betonplatten oberhalb der RiBlast im Sinne des Stadiums II der gkeit ist

ausgeschlossen.

Die Untersuchung des Spannungs- und Verschiebungszustandes
besteht bei homogenem und isotropem Baustoff und den An-
nahmen auf S. 644 in der Integration der partiellen Differential-
gleichung (929) fiir vorgeschriebene Randbedingungen an den
Kanten ¥ =0, x =a, y=0, y = b (Abb. 645). Das Ergebnis
kann in der Regel nur als Reihenentwicklung angegeben werden,
deren Brauchbarkeit fiir die Zahlenrechnung nicht allein von der
Konvergenz der Reihe w (%, v) selbst, wmfli'lu auch von der Konver-
genz ihrer Ableitungen abhe m-fl Damit scheiden Niherungslosungen
aus, welche nur die Durchbie oung, aber nicht die Kriimmung der elastischen

.1

Fliche ausreichend beschreiben. Brauchbare Losungen sind won L. Navier,
A.Nadai, H. Hencky und einigen franzisischen Mathematikern angegeben
worden. Sie bestehen entweder aus Gliedern wylx,y), h l,...,00, welche
die Differentialgleichung (929) und die Randbedingungen fiir den Anteil p,(x,y)

der vorgeschriebenen Belastung p = 3 $,, k l,...,00 erfilllen oder aus einer
partikuliren Losung w* der inhomogenen Gleichung, welche die Randbedingungen
nur teilweise befriedigt und in einer Losung w** der homogenen Gleichung A4w**=0,
die mit w* iiberlagert, das gesuchte Ergebnis darstellt.

Der P]clﬂen‘\llt‘lftri unter einer Belastung j'JI[JI Der Plattenstreifen ist in
den Kanten x = 0 und x = a gestiitzt (Abb. 646). Die 1 ler Durchbiegung w
nach y sind Null, so dall aus (929) folgende :{';H_IL'I.H.'LL: entsteht.

ddee | .“:IJJ'1 — f‘l} "l' | N . (Y80)

tung

Die Lésung kann nach Abschn. 20 fiir die frei drehbare Auflagerung
des Streifens unmittelbar angeschrieben werden

N P 4 i 1 1
a) Gleichférmige Belastung
bat [x X at : .
w Al RT3l S PR B (as1) ¥
b 5 r = Al LA I I
U4 N \a a* Ll s s
b) Hydrostatische Belasturiig (Abb. 646)
# i 3 3 %
Pod ([ ¥ T > Stk (9K2)
W= ——— [T — — 10 — 4+ 3—]. (982)
t BON \" a a’ a* ) y Abb. 646,

Die rechteckige Platte mit frei drehbarer Auflagerung der Kanten. Die
Platte ist in den Punkten v 0, x =0 oder x=a und x 5= 0, v =0 oder 3 b gestiitzt
Die Durchbiegung w und ihre Ableitung Aw sind hier nach S, 647 Null. Die Bie-

gungsmomente verschwinden an den Rindern, die Kriimmung ist hier nach zwei
winkelrechten Richtungen Null, Die Tangentialebene fillt also in den Ecken mit

43

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck




674 0. Die rechteckige Platte.

Mittelebene zusammen. Die elastische Fliche

der urspr Vi)
den Ecken ausg: ide Grate, in denen die Krimmung und daher ¢ Bie
FUNZSMOMEe] sind, Die groBten Auflagerkrifte 4., .1, . in hantenmitte
sind ber gleichmiili Belastung seitenverhiltnis a/l der Platte nahezn
unal 042pa bis 05pa, a die kleinere Rechteckseite). Die Randbedin.
gung 0, Au 0 werden nach L. Navier gemeinsam mit der Diffe 1l

gleichung (929) durch die Funktion

1 > 1
SN = (983)

fiir die Belastung

i
(5]

hilxy) Nt SINM T — SN 7
4 . n

m, n T, 1T

I

erfiillt, wie sic
lastung $(xy)

iiber die Kanten der Platte hinaus nach beiden Seiten periodisch
fortgesetzt werden kann (Abb. 647), ohne die Rand-
bedingungen w =0, Adw = 0 zu verletzen, so kann
sie nach Fourier in eine trigonometrische Doppel-
reihe entwickelt werden.

}"-’ (% :‘V_.: _\1_\ lrf:-.-l,

. X 5 ¥ el
p SN — sinnzm . (989)

b

Die Koeffizienten sind nach bekannten mathema-
tischen Regeln

b oa
Fie v
4 P \ i ¥ . \ ] s
dpin = —= plxy)sinma - sinnm - dx dy. (986
ah e Ve o b -
0 o0
- Belastung # der ganzen Platte
16 & o
e I I. (mn=1,3,8,..) (987)

MR e

Die gliedweise Gegeniiberstellung von (984) mit (9 liefert ¢,, , und damit

x = Ay

] v g SN 3N NI —
¥ 3 7 i
o -l B2 2 s i) (988)

Nah =
i /] o M i

: : . 0o . : e
In dieser Rethe wird zuerst 1 und # = 1,3, 5 usw., darauf m = 3 und
n = 1,3, 5 usw. eingesetzt, so dafl die Buchstaben m und # der Reihe nach alle

ungeraden Zahlen durchlaufen. Leider konvergiert die Reihe Yw,, , mit ihren
Ableitungen nur bei gleichférmiger Belastung p der Oberfliche schnell genug, um
darnach numerisch zu rechnen. Sie ist nenerdings von V. Lewe zur Untersuchung
von Pilzdecken verwendet worden, indem die duBeren an der Platte angreifenden
Kriifte aus der Auflast und der iiber die Fliche des Pilzkopfes gleichmiiliig ver
teilten Stutzkraft dhnlich wie nach (988) in eine trigonometrische Doppelreihe ent-
wickelt werden.

Um Lésungen zu erhalten, welche die Differentialgleichung (929) fiir cine vor-
geschriecbene Belastung $(x) streng erfiillen und nur aus einfachen und besser

konvergierenden Reihen bestehen, addiert A. Nadai zur Durchbicgung w* des
Plattenstreifens mit den Ra edingungen der Platte fiir ¥ =0 und x = a dic
Durchbiegung w=** einer Platte mit Randkriften, welche die homogene Glei-
chung A Aw** — 0 erfiillt und gemeinsam mit w* die fiir @ vorgeschricbenen Rand

bedingungen an allen vier Kanten befriedigt.




Die rechieckige Platte mit frei drehbarer Auflagerung der Kanten. 675

Bei gleichformiger Belastung 4 und frei drehbarer Stiitzung in x =0, x = a

ist nach (981)

pat [x A b N dpal 711 . nax J 4
e 1 a0 b e | i L TrE et - | g
i v 24N \a g N ab ...}..l ns sin (=13, d,...)- (989

i

Der Ansatz

=2 Yysin—= mit ¥,=f,y (990)

erfiillt die Randbedingungen #** =0, Aw** =0 in * — 0 und * — @ und die
Ditferentialgleichung AAw** — 0 fiir
- - T Y BITY . niIxy i "y
Y, =a, Boj - + b, — Eim——- + ¢, L —-
i a @ a = a

+ 4, 2ZY gof 222 (991)
a a :

da jedes einzelne Glied eine Lésung der biharmonischen Gleichung
ist. Die Freiwerte a,, b,,¢,,d,(n=1,..., 00) werden so be-
stimmt, dal die Funktion w = w* 4 w** die vier Randbedingungen
fiir y = + b/2 befriedigt (Abb. 648). Bei Symmetrie der Stiitzung
geniigen die in y geraden Funktionen der allgemeinen Losung w**,
Das Ergebnis lautet nach A. Nadai mit

Saderetaee R (992)

_4pat 1 1 h _ 2Cof xq €0jna + on Sina, Eojy, — nn Gin gy, Cof a,

W= — ; _
N nb &=/ né | 14 Gof2«a,

| sing, (993)

(w=1,8,5,...),

Bei hydrostatischer Belastung (Abb. 648b) p = p,x/a ist

W=

Zppat ¥ (=1)2 [1 (24 aaFga,) Cojn. — 1. Sing, ] sisE (994)

N nt & n® 2 Eof x, J

Die Reihen konvergieren schnell, so daB bereits das erste Glied als Niherung geniigt.
Mit w(x,y) sind nach S. 645 auch die Schnittkrifte M,, M,, M,,, Q... 0, . und die
Stiitzkrifte A,,, A, , der Platte bestimmt, so daB Richtung und GréBe der Haupt-
biegungs- und Hauptdrillungsmomente berechnet und darauf die Trajektorien und
dic Linien gleichen Hauptmomentes aufgetragen werden kénnen. Um daran das
Wesen der Plattenbiegung zu studieren, ist die Zahlenrechnung fiir zwei Platten
unter gleichférmiger Belastung mit dem Seitenverhiltnis 1: 1 und 3: 4 ausgefiihrt
worden (s. S. 677). In Abb. 649 sind die Biegungsmomente M,, M, in den Sym-
metrieachsen der rechteckigen Platten mit dem Seitenverhiltnis bfa = 1; 1,5; 2
fiir H 1/4 dargestellt. Die Abhiingigkeit der Momente und der Durchbiegung
von dem Seitenverhiiltnis zeigt nach A. Nadai fiir u = 3/10 Abb. 650.

Der gleichmiBig belastete Halbstreifeh ist ein Sonderfall der rechteckig be-
grenzten Platte mit b 3> a und von A. Nadai in der gleichen Weise untersucht
worden. Das Ergebnis ist hier wiedergegeben, um damit spiiter andere Aufgaben
zu lésen.

a) Die drei Seiten des Halbstreifens liegen frei auf (Abb,651a)

dpat 1T / Nn e |
W= —1 S -l o
- Ll (1+%)¢

| sin E,: -

(H=1;5.5 "), (995)
43*

N _'!.’n did L




676 70. Die rechteckige Platte
Die Lingsseiten des Halbstreifens liegen frei auf, die kurze Seite ist frei

b
wry
(Abb. 651b)
: fpat ! I I.' 1 Ee i;,." g tin _] siné.., (» 1.3.5...). (996)
2 N o — | Jd+p \l—u L A n®

Abb, 848,

mente Mz und My

Vi

iteckige Platten mit
Y ba=41=1,0, 1,56, Z.,0.

= = 1/4.
& Platten

Frei au g
Eingespannte Platten — —

|
|
(
|
pat A=20
|
i/

¥ ot

c) Die Lingsseiten des Halbstreifens liegen frei auf, die kurze Seite 1st en-
gespannt (Abb. 651c)
4pat’ [ ;
Lpa \_T!i — (1 +n)e
sl .

W= ——
N =x°

a9 = \ aa7
. b= 150 el (997}

| — sin &, ,




latte mach A. Nadai. 67T

Berechnung einer rechteckigen Platte nach A. Nadai.
rirel

r.erJ,-, = Z’QL"]- %, G0 Na + Oin Ein

wird nach (DD3) die
i &
w = (,01307 — 1 — = sin & N = 3.5
LN ' 1+Coj2x, nga t 1,3, 8.

&

L RS
I
4
|
1 )
Die 10-% pad/N fachen Ordinaten w in den Punkten eines Gitters (Abb. 6: 5= 18 sind
= '}
|
safiz 2 Tafra
189 | 141
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70, Die rechiteckise Platte.
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Me Linien gleicher Hauptmomente sind in Abb. 653 bis 655 dargestellt, ihre Bezifferung
celeutet den Bruchteil des Momentes. Abb. 68568 zcigt die Trajektorien der Haupt-
i nte, Abb. 857 di rajektorien der Hauptbiegungsmomente, die in 658 mul
quadratischen Platte verglichen werden. Der Mittelpunkt der quadratischen

1




Dhe eingespannte Platte bei gleichmiilliger Belastung, 6TY

Flatte .i-:1- mit M, M., ei , ich 4 Trajektorien schnsiden. Die
rechteckige Platte 3 . b
je 3 Trajektorien sc

Abb, 658, Trajel
ur

Die eingespannte Platte bei gleich-
- miliger Belastung. Nachdem die Tangen-
en der Hauptbiegungs- s . . o e

momente. : tialebene an die Biegefliche der frei auf-

liegenden Platte in den Eckpunkten bereits

mit der urspriinglichen Mittelebene zusammenfillt, sind hier die Biegungsmomente

der eingespannten Platte Null und die Tangenten an die Kurven der Randmomente

waagerecht. Lings des Randes sind auch die Drillungsmomente nach S. 648 Null
und daher 4,, =0,

Abb. 857.

Um die Differentialgleichung (929) bei starrer Einspannung oder anderen Rand-
bedingungen zu integrieren, wird die Losung Naviers w, fiir die frei aufliegende
Platte (988) nach M. Levy durch eine allgemeine Lisung w, der homogenen Glei
chung A 4w, = 0 ergiinzt. Sie enthilt so viele Freiwerte, besteht also aus so vielen
Partikularlésungen, daB die vorgeschriebenen Randbedingungen durch die Reihen-
ntwicklung fiir w = w0, + w, gliedweise erfiillt werden kionnen. Die Fliche T
entsteht darnach durch Randkrifte an der frei aufliegenden Platte. Der mechariische
Sinn dieser mathematischen Operation LiBt sich mit der Berechnung der statisch
unbestimmten Schnittkrifte in Abschn. 24 vergleichen.

Die Aufgabe kann auch nach H Hencky und A. Nadai durch Uberlagerung
einer Grundldsung w* fiir die vorgeschriebene Belastung mit einem allgemeinen
[JJI(';gr:a] w** der homogenen Gleichung /| Ju** (0 untersucht werden. Dieses
liBt sich in einfach unendlichen Reihen anschreiben und enthilt ebenso viele
Freiwerte, also ebenso viele Partikularldsungen wi®, als andere Randbedingungen
im Vergleich zur frei aufliegenden Platte vorhanden sind.

IDie Freiwerte werden

auch hier gliedweise so bestimmt, dal die Funktion # w¥* L w** die Differential-
gleichung und die vorgeschriebenen Randbedingungen erfiillt. Der thematische

leil der Lésung bereitet hier jedoch wesentlich griere Schwierigkeiten als bei

der frei aufliegenden Platte, so dall man sich bei diesen Aufgaben in der Regel

mit Niherungslosungen begniigt.

Hencky, H.: Uber den Spannungszustand in rechteckigen ebenen Platten. Miinchen
t?”:;- Leitz, H.: ]%L':'in"s-_nl.:||'u-\;ic-;' frei aufliegenden Platte, Berlin 1914 lai. A.: Die
For nanderungen und die Spannungen von rechteckigen Platten. Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Berlin
1915. Leitz, H.: Berechnung der eingespannten rechteckigen Platte. Z. Math. Physik 1917
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S, 262, T.: Uber die Biegung einer rechteckigen Pla von ungleicher Biegungs-
festipkeit C wes- und Ouerrichtung bei einspan 1gsf s Randes usw.
Bauing, 1924 S 0 Derselbe; Uber die genaue Biegungsgleichung einer thotropen Platte

kreuzweise atten, Bauing. 1925 S. 878 — Si Luan

gleichmal verteilter Bt tung. Diss;
te strenge Lisung r Biegungsaufgabe einer recht-
ller Riander. Bauing. 1926 S. 121. —
latten. ¥. angew. Math. Mech. 1926

+ prthotroper

H.: der Cuerschni emessung krenzweise bewehrter
g. 1926 S. 577. Cramer, H.: Die Biegungsgleichung von Platten stetig ver
», Beton u. Eisen 1928 S, 12, Marcus, H.: Die Drillungsmomente recht

Ritter, M.: Die Anwendung der Theorie elastischer
die II. Int, Tagur Briicken- u. Hochbau, S. 694. Wien
r auf 4 Seiten gestiitzter rechteckiger Platten. Berlin 1930. —

Platten. Bauing. 1929
auf den Eisenbeton

19249, Inada,T.: Die

Berec

Miiller, 1 Die Berechnur , gleichférmig belasteter Platten, die an zw
liegenden Rindern durch Triger unterstiitzt sind. Ing.-Arch. 1931 &. 606. — Crimer, Die
bauliche Aufnahme der Randdrillungsmomente vierseitig gelagerter Platten. Beton u. Eisen

1932 S. 95.

71. Die Lésung von Plattenaufgaben mit Differenzenrechnung.

Differenzengleichung eines Gitters. Die Anwendung der Theorie der Platten-
biegung bei belicbiger Belastung und Stiitzung ist ebenso wie die strenge Unter-
suchung ebener Spannungsprobleme im Bauwesen im wesentlichen durch die mathe-

matischen Schwierigkeiten der Lésung verhindert worden.

Man begniigt sich daher fiir diese Aufgaben in der Regel

mit qualitativ brauchbaren Niherungslésungen, zumal

auch die Annahmen fiber die physikalischen Eigenschaften

des Baustoffs und die Beschaffenheit der Stiitzung keines-

wegs streng erfiillt sind. Es liegt daher nahe, den stetigen

#.¢ Charakter des Ansatzes wie bei anderen Problemen der

Mechanik aufzugeben und die Abhéngigkeit zwischen

Spannungs-, Verschiebungs- und Belastungszustand an

endlichen: Abschnitten der Platte zu beschreiben. Die

stetiggekriimmte Biegefliche erscheint dabei als Vielkant,

dessen Kanten sich im GrundriB je nach der Art der Ko-

ordinaten in Abstinden Ax, Ay rechtwinklig schneiden

Abb. 650, oder als Strahlenbiindel mit einer Schar konzentrischer

Polygone erscheinen. Die Eckpunkte k des Vielkantes

sind Punkte der Biegefliche, die Kanten beschreiben ein elastisches Gitter. Die

geometrische Abwandlung der Fliche zum Vielkant bedeutet mathematisch den

Ubergang vom Lingendifferential zur Differenz zweier Strecken und vom Differen-

tialquotienten zum Differenzenquotienten. Er ist zur numerischen Lésung von
Aufgaben der Plattenbiegung zuerst von H.Marcus vollzogen worden.

Die Mittelebene der rechteckigen Platte wird zur Vorbereitung der Unter-
suchung durch zwei Systeme dquidistanter, sich winkelrecht kreuzender Geraden
geteilt. Die Abstinde Ax, Ay sind in der Regel gleichgroB (dx = Ay = s).

Die Differentialquotienten werden nach ihrer geometrischen Bedeutung durch
Funktionen der Ordinaten w, der Gitterknoten ersetzt (Abschn. 20). Danach ist in
Verhindung mit Abb. 659

V&

Ir’f?:c"-.l . Wra1 — W £y L=
\@x/5 2 A2 ¥/ 2dy ’
l:-' dew W — Wi — W + g
\Bx Oy /i 4 Ax Ay :
Wiy — 2wy 4 Wiy 0% iy — 2wy 4wy
Ax? * \ F};r:J,_. Z Ay? 2




Schnittkrifte.

s <A g — %y By — 21 Dy g — g
-
) a 242 } A a
8% wy, : 21 2w, — 1w,
| :
adyt fy 2 b +
a2 1 el !
i 3
ot o= v x®f o x " dxt/,
1 x2 A (ETL A4®
) 2 (W q k=1 Py i=1 i+1 1 ~1
Ax% Ay
e
Lot
& |
1 o x2 k ! &
2 %3
Eal — 4 1+ By — 4w, Uz
E At
. .
= i 6 u 4w,
| - :
Ayt
Die Differentialeleichungen der Plattenbiegung (929) und (931), (932)

hungen, so daB der Zusammenh zwischen

Differenzeng

sitit den Ordinaten i, der Biegefliche und den Momentensummen
folg r Weise beschrieben wird:
i a0 4 1 A
r b My
Ak & 2 T N

Daraus ents

und mit A y2/4 2 v die Gleichung
; 13 ; : oy :
I. w.|6(a-t = 3 i (1 . 4 1 4+ — ) (w4 w;)
\ o B %/
2 (w;_y + Wy + Wpq + W) + o (e + Wio)
I o A xh
|2 W) =, —— .
ot m K \
I 2(1 4 o) My — & (Myq + M) — (M, + M) = ppo 422,
3 ; M, {
2 o (1050 W) — (1, oo Aa
Bei gleich groBen Abstinden dx = Ay =5 des Gitters ist
I, 20w, — 8 (w0, 4+ ;4 Weay -+ @) + 2 (@ + € g+ Ve + W)
.‘-l
L' _a L T Wit Wy ) .'b.'c v

L k=1
1
t i i M, ¢
bl et ) Pl i RO il L

ht an jedem freien Maschenknoten mit den Differer zenquotienten

‘{II'L‘: ]

werden
der Belastungsinten
M, in

998)

(999)

(1000)
(1001)

(1002)

Schnittkriifte. Die Schnittkrifte der Platte sind nach (919) Funktionen von
Differentialquotienten der Plattenbiegung und daher jetzt Funktionen von Diffe-

renzenquotienten, so dall die Schnittkr
von den Verschiebungen des Gitters abhingen:

ifte am Maschenknoten & in folgender Weise
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N |
M, N 1t [+ 2w —w g+ p(—w 2w —e)],
- Au N
11"} = -:“ i Tt .jl.’f — ¢ 1 _?u e o |II —e.l..'r 2w l'"||'
; : ' (1003)
W v (4 p-t —[— W, — { 2 Wiy — W]
= ] a2 Ay g2 i 1 I 1 :
1% 1), NAL— ) , :
1“1' :\ I_] - ,lf} I._[J}- e W g — Wy — W, T I, :] |
1 My T :
Ques = S22 = oL (M0 — M)
v f |
i [Ws - (@ + W) — (0 F W) — Wepe + 40 — @ y)],
e (1004)
AM, A e
s : (M, — M
NI, !.I, Dot I i/
N . / e 5 "
= 5ol [li‘li'a |_Ilr_li-|-| “-"I:'--l-l == '.?""l =~ Ty 1] — b 4 \&, — IJI|
1 I :
*]_--::,.a = ) o | l‘( 1 1'! y BRI ‘L"r_--._,l_.l " lll!;'.l;,e]
N :
' 53 [Wh—a 1 (6 — 2 ) (@ 52
[ i 1
| } I'f = (1 1 W, ] We.ol,
; A N 2l | (1005)
. 5 [M, M -+ Moy i1 Mgl
N ¢ ’
— 5l + (6 — 2p) (0, — wy)
- (2 — ) (Wopy + 0 — Wiy — W) — W, ]

(i Die Teilung Ax, /v des Gitters ist in beiden Richtungen konstant. Je kleiner
| die Abschnitte gewiihlt werden, um so besser ist die Angleichung des Verschiebungs
(| zustandes des Gitters an die elastische Fliche der Platte, um so groBer aber auch
{11 Wi zh die Anzahl der linearen Gleichungen (1000) und der
| <tk Umfang der Zahlenrechnung. Die Zerlegung des Integra-

tionsbereiches in quadratische Maschen (dx =4y =s)
vereinfacht die Differenzengleichungen der Wurzeln M,
und die Ansitze fiir die Schnittkrifte. Die Poisson-
sche Zahl betrigt bei Eisenbetonplatten p = 1/6, sie

Wy

| &7 - : = = 2
| | > kann aber auch zur einfachen Berechnung der Schnitt-
i i krifte, vor allem bei Ax == Ay im Sinne dieser Nihe-
(i o e rungslésung Null gesetzt werden.

il T

Die Bedingungen am Rande des Gitters und an
den singuliren Stellen der Belastungsfunktion. Um
den Zusammenhang zwischen der Biegefliche w (x, v) der
Platte und der vorgeschriebenen Belastung auch am

Plattenrande in endlichen Abschnitten Ax, I_x-' z1u beschreiben. und die Schmitt-
und Stiitzkrifte nach (1003)ff. abzuleiten, wird die elastische Fliche unabhingig
[ von der Stiitzung erweitert, indem das Gitter und die Belastung bz, ¥ stetip

1 iiber den Plattenrand hinaus fortgesetzt werden. Damit ist die Bedingung
(| I4w = p/N auch auBerhalb des Randes erfiillt (Abb. 660). Unter dieser Voraus-
1 1




am Rande des Gitters und an den singuliaren Stellen der Belast ungsfunktion. G853

setzung gelten die Ansiitze (1004) fiir die Schnittkriifue ¢ Q... M., und die An-
gitze (1005) fir die Auflagerkriifte 4. ., 4
schiebungen w der Nebenknoten aulierh:

vz In diesen lassen sich dann die Ver-

des Randes eliminieren, so dal sich die
Auflagerkrifte lolgendermallen berechnen lassen:
a) Irei aullicgende Platte. Fiir den Randknoten b folet nach (1003) aus M, =0

mndiw, — . =i =10
Wt = — W)y - (1006)
Die Differenzengleichung (1001) Liefert mit M 1 Mo 0
*'”.-':-I = — _1.4',__ | — ."J}a'. g=
und die Differenzengleichung (1002) fiir den Nebenknoten (4 1} ergibt
! 1, B, 51
dawy, g — W g — Wip — Wiy \_ 5° s L g2 :
oder mit (1006)
e I | ."rl..: 4 54
e ™ W Wy g X g= \

Nach (1002) ist fiir den Punkt (& — 1)

M;,_y
_.\". et = -L I-il 7 1 W :: K i I - 19 I
also
W = — Wy (1007)
Damit geht GL. (1005) iiber in
zi,_.;,.-'. SRR 4 "-} M) Wy 2 Wi o 2 i" Wy g - (1008)
Ebenso wird erhalten
N ) : g . Pes? \
A, =348 — e, 2w, 2(2 - i+ Wea) + - | (1009)

b) Starr eingespannte Platte. Iiir den Randknoten % folgt nach (998) aus
:I"u'._ i x 0

Wyg = Wy . (1010)
Dic Differenzengleichung (1000) liefert mit w;, — w, = w, = 0 und (1010)
g 53
Wppe = Do 4+ 16w,y — 4 (Wyy +W,) — Wya, (1011)

F ; e o (1090
A 2;q — 4 W+ i) + 5| (1012)

und ebenso
A 55 16 @ 2w, 4 (W + W) +—5 (1013)

Die Erweiterung der Fliche M, und der eclastischen Fliche =, iiber den Rand
hinaus zeigt Abb. 661 fiir einen Schnitt v = const. aj Frei aufliegende Platte,
b} star cingespannte Platte, ¢} freier Rand. Die Belastungsfunktion p ist dabei
konstant angenommen worden.

Man kaun aber auch zur Formulierung der Randbedingungen auf die Erweiterung
der elastischen Fliclie verzichten und die Differenzengleichungen und Schnittkrifte
allein mit den \ erschicbungen der Hauptknoten des Gitters anschreiben, wenn an
Stelle des einzelnen Plattenelementes eine nach allen Seiten durchlaufende Platte
mit den gleichen Stiitzenbedingungen untersucht wird. Die durchlaufende Platte
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wird auf Schneiden gestiitzt und antimetrisch oder syminetrisch belastet. Die Form-
iinderung benachbarten Felder ist dann antimetrisch oder symmetrisch zur
Forminderung des Hauptfeldes, so dali die Verschiebungen der Nebenknoten anti-
metrisch oder symmetrisch mit den Verschiebungen der Hauptknoten tbereinstim-
men. Die Differenzengleichungen der Randknoten enthalten jedoch
intensitit p die singuliren Stiitzkrifte. Sie kénnen also nur angeschrieben
' Stiitzkriften
rlich, wenn an

dann neben der

Belastung
werden, wenn diese bekannt sind. IMas gilt auch von «
bei Pilzdecken. Daher ist die Lisung mit Differenzen nur dann mo
diesen Punkten die Randwerte der Unbekannten Null oder vorgeschrie
frei aufliegenden Rand ist M, — 0 und wy = 0, die Lésung also nach (1001}, (1002) in
zwel Stufen durchfithrbar. Beim eingespannten Rand ist My == 0, w; = 0, so dal
nur der allgemeine Ansatz (1000) verwendet werden kann. Bei Pilzdecken ist iiber
Ansatz anwendbar t
lige Griole zu berechnen.
Werden die Rand
bedingungen durch Be-

len singi

en sind, Beim

den Stiitzen w, = 0, also ebenfalls nur der allgemeine do

es zweckmilBig,

itzendruck als statisch iibes

den

ingen tiber die Anti-

metrie oder Symmetrie
der Forminderung er-
setzt, so lassen sich
die Stiitzkrifte A, ., 4.
nicht mehr nach (1005)
ermitteln. Sind aber die
Verschiebungen w,. be-
kannt, so konnen die
Differenzengleichungen
fiirdiesinguliren Punkte
nunmehr zur Bestim-
mung der singuliren
Stutzkriite dienen. £. B.
ist fiir die starr einge-
¥ AT e LpER TR L, GRE At me k. spannte Platte am Rand-
knoten &k nach (1000) mit

Momentensumme
Abb. 661, a frei

g w,=uw, =0, Wy = Wiy W, e= W g,
. 54
2w ot 4(w, 4w )— 16w, , = P, N

wobel #, die Belastungsintensitit unter Beriicksichtigung der Stiitzkraft bedeutet.

Nach Abb. 662 1st

B .58 =—32 4

womit wiederum wie in (1012)
N T

Den Verlauf von M, und w, fiir einen Schnitt ¥ = const am Rande bei Ersatz
der Randbedingungen durch Bedingungen iiber die Antimetrie oder Symmetrie der
Formédnderung zeigt Abb. 662. Die Belastungsfunktion ¢ ist dabei konstant an-
genommen worden. Sie hat im Randknoten beim eingespannten Rand eine Singula
1itit, beim frei aufliegenden Rand einen Sprung.

. Freie Auflagerung der Rinder. Die Verschiebungen wm,, bis wmw,; und
die Momentensummen M, bis My, in den Randpunkten sind nach S. 647 Null
{Abb. 660). Daher werden zunichst die Momentensummen M, bis My der Haupt-
knoten nach (1001) und daraus die Verschiebungen wy bis wy; des Gitters nach
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(1002) berechnet. Damit sind nach (1003) auch die Bicgungsmomente M , bis M, ,,
M, , bis -"'ru.',‘_r bekannt. Um die Drillungsmomente fiir alle Maschenknoten nach
(1003) zu berechnen, sind auch die Verschiebungen der dem Rande benachbarten
Nebenknotens notwendig. Diese ergeben sich aus der Bedingung (938) fiir die
Momentensummen am Rande.

Wy, = — Wy USW.,

9a = — W USW., an der Ecke w, = w, usw. (1014)
Die Berechnung der Querkrifte (,y bis (,; und der Stiitzkrifte 4,, bis A, nach
(1004), (1005) setzt auberdem noch die Kenntnis iiber die GréBe der Momenten-
summen My, bis M, in denselben Nebenknoten voraus. Sie ergeben sich aus den
Differenzengleichungen (1001) fiir die Randpunkte. ;
M, -+ My = — p,45% usw., My 4+ M= — 4 8* usw.

Eine andere Lisung mit Hilfe der Verschiebungen ist bereits auf S. 683 angegeben
wordern.

2. Starre Einspannung der Rédnder. Die Verschiebungen w4, bis w,; sind
Null, dagegen die Mo-
mentensummen M, bis
M. von Null verschie-
den (Abb. 660). Daher
werden die Verschiebun-
gen w; biswy der Haupt-
knoten mit dem allge-
meinen Ansatz (1000) in
einer Stufe berechnet.
Hierbei gehen die Ver-
schiebungen der am i eingesr
Rande benachbarten
Nebenknoten in die
Gleichungen ein. Diese sind durch die Randbedingungen (942) bestimmt, da mit

Antimetrie
der frei
lastungsiunktion

Abb, 662,

dwldy = 0: Wy, = Wy USW., dwidx =0: Wy = Wy usw. (1015)
Mit den Wurzelwerten w,. sind nach (1003) alle Biegungs- und Drillungsmomente in
den Knoten 1 bis 25 bestimmt. Die Drillungsmomente in den Randpunkten ergeben
sich nach Vorschrift zu Null. Die Berechnung der Auflagerkraft ist bereits auf
S. 683 abgeleitet worden.

3. Zwel anschlieBende Rinder (10 bis 17) der Platte sind kriftefrei,
die beiden anderen (18 bis 25) frei aufgelagert (Abb. 660). Die Ver-
schiebungen und Momentensummen in den Randknoten 17 bis 25 sind Null, so
dall damit auch die Verschiebungen der Nebenknoten 38 bis 48 als antimetrisch
zu den Verschiebungen der symmetrisch liegenden Hauptknoten bekannt sind.
Damit kénnen die Differenzengleichungen fiir die Punkte 1 bis 16 angeschrieben
werden. Als Wurzeln erscheinen nur noch die unbekannten Verschiebungen der
Nebenknoten 26 bis 36 und 51 bis 58. Diese miissen durch die Bedingungen
My gs bis My 10 =0, M, 13 bis M, 15 =0, Ayqobis Ay =0, 4,3 bisd, ;=10
und €,y = 0 eliminiert werden.

Die beliebige Belastung von achsensymmetrischen Platten (freie Auflagerung
oder starre Einspannung aller vier Rinder) wird durch die Umordnung der Be-
lastung nach den beiden Achsen im Sinne von Abschn. 27 in vier unabhingige

Teile zerlegt, so daB in (1001), (1002) nur die Momentensummen MM, . .. @M
und die Verschiebungen M, ... Wy, eines Quadranten als Wurzeln auftreten.
M, ="M, ... WM ="V o0 W, | (1016)

Die Momentensummen und Verschiebungen in Punkten der Symmetrieachsen I T
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sind bei Antimetrie der Belastung nach I und IT Null. Die Rechnung wird dadurch
vereinfacht. Sind mehrere Belastungsfille, also auch die EinfluBflichen von Ver-
schiebungen oder Schnittkriften zu untersuchen, so wird nach Abschn. 29 die
konjugierte Matrix zu den Differenzengleichungen (1000} oder (1001}, (1002) gebildet.

Flichenlasten, die nicht mit der Teilung des Gitters in Beziehung stehen, werden
maschenweise zu Einzellasten zusammengefalt und nach dem Hebelgesetz auf die
Maschenknoten verteilt.

Der Umfang der Zahlenrechnung nimmt wesentlich zu, wenn die Symmetrie-
eigenschaften der Stiitzung ganz oder teilweise w regfallen. Die Art der Unte rsuchung
nach S. 684 wird jedoch nicht gedindert. Der “:p'mnunp?ust'and an kraftefreien
Ecken k liefert stets 5 Bedingungen. Neben denjenigen des kriftefreien Randes mit

-'\I:,.'.' = { ! '1!1:.&' =0, Au:z,l: =0, ‘;Ih'x,i'.' =0
ist nach den Bemerkungen auf S. 648 auch M, ., =M, =0, also
(PP*w/dxdy), =0

Berechnung der rechteckigen Platte b/a = 4/3 mit frei aufliegenden Riindern fiir
gle:chm.‘ilslge Belastung p-

1. Gitterteilung (Abb. 863)

! a b
5 6= 8"
2. Randwerte nach (038) und (1014).
My bis Mg, =10, wy, bis w,=10.
Wy = — fihg USW,, Wy = — Wy USW
Woy = tWye =10, gy =Ty .
3. Differenzengleichungen (1001), (1002) fiir die 12 Gitterpunkte.
. 10% pat M, s* M, 10 pat
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T R e e 1 i ) TR e e R e
— 1 [ 4 | =2 — 1 | | 2778 2441
1 i Y 4 —1 25y | | E 24,0 Z210,1
< I — ‘ 4 ! ‘ =1 | ‘ 277.8 140,58
———— Al — e R T
| ' ‘—‘ | | 4 | —2 i3 277.8 | 2047
i | | | ‘ I | 4 ‘ = | 1 | 277.8 184,4
| | ‘ | [fe= I | —1 4 | | = ::::.',F\' 120,0
-— et | i — ——— | — '—I_ i — __E_.
| . | | —1 | 4 2 | 277.8 | 1288
|
i i I 1 pE= ! 1 297.8 117,2
‘ [ | | | : . : | —1 4 z77.8 28,3




hteckigen Platte bfa 4/3 mit frei anfliezenden Rindern. Gs7
4. i ion einer Niherungslosung liefert
| 1 2 3 | 3 ] T 3 7] ile] 11 T2
W 23 | B2 530 3740 | 780 | 5307 | 737 | 664 i3 404 j22 Bz 104 p al
H LELRD 339 U ) 530 317 gty $125 22| 273 3139 1o~a 4 gdf N

a I
" 36N 105 at
Sl e ; y'
X 6N ; 1075 p at
P s N L
1% -1
L 8 _'
. 216N 1073 p at
1s,20 Sl N
Die Schnittkrifte sind

gestellt. Sie stimmen gut

Werten S. 677 uberein, Der
i 1elten Li

£l : :
an den Ecken nicht Null w
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Differenzenrechnung.

die Gleichungen (1001)

0112 P

aus einer
0,493 P.

Mit M, = 0,125 P und M, M, — }(M,
quadratiscl Interpolation ergibt sich
Die Werte stimmen nach Abb, 666 mit dem Er-
gsebnis fiir das Steilige Gitter gut iiberein

Berechnung der rechteckigen Plattebla=4/3 T & = S
mit eingespannten: Rindern und |
gleichmiBiger Belastung p.

i A ey | | L
E eInngE (| ADD. M3 ). ¥ e
| R lung {Abb. 668) ] l"
Abb. 666. Momenten- a h ' 1 I |
summe M. - - LA ¥ o

2 und (1015) :
-
ity Dis Tilgy Wy EW i
Abb, 685,
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3. en (1000) fiir die 12 Gitterpunkte.
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Berechnung der rechteckigen Platte b/a — 4/3 mit frei aufliegenden Randern. &Y

5. Schnittkrafte nach (1003£f.) und (1012), z. B.

36N 10-5pat |
e

= 2 - L 7
— 187 + 2. 227 — 187 4 — (— 207 4 2. 227 — 207) | = 0 032 p at

a? N | 6 ’
36N 108 pasr 1 -
M, oy = +—r-+ - BE+2.0—804+ —-0| = 19 4 o2
My, o P N | ¥ = ) R 0062 pa?,
216N 10-%pat N
.‘I_r,'zu = 3—r : \— 16 - 86
; a
2,187 —4(79--T8)] 4 = 040 ¢a.
Die Schnittkrafte sind in -
gestellt, Da der An
der strengen L6 2
ist, wird [
berichtigt  {au
Fehler nimmt mit der Gitterteilung ;
Berechnung der rechteckigen Platte
bfn=4/3 mit frei aufliegenden
Rindern und einer Einzellast.

l. Gitterteilung {Abb, 670).
a b
S = i

1]

2. Randwerte nach (038) und (1014).
Am ganzen Rand ist

M=0ud ©=0, ig=— 1 usw.
3. Belastungsumo ng. Zur Be- — 0
ung cder Durchl (1002) e e )

sind 33 Differenz: n - auf-
1 Platte mit

Abb. 668, Schnitthrifte de
y'- gleichr

= b |
L] L R el - | =t ,LG' =
7/4 Abb. 671. Linien gleicher Durchbiegung,
Abb. 870. Gitterteilung. Wae= 0,0107 Pa3/N,

ist daher zweckmibBiger, die DBelastung nach Absc dic symmetrischen

trischen Anteile zu den Achsen J, IT umzuordnen (Abb. 672).

zuldisen,
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2 2 L £
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A | Abb. 672 |
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en mit Differenzenrechnung.

GO0 71.
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Berechnung der rechteckigen Platte b/a = 4/3 mit frei aufliegenden Rindern. G491
¢) 4 Einzellasten Pf4, symmetrisch zur x-Achse, antimetrisch zur y-Achse (Abb. 672c).
- | Fa®
5 1 (7] 3 1 1z Ply -
10 N
[ |
4 ; I -2 : | o 50,7
| . =
1 ! = | | ) 37.6
| | 37
] i
1 4 : ! | a 82,8
[
| I i 1 O 10,8
= R )
| I | | 4 1 Tl 230,8
b e 1
| |
1 4 | L ] 78.3
4 i e 0 66,8
i | L | I | - (5] 36,5
- I | 2 3 " = 6 TR g | 10 11 12
| | | |
T ] T 1 T
Tl ] 0 | 64 Go o | 82 | 67 I o I 1L | 75 I a ce 41 Patliob N
d) 4 antimetrische Einzellasten (Abb. 6724d).
; P Pa
5 6 8 G I1 12, 4 1ob N
4 | I 1 | O 64.0
Esmk e ms ol S R e
|
I { I 0 | 344
S L el R T = i
1 ‘ 4 -1 | —1 1 | 224
[
sy 1 4| 1 ( 73,2
1
1 4 1| o | 64
! S2L 1
| ==
| ‘ == [ = 4] ©| 344
|
R 5 . [ | |
I | =z 3 4 5 [+ = & Q 10 LT iz
I !
ud ¥ o 0 0 | o | 49 l 36 o | agb 6o | o | 40 | 36 Pa*f1o8 NV
Die Superposition der Einzelergebnisse liefert die Ausbiegung infolge P =1 im Punkt 8

mit w, = w{ 4 w{f 4+ wl¥ L w{¥ nach der Zusammenstellung auf S. 692.
Das Ergebnis ist in Abb. 71 dargestelit.

5. Schnittkrifte nach (1003)ff. und (1008), z. B.

B A :
M,q = 5-'—5\— i 800 -+ 21029 — 580 - ! (9194 2.1020 —573) | — 0,248 P,
: a® 10PN | rHk ’
M,y =S0N Pa' 1, o0t 2.1029 — 580) — 919 + 21020 — 573 | = 0,230 P
: a* 1N L6 ° 3
: 'll\' \ } =% -
My, 0=3887) 1) Pa® . a0 339 330 339] ——0,102 P,
4 a* \ 6/10°N - e
216N Pa g ¢ 15 : s 15, 1
lrsg =—— —— (3 — 580 — 2.1020 —2 (2 — (548 + 339) | = 1.36 Pfa,
L 18 %48 1PN l‘-l- | i.';/l 380 1 \ ti;] (O ,I_ i Pla

S i g f3 1) 503 _ 2800 —2(2 -I.-'
2a 105N |\ & / L

| (673 + 365) | = 1,38 Pla.

44%




nit Differenzenrect

692 71. Die Lésung von Plattenaufgaben nung.

fte sind in Abb. 873 dargestellt. Der Auflager
Randes etwa 1.4 F wird. Der Fu

Die Schnittler:
Integral langs des ganz

Iruck ergibt sich etwas zu grof, da
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Sl ey 1S | | |
e e B AT S (I O B P
' i . | —1 | =1 | 4| 4 | 327
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g e ]
\ ! c o 1 | g | 2t : 2 | g | 8
o o i -
B | w = | 285 | 345 | 575 | 786 | 680 | 1186 | Pa*[1o8N
al o o - # = J
2ol S R o , o S
I [ Silees Diese Werte sind als Naherung durchaus noch brauchbar, wie der ver-
i | i gleich mit der Zahlentafel am Rande der Seite zeigt. Fiir die Schnitt-
g | krifte sind dagegen groBere Abweichungen zu erwarten.
= o | - s - f— .. c = - - r 5
& | So ist z. B. M, s = 0,176 P gegeniiber 0,246 P. Genauere Werte
= ergeben sich, wenn die Biegefliche mit den Naherungswerten aul-
| M o gezeichnet wird und die Ordinaten zur Bestimmung der Momente fur
= L = = eine engere Teilung der Zeichnung entnommen werden. Auf diese Weise
2 > " = wird z. B. M, ¢ = 0,265 P.
;
Berechnung einer Behilterwand mit hydrostatischer Belastung.
Al I¥e rechteckige Seitenwand eines BehidlterS mit quadratischem Grundri ist L
| Rande frei, am unteren elastisch eingespannt und an den Seiten starr eingespannt. Sie kann




Berechnung einer Behilterwand mit hydrestatischer Belastung. 693

daher in erster Annaherung als Platte berechnet werden, die an drei Seiten starr eingespannt
and an einer Secite kriaftefrei ist

Um die Rechnung abzukiirzen, ist =0 angenommen worden.

1. Gitterteilung (Abb. 675).

2. Randwerte nach (038) und (943). An den eingespannten Réindern ist

Wy =0,

g = g USW., Weg == Wy USW.

Am freien Rand ist M, =0, 4 g = 0. Mit (1003) folgt daraus

- 'y, g = 2wy — wy, g =1{).
Diese Beziehungen liefern mit (1005)
wg=wy — 12 a5+ Bwy+ 12 w; — 8wy,

Wy = twWe+ 4dtwg— 12w, — 4 wg+ 12 w,.
3. Die Belastungszahlen. Die hydrostatische Belastung wird nach S. 682 iiber den Platten-
rand hinaus stetig fortgesetzt und nach dem Hebelgesetz auf die Gitterpunkte verteilt (Abb. 675).

ts=ps=10, Pa=ts= 1 ta. f1=pe= } Po. Pri7= Pie=Po-
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Abb., 675. Abb. 470,

4. Differen

engleichungen (1000) fiir die Gitterpunkte 1 bis 6. Beim Aufstellen der Differenzen

Die Biegefliche ist

in Abb. 876 dargestellt.

gleichungen werden die Randbedingungen unter 2 beriicksichtigt.
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694 72. Die Abschitzung des Spannungszustandes in rechteckigen Platten nach H. Marcus.

6. Schnittkrifte nach (1003){f. und (1012}, z. B.

ON pyat E 1 L1y
ly 17 = — 2,003 — 2,003] = 0,036 5, a*
M, 11 - 1000 | 003 L0037 0,036 p,a*,
QN +Hoab
% e fr—1,442 —1,442] = 0,02 a?
My, 12 & 1000N 1,442] 1026 pyat,
QTN pyat Do
Ay gp="— 10 16.2,003 —2.2,658 —4.2,724] 452~ — 0,38 p,a.
w117 aa% 100N ! & R e o

Die Schnittkrifte sind in Abb. 677 eingetragen.

&
- G028 Byt

wden,
AN

e

Abb. 677.

Marcus, H.: Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Berec chnung
biegsamer Fl latten Berlin 1924, u. Arm. Beton 1919 S. llIT _ Nielsen, N. 5.: Bestemmelse
af Spoendinger der ved anve 1|\l -1se af Differensligninger. Kopenhagen 1920, — Kirsten, 0.
Beitrag zur Hi\r('tr'_!. ung der rechteckigen Platte mit be mblg'tn Randbedingungen. Diss. Dresden
1924,

72. Die Abschitzung des Spannungszustandes in rechteckigen
Platten nach H. Marcus.

Die Anwendung der Plattenstatik im Batiwesen ist durch die Beschreibung der
statischen und geometrischen Zusammenhinge mit Differenzen und Differenzen-
gleichungen aus (IE n Ordinaten w, der elastischen Fliche wesentlich geférdert wor-
den, da die Aufgaben mit einfachen mathematischen Hilfsmitteln iur die Bediirf-
nisse der Technik hinreichend genau gelést werden. Da es jedoch in vielen Fillen
geniigt, das Spannungsbild zur Beurteilung der Sicherheit {h.‘a Tragwerks in elemen-
tarer Weise summarisch zu erfassen, wird die Plattenbiegung in erster Anniherung
mit der Forminderung zweier sich rechtwinklig kreuzender Trigerschaaren [, ly
verglichen, die sich unabhingig voneinander durchbiegen und die an den Enden
unter denselben Bedingungen gelagert sind, wie der Platte nrand. Die Formanderung
der Tridger /[, entsteht durch eine Belastung $(x), :’11(-.';(}111!’“: der Triger [, aus einer
Belastung #(v). Thre Summe ist an jedem Kreuzungspunkt (x, y) gleich der vor-
gt-'s:c:hrielmmn Belastung ¢ = $(x) + #(v) (Abb. 678). Bilden die rI.LgL'i:ut‘ha_i.dll‘n




72. Die Abschatzung des Spannungszustandes in rechteckigen Platten nach H. Marcus 695

einen Rost (Abschn. 65), dessen Elemente sich an den Kreuzungspunkten nicht
mehr relativ zueinander verschieben, so entstehen fiir P (x) und $(v) Bedingungs-
gleichungen, die sich jedoch nur dann einfach anschreiben lassen, wenn allein zwei
ausgezeichnete Triger I, I, betrachtet werden. Hierfiir werden die Triger mit der
groBten Durchbiegung ausgewiihlt.

Bei freier Auflagerung der Platte (Abb. 678) sind die griBten Durchbiegungen
der Triger in Trigermitte

£ g

0: = 351 EJ,’

5 p.ii P 5 Pull

v=FE],’
wenn p (%), £ (y) in erster Anniherung konstant angenommen werden. Da p=pa+py
und §, = 4d,, soist fur [.= ],

I L
bv=ri?- (1017)

Die Anteile p,, p, von p dndern sich mit der Art der Stiitzung des Plattenrandes.
Ihre GrobBe ist fiir jeden Fall in der Ubersicht S. 698 enthalten.
Die Formidnderung der Platte unterscheidet sich von derjenigen eines Trigers

l., 1, durch die Verdrillung der Plattenstreifen infolge
von Schubspannungen an den Streifenrindern. Sie

bilden an Streifen mit x = const Drillungsmomente | i3 ]
M,,, an Streifen mit ¥ = const Drillungsmomente |
M, ., welche die Durchbiegung der Platte im Vergleich i
zu derjenigen des Trigers verkleinern und daher bei H Fo 0 el
gleicher Ausbiegung die Tragfihigkeit der Platte im * B T
Vergleich zum Triger vergroBern (Abb. 678). Dieses =
Bild wird von H. Marcus zur Beschreibung der ) o
Plattenbiegung verwendet. Y

Die Drillungsmomente stehen nach S. 645 mit der -
Plattenbiegung in folgendem Zusammenhang:

. 0% u
My,=M,_=—N(1—u) %90 Abb. B75.

Sie éndern sich beim Fortschreiten in der x- oder |_
y-Richtung um @M, ,/0x oder dM, /0y, so daB an

einem Plattenstreifen I, oder I, von der Breite b ein Unterschied M., M, der
Drillungsmomente entsteht,

dM, . o w aM., . & w

M, = F;'-'Uy = —N(1—pu)b M, =10 = —N{I—‘u]b{.}’l_._,r.jy,

= 1018
ox rj}"-:' ( )
der sich als Belastung der Streifen /., [, durch ein stetig verteiltes Kriiftepaar
Mz, M, deuten liBt. Dieses erzeugt die Biegungsmomente M}, M}, die mit den
Biegungsmomenten M,, M, aus der Belastung ., ¢, iiberlagert werden. Das Er-
gebnis M7, M} zeigt folgende Form:

1] § | M A
M} =M+ M,= M, (1+ 37 ) = M. (1 — @), l
‘ ' (1019)
A £, M =M, (14 L W ) [
My = M,+ M= M, (1+3) = M, (1 —p,).
4 raMM, . . 0w 2 ; | 2
M. = — J‘fd;-;ﬁx FCi=—N(1—pu)bm — N (1 --Iu}!;?:_ G
: a2 i At % 1 f -
."l'f;_, = — FJ‘J."’:E:\'{{:'U FCo= —N(1—pn)b EP +Co=—N(1—pn)b oF + C,.

Die Integrationskonstanten C,, C, sind bei achsensymmetrischer Belastung und frei
drehbarer Auflagerung der Streifenenden Null. Die Biegungsmomente M, M,




2 Die Abschitzung des h;:;n|||1|;z'._:k'zu-i%;.-l::r'.{-:- in rechteckigen Platten nach H. Marcus,

Y6

werden also von der Verkantung der Streifen [, [, bestimmt. Sie erzeugen allein
die Ausbiegung w,, ', die mit de Ausbiegung w,, @, aus der Belastung $,, ¢,
¥ der Streifen der Plattenbiegung angleicht.

11 i n 1y o oy W
iiberlagert, die Formiinderung w; , w,
o PERULE, 2 g A e
1! g -:l), T w2, [ 4" mh, L

#
i v

Wird der Verlauf der Biegungsmomente M, M in erster Annidherung als dhnlich
=] s x Y i ; &
zu demjenigen von M., M, angenommen, so ist ebenfalls in erster Anndherung

g
’ ’ ST i ]
plf, = wifte,=c¢ und w,=cw,, W, = i,
und mit wy %y ebenso wie auf S. 695
: il ST by ATy e
iy, Wy, also .ﬁ.\c - A I-l..'ﬂ}' :"lJ.'.f T J'h

Die Biegungsmomente M, M, der Streifen [, [, aus den Drillungsmomenten sind
von H. Marcus durch den Vergleich mit den Ergebnissen der strengen Theorie in
Plattenmitte abgeleitet worden.

Die Grenzwerte der Biegungsmomente M, = —g,M,, M, = —q¢, M, zweier
ausgezeichneter Plattenstreifen /., [, mit dem Unterschied M,, M, der Drillungs-
momente an den Intervallgrenzen als Belastung

--_-—__fr. — z
[ kéinnen nach H. Marcus durch
|
! ) i N2 i |ru t \
-7 | e=c (=), au=cl(p) (1020
—ar g d X 'I‘ .
P e A :
; | angegeben werden. Die Beiwerte ¢, ¢, beschreiben
(| 1 . . 7 - - 3
P z 5 dabei im wesentlichen die Randbedingungen der
\ =3 | Platte. Sie werden von H. Marcus aus emem Ver-
[ | gleich mit denselben Biegungsmomenten der Platten-
s e S | theorie abgeschitzt.
y b AL, 3 M n .
N i e i i G 2 {1021
| ! (i |.|'£J__ 1] Moy
e o In diesem Ansatz sind M_.... M, ... die groBten
Abb. 679, Biegungsmomente aus der Belastung #,, $, der

Plattenstreifen /., /, mit den vorgeschriebenen Rand-
bedingungen, M,., M,, die grilten Biegungsmomente zweier frei aufliegender
Plattenstreifen [,, I, fir die volle Belastung $ = p,. + $,. Dic griiten Biegungs-
momente der drillungssteifen Platte M7 MZ . entstehen dahernach H. Marcus

2 - - = _J'('!]"l\-‘-"
in erster Anniitherung aus einer einheitlichen Lasung

‘l'"l_.'-.li:.l'\. '!“r_-'.'_..' | | q-.- ! e '.;']F..'_‘u.l\_ "l‘_ ] J-?.T]“;-__\ ‘.1'f'|'|1lﬂ.:i II F = (J‘..'J..I '.l'i-!.l!'llilx ¢ Ij Iir:_:lf:l

'

deren Ergebnisse sich mit denjenigen der Plattentheorie vergleichen lassen.

An den cingespannten Platt ndern sind nach (942) keine Drillungsmomente
vorhanden. Die Schaulinien der Biegungsmomente am Rande beriihren die Bezugs-
achsen an den licken (5. 679). Als Mittelwerte M., M, geniigen die Einspannungs
momente der ausgezeichneten Plattenstreifen £, {, aus der Belastung #,,
(Abb. 679). :

: b2 . ; $ i i ANTRE (1023)
.Ir 2 ! f, 19 3 24 bei 1( 1)

Der Grenzwert kann nach H. Marcus mit

HolE 5, 512 : :
M. s = M — oy (1024)
RIS 129 g 12, 20

i!.'-l:._"l'”{l'|-|i||'.l'l: ‘-\’.'I':ll 11
Das Bild der Bicgungsmomente in den mittleren Querschnitten ist durch die
trengen Lisungen der i '

-

be in Abb. 649 gegeben. Das Ergebnis ist in der
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Tab. 65 enthalten und wird in den bekannten Bestimmungen des Deutschen Aus-
schusses (§23) verwendet. Die Platten Abb. 685 und 686 sind danach gerechnet worden.

Die Rechenvorschriften fiir die rechteckige Platte lassen sich auch zur Ab-
schiitzung der Biegungsmomente in durchgehenden Platten anwenden, da die Rand-
bedingungen der einzelnen Felder bei gleichférmiger Belastung angenihert mit
denjenigen der einzelnen Platte mit frei auflicgenden oder eingespannten Rindern
iibereinstimmen. Schachbrettartige Belastung wird umgeordnet und besteht dann
aus der gleichfirmigen Belastung ' = $/2 und aus abwechselnder Belastung der
Felder mit '*p = -+ $/2, so dall p = ) + 8p_ Die Randbedingungen der Felder
sind fiir *'$, unendliche Ausdehnung der Platte angenommen, mit freier Auflagerung
identisch.

Drillungsmomente. Die Tragfihigkeit einer Platte beruht, verglichen mit dem
Trigerrost, auf der Mitwirkung der Drillungsmomente. Die grifiten Biegungs-
momente von Platte und Rost stehen nach (1022) im Verhiltnis »,, »,. Im iibrigen
wird die Festigkeit der Platte durch die Hauptbiegungsmomente M., M, be-
stimmt, die sich nach (921) aus M7, M und den Drillungsmomenten zusammen-
setzen. Diese treten nach (919) in folgende Bezie- |

: ; 7 = -5_‘4—:-::—{‘:,—3-'
hung zum Verschiebungszustand w(x, y) der Platte: ;

- d rawy T - =
Mo =M = =— N (1— .’-"}”._‘:_ (5 7 L \‘{f/ - -:}
T A I
1o | A o
' A
Das Drillungsmoment ist daher bei achsensymme- | \ |
trischer Belastung an allen Punkten der Biegefliche ¢ 5.'.""; =
Null, in denen die Tangentialebene an die Biege- | % /j‘\
fliche parallel zur x- oder v-Achse ist, und wechselt X £ —¥
auf diesen ansgezeichneten Parallelen das Vorzeichen. _ [
Es ist im ersten und dritten Quadranten negativ, | e e
im zweiten und vierten Quadranten positiv. Die yY Lo
Funktion M,, erhialt einen Extremalwert, wenn Sl e
oM.y d o fo%ey a M, d [fo%wh o
e = 0= S e und 35 2= 37 \5,8) (1026)

Die Bedingungen sind in einem Punkte S erfiillt, in welchem die Schnitte x = const
und v = const der elastischen Fliche einen gemeinsamen Wendepunkt besitzen
Die Ordinaten M, , beschreiben daher vier Korper, deren Grundrif mit M,, =0
durch die ausgezeichneten Geraden x = s,, v = ¢, bestimmt ist, die sich in dem
Punkte O mit @ = wyax schneiden. Der Inhalt 1V eines Kérpers ist durch Integra-
tion nach Abb. 630

g. L i
o B i

V l [‘.‘uru.;}:i'.l' dy N (1— p) [. ‘ Dlr:” = dxdy - N (I — ) @max, (1027)

om0

also proportional zur gréfiten Ausbiegung der Platte. Da nun die Drillungsmomente
in erster Anniherung als lineare Funktionen angenommen werden kénnen und ber
starrer Einspannung lings des Randes Null sind, approximiert H. Marcus den
Kérper als Pyramide und setzt

1% I s A Ea el SO (B
- — N (1 — ) Wpax = T { J-‘”..- W, IS B¥BYE "I"F.' ¥, R

L~ () — L & ¢ o (1022)
g% 'rr' ‘U‘ ymax — — 55p'p 'I”fr if, max * (1028)

. 2 : : . . 3 : ® o AL*
Die grifite Durchbiegung wmay ist durch die Biegungsmomente M, oder M2 s

und durch die Einspannungsmomente M,,, M,, der beiden ausgezeichneten




nach H. Marey
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Die Auflagerkrifte der Platte. G99

Plattenstreifen [, {, nach Abschn. 20 bestimmt. Sie ist in der Tabelle S. 98 an-
gegeben, so dall damit nach Gl (1028) die Drillungsmomente errechnet werden
kimnen. Aulerdem werden von H. Marcus mit Abb. 681 und u = 0 noch die
Quadraturen (1029) verwendet. Der Ursprung

les Koordinatensystems ist dabei

im Punkte O mit u Whax ANEENOmMmerl.
@z ¥
=3 - pry B
| l}rl. il - ,\ L = .l,‘.| X = _\ o _\\ St ‘l'
T il o oxs ox
(]
i My e N2
e SV Ty o S v
(1029)
. o
ay - N = I
: =
i
i
' - 1T
ax - - N == ‘r”_

Jaher gelten fiir die Flichen aus der -
Dal gelt f lie Fl len Bie
gungs- und Drillungsmomenten iiber zugeord-

neten Abschnitten der Strecken x = const,
v = const folgende Beziehungen:
— :
/ = —=Fey F,=—F,, (1030)
ie dienen zur Nachpriifung :
der grifiten Drillungsmomente '\\ T,
——= M.y \'11!'//
Die Auflagerkréfte der | |
Platte. Die Querkrifte und 4 = w37
Drillangsmomenteanden Riin- J\
dern der Platte werden ent- [<%&/7 N
weder von einem Unterbau e N
oder von Randtrigern aufge- = ;
nommen. Der Anteil aus den < ol
Abb, 651 Querkriften lilit sich bei den Abb. 682,

gleichen Randbedingungen an
allen vier Rindern angenihert aus der Unterteilung der Grundfliche durch die
Winkelhalbierenden in den Ecken angeben. Nach Abb. 682 ist mit I /[, =4>1

(I

[ gudy =0, =298 20—, [ g,dx=0,=1pB. (1031)
Iyl2 lef2

Bei verschiedener Lagerung der Rinder kann nach H. Marcus
: e
Q.= i;f":"l;r!u ’ Qs = 31‘)%'!7%!

gesetzt werden, wobei jedoch fiir die kurzen Rinder dasjenige ¢, oder p, zu withlen
1st, das der quadratischen Platte entspricht.

Die Drillungsmomente an eingespannten Rindern sind Null. Der Verlauf der
Drillungsmomente am Rande des ersten Quadranten einer freiaufliegenden Platte




100 72, Die Abschitzung des Spannungszustandes in rechteckigen Platten nach H. Marcus,

ist

in Abb. 683 dargestellt. Sie konnen durch einen Randtriger aufgenommen

werden, der auf diese Weise eine Momentenbelastung mit entgegengesetztem Dreh-
sinn erhiilt und damit nach Abb. 678 am Rande I, Biegungsmomente im Betrage
I

lw!2

von — | M,,dy, am Rande [/, Biegungsmomente im Betrage von J M, .dx
W T

Da

erhilt. Wird der Verlauf der Drillungsmomente )
2 in erster Anniherung linear mit M,,, am Eck- *
= punkt angenommen, so sind die Biegungsmomente

< Mryo> | : z
in der Mitte der Randtriiger

w2
' Mzyoly
% lMx?,dy e
i‘l
1202 | :
M, ots e
Abb, 683, = _-'Lf”_ff,-a; T e : Abb. 684,
(1]

jedoch die Randtriiger aufliegen, tritt zu den Stiitzkriften Q,, @, aus der

Querkraft am Rande noch der Anteil

O=0,=—2M B #

4} Ty, 0 = 3 L Y

(1032)

Wiirde die Platte ohne Versteifungstriger am Rande frei aufgelagert sein, so mull

die

ihnen zugewiesene Kraftwirkung durch 4 Einzelkrifte C =2 M_, , an den

Ecken ersetzt werden, die mit der stetig iber dem Rand verteilten Kraft im Gleich-
gewicht stehen.

sch
sch

Die duleren Krifte am Rande im Bereich der Ecken sind auch fiir die Ab-
itzung der Biegungsmomente wichtig. H. Marcus betrachtet die Ecke zur Ab-

dtzung der Biegungsspannungen als Stab mit veriinderlicher Querschnittsbreite b

und der Winkelhalbierenden als Achse. Er trigt neben der Belastung $ die Rand-
krifte. Die Biegungsmomente M; des Stabes erreichen in der Plattenecke den
GroBtwert im Betrage von — M, , ,mt/m und sind nach Abb. 654 etwa in der
Linie J I Null (Abb. 684). Diese kennzeichnet daher einen Spannungswechsel fiir M.

4 2

Abschiitzung der Schnittkriifte in rechteckigen Platten mit [ fl, = -l-,’.i fiir
gleichmiiffige Belastung p.
1. Frei aufliegende Platte.
A4 3= 1333 A= 1,778, Al = 3,160 .

h Nach Tabelle 65 ist
' _ ., 3,160 e
T
1 [ 0,241
o I | = [}, 24 £
LT T ;
5 1,778
iy [ Do = {1,644 ,
6 4,160
0,759 g
M, max :;]' (0,644 P13 = 0,061 p 13,
0,241 ) ¥ = e
_'Ilf,.-. max = ] 0,644 P I = 0,0194 I3 0,035 p I3,
: 1759 : - Sk
N wpax = — 0,644 p 12 = 0,00678 p 12
l—-'-—.i!‘,:- ———a 12 ¥ |
Abl; 885, Nach (1028) ist
1 i
= M., o 5 ;‘ = —0,006878 p 1%, Myy o= —0061p¢1%.




73. Die Pilzdecke. 701
2. Eingespannte Platte.
A=4/3=1333,
P, = 0759 ¢, Py =0.241 2,

b 1,778
p=1—— "+ ————=(,881,
: 18~ 4,160
0,759 ~ u
M, max = TR 0881 p 12 =0,028p12, 4
0,241 st 48Pl
M, max = —5— - 0,881 p I = 0,00885 p I3 = 0,016 p 22,
= i 4 s b
1
M, , =— —$ 12 = — 0,003 p 12,
. Iz T i -aossptt "7
p i
-”v. L— .__._’.L'. = —),042 P "I-‘ "
i 43l
0,759 (1,881 e
P ol RN A , Abb, 686
N ®max 102 1+ 08812 £t =000196H11. ). 650,
Nach (1028) ist
l 1 'r: "l\.' . -
3 Meyo5 5 =—000106p1F, M, o =—0018p12.
Klagas: Auswertung der Marcusschen Formeln fiir vierseitig gelagerte Platten,

5.251. — Marcus, H.: Die vereinfachte Berechnung biegsamer Platten, 2. Aufl, Berlin 1929,

73. Die Pilzdecke.

Die Platten mit Zwischenstiitzung in Punkten oder Flichen sind von A. Nadai,
V.Lewe, H. Marcus und N. J. Nielsen untersucht worden. Dabei wurden zu-
nichst gleichférmige Belastung und unbegrenzte Ausdehnung nach beiden Seiten
angenommen, um die Aufgabe durch Symmetriebetrachtungen zu vereinfachen. Die
dulleren Krifte und die Randbedingungen fiir den Spannungs- und Verschiebungs-
zustand eines Feldes sind in diesem Falle bekannt. Die Lisung

g —a
kann daher ebenso wie fir eine rechteckige Platte nach S. 674 T T
angegeben werden. ] u!

A. Nadai betrachtet den Abschnitt Abb. 687 der gleichférmig ! !
belasteten Pilzdecke mit den Randbedingungen dw/dx =0, = | = .,__;
Uz, =0 und P =4abp in den Schnitten x =+ a und den | ; e
Randbedingungen dw/dy =0, Q,. =0 und P =4abp in den '

Schnitten y = +4- b. Die Randkrifte P/4, (.., P/4 am Rande i

x =4 aund die Randkrifte P4, Q,,, P4 am Rande y =40 1 g . 4
konnen durch eine Fouriersche Reihe als stetige Funktion an- = 2z -
gegeben werden. Die Verschiebungen bestehen wiederum aus einer Abb. 637,
Teillssung w* fiir den Plattenstreifen mit dw/dy =0 in v =+

und aus einer zweiten Teillosung w**, welche zusammen mit w* die vorgeschriebenen
Randbedingungen des Abschnitts erfiillt. A. Nadai bemerkt auf Grund des Er-
gebnisses, daB um jeder Stiitze eine geschlossene Linie vorhanden ist, auf der das
Biegungsmoment” M, um die Tangente verschwindet. Sie schneidet die Diagonale
des quadratischen Feldes mit der Seitenlinge 2a in einer Entfernung von 046a,
die Verbindungslinie der Stiitzen in einer Entfernung 0,42a vom Stiitzpunkt und
liBt sich durch einen Kreis mit dem Halbmesser 0,44a ersetzen. Der Spannungs
und Verschiebungszustand kann daher in dem Bereiche der Pilzdecke um den
Stiitzpunkt mit guter Anniherung fiir eine frei drehbar angeschlossene Kreisplatte
angeschrieben werden, die neben der gleichférmigen Belastung # in O eine Einzellast
P= 4 a%p trigt, deren Querkraft an der Begrenzung ¢ (0,44a bekannt und
deren Verschiebung , Null ist.




702 73. Die Pilzdecke.

Eine dhnliche Niherungslésung ist von V. Lewe formuliert worden. Sie wird auf
eine ringsum beweglich eingespannte Kreisplatte vom Radius R bezogen, deren Quer-
kraft Q, , fiir » = R Null ist (Abb. 688). Daher ist R aus der Bedingung 7w R? = 4 42
mit R = 1,1286 & vorgeschrieben. Die Platte liegt auf einem kreisformigen Pilz mit
R, = aa und J = oo, so daB die Pilzdecke im Bereich der Stiitze mit einer Kreis-
ringplatte verglichen werden kann, deren Forminderung in » = R, durch die Rand-
bedingungen dw/dr =0, Q,, — — H(R*—R})/2R,, in » = R durch die Rand-
bedingungen dw/dr = 0, ()., = 0 bestimmt ist. Beide Lésungen kénnen mit den
Tabellen 63 u. 64 angeschrieben und auch fiir zwischengeschaltete kreisrunde Platten
nach Abb. 689 erweitert werden.

Die von V.Lewe angegebene strenge Losung fiir die beiderseits unbegrenzte

gleichformig belastete und 5
[ (T TTTETTTTTIT nifig unterstiitzte Pilz- [TTTTTITTTI I TR 1
1 1 1 1 1 il 1} . - - L ————nme g i
& ] e beruht, wie bereits auf = !

J S. 674 bemerkt, in der Ent-
= wicklung einer bekannten, aus

der Belastung ¢ und dem LY L

it o

Abb. 688, Flichendruck # bestehenden
periodischen Funktion in eine
doppelte trigonometrische Reihe. Damit kann die Loésung fiir das Feld Abb. 687
ebenso wie bei der rechteckigen Platte (983) nach Navier angeschrieben werden.
Leider konvergieren die Reihen vor allem fiir die Schnittkrifte schlecht, so dall
die Zahlenrechnung mithsam und umfangreich ist. Sie wird durch eine Anzahl von
Tabellen erleichtert, die Lewe seinem mehrfach erwidhnten Buche beigegeben hat.
Diese enthalten auch Angaben fiir zweiseitig und allseitig begrenzte Pilzdecken mit
Streifen- und Schachbrettbelastung. Die Anwendung der Differenzenrechnung auf
die Untersuchung des Spannungs- und Verschiebungszustandes von Pilzdecken ist
von H. Marcus und N. J. Nielsen gezeigt worden.

Abb, 859

Die Berechnung einer nach zwei Seiten unendlich langen Pilzdecke mit einer
Stiitzenreihe und frei aufliegenden Riindern.
Ansatz. Die Aufgabe kann mit Differenzen in einer Stufe nach (1000) oder in zwei Stufen nach
(1001), (1002) gelést werden. Da die Iteration einer Anfangslésung in beiden Fallen infolge der

schlechten Konvergenz versagt, bleibt nur die algebraische Aunflosung der Gleichungen nach
C. F. GauB iibrig, um die Ausbiegung 1
# so penau angeben zu kinnen, daB e 'fft -
die Schnittkrifte trotz der Fehler- ! : :
empfindlichkeit der Rechnung nach ; ] I
(1003} if. brauchbar sind, Die algebra- i i
ety ische Aufldsung in zwei Stufen ist Jaksi| e
- : B  naturgem#B einfacher, obwohl dann fiir w5 o fr lg |
i' i —h;_"— TR i 1" ": die Stiitzpunkte wegen ihrer singuliren ,?__;c_r 'l, a’__'J?‘
== . ] Eigenschaften keine - Differenzenglei- Tasariiad| | | I ¥
f‘i ‘l - | - i—{g* +f chungen angeschrieben werden ktinnen, J—5 —7— &~ :T o
¢+« |+ 1 solange die Stiitzkrafte unbekannt sind. : Sl
m=de—de—dmotdt == Deshalb werden diese als-statisch un- I e A |
J monom o bestimmte Gré8en eines Hauptsystems, E? 4
Abb, 650. des frei aufliegenden Plattenstreifens, Abb, 601,
berechnet.
Bezeichnet w, die senkrechte Verschiebung eines Punktes des Streifens infolge — X; =1,
w, diejenige infolge der Belastung, so ist
W=, — X;w, “033)
an der Stitze ki wy = 0 = wyo— X juy,,
X =wgfwe,. (1034)

Belastung. Die Schnittkrifte werden fiir gleichmiBig wverteilte Last, Schachbrettlast
und Streifenlast angegeben. Bei gleichmiBig verteilter Last ist der Spannungs- und Form-
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items n Angriffspur
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2, len Achsen I, I,
3. (1002) fiir 16 ( 691).
Die .il lcl‘.\‘.[” Stufe sind t A

der Zwisc 5t 1.

e
[ie

M 5% a?
N /
3 4 et 1 TR 9 Tol i1 T2 I3 ag I5. 16 a*fN
4:|—2 2 o
1 4 |—1 -2 | o | My/64
1 4 1 Z | o | My/64
2 4 z | 1 .1f1_ 04
—1 | | & [—=2 1 o | My, /G4
[ = e i
|—1 1 4 1 | o | Mg/64
! | I 1 ! O M. |64
—1 | | 4 (—1 o | Mg/64
| I 4 -2 1 (] ,Hﬁ 64
= I 4 |—1I I (%]
i I -I I I - 1 (&)
| | | | 4
‘ | |—1 | |—2 " —1 | o | My/64
= | | : I o
I - ANl 0 | Myz/64
] | 5 ! i = |
| =1 I 4 = 4]
| | |
| | |
| | | —1 I 4 l=1]0
Lo - - -
| | I : 0
| e 2 4 ]c
4, \:1|]r.]:_,unEr Um den Ansatz fiir die Anwendung des GauBschen Algorithmus zu ver-

L1T‘.1’d(_'.|_u,n wird das System }J|r{|(,h Differenzengleichungen zweiter Ordnung in simultane
""'Ll'IJP(..[l totaler Differenzengleichungen verwandelt. Das Verfahren ist von H Marcus allgemein
gezeigt worden, Die par lle Differenzengle icl 1l1‘£{ _]tllll' der beiden Stufen enthé neben drei
Wurzeln M oder w mit den FuBziffern (k— 1), -1) einer Zeile & noch zwei V hlen
mit den FuBziffern ¢, ! der benachbarten Zeilen. I).l_"_l-l' besteht der Sinn der Transformation
darin, die Wurzeln einer Zeile kB derart durch ebenso viele unabhingige nene Unbekannte zu
ersetzen, daf in den transformierten Gleichungen nur die FuBziffern dreier aufeinanderfolgender

Zeilen erscheinen. Auf diese Weise entstehen hier vier woneinander unabhiingige Gruppen
ge Gleichungen und Un-

von totalen Differenzengleichungen, von denen jede soviel dwlﬁleuT'
bekannte ent hilt, als {,u‘u--pm]ku‘ auf einer Zeile liegen.

Das Gitter .-\tm. 691 zur Berechnung der Pilzdecke besteht aus vier Zeilen und vier Ne
5

en,

I VOorn

die in 16 E;Ltturpuui{tg-n schneiden. Daher lassen sich in der Matrix unter 3 vier Gr uppen
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je 4 Differenzengleichungen unterscheiden, Von diesen wird eine mittlere mit den Gitterpunkten
5=Fk bhis 8 k -+ 3 herausgegriffen, um an einem Beispiel die Transformation zu zeigen. Die
ilen werden mit t =1, & b. ! 9 unterschieden.

dieser Gruppe zugeordneten Gitterze

M; Mus Mus Mg M, My My Mes M, My, M, M,

| 1
[ | ¢ | -—2 [ I | 2
|
1 } I | I Eri
—_— e - —_ = | -—— e .

. [ k t | X Bks2

| 1 [ = 1 | T 1 Eesea
Die Gleichungen werden mit x,, &g, oy, 0ty multiphiziert und darauf addiert. Das Ergebnis lautet;

—oy My — e My — oy My — oy Mg+ (dog — o) My 4 (— 2o + dota — oa) My

Wi+ (—ogtdog) Mg — o My — o M oty Mpa — otq My,

o 11'%"1'}’.3'".21')(.1:'- R4+2:7T A 48
(1035)

- g Eegns

es wiederholt sich nach Eintauschung der zugeordneten FuBziffern bei jeder der vier Gruppen.
gige Wurzeln totaler Differenzengleichungen zu erhalten, werden die Vorzahlen

Um unabhir
derart bestimmt, dal

o — ® o dus —oy - = = (1036)
oty - 2 Mo !
ist. Damit geht Gl (1035) iiber in
(oeg My + o My + otg Myua + o0 Myys) - € (o My o My g+ o0y My + otg Miis)
(1037)

(og My + o Myyy 4 g Mygp - og Myg) = o3 81 + 22 8rsx 1 o2 Srsz + %4

und mit der Substitution

(1038)

oty M
wird daraus
T T (1039)
e Gl (1036) l4i6t sich folgender
e + 4 r & X o Ay
o R g e —d =y
Gy Olg g X X oLy
Daraus entsteht das Gleichungssystem
oy = ()
3 - - ;
A - 2t 0, iy
: RRE s {1040
- 2y 0,
|0 %
Mt o, 1 liefern
3 L .
e =— I, by = fI= — ey gy = -{) (3 — M=) ri”]l ]
und aus der letzten folgt die algebraische Gleichung 4ten Grades filr g
e o\
.N" — apu +4=10 “—”"1‘-_
Wurzeln g4, o =4 1, jiy, 4 = 4+ 2, 5o dall mit (1040) vier Systeme von x Vor-
nmt sind,
T
p| 1 = =2
% 1 1 : ! : (1043)
% I I 2 3
g I I - I R
%y | — 1 I 1
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S en nach (1038) zu der f tution verwendet
B = ] M Wiy M s Mea=T 5

(1044)

(1045)

" i 2h L g L 1 2 a a .;. i
I die net L W die et, so folgt aus (1044)
M, =1 27, -L21
MM i 1 i T  Fa :
. : ' (10463
Wia | I [ I H
Mea=1 (27 21 V= T
ution (1044) Matrix S.703 licfert dic

Die Anwendung der S

einander unabhingigen Gleichung
Zur uemeren Super

und jew die

diec Werte T8, T7/6, 1

diert, um symmetr

3 X g | 1
I 5 (4] Ap g0 | — 1 1 8] A 4/0

Vif6  Vylo- Vel6 Fyaf6 a®/N W6 W6 W,i6 Wiyt a/N
3 1| | I/I12 ," I2 I I 1,12 z-“ 12
1 6 I 0 | A 1 ] I {
| |
i | | 5] I [ )_L 4/ I 2 I O (5]
i | -
| - [§] 0 Ay ".'I I 2 L¥] Ayl D

Die i-Zahlen bezi sich auf die zweite Stufe des An

Die Auf ung dieser fl'h_-i;_'lm'.. fiir die erste Stu
| r 4
b | 0,0363060 0,074468 I_z-" _li.[.-’- 0,333332
0,007 500 0,028360 . f6 0,00505 g/t 0, 240000
0,001 581 o,010638 Vol - 0,008 Wy/6 | 0,166666

0,003 546 Viaf D | 0,000 1. "["lil-:('-' : 0,083 333

0,000 310

die Momentensummen

M, | o,1476806 _"I.J'l:1 0,076 729
My, | ©,155314 My | o,070615
'ULI ), L74 857 Mg | 0,086419
6673 My | 0, 191972 My | 0.001202

da » - + - 3 3 a s i -
a1, 64 dividiert, nach 5. 703 die Absolutglieder der zweiten Stufe sind. Aus diesen werden
nach (1045) die Absolutglieder der transformierten Gleichungen gebildet

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudrucx
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0,000 230 1

)'_“-_ 12 0,002 004 156

0,000078 G52
Joooo78G Ay

| @003 900

0O,00001 3

| 0,002 604 167

1

| 9,001 302083

0, 000 HOY
0,000 400

-'.':H:”.‘..;_'

0, D00 000

| ergibt die

g 1 0,0109074

tiyg,1 | 0,019280

Wyy,a | 019749
e 1 | 0,020055
. *ichmi

stung des Haupts
Tung. Die Lasung (981)
1 1 Hall

wy, o = 0,018021 p 2%/N, wy, o = 0,012055 p adfN,

L T ad AT p ENER ad AT
= (,009277 p &3/N, Wiy g = 0,0050566 p a®/N .

g, p

erechten Zeile de

5 Gitters sind gleich.

nibig belasteten Pilzdecke.

~ 0,013021 pa*N
Wy — 0,030392 N a®

= (0,426 436 p a®.

Die Forménderung der Pilz-
l|t'|'iii!'.

Die Superposition nach (1033) ergibt

P a*lN pat/N
wy | 00012639 Wy | 0,001 2572
Wy 0,001 0004 Wy 0,007 1051
wy | 0,000 5453 e |_-,hc1(r;_;_'-’\3
Wy | 0 Tirg 0,0004447

padiN p atiN

fi'y 0,001 1054 0,000 0745

Wiy | ©,0010170 0,000 6305

Abb. 603,

jungsmomente, Wy 0,000 8102 0, 00K
Wy | 0,000 HE50 0,000

Die Durchbiegung ist in Abb. 892 dargestellt.

E. Die Schnittkrafte.

Die Schnittkrifte erpeben sich aus der Durchbiegung nach (1003) ff. Die Biegungsmomente
W, und M, sind in Abb. 603 fiir dic drei Symmetricachsen eingetragen.

II. Berechnung fiir Schachbrettlast (Abb. 694).

imabig verteilte Last 2 und eine abwech-

prdnet in cine gleic - D)
inittkrifte der Pilzdecke fiir die verteilte Last

selnede Belastung 4= p/2. Formanderung und Sc
sind auws I bekannt. Die abwechselnde Belasty bewirkt, daf sich _'il_:\|t‘.!-i gleichartig bel stete
Feld wic eine ringst snde Platte verhiilt, die nach Abschn. 70 oder T1 berechnet
wird. Formi und Schnittkriifte sind in Abb. 695 dargestellt.

frei aufh

lerung




Die Berechnung einer nach einer Seite unendlich langen Pilzdecke. 707

ITI. Berechnung fiir die halbseitige Streifenlast (Abb. 6986).

Die Belastt
Streifen
e ein

wird umgeordnet in eine gl

ichmilig verteilte Last -+ /2 und zwei abwech-

bewirkt, daB sich jeder gle rtig belastete {
verhilt, der nach (981) berechnet
dargestellt

Abb, 604, Abb, 895,

a) Durchbiegung. b) Bi nomente.

Abb, 087,

Abb. 694G, Durehbiegung. gsmomente.

Die Berechnung einer nach einer Seite unendlich langen Pilzdecke mit einer
Stiitzenreihe und frei aufliegenden Riindern.

Die Berechnung wird auf das Endstiick mit der Lange b = 2§ a beschrinkt (Abb. 688). Da die
Randwer und w auf der Geraden II unbekannt sind, werden hier in erster Anndherung die
Forménderungen und Schnittkrifte der nach zwei Seiten unendlich
langen PilZdecken zugrunde gelegt. Der Fehler ist um so kleiner, je
grifer b gewihlt wird. Die Rechnung wird in zwei Stufen durchgefithrt
und der Stiitzendruck als iiberzihlige GriBe berechnet. Das Haupt-
system ist ein Plattenhalbstreifen. Die Belastung sei gleichmaBig verteilt.

A. Belastung des Hauptsystems mit —X; = L.
1. Gi.‘ttl,-'t’ll_'ilung_: (Abb. 699). s = a/8.

=
2. Randwerte. M und w sind an den aufliegenden Randern Null, ll I il
zur Achse I symmetrisch und auf der Geraden I vorgeschricben. i T e et e
| | !
ot ol it il T
.1-.’9_1. 1 0,001 202 o,010625 | T A f
fage .y | OI91GFZ 0,0200355 n ] cpmf g
May 4 0,326973 o,027008 Ir
"‘Lf'z-l. 1 (‘J‘_'-_".‘f,|.$?u i 0,030 392 o Abb. 608,

45*




73. Die Pilzdecke,

Differenzengleichungen (1001), (1002) fur die 20 Gitterpunkte (Abb. 699).

19 =0

(4]

o4l Miya

{
1

— : |
i

4. Auflis

du

k Vorzahlen

oy =—(1—u?), oy=pn(2—p?,

;{5 4 ‘“;a -+ 3 =10,

Hpa==x1. p=0, pys=

ng. Die Auflosung

hgefiihrt. Mit £ —4 lauten die Gleichungen fiip die

(IE‘]-

wird wie

oy == 0,
oy =L,

oy =0,

- o =10,

= 0.

og=1— 3 u?

et A |

i (e S

43/ 604

_11"]3.'“_1_

M 1404

1

M 15“-'[,4 Wy 4

inm."!J]
"I"fio."lh*}

Mg 64 +4-51,1

S. TO4 £f.

T M



Die Berechnung einer

709

e 5 Systeme z-Vorzahlen sind cdahe

et £

=1

fithren zu der Substitution
M,
M,

M,

My - Mas M., S E=5,
Moiq Mo
= ()

M,

aus det

sich rickwirts

ergibt

n=yJ3: M. ¥3 Myy -+ 2Mypo — FE My g LMy, = TVi, e=4d )i |
¥3: Mud V3 Muy+2Mp -+ }3 My My =T £—13 |

(1048)

13 Ve ¥3 17,
T e S 7 ).

Gleichungsgrupper

Tyfr2 Toftz Tyfra Telra

]

To1,0/24

',1-_- — Fi.

Mg a/12
Mgy qf12

Mgy qf12
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Die Pilzdecke.

Das Ergebnis der Auflosung lautet:

0,004 3143 e 1 ' 0,003G742

K111 | ow0R3ol
0,0088332

Q,00DIT7OT

0,00481 5]\.1

| G,0I20033

| 0,017422

O, 0000010

0,023 0,008 8288

0,002 T

0,00430 g

0,00015

0,007 57 g,0

0,008 G0 Wys o 0,003 606

ey 0= 0,01032.
Der Stiitzendruck.
530 0,01032

== .
1= Wy, 0,30302

Abb, T00.

inderung ind Schnittkrifte. — Die Durchbiegung betrigt nach (1033)

Wy = Wy - Ay w

LS

iy | iilg | iy | Wy ws

|
0,001 025 | 0,001 731 | 0,00 971 | 0,001605 |

Schnittkrifte nach (1003)ff. Abb. 700 zeigt Durchbiegung wund Schmttkrifte in der Sym-
metrieachse I.

0,0000509 | 2 :;_\1.'.'_\_'

Abb. 702
a) Durchbiegung 10% w. b} Biegungsmomente,

Die nach zwei Seiten unendlich lange Pilzdecke mit
aufliegenden Rindern (Abb. 701) ist fiir die
WOor Das Ergebnis ist zum
anf 5. 706 in der Abb

wei Stiitzenreihen und frei
ts von H. Marcus berechnet
Vergleich mit den Verschiebungen und mit den Schnittkriften
702 eingetrag

Teilung 3 : 2 berc

Marcus, H.: Die Theorie elastischer Gewebe 2. Aufl. 5. 274.




Biegungsmomente im Bereich der Stiitze. 711

H. Marcus hat in seiner bereits mehrfach erwihnten Arbeit auch das quadratische
Mittelfeld einer nach allen Seiten unendlich ausgedehnten Pilzdecke untersucht. Die
Ergebnisse sind in der Abb. 703 enthalten, um sie mit den Schnittkriiften zu vergleichen, die
im Bereiche der Stiitzen nach den Be-
merkungen auf S.701 weiter unten als
Niherung berechnet worden sind.

Biegungsmomente im Bereich der

Stiitze fiir die nach allen Seiten

unendlich ausgedehnte Pilzdecke
mit quadratischen Feldern.

1. Lésung nach A. Nadai 'L"B?l_”' -.- —-—
Stiitzenabstand 2[!. Radins der
stellvertre lun]u n Kreisplatte a =0,44 L 5 Abb, 708,
=4 r):.j«- Q= (P p,g!—.ld Arc e a) Durchbiegung 105 w, b) Biegungsmomente,
Lisung wird <l111| h Superposition der
Schnittkriifte der frei aufliegenden Kreisplatte bei gleichmaBig verteilter Last $ und bei
einer Einzellast P gefunden. Nach Tabelle 63 ist mit g = 1/6 (Abb. 704 u. 706a)
" drighy. oL I - : arn 2
M, = 16 (3 + w) Py + i (1 4 p) &, = (0,0382 &, 4 0,3761 D,) p 12, TTTITT
$ a2 P 'l‘g i ¢
M, = 6 [2(1 — p) -+ (14 3u)d,] — ia [} — ) — (1 4+ u) D] amgul|
= (—0,2452 + 0,0182 @, 4 0,3716 @) pi2. Abb. T04.

2. Losung nach V. Lewe (S. 702)

Stiitzenabstand 2 /. Radius der stellvertretenden Kreisplatte
a=R=11286!, R, =0. P=4pI2 Maus dw/dr=10am Rand.
Die Losung ergibt sich durch Superposition der Schnittkrifte der
eingespannten Kreisplatte bei gleichmaBig verteilter Last $ und
bei emmer Einzellast P. Nach Tabelle 63 ist (Abb. 705 u. T06b) Abb, T05.

PR R
o B+ W) B — 2]+

M,=

r

[1 4 (14 p) @] = (0,1503 -+ 0,2521 B, + 0,3716 Py) p 12,

p a* P
M= S [(1+ 34 @y — 2] 4

b (1 + @) D] = (0,0268 - 0,1194 B, - 0,3716 D) p 2.

ot}

“‘I-H.L L ?‘FPE&

] -l.rgz— S
Abb. ToGa. Abb. 708 b,

Nadai, A.: Die elastischen Platten 1925. — Frey, K.: Die gleichférmig belastete, in gleichen
Abstinden unterstiitzte Gerade der allseitig unendlichen Platte und deren Anwendung in der
\tl"ET'D"(r'l T'heorie der 11,.ganr].;-“ n Decken. ]_{Lyuugrr 1926 S.2]1.— Marcus, H.: Die Theorie elastischer
Gewebe und ihre ‘\n“pmiur-: anf die Berechnung biegsamer Platten. Berlin 1928, — Lewe, V.:

Pilzdecken und andere trigerlose Eisenbetonplatten. Berlin 1929.
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