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672 70. Die rechteckige FPlatte.

Aus diesen drei Bedingungsgleichungen wird mit den Abkiirzungen

BHm+U—pp=rn, 4@+p+0—pE+p)p=r,

42+ p)p — B+ p) B+ )=, | (978)
Gy = "222‘ C; =12, C, Sl \
®y #,

Liefern die #uBeren Krifte an dem Tragwerk ein Moment M in bezug auf den Mittel-
punkt der Griindungsplatte, so ist p, = 4 M[za® (Abb. 642). Das Ergebnis der
Rechnung lautet dann folgendermalen:

M, = 1%-: [(5+u) 2 0% — (3 + ) a0 + 3 (14 p) % 07" — (L —p) % p%cose,

M, = fﬁ?ﬁ (145 ) ;0% — (1 +8 ) 290+ 3 (1+ ) 2, 072+ (1 — ) 30 %} cosae,
M,,=— Ea}%. (1— p) {3ty 0* — 730 4+ 32,071 + #307%) sinw, sl

0, = ___‘_;.'i'f ::9 0% — 2;:.- _3 9—2:] cos o,

0, = — %;.(393 —2 :j@ di 39"1:; sine .

Berechnung der Griindungsplatte eines Schorn-
steins filr antimetrische Belastung.

1. Geometrische Grundlagen. Abmessungen der
Platte nich Abb.643. Der mittlere Teil, auf dem der
Schornstein aufsitzt, wird als starr angenommen.

2. Belastung. Die Belastung besteht aus dem
L g = Moment M infutge. \\':nr_]dru_rl; auf d"m. Schornstein.

s I Der Bodendruck wird geradlinig und antimetrisch an-
gesetzt

Fo=4M/[mad.
| 3. Die Schnittkrafte. Nach (978) ist mit
- p=1Ye: x =232188, = =03048, x,=—18827.

Damit wird nach (979)

=05 Q6T U W W M, = 1-*?”-H_l (16,6306 g* — 20,4655 o + 11,2661 ¢!
Abb. 643, 54,5024 {i e 81 on
-+ 1,5689 p=2) cosa,
T 2

My = 15?52:24 ( 5,9010 g* — 13,9572 g -+ 11,2661 o~* — 1,5689 g-°) cos

/ P a* 7 e L e $ e oo
M, g=— s . 8L 5 o ; -1 __ ]1.882 3) g b

r.G 178.2651 ( 32188 p® + 1.8827p1 9.6564p 1,8827 o~?) sing

Die Momente M, und M, sind in Abb. 843 dargestellt. Das vollstandige Kriftebild infolge
zentrischer Last und Winddruck ergibt sich nach Abb. 642 durch Superposition der Ergebnisse
von S. 665 oder 668.

Fliigge, W.: Kreisplatten mit linear

veranderlichen Belastungen. Bauing. 1920 S. 221.

70. Die rechteckige Platte.

Die Platte mit rechteckiger Begrenzung wird im Bauwesen selten einzeln, son-
dern in der Regel als Teil zusammenhidngender Konstruktionen verwendet, Die
Rinder der einfachen Platte sind entweder kriftefrei, eingespannt oder frei drehbar




Die rechteckige Platte mut frei drehbarer Auflag Kantern. 673

aufgelagert, so daB Zug- und Druckkrifte auf den Unterbau iibertragen werden
(Abb. 644). Die Oberfliche erhilt in der Regel gleichférmige Belastu ber Ver-
wendung der Platten im Behiilterbau auch hydrostatische Belastung

Die Biegungssteifigkeit der Platte ist bei homogenem und isotropem Baustoff
g die gleiche. Die Beziechungen auf S. 646 zwischen der vorgeschrie-

in jL'lEL'l' Richtur
i b

S N —

D, 644.

benen Belastung #(xy) und den Ordinaten w@(xy) der ausgebogenen Mittelebene
! ) £

lassen sich jedoch auch auf Platten mit verschiedener Biegungssteifigkeit in der
Lings- und Querrichtung erweitern. Der Nachweis der Formédnderun g von Eisen-
betonplatten oberhalb der RiBlast im Sinne des Stadiums II der gkeit ist

ausgeschlossen.

Die Untersuchung des Spannungs- und Verschiebungszustandes
besteht bei homogenem und isotropem Baustoff und den An-
nahmen auf S. 644 in der Integration der partiellen Differential-
gleichung (929) fiir vorgeschriebene Randbedingungen an den
Kanten ¥ =0, x =a, y=0, y = b (Abb. 645). Das Ergebnis
kann in der Regel nur als Reihenentwicklung angegeben werden,
deren Brauchbarkeit fiir die Zahlenrechnung nicht allein von der
Konvergenz der Reihe w (%, v) selbst, wmfli'lu auch von der Konver-
genz ihrer Ableitungen abhe m-fl Damit scheiden Niherungslosungen
aus, welche nur die Durchbie oung, aber nicht die Kriimmung der elastischen

.1

Fliche ausreichend beschreiben. Brauchbare Losungen sind won L. Navier,
A.Nadai, H. Hencky und einigen franzisischen Mathematikern angegeben
worden. Sie bestehen entweder aus Gliedern wylx,y), h l,...,00, welche
die Differentialgleichung (929) und die Randbedingungen fiir den Anteil p,(x,y)

der vorgeschriebenen Belastung p = 3 $,, k l,...,00 erfilllen oder aus einer
partikuliren Losung w* der inhomogenen Gleichung, welche die Randbedingungen
nur teilweise befriedigt und in einer Losung w** der homogenen Gleichung A4w**=0,
die mit w* iiberlagert, das gesuchte Ergebnis darstellt.

Der P]clﬂen‘\llt‘lftri unter einer Belastung j'JI[JI Der Plattenstreifen ist in
den Kanten x = 0 und x = a gestiitzt (Abb. 646). Die 1 ler Durchbiegung w
nach y sind Null, so dall aus (929) folgende :{';H_IL'I.H.'LL: entsteht.

ddee | .“:IJJ'1 — f‘l} "l' | N . (Y80)

tung

Die Lésung kann nach Abschn. 20 fiir die frei drehbare Auflagerung
des Streifens unmittelbar angeschrieben werden

N P 4 i 1 1
a) Gleichférmige Belastung
bat [x X at : .
w Al RT3l S PR B (as1) ¥
b 5 r = Al LA I I
U4 N \a a* Ll s s
b) Hydrostatische Belasturiig (Abb. 646)
# i 3 3 %
Pod ([ ¥ T > Stk (9K2)
W= ——— [T — — 10 — 4+ 3—]. (982)
t BON \" a a’ a* ) y Abb. 646,

Die rechteckige Platte mit frei drehbarer Auflagerung der Kanten. Die
Platte ist in den Punkten v 0, x =0 oder x=a und x 5= 0, v =0 oder 3 b gestiitzt
Die Durchbiegung w und ihre Ableitung Aw sind hier nach S, 647 Null. Die Bie-

gungsmomente verschwinden an den Rindern, die Kriimmung ist hier nach zwei
winkelrechten Richtungen Null, Die Tangentialebene fillt also in den Ecken mit

43
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674 0. Die rechteckige Platte.

Mittelebene zusammen. Die elastische Fliche

der urspr Vi)
den Ecken ausg: ide Grate, in denen die Krimmung und daher ¢ Bie
FUNZSMOMEe] sind, Die groBten Auflagerkrifte 4., .1, . in hantenmitte
sind ber gleichmiili Belastung seitenverhiltnis a/l der Platte nahezn
unal 042pa bis 05pa, a die kleinere Rechteckseite). Die Randbedin.
gung 0, Au 0 werden nach L. Navier gemeinsam mit der Diffe 1l

gleichung (929) durch die Funktion

1 > 1
SN = (983)

fiir die Belastung

i
(5]

hilxy) Nt SINM T — SN 7
4 . n

m, n T, 1T

I

erfiillt, wie sic
lastung $(xy)

iiber die Kanten der Platte hinaus nach beiden Seiten periodisch
fortgesetzt werden kann (Abb. 647), ohne die Rand-
bedingungen w =0, Adw = 0 zu verletzen, so kann
sie nach Fourier in eine trigonometrische Doppel-
reihe entwickelt werden.

}"-’ (% :‘V_.: _\1_\ lrf:-.-l,

. X 5 ¥ el
p SN — sinnzm . (989)

b

Die Koeffizienten sind nach bekannten mathema-
tischen Regeln

b oa
Fie v
4 P \ i ¥ . \ ] s
dpin = —= plxy)sinma - sinnm - dx dy. (986
ah e Ve o b -
0 o0
- Belastung # der ganzen Platte
16 & o
e I I. (mn=1,3,8,..) (987)

MR e

Die gliedweise Gegeniiberstellung von (984) mit (9 liefert ¢,, , und damit

x = Ay

] v g SN 3N NI —
¥ 3 7 i
o -l B2 2 s i) (988)

Nah =
i /] o M i

: : . 0o . : e
In dieser Rethe wird zuerst 1 und # = 1,3, 5 usw., darauf m = 3 und
n = 1,3, 5 usw. eingesetzt, so dafl die Buchstaben m und # der Reihe nach alle

ungeraden Zahlen durchlaufen. Leider konvergiert die Reihe Yw,, , mit ihren
Ableitungen nur bei gleichférmiger Belastung p der Oberfliche schnell genug, um
darnach numerisch zu rechnen. Sie ist nenerdings von V. Lewe zur Untersuchung
von Pilzdecken verwendet worden, indem die duBeren an der Platte angreifenden
Kriifte aus der Auflast und der iiber die Fliche des Pilzkopfes gleichmiiliig ver
teilten Stutzkraft dhnlich wie nach (988) in eine trigonometrische Doppelreihe ent-
wickelt werden.

Um Lésungen zu erhalten, welche die Differentialgleichung (929) fiir cine vor-
geschriecbene Belastung $(x) streng erfiillen und nur aus einfachen und besser

konvergierenden Reihen bestehen, addiert A. Nadai zur Durchbicgung w* des
Plattenstreifens mit den Ra edingungen der Platte fiir ¥ =0 und x = a dic
Durchbiegung w=** einer Platte mit Randkriften, welche die homogene Glei-
chung A Aw** — 0 erfiillt und gemeinsam mit w* die fiir @ vorgeschricbenen Rand

bedingungen an allen vier Kanten befriedigt.




Die rechieckige Platte mit frei drehbarer Auflagerung der Kanten. 675

Bei gleichformiger Belastung 4 und frei drehbarer Stiitzung in x =0, x = a

ist nach (981)

pat [x A b N dpal 711 . nax J 4
e 1 a0 b e | i L TrE et - | g
i v 24N \a g N ab ...}..l ns sin (=13, d,...)- (989

i

Der Ansatz

=2 Yysin—= mit ¥,=f,y (990)

erfiillt die Randbedingungen #** =0, Aw** =0 in * — 0 und * — @ und die
Ditferentialgleichung AAw** — 0 fiir
- - T Y BITY . niIxy i "y
Y, =a, Boj - + b, — Eim——- + ¢, L —-
i a @ a = a

+ 4, 2ZY gof 222 (991)
a a :

da jedes einzelne Glied eine Lésung der biharmonischen Gleichung
ist. Die Freiwerte a,, b,,¢,,d,(n=1,..., 00) werden so be-
stimmt, dal die Funktion w = w* 4 w** die vier Randbedingungen
fiir y = + b/2 befriedigt (Abb. 648). Bei Symmetrie der Stiitzung
geniigen die in y geraden Funktionen der allgemeinen Losung w**,
Das Ergebnis lautet nach A. Nadai mit

Saderetaee R (992)

_4pat 1 1 h _ 2Cof xq €0jna + on Sina, Eojy, — nn Gin gy, Cof a,

W= — ; _
N nb &=/ né | 14 Gof2«a,

| sing, (993)

(w=1,8,5,...),

Bei hydrostatischer Belastung (Abb. 648b) p = p,x/a ist

W=

Zppat ¥ (=1)2 [1 (24 aaFga,) Cojn. — 1. Sing, ] sisE (994)

N nt & n® 2 Eof x, J

Die Reihen konvergieren schnell, so daB bereits das erste Glied als Niherung geniigt.
Mit w(x,y) sind nach S. 645 auch die Schnittkrifte M,, M,, M,,, Q... 0, . und die
Stiitzkrifte A,,, A, , der Platte bestimmt, so daB Richtung und GréBe der Haupt-
biegungs- und Hauptdrillungsmomente berechnet und darauf die Trajektorien und
dic Linien gleichen Hauptmomentes aufgetragen werden kénnen. Um daran das
Wesen der Plattenbiegung zu studieren, ist die Zahlenrechnung fiir zwei Platten
unter gleichférmiger Belastung mit dem Seitenverhiltnis 1: 1 und 3: 4 ausgefiihrt
worden (s. S. 677). In Abb. 649 sind die Biegungsmomente M,, M, in den Sym-
metrieachsen der rechteckigen Platten mit dem Seitenverhiltnis bfa = 1; 1,5; 2
fiir H 1/4 dargestellt. Die Abhiingigkeit der Momente und der Durchbiegung
von dem Seitenverhiiltnis zeigt nach A. Nadai fiir u = 3/10 Abb. 650.

Der gleichmiBig belastete Halbstreifeh ist ein Sonderfall der rechteckig be-
grenzten Platte mit b 3> a und von A. Nadai in der gleichen Weise untersucht
worden. Das Ergebnis ist hier wiedergegeben, um damit spiiter andere Aufgaben
zu lésen.

a) Die drei Seiten des Halbstreifens liegen frei auf (Abb,651a)

dpat 1T / Nn e |
W= —1 S -l o
- Ll (1+%)¢

| sin E,: -

(H=1;5.5 "), (995)
43*
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676 70. Die rechteckige Platte
Die Lingsseiten des Halbstreifens liegen frei auf, die kurze Seite ist frei

b
wry
(Abb. 651b)
: fpat ! I I.' 1 Ee i;,." g tin _] siné.., (» 1.3.5...). (996)
2 N o — | Jd+p \l—u L A n®

Abb, 848,

mente Mz und My

Vi

iteckige Platten mit
Y ba=41=1,0, 1,56, Z.,0.

= = 1/4.
& Platten

Frei au g
Eingespannte Platten — —

|
|
(
|
pat A=20
|
i/

¥ ot

c) Die Lingsseiten des Halbstreifens liegen frei auf, die kurze Seite 1st en-
gespannt (Abb. 651c)
4pat’ [ ;
Lpa \_T!i — (1 +n)e
sl .

W= ——
N =x°

a9 = \ aa7
. b= 150 el (997}

| — sin &, ,




latte mach A. Nadai. 67T

Berechnung einer rechteckigen Platte nach A. Nadai.
rirel

r.erJ,-, = Z’QL"]- %, G0 Na + Oin Ein

wird nach (DD3) die
i &
w = (,01307 — 1 — = sin & N = 3.5
LN ' 1+Coj2x, nga t 1,3, 8.

&

L RS
I
4
|
1 )
Die 10-% pad/N fachen Ordinaten w in den Punkten eines Gitters (Abb. 6: 5= 18 sind
= '}
|
safiz 2 Tafra
189 | 141
377 138
341 125
281 8 e] 103
2 142 73
105 74 30
¥y/2*

& w
worin
i)
b = aEnl 3 =10
® abn B o,
a4y = — by = 0,0015856;

a2

P | f | ! | : e :
¥ ¥ 0 alb :':Jlrj ! afz o af6 af: |
., ! | |
[ ' ' | T ST IR
0,0b72 0,0630 00,0501 00,0288 0,0421 00413 | 0,0370 [
X v 15 Y 323
0,0011 | 0,0573 0,0458 0,0204 0,0370 o,0363 | 00332
S5aity 0,0405 ! 0,0382 00313 00,0180 0,0223 00219 | 00,0203




70, Die rechiteckise Platte.

'|||' -h =
e
v i | Ta [ __.’,'“ | zal3
1 T
/2 o, o0 | 0, i 0,01587 | 00210
= 0,020 [ 3 00343 0,0 300
o, 0140 i | 107 0 )
Iamit « ch nach (921) die Richtung und Grilbe der Hauptbiegungsmomente Wy u. My
el i imomente My .
Ay todlH et My [l’_1"'|"'lf.1 at
i r i | i
0 | et 3 il 23 ) L8] 3 - | 242
| | | | |
T T I |
fi= 030 ol | 258 [ (4] 413 | 370 o]
o LY & 503 544 | I | 343 247 210
J0 5 445 03 | 300 3 155 13 300
[i 1.t 2T jo7 476 | (8] | Lg0 — 270) 479
i My gp=10%p a®
T
¥ | : :
[ alo I d 3 [2 283 | ¥ aft | 13 rllu"_' 2al3
|
|

Me Linien gleicher Hauptmomente sind in Abb. 653 bis 655 dargestellt, ihre Bezifferung
celeutet den Bruchteil des Momentes. Abb. 68568 zcigt die Trajektorien der Haupt-
i nte, Abb. 857 di rajektorien der Hauptbiegungsmomente, die in 658 mul
quadratischen Platte verglichen werden. Der Mittelpunkt der quadratischen

1




Dhe eingespannte Platte bei gleichmiilliger Belastung, 6TY

Flatte .i-:1- mit M, M., ei , ich 4 Trajektorien schnsiden. Die
rechteckige Platte 3 . b
je 3 Trajektorien sc

Abb, 658, Trajel
ur

Die eingespannte Platte bei gleich-
- miliger Belastung. Nachdem die Tangen-
en der Hauptbiegungs- s . . o e

momente. : tialebene an die Biegefliche der frei auf-

liegenden Platte in den Eckpunkten bereits

mit der urspriinglichen Mittelebene zusammenfillt, sind hier die Biegungsmomente

der eingespannten Platte Null und die Tangenten an die Kurven der Randmomente

waagerecht. Lings des Randes sind auch die Drillungsmomente nach S. 648 Null
und daher 4,, =0,

Abb. 857.

Um die Differentialgleichung (929) bei starrer Einspannung oder anderen Rand-
bedingungen zu integrieren, wird die Losung Naviers w, fiir die frei aufliegende
Platte (988) nach M. Levy durch eine allgemeine Lisung w, der homogenen Glei
chung A 4w, = 0 ergiinzt. Sie enthilt so viele Freiwerte, besteht also aus so vielen
Partikularlésungen, daB die vorgeschriebenen Randbedingungen durch die Reihen-
ntwicklung fiir w = w0, + w, gliedweise erfiillt werden kionnen. Die Fliche T
entsteht darnach durch Randkrifte an der frei aufliegenden Platte. Der mechariische
Sinn dieser mathematischen Operation LiBt sich mit der Berechnung der statisch
unbestimmten Schnittkrifte in Abschn. 24 vergleichen.

Die Aufgabe kann auch nach H Hencky und A. Nadai durch Uberlagerung
einer Grundldsung w* fiir die vorgeschriebene Belastung mit einem allgemeinen
[JJI(';gr:a] w** der homogenen Gleichung /| Ju** (0 untersucht werden. Dieses
liBt sich in einfach unendlichen Reihen anschreiben und enthilt ebenso viele
Freiwerte, also ebenso viele Partikularldsungen wi®, als andere Randbedingungen
im Vergleich zur frei aufliegenden Platte vorhanden sind.

IDie Freiwerte werden

auch hier gliedweise so bestimmt, dal die Funktion # w¥* L w** die Differential-
gleichung und die vorgeschriebenen Randbedingungen erfiillt. Der thematische

leil der Lésung bereitet hier jedoch wesentlich griere Schwierigkeiten als bei

der frei aufliegenden Platte, so dall man sich bei diesen Aufgaben in der Regel

mit Niherungslosungen begniigt.

Hencky, H.: Uber den Spannungszustand in rechteckigen ebenen Platten. Miinchen
t?”:;- Leitz, H.: ]%L':'in"s-_nl.:||'u-\;ic-;' frei aufliegenden Platte, Berlin 1914 lai. A.: Die
For nanderungen und die Spannungen von rechteckigen Platten. Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Berlin
1915. Leitz, H.: Berechnung der eingespannten rechteckigen Platte. Z. Math. Physik 1917




6RO 71. Die Lésung von Plattenaufgaben mit Differenzenrechnung,

S, 262, T.: Uber die Biegung einer rechteckigen Pla von ungleicher Biegungs-
festipkeit C wes- und Ouerrichtung bei einspan 1gsf s Randes usw.
Bauing, 1924 S 0 Derselbe; Uber die genaue Biegungsgleichung einer thotropen Platte

kreuzweise atten, Bauing. 1925 S. 878 — Si Luan

gleichmal verteilter Bt tung. Diss;
te strenge Lisung r Biegungsaufgabe einer recht-
ller Riander. Bauing. 1926 S. 121. —
latten. ¥. angew. Math. Mech. 1926

+ prthotroper

H.: der Cuerschni emessung krenzweise bewehrter
g. 1926 S. 577. Cramer, H.: Die Biegungsgleichung von Platten stetig ver
», Beton u. Eisen 1928 S, 12, Marcus, H.: Die Drillungsmomente recht

Ritter, M.: Die Anwendung der Theorie elastischer
die II. Int, Tagur Briicken- u. Hochbau, S. 694. Wien
r auf 4 Seiten gestiitzter rechteckiger Platten. Berlin 1930. —

Platten. Bauing. 1929
auf den Eisenbeton

19249, Inada,T.: Die

Berec

Miiller, 1 Die Berechnur , gleichférmig belasteter Platten, die an zw
liegenden Rindern durch Triger unterstiitzt sind. Ing.-Arch. 1931 &. 606. — Crimer, Die
bauliche Aufnahme der Randdrillungsmomente vierseitig gelagerter Platten. Beton u. Eisen

1932 S. 95.

71. Die Lésung von Plattenaufgaben mit Differenzenrechnung.

Differenzengleichung eines Gitters. Die Anwendung der Theorie der Platten-
biegung bei belicbiger Belastung und Stiitzung ist ebenso wie die strenge Unter-
suchung ebener Spannungsprobleme im Bauwesen im wesentlichen durch die mathe-

matischen Schwierigkeiten der Lésung verhindert worden.

Man begniigt sich daher fiir diese Aufgaben in der Regel

mit qualitativ brauchbaren Niherungslésungen, zumal

auch die Annahmen fiber die physikalischen Eigenschaften

des Baustoffs und die Beschaffenheit der Stiitzung keines-

wegs streng erfiillt sind. Es liegt daher nahe, den stetigen

#.¢ Charakter des Ansatzes wie bei anderen Problemen der

Mechanik aufzugeben und die Abhéngigkeit zwischen

Spannungs-, Verschiebungs- und Belastungszustand an

endlichen: Abschnitten der Platte zu beschreiben. Die

stetiggekriimmte Biegefliche erscheint dabei als Vielkant,

dessen Kanten sich im GrundriB je nach der Art der Ko-

ordinaten in Abstinden Ax, Ay rechtwinklig schneiden

Abb. 650, oder als Strahlenbiindel mit einer Schar konzentrischer

Polygone erscheinen. Die Eckpunkte k des Vielkantes

sind Punkte der Biegefliche, die Kanten beschreiben ein elastisches Gitter. Die

geometrische Abwandlung der Fliche zum Vielkant bedeutet mathematisch den

Ubergang vom Lingendifferential zur Differenz zweier Strecken und vom Differen-

tialquotienten zum Differenzenquotienten. Er ist zur numerischen Lésung von
Aufgaben der Plattenbiegung zuerst von H.Marcus vollzogen worden.

Die Mittelebene der rechteckigen Platte wird zur Vorbereitung der Unter-
suchung durch zwei Systeme dquidistanter, sich winkelrecht kreuzender Geraden
geteilt. Die Abstinde Ax, Ay sind in der Regel gleichgroB (dx = Ay = s).

Die Differentialquotienten werden nach ihrer geometrischen Bedeutung durch
Funktionen der Ordinaten w, der Gitterknoten ersetzt (Abschn. 20). Danach ist in
Verhindung mit Abb. 659

V&

Ir’f?:c"-.l . Wra1 — W £y L=
\@x/5 2 A2 ¥/ 2dy ’
l:-' dew W — Wi — W + g
\Bx Oy /i 4 Ax Ay :
Wiy — 2wy 4 Wiy 0% iy — 2wy 4wy
Ax? * \ F};r:J,_. Z Ay? 2
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