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B. Die Scheiben.

74. Die Scheiben.

1 renzfille der all

te der Scheibe bilden in jee

formation. st
ebenso wie die Momentensumme M der Pla

unabhiinglg vom ]\'!fl:l]il|;1In'|3\~_\':-1-.,"|?'| und eine skalare Funktion

Komponententras lanach ist die Swu

:h (921) entstehen die Hauptlingsspannm

Tay, die sich zu Isoklinen, Trajektorien w
cherolier Ha spannung und gleichgrofier Hauptschub

sammenfassen lassen. Von diesen besi das Feld der Hauptl:

pannung

sspannungen
|z die bauliche Ausgestaltung der Scheiben besondere
M  Bedeutung. Es besteht ans den Zug- und Druckkraft-
linien und enthilt meist auch noch singulire Punkte,
deren Existenz, deren Lage und deren Eigenschaf-
as Bild des Kraftieldes und damit fiir die
ing der Krifte Bedeutung besitzen.

lire Punkte mit endlicher Kraft-

ler Schelbenbegrenzung

.-J—q,‘:g
o

Man u
wirkung ur
oder als 1

Um d

lie 5 |
statisch bestimmt zn

ullpunkte, si

ngen (910

N Z angenomm
Kriftepaare wirl
wendigen (rer
oeniiber der Lin
nzellasten oder
n

bestin

zustandes ist d:

Ecken,

des Streifens unzureichend.

Der statisch unbestimmte Spannungszustand. 1. Annahmen und
kiirzungen nach S. 643. Der Spannungszustand is
stimmt. o, =17,, =1,; = 0. Die Komponent

eben und durch o,, 0., 7., be-

&4+ VYyzr Yyw der Verzerrung sind




te Spannungszustand., 713

klein im Vergleich zu den iibrigen Komponenten e, ¢ und werden daher

vernachlassigt (e, =3,. = Wi =—10) AR

G 4 kit £ ST O oy oy = b o
s 5Ti 2N | ot [ Ex Ey Eea 5 T 1T Ty, A :r“_; I 2t
s ist gegeniiber el Drehung des Koordinatensystems invariant.

Z bedeutet die auf die Einhe

2. Gleicl

|rt'?.'

rene konstante Massenkraft (Eigengewicht).

ewichtsbedingungen nach S. 643

da 0T, = o, . - f -
=4, e i e o, Ve = Tsw - (1049)
ox iz dz dx Tz 3
). Elastizititsgesetz nach S. 643,
l I T 1
e a = o e
iy &lr = } 1 i 2ér 'z i 1/ EES G | 1050)
(1050)
1 J
T B T o T 2 F: r _I..\ _____ e |
; ; 2 VA n—2)" 2G " m+1
| \LI l<‘..f}é' |\'"ilf_‘-l'r-'_'|:tl.i':'_',_f INEger |"!.1"i_' 5.18

(1051)

Die Verwendung der Beziel

bedingungen:

folgende Gleichgewichis-

i mi < " o & - . -
Gl Au 1 - -1=10, G| dw o R T lﬂJ—)\'
1 2 daxy \ m— 2 dz/} /

Aus der Addition d
mit 7Zf3z = 0 die I

T beiden nach » und 2z differentiierten Gleichungen entsteht

ingung

127, @*a, =
Ae=0 oder As=0, also—~—o= % _9, (1053)
dal ozt ;

Soll diese allgemeine Differential
Verinderliche F beschrieben werder
(1049) erfiillen. Dies geschieht nach

beziehung des Spannungszustandes durch eine
, 50 mul} diese die Gleichgewichtsbedingunegen

(1054 a)

bei fehlenden Massenkriften auch mit

aEE a:F A rF
T = —— s 5 y = E ¥
% dze of dx2? = dxar

(1054 b)

nach (1053) und (1054) durch folgende Be-

= AAF =

=1, (1055)

so wie auf 5. 646 in zwei partielle Differentialgleichungen
i nach (935) in Polarkoordinaten angeschrieben werden.

Die Gleichung kann eber

eiter Ordnung zerlegt

7 Lo o a=F
- - — = §,

mit




714 74. Die Scheiben,

Die Funktion F ist unter dem Namen Airysche Spannungsfunktion bekannt,
929) der Differentialgleichung einer an der Ober{liche kriiftefreien

FF mit den Verschiebungen w einer elastisel

en, durch

riebenen Rand
E 'I |:!' oder

Randk n Biegefliche mit den durch (1061) vorges
bedingungen verglichen werden kénnen, Die Fliche wird Airy
Spannungsfliche genannt, da ihre Kriimmungen nach (1054 b) die Lingss
der Scheibe beschreiben. Diese Erkenntnis ist von K. Wieghardt verwendet
worden, um die Spannungen der Scheibe an der Forminderung eines diinnen
Bleches auszumessen.

Die Randbedingungen. Die analytische Unter-
suchung des Spannungszustandes besteht in der Er
mittlung einer Funktion F(x, z), welche die particlle
Differentialgleichung (1055) und die von

:I:IIIfI'IZI‘!_'_L"J

= " T : 2! i i

= X(x, z) - Z(x, 2) vorgeschriebenen Bedingungen fur g,
und 7, erfiillt. Um diese auch bei einer allgemeinen
Begrenzung der Scheibe in einfacher Form auszu-

sprechen, wird das Gleichgewicht der Krifte an
einem Randabschnitt der Scheibe betrachtet. Nach
Abb. 700 ist

0, cos (1, x) + T,z cos (1, 7) = X,

Abb. 709, g : (1059)
T, C0s (n, x) +o,cos(n,2) =2 )

und mit (1054b) und

dx
cos (1, x) cos (1, 2) —=r
gE dx : d*F dz *F dx -
dxdz dl dxdz dl dx® di
T ) ¥ (1060)
| ! aF et ;
_—= -“;:f.r '!r\,. = — /f’n’.'.'-- -—Jr\...
(j W R d ¥ o X |
(1] L1} J

gsfunktion bei beliebiger
e anschreiben:

Danach lassen sich die Randbedingungen der Spannun
Begrenzung und Belastung der Scheibe in folgender We

dx)=F = [(R,dz —R.dx),

rrOF dF
J dz -~

:_f“ LT
K
Fo= [[X(z,—2) — Z(x, —x)]4dl. (1061 a)
1]
aF oF dx aF dz :
S R T i Bl o . 2\ 1R cos(l, x —R.. (1061Db)
= o ol T P R, cos (I, 2) + R cos (I, %) R,. (1061b)

Die Spannungsfunktion F und ihre Normalableitung @F/d# sind daher in einem
beliebigen Punkte X des Randes bis auf diein (1061 a) und (1061b) nicht ent haltenen
Integrationskonstanten durch das Moment und die Tangentiadlkomponente R, der
Resultierenden der Randbelastung im Punkte & des Scheibenrandes bestimmt. Der
Anfangspunkt der Integration ist beliebig. Durch seine Wahl wiirden nur die
Integrationskonstanten in (1061a) und (1061b) festgelegt werden, welche auf die

1 ungen ohne Einfluf} sind, da diese nur von zweiten und

Jf_f.J 1ET

nach der Tar

entialquotienten abhéingen. Die Ableitung der Spannungsfunktion
ente des Scheibenrandes ist an einspringenden Ecken und an den
Angriffspunkten von Einzellasten unstetig. Die Kriimmung der Spannungstliche
wird daher hier unendlich. Dasselbe gilt von der Lingsspannung.
Die formale Lésung der Aufgabe ist nur in einzelnen Fillen méglich. Zwar
lassen sich ebenso wie bei der Integration der Plattengleichung (929) leicht Funk-

tionen anschreiben, welche die Differentialgleichung (1055) erfiillen, dagegen gelingt




Spannungszustand in einer Halbscheibe. 115
die Befriedigung der Randbedingungen durch eine rechnerisch brauchbare Reihen-
entwicklung nur bei denjenigen Scheiben, die nach drei und vier Seiten unbegrenzt
sind oder parallele Rinder besitzen. Das sind die Ebene und geradlinig, keilf6rmig
oder kreisférmig begrenzte Abschnitte der Ebene. Aus diesem Grunde ist auch die
Umordnung der Belastung bei symmetrisch ausgebildeten Scheiben niitzlich. Die
Randbedingungen werden auf diese Weise symmetrisch oder antimetrisch. Die
Anzahl der in einem Ansatz zu befriedigenden Randbedingungen ist dann kleiner
und der Ansatz selbst kiurzer. Er mull die Differentialgleichung und nach (1060)
oder (1061) differentiiert die vorgeschriebenen Randbedingungen erfiillen.

Spannungszustand in einer Halbscheibe. Randbedingungen fiir
g, =10, 1., = 0 oder vorgeschrieben.
a) Belastung durch die Einzellast P; winkelrecht zur Begrenzung (Abb. 710).

2=1):

P - 2 P. coso
e Ty g =k : e
F=—rasina, Opm et =0, 7,,=0, (1062a)
6, =0,cosn, O,=0,sin*a, T,,=—0,sinacosa. (1062b)
In rechtwinkligen Koordi- f"JJ
naten lauten die Gleichungen :
(1062b) mit & = xfa, L = z/a =
|
|
zr s
)
| 2
2 S

BRSBTS A

- 1
z Zill
[ o A ‘ |
=N A \
i | | 1§ !
bt -2 =7 a 2a o
N, r
Abb. 710, Abb. 711 a. Spannungen oy in den Schnitt a {Kurve I},

z= 2a (Kurve 2), z=— 3a (K
5 : : & po
G. = EPJ ) C$ T = '?"“1 58
E:d B mal (B4R RF T ma (ERL N

Die Abb. 711a enthilt die Spannung e, fiir mehrere Schnitte z = const, die
Abb. 711b, ¢ die Spannungen o,, t., fiir mehrere Schnitte x = const. Die Span-

TN
1228

= und 72z in den Schoitten

2), *=3a/2 (Kurve §), x=2a (Kurw

Abb, 712, Linien gleicher Hauptspannung oy.

.f\‘._:h. 711b, c. Spann
(Kurve J), x=a (Kurv
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s0 dall ] o, dz einen von

nung ¢, wechselt in diesen Schniften nicht ihr Vorzei

unabliiz 1 endlichen Wert besitzen mull, der zu P,lm gefu 1r1‘1| wird.
Die Linie leicher 1T:li'l]‘a[_-'\E):llI.'II'.II.:_{' o; sind Kreise durch den Koordinaten-
punkt mit der Gleichung

; . 142 [42 P,
s =l g | - : H 7 -
i J [ na

Die Spannung g, ist iberall gleich Null (Abb
Die 1.: |=-'~H|\.1|| ungstr: ||Lk1n'u.| sind Kreise um du- Koordinatenanfangspunkt

oder die von dort ausgehenden Radi (Abb. 713)
z)
I'r |
| |
\ 2
\ e —
_ﬂt.-‘\ /.J"?,-'
kS
A,
Abhb A\bb, 714

b} Belastung Begrenzung (Abb. T14

: i '_’."'... Si1 o ! :
f' YoLcos o, JF_ —_— - -— e O = “, T"r = “_ g]”hﬂ}
J pr 4 ¥ = i & "
stung durch mehrere Einzellasten P, (Abb. 715). Superposition der
1f s 2 1P c0S o SIN= o, 2 1P sin o, cos®et, i
» Lo = ‘;\ - v Txz 7 :;_\ P L F-l-.:
| ! . 2a ol
A e b4
| - L - AN Ba L)
O & X
L S 7 2
: ; d‘z ——ﬂ'.r—. _,:_. _‘rJ:_
I N T =Sy : I e
| i | % "
| Al 716 Abb. 117
d) Stetige Streckenlast d P Hdx (Abb. 716),
re:] e 3
0, == Heostado, O,.- peinfoude, T.. . psingcosxda. (1065)
& 2 ) ’ n )4 - E T !
3 “ g 3
Sonderfall 4 = #, = const {(Abb. 717);
S lr:ﬁ"jrf Tk 1 A0 Pene P w — roe e |
£ e B Al 1]y Tgs - (COSZE 0y — COSEty |,
(10662a)
1
- I Fo-tor. . FSET s [ u , JA
T = jn..f'.f..: — ;) — (sin 2 a5 — sin 2 ay)]. ‘
Hauptspannungen:
01 i . 1 # 1 % LY
oy = — [log — %) + sin (ot — o3)], Op=— |[;o — o) —sin{oy — ;).  (1066D)

frr 4
Die Hauptspannung o, fillt in die l{iq:}]tung der Halbierungslinie des Winkels
1CB (Abb. 717).




Keilférmig begrenzte Scheiben mit einer Einzellast an der Spitze 17
st Spitze. i

Spannungeno, in Schnitten z=const; Abb.718a

A 7 x¥=const: ,, T18b
5, T o x=const: ,, TlB¢
4]

Auch hier ist | ¢, dz von Null verschieden und

gleich —2 $,a/m. Die Linien gleicher Hauptspan-
nungen o; oder o, (Abb. 719a) sind Kreise durch
die Endpunkte der Belastung, da beide Haupt-
spannungen nur von der Differenz der Winkel o
und =, abhingen. Die Lingsspan-
nungstrajektorien sind in Abb, 719b
dargestellt.

Keilformig begrenzte Schei-
ben mit einer Einzellast an der
Spitze (Abb. 720). Die Normal-
spannungen o, und die Schubspan-

. . T
nungen t,, der Halbscheibe in Abb. 7 n,
s ; 1
! Ix aa X 5?,5 = ‘l:::_,
= if 7 F A Y )
5
7
' == 45t -
3
I
&
e 10—
i 15— o
= 20
&5
o [
e T )
-z 4
Abb. 718b, ¢, Spannunger md res i rve 31

Querschnitten durch den Angriffspunkt der Lasten
P, P, sind Null. Der Spannungszustand bleibt da-
her in einem danach abgetrennten Keil unveriindert.

Abb. 710a. I

2P . cosp 2 Fasino .
T ! Cy e T [ > - S T 1y = ”: Tey = 0. [I{—HJII
r(2F+=sm2f) r(2Zp —smZp)
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74. Die Scheiben.

Halbscheibe mit periodischer Belastung des Randes (Abb.721). Die Diffe-
rentialgleichung der Spannungsfunktion wird gliedweise durch eine trigonometrische
Reihe

F'= SF!'=Fl+ 37 cost, oder F"=JNF'= YZ"sink, (1068a)
l

0] 1

mit £, =nmn

erfiillt, deren Beiwerte £, Funktionen von z sind und da-
her nach (1055) die Differentialgleichung
b —Z, =0 mit [, =— (1068h)

" 0

befriedigen miissen. Die Spannungsfunktion FF ist auBlerdem noch durch vier Rand-
bedingungen bestimmt. Fur z = Qisto, = 0*Fjdx*= —p,1,,=— —0*F[dx02 = 0.
Ist die Resultierende der Belastung einer Periode 2! von Null verschieden, so ent-

steht durch Uberlagerung einer konstanten Zugbelastung p; = - Jf}:fli eine Be-

2]
i
lastung $* = p — $, mit der Resultierenden Null. Fiir $* ist also im negativ Un-
i7 endlichene, =0, 7,, = 0. Die

Druckbelastung £, erzengt
eine gleichférmige Beanspru-
chung der Scheibe mit

= O Doy Tee—0, 6:=11
so daB fir ¢ =4*+ 5, Im
negativ Unendlichen folgende
Bedingungen bestehen:
aE IS ArE
g, = 9T = f)” = 37 | P ax - Toe 5 — T =4
i
Sie werden nach A. Nadai durch die Funktionen (1068a) erfiillt, wenn mit £, = nm
il ot P F P e @
Zo=(Co+ D L)e=, By = —pga¥2 l i
o &1 AT (1068¢)
L|]2[i J{J: "y L{ S | -’II"n ';11.: e I
gesetzt wird. Die Vorzahlen C, D) hingen von den Bedingungen am Rande (z = 0)
AL a*F X ’ : M-
ab. Um hier o, = =—pP vorzuschreiben, wird auch die periodische Belastung ¢

in eine trigonometrische Reihe mit geraden (cos) oder ungeraden (sin) Funktionen
zerlegt, je nachdem sie symmetrisch oder antimetrisch ist.

p=A;+ ¥4 cosf. ., pili= 3B sing, (1069)
1 1
Die Vorzahlen 4, und B, ergeben sich nach bekannten Regeln (Tabelle 66).
Die Integrationskonstanten C,,, D, lassen sich nunmehr gliedweise aus den Rand-
bedingungen berechnen.

F Ed e _: A, l12(1 —C,) ercosk, (1070a)
1
oder F"= B, I2(1—¢,) é=sink, (1070D)
1

. i 5
mit /, = — und {,




Halbebene mit periodischer Belastung des Randes, 719

Fabelle 66. Fourierkoeffizienten fiir einfache Belastungen.
=1
M [ I I
il e (LB o pdx
i § i '
A 2
o,
| [ I Y
i o7
I YILIDIVINY
il | =it sin
=1 | ¢ 1y Po=¢ ! 1 2Py — =
| | r-:;s-:a-i-c:-.::':a- | Vu
F
| Sk |
=i ——j £ =
=1 i T = b e —_—— —— e
e e T —;‘-‘
I-::—(:—:-- .
I e ; ‘ Belastung mit der Resultierenden Null
Pre=py(l —2j].
1
]n— i, 0, _-f,r- 2h, = s
¥n
P
' 1, = f
a [ COs5 Yy [£3
=2 Ag=2P;- *osinmon '
i i ¥n £
P
i Ay, =2 — cosy,
a & sinqy, a
- _H"_:P'—r = Bl 30
r n

‘!"J

-By =2 —- siny,

=
=




T20 74, Die Scheiben.

Bei Belastung der Halbeb nach Tabelle 66, a entsteht daher folgender
Spannungszustand:
1 sin . - -z
T, 2, b3 . ] £.) e cosc,,
ok T S50 3, e - y it f -
T 2y moF gmsinE,, (1071)
z e y ey u
1
a2 N7 siny " . [
. = y ) L T | oy k |
O, = EP o ‘-r"Ju- il = (1 Lpl €0 COSgy, . |
!
Die Randbedingungen fiir 2 =0 und z = oo lassen sich leicht nachpriifen. Bei
Belastung der Halbebene nach Abb. 722 erhilt $, das negative Vorzeichen.
- —z21 —s] Fiir die Spannungen am Rande {7 = 0) folgt aus
o . =40 : .-
& | | t i L i I l z | Oy _\- (1 .‘-:I'l s | nCOSE= — .}_ (14 ".'-J:l by 2
i . 1 1
2 | mit &; =0
|
! I a, b b — (£ Pal (1072)

Spannungszustand im Mittelfeld einer hohen Silowand auf mehreren Stiitzen.

und Aubere Krifte, Feldweite 217 = 8,00 m, Stiitzenbreite 2 ¢ = Z200m
chse fillt mit dem unteren Rand, die z- mit der Feldmiti
verteilte Zugbelastung —p" in t/m auf die Wand:

Ormag

#'/b in tjm® Die Untersuchung wird fir £ 1 t/m? du
=4 4, Durch 511]1:1'l:r_|:-;iLir:|: von Belastung und St itzkr
.723b. Die Entwicklung nach Fourier (5. 719) rt
" =& 2 i £
Ap=0 und mitp=p—— A, =2psinnn—
i i
[ 2 ']
n—
: 8 3
Ay = - — sin— n %
[ nw 1
|
| ' 7
1 |
| ' Dpy=p ‘
| | l = = | | LY Ay iel]l . [Ti¥y¥el] il
I . = | = 1 T l'| TR I8
2e a0 ge =g, 00 Zc=eiy ey | e 3 | 11
i = I : r o |
V= =g g — e =B —= i A {
Abb. 723a,
| |
n L 2 3 4 5 o s
Ay | —1,800633 | +1,273240 | —0,600211| O |- 0,360127 | —0.424413| 10, 0

a 3 = s o E ¥ 15 Crarve @
Die ersten fiinf Fourerglieder erg 1 als Annitherung der Belastungsfunktion 7 die Kurve =

rsten acht

- die Kurve 3. Wird die Berechnung der Spannungen atl
nach

die ersten so entsteht die strenge Losung fiir die Belastung
Kurve
Nach (10564 b) und (1070} 15t

i)
; - i
» A COS &, ;\, Wals) " Lgls)
(] . ) -
o . Y
O; 2l — e v d,cos s, X ipalf) 1
1 1
3 ”
4 = & S R
T= p3 L, R R E = )= Fq &)
1




and im' Mittelfeld einer hohen

auf mehreren Stiitzen. 721

ANNUNESZL

Dabei ergeben sich z. B

en werden
:

fiir £ =—0,251

ttionen e

Die Spannu

die folgenden

-:|,::'\'-'|'-:f|‘1' -
= 0,007 88 | —
0,81436 |

- 0,35824 |

Damit lassen annungen fiic diesen S

0,11866 £, (£) -

0. =—0,00788 E,

o, =—0,81436 E, () — 0,68441 E, 0,31810 E, — 0,09708 Eg

+ 0,22332 F, (§) + 0,07737 F; (£)..

324 F, (£) 4

E. F sind fiir thelle enthalten :

I II I

+—o—1—1—4-400
d = e e e
BN
| el Sote e Lo

=200
$9-44
04
o

—
z 40 30

Kurve 2: Abb. 725,

Annihe-

0,875 1

i

| =
—-T1,800063 | 1,063 00 (¥] I,00300 +=1,800603
0 O, D0 O 1,500 073 Q,086900 (&)
o 27334 0, Qo032 | I i
IR =44 75.24 3 I 4
O 32 0 0,000 32 0

0,22968 =0, 000271

554 54 o [

+=0,22500 O, GO0

0,55454| ©

0,254 66| o0,

0,254 00| +0,3"

nde Span-

i Die Auswertung der allgemeinen Ansitze
i nungen in t/m?:

T
& 0,250 o 0,500 Q. 739 0,075 | L
i
Oy I =0 052 -0, TE] 0, TO | 0,021 |
a. | o 0,834 0,680 | < 0,025 1,021
Toa 0,154 | — 0,261 | — 0,483 | ..-J.|,H_‘,|-| — 0,086 | —0,630

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck, 46
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Die Belastung. T9%

Der Spa

Annui 1 hohen Winden (H

an durcl |‘L'.!l:'[|l|-']: ]1;1;-\..,-;]{: nachweisen

sich am einfachsten
auf unendlich vielen, gleichweit
mten Stiitzen ruhen (L = 2/) und als Streifen mit periodischer Belastung der

i isiert werden (Abb.729). Das Eigengewicht des Streifens ist mi g t/m?
iiber die Fliche verteilt. Die Selastung aus Einzelkriften P und

et —_ e L —_—

t f a iz :
e ey AT ,
len 1c-1':=. .\ll d Lull £ i i
die Einheit der Schei- =23 i"_e' I ]
: I X {
bendicke bezogen. b : . s Bl : \
] = |
Die Belastung. 14 '
- . | | |
Zur allgemeinen Beur- | | |
: i |
tetlung des Spannungs- st Epysl i iy

zustandes geniigen die
Belastungsannahmei
nach Abb. 730a

belastet mit un

am oberen oder unteren Rande. Bei
steten Feldern (Abb. 731a) werden

inem Wechsel von
Spannungen aus

einer gleichformigen Belastung $/2 iiber alle Felder (Abb. 73 mit den Span-
nungen aus feldweise wechselnder Belastung - £/2 (Abb. 731c) {berlagert. Ist
der Spannungszustand bei gestiitzter Selastung (Abb. 732b) bekannt, so lift

sich der Spannungszustand fiir die angehiingte Last p (Abb.732a) darauns durch

Uberlagerung mit einer gleichférmigen i_'}ur_.-r]:t':i];n;u'ua]mm_,- g, ¢ (Abb. 732c)
I b ¢
— P | = I TT | | P
(EEENEE RS RN NN ENTEEN, TR I arin) ~F
TIT] rrIr
k |
Ill'! I |§J| ]]l A ||
e T T
i | | L) 1 =
il T ety
I~ /_\ / [
I/ 5 / -
—H =} i
\\\“I_." 5 |
A1k f \ - -
F '\. \ \
A

entwickeln. Die Spannung -
der Scheibe ]l'-"-\l n sic || aus clt.| "1[\.

) Tezp aUs dem Eigengewicht g t/m? (Abb.733a)

INUNEEN 6, 0., T, €iner 'l{*ir'hf:"arl'nig: verteilten
Randbelastung p = 2 g& (Abb. 733b) bestimmen, cl1 die vo rgeschriebene Belastung g
durch Ube 'l.l'n.n-.nf.: til Rai mmml ng mit Kriften der Abb.733¢c hervorgeht. ITJ(‘.
Sen

sind die Spannungen o, = g (h + 2), G, =0, 7,, = 0 zugeordnet.
Die Belastung an einer l’g]lc:r]n 2{ des Streifens steht im (]mrhﬂewu ht.

P = r px)dx= [ glx)dx=0.

46%




T24 75. Der Streifen mit periodischer Belastung der Rinder.

Ist sie auBerdem in jedem Felde 2! zur senkrechten Mittellinie symmetrisch, so
g . J . . + & i

enthilt die Reihenentwicklung der Belastu h und der Stiitzenkriifte g

Fourier allein eine Folge von geraden trigonometrischen Funktionen.

nach

Abb. 731. Wechsel

Die x-Achse ist Symmetrieachse des Streifens. Die duBeren Krifte lass

il 1144 und in einen

daher stets in einen symmet
teil (24 zerlegen, um iibersicl A
halten (Abb. 734). Das Kraftfeld ist dann mit allen [Tl i

Randbedingunge
falls symmetriscl
antimetrisch, In

» Lisungen zu er-

..,
=Y
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parallel zur =x- und
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F. Bleich, Th. v. Karmin und F. Scew chiedenen mathe
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iger und H. Bay zur Berechnung von Tragwinden aus Eisenbeton » erwendet

e

ald mit wver
eit dure

amer, F.Di-

worden.




Der Ansatz. 725

Die Ldsung erscheint in jedem Falle als Reihenent wicklung. Sie ist um so
brauchbarer, je besser die Reihen hnmurglum und je um’ulur sich dabei das
allgemeine Spannungsbild abspalten und in den singuliiren Abschnitten des Strei-
fens zum \(H-ml.l wdigen Ergebnis ergéinzen 140t

Die Belastung des Streifens besteht bei L, }-.' . Filon aus zwei gleichgroBen,
entgegengesetzt gerichteten Einzellasten. Das E Ige I]m~ der Untersuchung ri:uLl auch
zur Beurteilung der Spannungszustinde aus anderen Bel: istungen. Th. v. KArman
und F. Seew .1]{[ behandeln die Biegung des Balkentriigers auf zwei Stiitzen mit
den EinfluBfunktionen der Spannungen und verwenden dabei ebenso wie Filon
ein Fouriersches Integral als H]"s‘.ill]]l]fll'ﬁfl‘T]kij{J]I F. Bleich untersucht den Streifen
fiir periodische Belastungen der Rinder und entwickelt die allgemeine Lésung fiir
(1055) aus Partikul 1luaL1=1a‘:t“ der homogenen biharmonischen Differentialgleic |,|]“1_;
Dabei entsteht ein dhnlicher Ansatz wie auf S. 718 bei der Untersuchur ng der Halb-
ebene, dem Grenzfall des unendlich hohen Streifens. Bei Symmetrie der Belastung
zur z-Achse enthilt der Ansatz ebenso wie (1070a) neben hyperbolischen Funktionen
von z nur gerade trigonometrische Funktionen von .

e
= . : [ = ‘ : N !
=il e S5 nCtosE, mit — =1 und nx = = — .. (1073a)
= n 0 s " l T I n J
n={ 1 ok - e
Z, ist dabei wiederum eine Funktion, die allein die Verdnderliche z enthilt und
die Differentialgleichung, also die Bedingung
LT L e [ . 3
T —ETIE TR = (1073 b)

erfiillt, nur daB die Lésungen Z, in diesem Falle die Randbedingungen fiir z = - &
mit 0, = — P, Tz.=0, fir z=—F% mit g.= —p,, tz: = 0 erfiillen miissen. Sie
sind ru.h('r bel symmetris - und antimetrischer Belastung ebenfalls symmetrisch
oder antimetrisch zur x-Achse, so dal} die allgemeine Lasung ‘M2, , 37, der Diffe-
rentialgleichung aus je zwei partikuliren Integralen mit geraden oder ungeraden
Funktionen von z besteht, Um die Integrationskonstanten derart festzusetzen, dal
Z, die Randbedingungen erfiillt, werden die zur z-Achse symmetrischen oder anti-
metrischen duBeren Krifte (p, (24 (Abb. 734b, c) ebenfalls in Reihen mit geraden

trigonometrischen Funktionen von x und der Periode 2! entwickelt.

Lea) w on
Wh(x) =A;+ M A cosE, =W, L s Bih{e) = 3 A cosé, = 3#h . (1074)
1

o
T 1 1

Die Beiwerte A,, A,, A, konnen fiir jeden Belastungsfall nach bekannten Regeln
berechnet werden. Die Ergebnisse stehen in Tabelle 66.

Lésung bei symmetrischer Belastung 4 nach Abb. 734b mit [, =

=
. 52 3 :
ol " £ e R A S
WP = {151.0 _\‘ \1'1-{,,](:41‘5:,, — -'iu D _’_\ -fr: -'r"{(-,._U,L‘] bn T j'}:u‘.':l: SULE,) COSSy, |
1 < 1
: F 5 B . e IR W e Enc e
e — i \ Mg =—4d, __-E A NC Coil, + D, L, Ginl,)cosE,,
L i I -
0 @ [“HUE.:I
atF - B ' o \E G F YoE i E
o= ST T \. Wa, 0 = _....}- -'Jn[(C,J_—anJ&L‘I;,I-!-”,.l?” Sinl,Jcoss,,
] 1
= @
{1} a:F [ e 0T P OCabF o e
Ty = — dxdzr Sy ulfz:,n = __T-y"‘ln[l:-(’ll_.l"pn} DML T }-);—;--hu'.U"[:,J SIG, .
0
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726 76, Der Streifen mit periodischer Belastung der Riénder.

Die Bedingungen Mg, =13 = A, .cosé, und Wr,. =0 an den Rindem
z +h oder {, =R/l A, Hefern:
i 2 1 4n + A Eof 4,)
1

Sin & 4, [

AT, (10751)
2 A, Cojl, s

b & A+ Cin2i,"T i

Fir z=4-h ist o,=

NI e (10786)
L, + A, Eof 4,.) |
Zin 2, %

fiir z=0 ist o,

Abb. 784c.

Liésung bei antimetrischer Bel

D L. Gofl,)cost, ,

g+ <
By _ > in,+ D
ox® —_— e o
1
R :.‘ : ~e VB Lo o
Oy = e \. (2} 2 .{f:l:l SN S, T ,lr}:l (5 U.L'l] -_”;: 0s E.l'-' "
1
i e, . > Fer s
it (2 ANy LN T TR
a2 dxds il }}?IIQ'I‘\]_‘-:I | j‘;.-‘“.'_' SIS p | SHL Gy . !
1

Die Bedingungen Licos £, und ¢ (0 an den Rindern

[
& _.Jll oder L,_?i =
7 g 2 Eof Aq
l[’i'i '”‘r:_' 5] o 1]
o A =N £ A e
3 22 (1077b
Lo A Cel ki 0%
e I > ’ 5 = .
Al B D, D, 2 j 24 !
(o] o =
Fiir 2 S R Mgy £4n T OIS A ]
; . el 120, — Bin2 i, |
(1078)
- A mA ;
fir z=0 ist 7..= Y . IR ek
s —_ A 4 Ema A, 5

Das Kraftfeld ist darnach durch die Belastung und deren Reihenentwic U mg
iach Fourier (Tab.66) und durch die Abmessungen L =2, H=2}, 2¢ und die
davon abhingigen Verhiltniszahlen £, {,, 4, bestimmt. Es wird durch die Iso-
klinen und die Trajektorien der Hauptli 1gsspannungen und durch die Linien glei-
cher Hauptlings- und gleicher Hauptschubspannung beschrieben. Sie zeigen den
;‘\L|5{{lq-ia:l1 der duBeren Kriifte zwischen den Rindern des Streifens. In der Regel

begniigt man sich jedoch mit den Komponenten o,, o., 7., in einzelnen aus-
gezeichneten Schnitten x const oder 2 const, immsbesondere x 0 I,’E"{-]i.llni‘.if‘_'-
- ; e 1.
x =+ .'_-.;_n n||<|uu-t]'ln t), z= o (waagerechte “w\ll metrieachse) und z L

{Rénder), um auf die Grenzwerte der Spannungen zu schliefen. Daneben krn nen
auch einzelne ausgezeichnete Spannungen als Funktionen von h oder ¢ bestimmt
werden. Leider 1at die Konvergenz der i%gihr-w fiir die Untersuchung in der Nihe
der Riinder ungiinstig. Bei hohen Streifen (4 >-/) geniigen auch die Spannungen
der Halbebene nach (1072), so dal \mgﬁmul;tﬂ

(10772)




i te Belastung am oberen Rande. Ty
{0} L, Laby {u) (e ] fu
Oy _I'Ibu {3 Ty '.Jh i .lb“ Jal |
1 (1079)
FRl.) LG) H an 3| T
gy BLY T a
B 04y ‘ ;
. F
{ 0
Il KT, | -4

SPATTIUTECT

lasteten kleiner als beim G

her ist o, am Rande des Streifens stets grifer : |
iert jedoch gegen die Mitte schnell gegen {111+

L =2 H kann 1 (reradlinien- LJ |_
hnet werden. o 2p e
sbnisse der Zahlenrechnung mis

konverg
Null. Fiir
gesets

Die
Randbedingungen u
gen zwischen den inneren und #dulleren Kriiften er-

fiilllen. In jedem Querschnitt ist daher T T .

nach ds

Cl1¢

eewichtsbedingun-

d die Gleich

h Lk L h

.f‘ gd g =4 'Jnur_ ="M ) Foyda=—R,,
h i i

ittkrs
({

Ihe Scl

ite M und R, der periodischen Be-

lastung sin

Der Verschiebung
steifer
sezeichneten Linier
2=k beim Stredfen, z=90, 2=58; 2=2%. ..
bei der Hall
bungen ist 1/p, = #*w/dx*. Da aullerdem nach (1050)
und (1051)

1 Kalrannt | |
1 bekann gttt L
|

| (1]

szustand wird ebenso
n Stab durch die Kriimmung

biegning

COTS

:I]?l' 2 a,

» heschrieben. Bei kleinen Verschie-

T i Ju 1 )
L7, o 0, — M)
: ] ax € I z e
1st, wird
I L L
) o x ¥ I F
1 da ey 1 g f \
ied el T LR o gl b L S il (10802}
I } i el TR RS \ .

il der
der

Kriimmung. Sie kann mit (1054b) na

1 1 F63F . B
SRS e e L
18 | fe Bl LA y2ae

aus (1075a) oder (1077a) berechnet werden

Gleichformig verteilte Belastung am oberen Rande. Das Kriftebild
Abh.735a laBt sich in drei Teile zerlegen. Der Anteil I besteht aus einer periodischen,

symmetrischen Stre . 733Db) mit Spannungen

Ay =10, Ad.==2siny,., 2 e R (1081)

in ox

Die Schubspannungen sind in den Schnitter
und daher die T

o

sspannungen o, o, dort g

|
Im Grenzfall I L wird der Streifen zi lalb- L 5 . : &
ebene mit a,= -=$ am belasteten Rande. Da i £

[/
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periodischer Belastung der Rander,

728

Schnittkrafte M, N, O bei symmetrischem Lastangriff Null werden, ist in jedem

Querschnitt

P el } i
(o, 0, [ 0,21 0, | #aadF=1,
AR s O 4 s
Der Anteil I1 der Bel: 730¢) ist antimetrisch und erzeugt Spannungen

nach (1077a). Dabei ist

22 - T R T :
A =—4A, *siny, , Po= 4 . Yoo = T ——, (1081}
=) ZA
|

Die Ouerschnitte x = o, a [ sind frei von Schubspannungen .., der
schnitt z o frei von I_;'i]}l'_{gﬁ_u.gj;uu';; gen ¢,, o, Die Ii[ll]]'l[%[lii[]tEllE'I_tf(']l scl

daher die x-Achse unter 45

3 nnungszustand —o, =4
schriebenen Belastung entsteht entweder ch Addi-
ion der drei analytisch annungsanteile oder durch die Addition ihrer Zahlen-
: Bei gleichformiger Belastung # am unteren Rande nach AL 1
dazu noch die einachsige Ouerbeanspruchung 4+, = p. Sie hebt sich geger
Anteil IIT auf h das Ergebnis in diesem Falle allein aus den Spannungs-
anteilen I und II zusammensetzt.

Die Lingsspannung ¢, am unteren (gestutzten| eines hohen Streifens
(H = L) ist nach (1079) angendhert gleich der Randbelastung $ oder ¢, also auch
angenihert gleich der grofiten Lingsspannung ¢, eines OQuerschnittes. Sie ist wesent-
lich gréfier als der Betrag . = M/W = 6 M /k* nach dem Geradliniengesetz. Nach
den von F. Dischinger angegebenen Schaulinien (Abb. 736) nihert sich die Funk-
eines Querschnittes bei abneh-

fert einen einachsigen Sp

e ST

D,

W

S0 E_:lill.'- sich

tion a, )
E _ mendem Verhiltnis A&fl der Navierschen
Geraden in Feldmitte schneller als im
Stiitzenquerschnitt,

Spannungszustand im Mittelfeld einer hohen
Silowand (H/L = 3/4) auf mehreren Stiitzen

(Abb. 737).

nen mit den
in Ver-

tzung und Belastung sti
1 Abb, 723 iiberein
h mit den Ergel
in den symmetrischen (Abb., 735b)

FEET1 ALl

Die Belastuny

Anteil (Abb. 735¢c)

Tt tie
anig

stellung der Formeln nach S. 725f.
A. Sv L.
3 ; x
Mp — b 3 4.cosé Eo=Mm 0 {} ] 5 Dac I




Sp;',ul‘lllEl_gh?.ll:ﬂ.{l n Mittelfeld einer }

1en Silowand (H{L = 3/4) auf mehreren Stitzen. 729

G : A A T An
An el s —
r T =11 Ay
o)A,
: 2 &in i, Tal, - i
D, = - - = r o =5 hg=MN5

2.+ Gin2

Ginl, + D& Bofl, .,

-2y &ind, + DL Boi L.,

()= (C+ D) ECof L, + DL Em i, .

wEn

C. Superposition der Anteile A und B.

-

i F4 R )
¥a i) En is) -

Auswertung der Formeln,

Wie Dbei dem Beispiel in Abschn. 74 wird die Rechnung auf die ersten fiinf Fourierglieder
beschranlkt.

1. Fourierkonstanten 4, = — At . Die Konstanten 4,
den Werte anf S. 720.

d halb so groB wie die entsprechen-

% J I 2 ' 3 | 4 5

Ay — 0,900316 | +0,036620 — 0,300 106 | } | +o, 180064

2. Integrationskonstanten C,, D,, C!, D!,

me 'y

" 1 | 2 | 3 I 5
]
_] — 13,73953 107 155,5161+10-8
| + 1,70284:1072
—— e | _;.r_\jr_'\[,t_ 3 -
= 10,333¢ e
0,692 59 — 13,74007 1077
o,20897 | T Lj 10
— 0,483 61 | 12,03716~ 10" — 180,2188-10-%
0,274 04 | — 10,33424 3072 | - 164,9213 108
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e Lrruppen von Strecke

731

eschricben. Die Spannungen lassen sich damit nach (1075a)

) und (1077a)

unter Beachtung der doppelten Periode L’ berechnen.
Ist d gszustand aus einer Belastung -4 am oberen Rande bekannt,

inun- il

. i
gen beir Eintragung .am un- e e e p— =]
teren Kande am einfachsten \\ {25 / \ |
durchUberlagerung der Span — =

- ; it | ] TR
nungen einer symmetrischen [— ~ -~ —r
e | % W I Y / — =
[-, .-l.!"\i_ll.'.'-'_"..rl. I

Symmetrische Grup- o) P
pen von Streckenlasten \ b
P=2cp (Abb.742). Die
Belast nimetri
und wird nach Tab. 66
Fouri Reihe mit

ung ist sy

(1083

T
ItLKTalte

n jedem Quer-

die
e B 5
schnitt z = 0 wvon Streifen
mit Randabs 21

!.li_'i': ] :

1genihert konstant hofl

s wird durch Zahlenrech-
nung fir die Lingsschnitte
=0 und 2z =h—21,
eines Streifens mit H/L = 3
und [fc = 4 (Abb, 743) n:
gewlesen. :

- ( 25 0,50 !
1
| =1 o I i i
1
0 (4]
5 5 0,254 25 2 4
T f ) Mo
Z1 0 fret von S

inungszustandes
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noch in Lingsschnitten z,

==}

3. Der Streifen mit periodischer Belastung der Rinder.

2 [ nahezu Null, so dall die Zerlegung des Streifens

in drei parallele Abschnitte mit den Lingsspannungen o, & —pcfl als HduBeren
Kriften keine wesentliche Anderung des Spannungszustandes bedeutet.

P
| l e | [ '
y slylolglylglelyly
| ! T [
| [ [ E
| | I_Y
P | | L
Il = .;. - i
= | -
o
| HEC |
11— T 5
7 Ll _I[
7 2 s Sy e
Abb. T44.

lP

Abb. 745.
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| | l
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| il | [ | Zyn-de
| i £ |
| | - Zy=0
| | | | s Fo _:f_ =_:?_:
i
il |
- Ll | i | I
' I IR0 |
| : | SEILAEILALILILS 1 JLALILIESES
il ' | ! i L L]
{ 1Y Abb, 741, Abb, 748. H{L =38, lfe=4.
fili i Daher lassen sich hohe Winde (H = L) mit gleichférmiger Belastung des oberen
R Randes angenihert auf Grund einer Zerlegung in die Abschnitte b, = H — L,
{000 AR i 1 hs = L berechnen (Abb. 744). Der Abschnitt H — L unterliegt im wesentlichen nur

dem einachsigen Spannungszustand =P e
Spannungszustand des Abschnitts 4, wird genau genug
als Spannungszustand eines Streifens mit dem Rand-
abstand 2 /4, und einer symmetrischen Gruppe von
Streckenlasten 2 g¢ berechnet.

|
g5 8
|
} — I 1 _l_i
e L e T T B L
k 270 R =
Abb. 746.




76. Die Berechnung der Spannungsfunktion mit Differenzen, 733

Dasselbe Ergebnis 14t sich auch aus einer ‘wp‘mmlng&lLJerhnn ableiten, die von
N. L. G. Filon fiir die Belastung der Riinder eines Streifens mit zwei gleichgroBen
entgegengesetzt gerichteten E inzellasten P nach Abb. 745 als Fouriersches Integral
angegeben worden 1st. Die Zustandslinien o} , 67 , 7, fiir z = const sind gleichzeitig
LH”LIF'IIIJH n fiir eine wandernde Lastengruppe. Die Summe der positiven und
negativen Anteile der Flichen ¢, v, sind in den Lingsschnitten z = const Null,
da bei gleichférmiger Belastung der Rinder nur Spannungen ¢. entstehen.

Nach Abb. 746 erzeugt die einzelne Kriftegruppe P (Abb. 745) auf der Breite
2,7 b der Symmetrieachse Druckspannungen o,. Dariiber hinaus e ntstehen unbedeu-
tende }’tlf"ﬂﬂnt|1'n"1‘1'| die schnell gegen \'ul] konvergieren. Einzellasten werden
daher durch ein elastisches Mittel auf 2,7 4 Breite verteilt. Die Spannung «, erreicht
mit 0,92 P/k in der Wirkungslinie der Einzelkraft das Maximum. Sie ist nahezu
gleich der auf den halben Scheibenquerschnitt ba?l',f:i_] en Spannung. Zwischen
Einzellasten mit einem groBeren Abstand als 2,7 & bestehen keine wesentlichen
Beziehungen.

Filon, L. N. G.: On an ap roximate solution of the bending
section. P Trans. Royal Scc. London 1903 (A.) Bd. 201 S. 63.
Spannungsverteilung in ebenen Systemen. Diss, Gottingen 1905
Stab mit Rechteckquerscl s Problem. B. 1. 1923 S. 255.
3T agen der Balkentl andlg, aus rIc m Aecrodvnamischen
hen. Berlin Die ‘w|!- nnun

Ti

.|'c'|.|l'l Hoch
derungen von
wen Institut d. Techn.

]h I - und Hochl BY |'-|-H,;-:
Fen in wan ] M. 1930
Ba¥, H.: 1 1931 S 4

| i\ : 1931 1 : I S
Halbscheibe und ) lartigen Lens., .-\l'|L,‘L‘.:-:.-E||I‘:.:-'I1 der Int.
cen- und hbau, Zarich 1932 und

1 In durchlaufenden Scheiben bei Vollbelastung simtlicher Felder,

: P
1sen 1933 5. 237

h,l.,rl.l,

1933 5. :_':.L'ﬂ

76. Die Berechnung der Spannungsfunktion mit Differenzen.

Die Erweiterung der Randbedingungen durch die rechteckige oder polygona
Begrenzung der Scheiben bereitet beim Ansatz und bei der numerischen Losung der
Spannungsfunktion F wesentlich grilere Schwierigkeiten. Aus diesem Grunde
begniigt man sich bei derartigen Aufgal
bei ihnlichen Problemen der Plattenbiegung mit einer t { r : feog

JETL E']'Ii,':]_-'\u ‘.‘.'iJ.' iz

&
Niher ungs losung durch die Entwicklung der \.J'-']l;f.i &
(1054) in Differenzen. Da die Differentialgleichung des [ = T = | 4
ebenen Spannungszustandes und die Differenti: | . &
chung der Plattenbiegung unter Randkriften mitein- a2 o
ander ibereinstimmen, kann die iJ‘ifff'-!'(‘EIZL'El'.ﬂr_'il_‘]]LI!'I!.-,’ | e o g‘:
des ebenen Spannungszustandes in rechtwinkligen Ko- ' ' 3
ordinaten mnach (999) oder in Polarkoordinaten un- | - : =t L 1=
mittelbar angeschrieben werden, Die Spannungsfliche [ ° AT |
erscheint dann ebenso wie die elastische Fliche der Platte Abb, T47.

als Gitter, dessen Aufrill aus zwel E}T|1'*]1c'r1 von ﬂquit‘i-

stanten, sich rechtwinklig kreuzenden ger aden Linien besteht (A x =
punkte der Ordinaten F, der Gitterknoten & liegen in der ‘*{\'H'ul'l‘-m
gegenseitigen Beziehungen lassen sich an jedem Gitterknoten durc h eine lineare Glei-
chung ausdriicken. Sie lautet fiir A x = Az nach (1000) ru].r,:[,_u'.vt1]..1[.41.11 (Abb. 747):

20 B, LF) 4+ 2(Fia+F+Fn+Fy
ot s PEY =0, (1084)

Die End-
fliche. Ihre
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. F 3pA- % ~ 1,55 42,

l I Ires 3pA-— A4 p A . - 4,0 p A2
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76. Die Berechnung der sSpannungsfunktion mit Differenzen. {F

Elimination der Ordinaten an den Nebenkn
knoten 21 bis 35 wird aF/d»n - R, so daB z. B
die folgenden Beziehungen entstehen:

nach (1061 b): Fiir die Rand

. fir die Knoten 22, 28 und 33

e
o I, F F Fis | 5 |
3 3 1 ) 18
Sl T 2 A o 3 A = A :' .
Fy, Fyy = Iy, Iy ff15. Das vollstindige 22 7 2 U -
Ergebnis fiir alle Rand- und AuBenknoten ist in Abb. 751 |a | s e 1
eingetragen. e S ol I I 1
Aufstellung der 1 Jifferenzengleichungen nach (08 Glei- 0 0 [
chung fiir den Punkt 3: o o jw w s lv |
0F, — 8(Fy+ 0+ Hy1 P42 (Fg+04 04+ F,) P
[F MRl s [ = oy { Uea R i
L 4 I ol 'y = _l".ljl 1. 1 ; 1 |

Gleichung fiir den Punkt I8: v lw i@ Lo

: - |
20F;3—8(F;;4+Fiyy+Fiy—40p4%) £ 2(—1.55 42

Fig+Fis — 5,849 + (04 F,p - P LR Y=—0. '

.5 4545 \XT

L1
T —

)&

A YoV

! s » _¢'_.__ 5 £

i e s 5
{téz_|o

INUNEeEN ge UL

Vom

Das vollstindige Gleichungssystem
ist nach Zusammenfassung der ein-
zelnen Unbekannten F, in der Matrix
auf 5. 736 enthalten, Die
auf 5. 737,

Die Spannungen Oy, 0., T, . Werden
hieraus nach (1085) ermittelt. Sie sind
in den Abb. 752a bis ¢ au
Die Abb. 753a bis ¢ enthalten die
Linien gleicher Hauptlingsspannun-
gen gy, 0, und die Lingsspannungs-
trajektorien, deren Verlauf bei der
groben Maschenteilung der Lésung
allerdings im mittleren Bereich des
unteren Randes nicht angegeben wer-

Lisung steht

rerragen

ot

in den

+ } A

h die

ischen Vergleich mit der Lésung fiir die Halbscheibe auf
und fiir den Streifen auf S. 730f. Dabei verdient vor allem der Einflul der
Riinder auf den Spannungszustand Beachtung,

den kann. Trotzdem elgnen sic
Abb. 753 zu einem krit
I'«-.. J_'J-)
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77.

Anceni e I ol w1y 2 g b =
Angendherte Untersuchung des spannungszustandes in Rahmenecken. 137
Losung der Matnx auf S. 736: (a = 1)
I 2 3 | 4 | 5 6 | 2 | 8 q | 1o
A
Fp | —0.0406| —':'-1?”-1! Q,3005 | 0,34 F_‘_\l ""'-—'l-",'w_,'!| 0,02562 | —I,0040 | —1,1485| —0,4631 i 1,3222
; | . [ 5
h 11 | 13 | I3 14 I5 16 17 | I8 1G | 20
5 .r].-l .l'ne'\i';l__‘|!~\"r—|| T ; | : |
e | —2,0305 | 2,3002 | DI72 2,2300 _'5,.5_{__L_-| —3.7338 I,2242 3.2400 4,0725| —5,1662
T —doon

__’Ej’ff_’ﬁ_‘_._——-—-.__h
o ﬂzﬂﬂ
#0500
. 4@.::'

SN

e
—]

8y

Abb, 753a.

Linien gleicher Hauptspannung a; .

Der Spannungszustand der Schei-
ben mit H <£ L, der aus den Schnitt-

kriften nach Abschn. 10 statisch be-
stimmt angegeben werden kann,
unterscheidet sich von dem Span-

nungszustand gedrungener Scheiben
vor allem durch das Verhiltnis von
o, #zu o;. In dem einen Falle ist
0. <Z 0,, in dem anderen Falle sind
beide Spannungen von der gleichen
GroBenordnung. Das Vorzeichen der
Lingsspannung o, wechselt beim
Triger in der Achse, dagegen bei ge-
drungenen Scheiben mit H ~ L i
den Wendepunkten der Querschnitte
x = const der Spannungsfliche F, also
in der Nithe des abgestiitzten Scheibenrandes. Die Spannungen in Lings- oder Quer-
schnitten lassen sich aber auch hier stets zu Schnittkriften zusammenfassen, welche
m11 den iulleren Kriiften am Rande die Gleichgew !rhiwhcdm"mw n crhtl]vn

Abb. 763 c. Lingsspannungstrajektorien.

Bay, H.: Uber den Spannungszustand in
betonwinden, Stuttgart 1931,

hohen Tragern und die E-: .\:_-||r||||'.; von Eisen-

T7. Angenidherte Untersuchung des Spannungszustandes
in Rahmenecken.

Wiihrend die statisch bestimmte Berechnung der Spannungen aus den Schnitt-
kriften zur Beurteilung der Festigkeit der Rahmenstibe ausreicht, lilit sich das

Kraftfeld im Bereich der "\".11]LI_'II>L1[|]\I{ der Stabachsen nur mit einem ebenen

H[J¢l11lllll‘e{{a/tlhidm’] vergleichen. Dieser ist durch polarisationsoptische Untersuchun-

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck. 47




ustandes in Rahmenecken.

> Untersuchung des Spannungsz

198 7. 4

gen an rechtwinkligen, auf Biegung beanspruchten Stabecken gemessen worden,
Darnach ist der ausspringende Bereich der Ecke fast spannungsfrei. Aus diesem
'gr}“nh: Kraftfeld durch einen Kreis-

Grunde liegt es nahe, das vorgeschriebene poly
ringsektor mit konzentrischen Réndern zu begrenzen und die Spannungsaufgabe
mit Polarkoordinaten zu lésen, wenn dabel sich voraussichtlich auch der Ver-
schiebungszustand dndern wird.

Um die Randbedingungen und damit auch die Zahlenrechnung zu vereinfachen,
wird iiber die Eintragung elnt Schnittkrifte an den Querschnitten der Scheibe nichts
ausgesagt. Hier gelten \.;]111.].1 nur die Gleichgewichtsbedingungen zwischen den
bekannten Schnittkriften N, M, (0 des Rahmenstabes und den errechneten Span
nungen o, T;,, die ebenso wie die "wp nnungsfunktion mit
Riicksicht auf die Randbedingungen in Polarkoordinaten an-
geschrieben werden.

Ubertragung zweier Biegungsmomente V] (Abb. 754).
Die Spannungen sind unabhingig vom Winkel o, so dal die
partielle Differentialgleichung (1057) ebenso wie die Platten-
gleichung (947) in bezug auf die Veréinderliche » total wird.

! ! g2 1 &% fdiF 1 dF 1 dF d2F
I — - < e -fe - - () - o, = - ey (3 P — ey T, § = l:}
L rs Yi-ax) \are ¥oar) r oar < ayr=

lhre allgemeine Lésung steht bereits auf S. 6560 und lautet mit 7,/r = p und rpfr; = gy

J5ey ik
| F=to+t;Inpg -+ ca—= -+ ¢4- ln 0. (1086)
| a gl
A- 1;:' f6dm
1 M -
%

n
7+l +87 +20 +0 @ Fc'? 20 30 w0 -&0 it

Abb. 755a. Abb, 755b

Die Integrationskonstanten lassen sich aus den Bedingungen

Uyt —2¢y+4 €3 —2¢c3lnp) =0
r 2 3 gin g
an den Rindern » = », und » = r, und M = rdf rdr bestimmen. Man erhilt mit
1
f i 2 5 ] o _\B
| "1=fI[(91—1?—401[!“91“:
e (1087 a)
i3 i M . o M . . (1087a)
: L 6= — ,:_1rv 4lnp;, ca: 7 r2(1—pf —2Ingy), e3= T]rg-'.?{l—-,gl-} |
i ] :
| e
| UL und daraus
| | L '
| 1 4 M s : % \ 4M 7 . ] 5 o Y f A
i i 11| g,= T = B ]ﬂ'?l ---:_Ji']]l{l {1-511-]91):] T, _I_rgf 1—In F1_ f_JI]n ?._.L,n]“[)1 1h L“-'h'h}
| 1 g 1 /
I

o, und g, sind Hauptspannungen, die Querschnitte bleiben eben. :
Fiir einen Sektor mit 7, = 0,24 m, r, = 0,64 m (Abb. 7565a) wird g, = 2,6667 und
T, = 0,57492. Die Auswertung der Ergebnisse "]H"w b) liefert mit M = 1 mt/m die fiir




Ausgleich einer Querkraft, 139

5

alle Radialschnitte gleiche Spannungsverteilung
zeigt den linearen Verlauf von o, nach Navier.

der Abb. 755b. Die Gerade A4 B

Ausgleich einer Querkraft. Die Querkraft (, (Abb. 756) steht mit den
Schnittkriften Ny, M,, 0, im Gleichgewicht Qs Ny My, 0,) = 0). Die Spannungs-
funktion

I'= @ (r)-sine (1088)
nit den Spannungskomponenten fe—
i N . : |
o — — )sina, o;=9" . sing, |
L ¥ ey )
. A (1080}
[ oy o, | (108 4
Trg=—|— — 5 |Co50t = ——"_ l
A2 L it | g

liefert am Rande o« — 0 nur E:u:lmEa.a']_‘.auuungxcn T
Aus

- a2 1 1 d a2 o 1 dgry
L — - m—— i = - — - — «5 s
AAF dre ¥re roar/ \dr® g5 ¥l dw )] 2ol
folgt fiir & () die totale Differentialgleichung
{ d® B [ y
(ol — | P =0, (10902)
s F= r arj b '

Ihre Losung ist
1 In g 1
(1 S N s ST . i
i g ta—+c ; +¢0, (1090 b)
wobei wieder 7,/r = p gesetzt wurde.
Die Integrationskonstanten ¢, c,, ¢, lassen sich aus den Bedingungen
1 o\ 5N o
) s

+ L7 .

- a0 — 2¢ =—r1, o= (

=7 2 L e retB O )
2

an den Rindern » = y; und » = », und aus der Bedingung | ., dr — (), am Rande

T

—— T
vh
M = 24 Ko ke
. r” - - . 4 S
\\__ I >} 1 a A B
1N
Abb; 757. AlLb. 758,

% = 0 ermitteln. Die Integrationskonstante ¢, ist ohne EinfluB auf die Spannungen
und daher beliebig. Mit der Abkiirzung

Iy =r; [(p7 + 1) Ing, — (o7 — 1)] |
ergibt <ich ; . (1091 a)
o 0 (o8 I 0, ; i 1 O,
¢ y o &1 T S5 T




740 77. Angeniherte Untersuchung des Spannungszustandes in Rahmenecken.

und damit

0, = =° i (63 + 1) o + ¢®|sina, Trv= — 1,
% e : 2 = (1091b)
Qs | g @1 P L) 5| oo
Op= 7|3 — lof + Jo— 0% |sina.

Die Spannungsresultierenden im Schnitt b (e = o) stehen mit @, im Gleichgewicht:

Abl. 758b, Linien gleicher Hauptspannung os.

rs
[adr =N, = —Q,sina,,

1

ra

f 7,81 = 0, = 0, cos g,

T1

Jo(r —r)dr = M, = Q,rysina,.

Ty
Fiir den Sektor mit den Abmessungen
nach Abb. 7565a, belastet nach Abb. 757, ist
0, = 2,6667, T, — 1,1805. Mit

Q. p® |

“d =22 p2 L 1YL 3| =K
Tsl o I'{Jl i I’I Q ; 9 el hl 5
T A |

Q.. ot
Biifn P2 e = o
T, L,*’. = Wi+ 1)o—p "5 - K,

Abb. TE0c. Liangsspannungstrajcktorien.

wird g, — K;sina, o, = K,sine.

Die Funktionen K, und K. sind in Abb. 758 dargestellt. Die Abb. 759a, b ent-
1 2 E

halten die Linien gleicher Hauptspannungen oy, o,, die Abb. 759¢ die Lings-

spannungstrajektorien fiir die Belastung nach Abb. 757.

e [




78. Der Spannungszustand in Rahmenknoten. 741

Eine Belastung des Ringsektors nach Abb, 760a 1aBt sich durch Aufspaltung in
die drei Anteile Abb. 760b, ¢, d auf die beiden Grundfille zuriickfiihren,

Preull, E.: Versuche iiber die Spannungsverminderung durch die Ausrundung scharfer
Ecken. Forsch.- -Wes, Heft 126, Berlin 1912 Griining, A.: Die Spannungen im

g 5. Eisenbau 1914 S. 162, Wy, Th.: Die Kraftfelder in
1

928, — Cardinal v. Widdern. H.: Palarisati

Ixnotenpy
festen «

nsoptisch

Spannungsmess ] abecken, Mitteilungen aus dem Mechan.-Techn Laby rinm der
I H. Miinchen. 3. Folge Heft 34. Minchen 1930. — Kurzhalz, H.: P darisationsoptische Unter
suchungen an rechtwinkligen, auf Biegung beanspruchten Stah . Alitterlungen aus dem
Mechan.-Techn. Laboratorium der T. H. Miincl 35, Miinchen 1931

78. Der Spannungszustand in Rahmenknoten,

Die Losung der Aufgabe ist angendhert fiir eine durch die Querschnitte a, b,
begrenzte rechteckige Knotenscheibe (Abb. 761) mit Hilfe einer Spannungsfunktion
versucht worden, die zwar die Differentialgleichung (1053) und die Gleichgewichts
bedingungen in a, b, ¢ befriedigt, dagegen nicht den Randbedingungen gerecht wird.
Fir das Kriftebild Abb. 761 ohne Querkraft in ¢ ist nach M. Griining
p_ 30 P SR8 1 e (x2] 4. 98 _q.8p 4 A ol (1% — Ve 2 3y a] 10924}
B igatp A\ e e Xy (S — ) = Pi A |, (1092a)

fir das Kriftebild Abb. 762 mit einer Querkraft in ¢ (Stockwerkrahmen)

F=@mgaPo+0—0+Mzs+ 8L -3 x(y-+f2+2297.  (1002D)
Die Spannungen lassen sich daraus mit (1054b) leicht |&
ableiten. Die L&sung gibt jedoch ohne die aus- [

reichende Beriicksichtigung der Randbedingungen
kein zutreffendes Bild des Kraftfeldes, da nicht der |
p AT Spannungszustand in den ein- :
i T springenden Ecken erfalit und
sein Einflull auf den Kern des

Kraftfeldes bewertet wird.,
Das Problem ist neuer-
dingsdurchSpannungsmessun-
gen und vor allem durch op-
tische Beobachtungen geklirt
und von Th. Wy B an Kraft-
i feldern studiert worden, die
v sich an Hand des Versuchs- |

Abb. 761, materials mit Hilfe der analy- Absb, 752,
tischen Beziehungen tuber Tra-
jektorien aufzeichnen lassen. Dabei wird der Rahmenknoten in denjenigen Quer-
schnitten abgegrenzt, in denen die einfachen Gesetze der Navierschen Balken-
biegung als zutreffend angenommen werden, so dafl die I\".l]!t“u'li.J]llL',l][]gﬁ-[[ des
Kraftfeldes durch Schnittkrifte bekannt sind.

Das Kriftebild zerfillt bei symmetrischen Knotenscheiben, die hier voraus-
Eesetzt werden sollen, in den symmetrischen und in den antimetrischen Anteil mit

grundsitzlich verschiedenen, ausgezeichneten Kraftfeldern.

a) Symmetrie der Belastung. Die Biegungsmomente, Quer- und Lings-
krifte der Querschnitte @, b sind einander gleich, am Querschnitt ¢ ist nur die
Langskraft N, = 20, von Null verschieden (Abb. 763a). Die Schubspannungen sind
in der Symmetrielinie Null, die Hauptspannungen oy, 6, parallel zur x- und y-Achse.
Das Kraftfeld stimmt mit demjenigen eines im Bereich ¢ verstirkten Balken-
abschnittsiiberein, derhier eine gleichformig verteilte Belastung aufnimmt (Abb.763 b).
Die Kraftlinien o beschreiben im wesentlichen den Kraftfluf und die Beziehungen




749 78. Der Spannungszustand in Rahmenknoten.

zwischen den beiden Riegeln, die Kraftlinien 8 denjenigen zwischen Riegel und
Pfosten, wiithrend die Kraftlinien ¥ und 4 die Trigerwirkung der Knotenscheibe
wiedergeben. Die Biegungsmomente an den Riegelquerschnitten werden also im
wesentlichen unmittelbar iibertragen.

b) Antimetrie der Belastung. Die Biegl
kriifte der beiden Querschnitte a, b sind entgege

QOuer- und Lings-
(Abb. 764a); am

SImome

H—étﬂ*;leﬁ%‘l:'_
I| ~ J’ i
\ I ! S
e ——
L" =t
LEEERI R ke
o e 5
Abb. T8 a. Alb. 783 b
Querschnitt cist N, =0, @, = N, + Np. M, 2 M,. Die Lingsspannungen oy, 7,

sind in der Symmetriecachse Null und daher die Hauptschubspannungen hier nach
% und y gerichtet. Die Symmetricachse ist also Trajektorie der Hauptschub
spannungen. Sie wird von den Hauptlingsspannungen unter 45% geschnitten. Der
singulire Punkt N ‘des Kraftfeldes Abb. 764b ist daher ein Spannungsnullpunkt,
so dall sich keine Lingsspannungen zwischen den beiden Riegeln ausgleichen. Der
singulire Punkt K wird von 2 Scharen von Kraftlinien umfaBt, welche durch zwei
ausgezeichnete Linien NL und N R begrenzt sind und den mittelbaren Kraftflub
zwischen Riegel und Pfosten beschreiben. AuBlerhalb der beiden Grenzlinien ist eine
unmittelbare Wechselwirkung zwischen Riegel und Pfosten vorhanden. Die Form

e
‘]

f

a b,

W
R

IBM%%

e

Abb, T6da. Abb. 704 b,

1.[}';:'.% Kraftfeldes bietet unter Umstinden die Méghichkeit, die Spannungen durch
Uberlagerung der Ergebnisse der Untersuchung zweier Rahmenecken abzuschiitzen.

Die beiden Scharen der Kraftlinien o«. # schneiden sich rechtwinkliz. An un-
belasteten Rindern ist zur Befriedigung der Randbedingungen die eine Kraft-
linie () parallel, die andere () winkelrecht zum Rande. Die ihr zugeordnete Haupt-
spannung oy ist hier Null. Parallele Kraftlinien sind ein Zeichen fiir konstante
Hauptspannungen. Die Hauptspannungen o wachsen um so mehr, je grofer die
Kriimmung der rechtwinklig zugeordneten Kraftlinien g ist. Je mehr daher ihr
Abstand abnimmt, um so grober wird die Hauptspannung und damit die Be-
anspruchung des Baustoffs.

Wy, Th.: Die Kraftfelder in festen elastischen Kérpern. Berlin 1926. Hieraus sind die
Abb. T63b und 764b entnommen.
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