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74. Die Scheiben.

1 renzfille der all

te der Scheibe bilden in jee

formation. st
ebenso wie die Momentensumme M der Pla

unabhiinglg vom ]\'!fl:l]il|;1In'|3\~_\':-1-.,"|?'| und eine skalare Funktion

Komponententras lanach ist die Swu

:h (921) entstehen die Hauptlingsspannm

Tay, die sich zu Isoklinen, Trajektorien w
cherolier Ha spannung und gleichgrofier Hauptschub

sammenfassen lassen. Von diesen besi das Feld der Hauptl:

pannung

sspannungen
|z die bauliche Ausgestaltung der Scheiben besondere
M  Bedeutung. Es besteht ans den Zug- und Druckkraft-
linien und enthilt meist auch noch singulire Punkte,
deren Existenz, deren Lage und deren Eigenschaf-
as Bild des Kraftieldes und damit fiir die
ing der Krifte Bedeutung besitzen.

lire Punkte mit endlicher Kraft-

ler Schelbenbegrenzung

.-J—q,‘:g
o

Man u
wirkung ur
oder als 1

Um d

lie 5 |
statisch bestimmt zn

ullpunkte, si

ngen (910

N Z angenomm
Kriftepaare wirl
wendigen (rer
oeniiber der Lin
nzellasten oder
n

bestin

zustandes ist d:

Ecken,

des Streifens unzureichend.

Der statisch unbestimmte Spannungszustand. 1. Annahmen und
kiirzungen nach S. 643. Der Spannungszustand is
stimmt. o, =17,, =1,; = 0. Die Komponent

eben und durch o,, 0., 7., be-

&4+ VYyzr Yyw der Verzerrung sind




te Spannungszustand., 713

klein im Vergleich zu den iibrigen Komponenten e, ¢ und werden daher

vernachlassigt (e, =3,. = Wi =—10) AR

G 4 kit £ ST O oy oy = b o
s 5Ti 2N | ot [ Ex Ey Eea 5 T 1T Ty, A :r“_; I 2t
s ist gegeniiber el Drehung des Koordinatensystems invariant.

Z bedeutet die auf die Einhe

2. Gleicl

|rt'?.'

rene konstante Massenkraft (Eigengewicht).

ewichtsbedingungen nach S. 643

da 0T, = o, . - f -
=4, e i e o, Ve = Tsw - (1049)
ox iz dz dx Tz 3
). Elastizititsgesetz nach S. 643,
l I T 1
e a = o e
iy &lr = } 1 i 2ér 'z i 1/ EES G | 1050)
(1050)
1 J
T B T o T 2 F: r _I..\ _____ e |
; ; 2 VA n—2)" 2G " m+1
| \LI l<‘..f}é' |\'"ilf_‘-l'r-'_'|:tl.i':'_',_f INEger |"!.1"i_' 5.18

(1051)

Die Verwendung der Beziel

bedingungen:

folgende Gleichgewichis-

i mi < " o & - . -
Gl Au 1 - -1=10, G| dw o R T lﬂJ—)\'
1 2 daxy \ m— 2 dz/} /

Aus der Addition d
mit 7Zf3z = 0 die I

T beiden nach » und 2z differentiierten Gleichungen entsteht

ingung

127, @*a, =
Ae=0 oder As=0, also—~—o= % _9, (1053)
dal ozt ;

Soll diese allgemeine Differential
Verinderliche F beschrieben werder
(1049) erfiillen. Dies geschieht nach

beziehung des Spannungszustandes durch eine
, 50 mul} diese die Gleichgewichtsbedingunegen

(1054 a)

bei fehlenden Massenkriften auch mit

aEE a:F A rF
T = —— s 5 y = E ¥
% dze of dx2? = dxar

(1054 b)

nach (1053) und (1054) durch folgende Be-

= AAF =

=1, (1055)

so wie auf 5. 646 in zwei partielle Differentialgleichungen
i nach (935) in Polarkoordinaten angeschrieben werden.

Die Gleichung kann eber

eiter Ordnung zerlegt

7 Lo o a=F
- - — = §,

mit




714 74. Die Scheiben,

Die Funktion F ist unter dem Namen Airysche Spannungsfunktion bekannt,
929) der Differentialgleichung einer an der Ober{liche kriiftefreien

FF mit den Verschiebungen w einer elastisel

en, durch

riebenen Rand
E 'I |:!' oder

Randk n Biegefliche mit den durch (1061) vorges
bedingungen verglichen werden kénnen, Die Fliche wird Airy
Spannungsfliche genannt, da ihre Kriimmungen nach (1054 b) die Lingss
der Scheibe beschreiben. Diese Erkenntnis ist von K. Wieghardt verwendet
worden, um die Spannungen der Scheibe an der Forminderung eines diinnen
Bleches auszumessen.

Die Randbedingungen. Die analytische Unter-
suchung des Spannungszustandes besteht in der Er
mittlung einer Funktion F(x, z), welche die particlle
Differentialgleichung (1055) und die von

:I:IIIfI'IZI‘!_'_L"J

= " T : 2! i i

= X(x, z) - Z(x, 2) vorgeschriebenen Bedingungen fur g,
und 7, erfiillt. Um diese auch bei einer allgemeinen
Begrenzung der Scheibe in einfacher Form auszu-

sprechen, wird das Gleichgewicht der Krifte an
einem Randabschnitt der Scheibe betrachtet. Nach
Abb. 700 ist

0, cos (1, x) + T,z cos (1, 7) = X,

Abb. 709, g : (1059)
T, C0s (n, x) +o,cos(n,2) =2 )

und mit (1054b) und

dx
cos (1, x) cos (1, 2) —=r
gE dx : d*F dz *F dx -
dxdz dl dxdz dl dx® di
T ) ¥ (1060)
| ! aF et ;
_—= -“;:f.r '!r\,. = — /f’n’.'.'-- -—Jr\...
(j W R d ¥ o X |
(1] L1} J

gsfunktion bei beliebiger
e anschreiben:

Danach lassen sich die Randbedingungen der Spannun
Begrenzung und Belastung der Scheibe in folgender We

dx)=F = [(R,dz —R.dx),

rrOF dF
J dz -~

:_f“ LT
K
Fo= [[X(z,—2) — Z(x, —x)]4dl. (1061 a)
1]
aF oF dx aF dz :
S R T i Bl o . 2\ 1R cos(l, x —R.. (1061Db)
= o ol T P R, cos (I, 2) + R cos (I, %) R,. (1061b)

Die Spannungsfunktion F und ihre Normalableitung @F/d# sind daher in einem
beliebigen Punkte X des Randes bis auf diein (1061 a) und (1061b) nicht ent haltenen
Integrationskonstanten durch das Moment und die Tangentiadlkomponente R, der
Resultierenden der Randbelastung im Punkte & des Scheibenrandes bestimmt. Der
Anfangspunkt der Integration ist beliebig. Durch seine Wahl wiirden nur die
Integrationskonstanten in (1061a) und (1061b) festgelegt werden, welche auf die

1 ungen ohne Einfluf} sind, da diese nur von zweiten und

Jf_f.J 1ET

nach der Tar

entialquotienten abhéingen. Die Ableitung der Spannungsfunktion
ente des Scheibenrandes ist an einspringenden Ecken und an den
Angriffspunkten von Einzellasten unstetig. Die Kriimmung der Spannungstliche
wird daher hier unendlich. Dasselbe gilt von der Lingsspannung.
Die formale Lésung der Aufgabe ist nur in einzelnen Fillen méglich. Zwar
lassen sich ebenso wie bei der Integration der Plattengleichung (929) leicht Funk-

tionen anschreiben, welche die Differentialgleichung (1055) erfiillen, dagegen gelingt




Spannungszustand in einer Halbscheibe. 115
die Befriedigung der Randbedingungen durch eine rechnerisch brauchbare Reihen-
entwicklung nur bei denjenigen Scheiben, die nach drei und vier Seiten unbegrenzt
sind oder parallele Rinder besitzen. Das sind die Ebene und geradlinig, keilf6rmig
oder kreisférmig begrenzte Abschnitte der Ebene. Aus diesem Grunde ist auch die
Umordnung der Belastung bei symmetrisch ausgebildeten Scheiben niitzlich. Die
Randbedingungen werden auf diese Weise symmetrisch oder antimetrisch. Die
Anzahl der in einem Ansatz zu befriedigenden Randbedingungen ist dann kleiner
und der Ansatz selbst kiurzer. Er mull die Differentialgleichung und nach (1060)
oder (1061) differentiiert die vorgeschriebenen Randbedingungen erfiillen.

Spannungszustand in einer Halbscheibe. Randbedingungen fiir
g, =10, 1., = 0 oder vorgeschrieben.
a) Belastung durch die Einzellast P; winkelrecht zur Begrenzung (Abb. 710).

2=1):

P - 2 P. coso
e Ty g =k : e
F=—rasina, Opm et =0, 7,,=0, (1062a)
6, =0,cosn, O,=0,sin*a, T,,=—0,sinacosa. (1062b)
In rechtwinkligen Koordi- f"JJ
naten lauten die Gleichungen :
(1062b) mit & = xfa, L = z/a =
|
|
zr s
)
| 2
2 S

BRSBTS A

- 1
z Zill
[ o A ‘ |
=N A \
i | | 1§ !
bt -2 =7 a 2a o
N, r
Abb. 710, Abb. 711 a. Spannungen oy in den Schnitt a {Kurve I},

z= 2a (Kurve 2), z=— 3a (K
5 : : & po
G. = EPJ ) C$ T = '?"“1 58
E:d B mal (B4R RF T ma (ERL N

Die Abb. 711a enthilt die Spannung e, fiir mehrere Schnitte z = const, die
Abb. 711b, ¢ die Spannungen o,, t., fiir mehrere Schnitte x = const. Die Span-

TN
1228

= und 72z in den Schoitten

2), *=3a/2 (Kurve §), x=2a (Kurw

Abb, 712, Linien gleicher Hauptspannung oy.

.f\‘._:h. 711b, c. Spann
(Kurve J), x=a (Kurv
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s0 dall ] o, dz einen von

nung ¢, wechselt in diesen Schniften nicht ihr Vorzei

unabliiz 1 endlichen Wert besitzen mull, der zu P,lm gefu 1r1‘1| wird.
Die Linie leicher 1T:li'l]‘a[_-'\E):llI.'II'.II.:_{' o; sind Kreise durch den Koordinaten-
punkt mit der Gleichung

; . 142 [42 P,
s =l g | - : H 7 -
i J [ na

Die Spannung g, ist iberall gleich Null (Abb
Die 1.: |=-'~H|\.1|| ungstr: ||Lk1n'u.| sind Kreise um du- Koordinatenanfangspunkt

oder die von dort ausgehenden Radi (Abb. 713)
z)
I'r |
| |
\ 2
\ e —
_ﬂt.-‘\ /.J"?,-'
kS
A,
Abhb A\bb, 714

b} Belastung Begrenzung (Abb. T14

: i '_’."'... Si1 o ! :
f' YoLcos o, JF_ —_— - -— e O = “, T"r = “_ g]”hﬂ}
J pr 4 ¥ = i & "
stung durch mehrere Einzellasten P, (Abb. 715). Superposition der
1f s 2 1P c0S o SIN= o, 2 1P sin o, cos®et, i
» Lo = ‘;\ - v Txz 7 :;_\ P L F-l-.:
| ! . 2a ol
A e b4
| - L - AN Ba L)
O & X
L S 7 2
: ; d‘z ——ﬂ'.r—. _,:_. _‘rJ:_
I N T =Sy : I e
| i | % "
| Al 716 Abb. 117
d) Stetige Streckenlast d P Hdx (Abb. 716),
re:] e 3
0, == Heostado, O,.- peinfoude, T.. . psingcosxda. (1065)
& 2 ) ’ n )4 - E T !
3 “ g 3
Sonderfall 4 = #, = const {(Abb. 717);
S lr:ﬁ"jrf Tk 1 A0 Pene P w — roe e |
£ e B Al 1]y Tgs - (COSZE 0y — COSEty |,
(10662a)
1
- I Fo-tor. . FSET s [ u , JA
T = jn..f'.f..: — ;) — (sin 2 a5 — sin 2 ay)]. ‘
Hauptspannungen:
01 i . 1 # 1 % LY
oy = — [log — %) + sin (ot — o3)], Op=— |[;o — o) —sin{oy — ;).  (1066D)

frr 4
Die Hauptspannung o, fillt in die l{iq:}]tung der Halbierungslinie des Winkels
1CB (Abb. 717).




Keilférmig begrenzte Scheiben mit einer Einzellast an der Spitze 17
st Spitze. i

Spannungeno, in Schnitten z=const; Abb.718a

A 7 x¥=const: ,, T18b
5, T o x=const: ,, TlB¢
4]

Auch hier ist | ¢, dz von Null verschieden und

gleich —2 $,a/m. Die Linien gleicher Hauptspan-
nungen o; oder o, (Abb. 719a) sind Kreise durch
die Endpunkte der Belastung, da beide Haupt-
spannungen nur von der Differenz der Winkel o
und =, abhingen. Die Lingsspan-
nungstrajektorien sind in Abb, 719b
dargestellt.

Keilformig begrenzte Schei-
ben mit einer Einzellast an der
Spitze (Abb. 720). Die Normal-
spannungen o, und die Schubspan-

. . T
nungen t,, der Halbscheibe in Abb. 7 n,
s ; 1
! Ix aa X 5?,5 = ‘l:::_,
= if 7 F A Y )
5
7
' == 45t -
3
I
&
e 10—
i 15— o
= 20
&5
o [
e T )
-z 4
Abb. 718b, ¢, Spannunger md res i rve 31

Querschnitten durch den Angriffspunkt der Lasten
P, P, sind Null. Der Spannungszustand bleibt da-
her in einem danach abgetrennten Keil unveriindert.

Abb. 710a. I

2P . cosp 2 Fasino .
T ! Cy e T [ > - S T 1y = ”: Tey = 0. [I{—HJII
r(2F+=sm2f) r(2Zp —smZp)
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74. Die Scheiben.

Halbscheibe mit periodischer Belastung des Randes (Abb.721). Die Diffe-
rentialgleichung der Spannungsfunktion wird gliedweise durch eine trigonometrische
Reihe

F'= SF!'=Fl+ 37 cost, oder F"=JNF'= YZ"sink, (1068a)
l

0] 1

mit £, =nmn

erfiillt, deren Beiwerte £, Funktionen von z sind und da-
her nach (1055) die Differentialgleichung
b —Z, =0 mit [, =— (1068h)

" 0

befriedigen miissen. Die Spannungsfunktion FF ist auBlerdem noch durch vier Rand-
bedingungen bestimmt. Fur z = Qisto, = 0*Fjdx*= —p,1,,=— —0*F[dx02 = 0.
Ist die Resultierende der Belastung einer Periode 2! von Null verschieden, so ent-

steht durch Uberlagerung einer konstanten Zugbelastung p; = - Jf}:fli eine Be-

2]
i
lastung $* = p — $, mit der Resultierenden Null. Fiir $* ist also im negativ Un-
i7 endlichene, =0, 7,, = 0. Die

Druckbelastung £, erzengt
eine gleichférmige Beanspru-
chung der Scheibe mit

= O Doy Tee—0, 6:=11
so daB fir ¢ =4*+ 5, Im
negativ Unendlichen folgende
Bedingungen bestehen:
aE IS ArE
g, = 9T = f)” = 37 | P ax - Toe 5 — T =4
i
Sie werden nach A. Nadai durch die Funktionen (1068a) erfiillt, wenn mit £, = nm
il ot P F P e @
Zo=(Co+ D L)e=, By = —pga¥2 l i
o &1 AT (1068¢)
L|]2[i J{J: "y L{ S | -’II"n ';11.: e I
gesetzt wird. Die Vorzahlen C, D) hingen von den Bedingungen am Rande (z = 0)
AL a*F X ’ : M-
ab. Um hier o, = =—pP vorzuschreiben, wird auch die periodische Belastung ¢

in eine trigonometrische Reihe mit geraden (cos) oder ungeraden (sin) Funktionen
zerlegt, je nachdem sie symmetrisch oder antimetrisch ist.

p=A;+ ¥4 cosf. ., pili= 3B sing, (1069)
1 1
Die Vorzahlen 4, und B, ergeben sich nach bekannten Regeln (Tabelle 66).
Die Integrationskonstanten C,,, D, lassen sich nunmehr gliedweise aus den Rand-
bedingungen berechnen.

F Ed e _: A, l12(1 —C,) ercosk, (1070a)
1
oder F"= B, I2(1—¢,) é=sink, (1070D)
1

. i 5
mit /, = — und {,




Halbebene mit periodischer Belastung des Randes, 719

Fabelle 66. Fourierkoeffizienten fiir einfache Belastungen.
=1
M [ I I
il e (LB o pdx
i § i '
A 2
o,
| [ I Y
i o7
I YILIDIVINY
il | =it sin
=1 | ¢ 1y Po=¢ ! 1 2Py — =
| | r-:;s-:a-i-c:-.::':a- | Vu
F
| Sk |
=i ——j £ =
=1 i T = b e —_—— —— e
e e T —;‘-‘
I-::—(:—:-- .
I e ; ‘ Belastung mit der Resultierenden Null
Pre=py(l —2j].
1
]n— i, 0, _-f,r- 2h, = s
¥n
P
' 1, = f
a [ COs5 Yy [£3
=2 Ag=2P;- *osinmon '
i i ¥n £
P
i Ay, =2 — cosy,
a & sinqy, a
- _H"_:P'—r = Bl 30
r n

‘!"J

-By =2 —- siny,

=
=
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Bei Belastung der Halbeb nach Tabelle 66, a entsteht daher folgender
Spannungszustand:
1 sin . - -z
T, 2, b3 . ] £.) e cosc,,
ok T S50 3, e - y it f -
T 2y moF gmsinE,, (1071)
z e y ey u
1
a2 N7 siny " . [
. = y ) L T | oy k |
O, = EP o ‘-r"Ju- il = (1 Lpl €0 COSgy, . |
!
Die Randbedingungen fiir 2 =0 und z = oo lassen sich leicht nachpriifen. Bei
Belastung der Halbebene nach Abb. 722 erhilt $, das negative Vorzeichen.
- —z21 —s] Fiir die Spannungen am Rande {7 = 0) folgt aus
o . =40 : .-
& | | t i L i I l z | Oy _\- (1 .‘-:I'l s | nCOSE= — .}_ (14 ".'-J:l by 2
i . 1 1
2 | mit &; =0
|
! I a, b b — (£ Pal (1072)

Spannungszustand im Mittelfeld einer hohen Silowand auf mehreren Stiitzen.

und Aubere Krifte, Feldweite 217 = 8,00 m, Stiitzenbreite 2 ¢ = Z200m
chse fillt mit dem unteren Rand, die z- mit der Feldmiti
verteilte Zugbelastung —p" in t/m auf die Wand:

Ormag

#'/b in tjm® Die Untersuchung wird fir £ 1 t/m? du
=4 4, Durch 511]1:1'l:r_|:-;iLir:|: von Belastung und St itzkr
.723b. Die Entwicklung nach Fourier (5. 719) rt
" =& 2 i £
Ap=0 und mitp=p—— A, =2psinnn—
i i
[ 2 ']
n—
: 8 3
Ay = - — sin— n %
[ nw 1
|
| ' 7
1 |
| ' Dpy=p ‘
| | l = = | | LY Ay iel]l . [Ti¥y¥el] il
I . = | = 1 T l'| TR I8
2e a0 ge =g, 00 Zc=eiy ey | e 3 | 11
i = I : r o |
V= =g g — e =B —= i A {
Abb. 723a,
| |
n L 2 3 4 5 o s
Ay | —1,800633 | +1,273240 | —0,600211| O |- 0,360127 | —0.424413| 10, 0

a 3 = s o E ¥ 15 Crarve @
Die ersten fiinf Fourerglieder erg 1 als Annitherung der Belastungsfunktion 7 die Kurve =

rsten acht

- die Kurve 3. Wird die Berechnung der Spannungen atl
nach

die ersten so entsteht die strenge Losung fiir die Belastung
Kurve
Nach (10564 b) und (1070} 15t

i)
; - i
» A COS &, ;\, Wals) " Lgls)
(] . ) -
o . Y
O; 2l — e v d,cos s, X ipalf) 1
1 1
3 ”
4 = & S R
T= p3 L, R R E = )= Fq &)
1




and im' Mittelfeld einer hohen

auf mehreren Stiitzen. 721

ANNUNESZL

Dabei ergeben sich z. B

en werden
:

fiir £ =—0,251

ttionen e

Die Spannu

die folgenden

-:|,::'\'-'|'-:f|‘1' -
= 0,007 88 | —
0,81436 |

- 0,35824 |

Damit lassen annungen fiic diesen S

0,11866 £, (£) -

0. =—0,00788 E,

o, =—0,81436 E, () — 0,68441 E, 0,31810 E, — 0,09708 Eg

+ 0,22332 F, (§) + 0,07737 F; (£)..

324 F, (£) 4

E. F sind fiir thelle enthalten :

I II I

+—o—1—1—4-400
d = e e e
BN
| el Sote e Lo

=200
$9-44
04
o

—
z 40 30

Kurve 2: Abb. 725,

Annihe-

0,875 1

i

| =
—-T1,800063 | 1,063 00 (¥] I,00300 +=1,800603
0 O, D0 O 1,500 073 Q,086900 (&)
o 27334 0, Qo032 | I i
IR =44 75.24 3 I 4
O 32 0 0,000 32 0

0,22968 =0, 000271

554 54 o [

+=0,22500 O, GO0

0,55454| ©

0,254 66| o0,

0,254 00| +0,3"

nde Span-

i Die Auswertung der allgemeinen Ansitze
i nungen in t/m?:

T
& 0,250 o 0,500 Q. 739 0,075 | L
i
Oy I =0 052 -0, TE] 0, TO | 0,021 |
a. | o 0,834 0,680 | < 0,025 1,021
Toa 0,154 | — 0,261 | — 0,483 | ..-J.|,H_‘,|-| — 0,086 | —0,630

Beyer, Baustatik, 2. Aufl., 2. Neudruck, 46
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