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Um die allgemeine Problemstellung der Elastizitätstheorie zu vereinfachen ,wird entweder der in y -Richtung unendlich lange Körper mit unveränderlichem
Querschnitt und gleichförmiger Belastung iß ( % ,z ) oder die dünne , durch zwei
parallele Ebenen begrenzte Scheibe A y -F ( x , z) betrachtet (Abb . 707 ) , deren Mittel¬

ebene am Rande durch äußere Kräfte belastet ist . Auf
diese Weise entstehen Grenzfälle der allgemeinen Lösungmit ebenem Verzerrungszustand (v = const , yyz — 0 ,
Yvx — 0) oder mit ebenem Spannungszustand (o-

j, = 0 ,
* ,jz = 0 , r yx = 0) .

Die Spannungen ox , oz , r xz der Scheibe sind parallel
zur Mittelebene und bedeuten bei endlicher Dicke A y = b
Mittelwerte , an deren Stelle auch die auf die Scheiben¬
dicke b bezogenen Längs - und Schubkräfte N x , N z , Nxz

. treten können . Die Beanspruchung und die VerzerrungArb . Tor . (j er Scheibe infolge der Querdehnung des Baustoffs
senkrecht zur Mittelebene werden vernachlässigt . Die

begrenzenden Ebenen der Scheibe sind also auch nach der Formänderung eben
und parallel .

Die inneren Kräfte der Scheibe bilden in jedem Punkte einen Tensor mit der
aus (920) bekannten Komponententransformation . Danach ist die Summe s der
beiden Längsspannungen ebenso wie die Momentensumme M der Plattenbiegung
unabhängig vom Koordinatensystem und eine skalare Funktion in x und z . Mit
ip —> f 0 oder ip - > y>'0 nach (921 ) entstehen die Hauptlängsspannungen , cr2 und die
Hauptschubspannungen t 12 = t 21 , die sich zu Isoklinen , Trajektorien und Linien
mit gleichgroßer Hauptlängsspannung und gleichgroßer Hauptschubspannung zu¬
sammenfassen lassen . Von diesen besitzt das Feld der Hauptlängsspannungen für

die bauliche Ausgestaltung der Scheiben besondere
Bedeutung . Es besteht aus den Zug- und Druckkraft¬
linien und enthält meist auch noch singuläre Punkte ,
deren Existenz , deren Lage und deren Eigenschaf¬
ten für das Bild des Kraftfeldes und damit für die
Übertragung der Kräfte Bedeutung besitzen .

Man unterscheidet singuläre Nullpunkte , singuläre Punkte mit endlicher Kraft¬
wirkung und singuläre Unendlichkeitspunkte als Folge der Scheibenbegrenzungoder als Folge von Einzellasten .

Um die Spannungen allein aus den Gleichgewichtsbedingungen (910) und damit
statisch bestimmt zu berechnen , wird die Xormalspannung ax nach Na vier linear
in z angenommen . Die Lösung gilt streng für einen ebenen Streifen , an dessen Enden
Kräftepaare wirken (Abb . 708) , und genügt mit der bei technischen Aufgaben not¬
wendigen Genauigkeit auch bei anderen Belastungen von Scheiben , deren Höhe
gegenüber der Länge zwischen den Stützpunkten klein ist , wenn der Bereich neben
Einzellasten oder neben LTnstetigkeiten der Begrenzung ausscheidet . Die statisch
bestimmte Beschreibung des Spannungszustandes ist daher bei hohen Trägern mit
kleiner Stützweite und im Bereich von Ecken , Knickstellen und Verzweigungendes Streifens unzureichend .

Der statisch unbestimmte Spannungszustand . 1 . Annahmen und Ab¬
kürzungen nach S . 643 . Der Spannungszustand ist eben und durch ax , o,,r xz be¬
stimmt . ov = t „ z = Tyx = 0 . Die Komponenten sy , yyz , yvx der Verzerrung sind

M
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v

Abb . 7OS .
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klein im Vergleich zu den übrigen Komponenten ex , e z , yxz und werden daher
vernachlässigt (e„ = y y z = y y x = 0) .

G = E
2 [ l + fi ) ’ f = es + ey + ez , s = a x + a z ,

s ist gegenüber einer Drehung des Koordinatensystems invariant .Z bedeutet die auf die Einheit bezogene konstante Massenkraft (Eigengewicht ) .2 . Gleichgewichtsbedingungen nach S . 643 .
d *7* i dr z x _- — 3 — = u .ax dz

do z
dz

dr xz
dx + Z = 0 , 2 (1049 )

3 . Elastizitätsgesetz nach S . 643.

Ex 2 G ' a ‘ s z 2 G ' a ’m -j- 1 / ’

” . = 2C (e,

7x

e

rx z~
G

~ ’

1 __ m — 2
2G S

»7T+ T '
( 1050 )

4 . Verträglichkeitsbedingungen nach S . 18 .
du du) du dws x ß x > e2 ß z >' Yxz I • ( 1051 )

Die Verwendung der Beziehungen 3 . und 4 . in 2 . liefert folgende Gleichgewichts¬
bedingungen :

G A 1A - j-
m

m — 2
de
dx

= 0 m de \ l
m — 2 dz ) ^ = 0 . (1052)

Aus der Addition der beiden nach x und z differentiierten Gleichungen entsteht
mit dZjdz = 0 die Bedingung

f)2fr d^fTA e = 0 oder A s = 0 , also — — 0 . (1053)

Soll diese allgemeine Differentialbeziehung des Spannungszustandes durch eine
Veränderliche F beschrieben werden , so muß diese die Gleichgewichtsbedingungen
(1049 ) erfüllen . Dies geschieht nach G . B.

__ d 2F _ d 2F° x ~
dz 2 ’ ° z ~~ dx -

’ ’

bei fehlenden Massenkräften auch mit

_ d2F __ d *F_° x ~ ~
Jz * ’ ° z ~ ~

dx * ’

so daß der ebene Spannungszustand nach
dingung bestimmt ist :

\ dx 2 ^ dz *) V

iry mit
d2F _r xz dx dz EX ,

»
( 1054 a)

d 2F
Xxz ~

dx dz ’ (1054 b)

(1053 ) und ( 1054 ) durch folgende Be-

^ + 2 94F +
34i7 - 0dx * + * dx 2 dz 2 ^ dz * ( 1055 )

Die Gleichung kann ebenso wie auf S . 646 in zwei partielle Differentialgleichungen
zweiter Ordnung zerlegt und nach (935) in Polarkoordinaten angeschrieben werden .

d *F
0 x2

d 2F"
dz 2 ~ s ’

AAF = d-
dr *

mit
— 1 dF

_l i OIE° r ~ T ~dV + TTcÄ ’

d 2s d 2 s
-v-5 + -rf = 0 , s = axd x* oz * + az * ( 1056 )

+ - f + 4 = o ■
y öY r * da “ / ( 1057 )

d *F d
a t — -

qT 2 ’ Zn ~~
dr

( L *L \
V r da. ) (1058)
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Die Funktion F ist unter dem Namen Airysche Spannungsfunktion bekannt .
Sie genügt nach (929) der Differentialgleichung einer an der Oberfläche kräftefreien
Platte , so daß die Ordinaten F mit den Verschiebungen w einer elastischen , durch
Randkräfte erzeugten Biegefläche mit den durch ( 1061 ) vorgeschriebenen Rand¬
bedingungen verglichen werden können . Die Fläche wird Airysche Fläche oder
Spannungsfläche genannt , da ihre Krümmungen nach ( 1054b ) die Längsspannungen
der Scheibe beschreiben . Diese Erkenntnis ist von K . Wieghardt verwendet
worden , um die Spannungen der Scheibe an der Formänderung eines dünnen

Bleches auszumessen .
Die Randbedingungen . Die analytische Unter¬

suchung des Spannungszustandes besteht in der Er¬
mittlung einer Funktion F ( x , z ) , welche die partielle
Differentialgleichung ( 1055 ) und die von Randkräften
X (x , z) , - Z (x , z) vorgeschriebenen Bedingungen für an
undr m ! erfüllt . Um diese auch bei einer allgemeinen
Begrenzung der Scheibe in einfacher Form auszu¬
sprechen , wird das Gleichgewicht der Kräfte an
einem Randabschnitt der Scheibe betrachtet . Nach
Abb . 709 ist

z>

■X ax cos (n , x ) + r zx cos ( n , z ) = X ,
r xz cos (n , x ) + a x cos (n , z ) = Z

Abb . 709.

und mit ( 1054b ) und
dx

cos (n , x)

d 2F dz d 2F dx
dz 2 dl dxdz dl

COS ( n , Z ) = — -
jj

- ,

d 2F da ^ 2P dr

dxdz ut ux ~ ul
kh ( 1060)

00

Danach lassen sich die Randbedingungen der Spannungsfunktion bei beliebiger
Begrenzung und Belastung der Scheibe in folgender Weise anschreiben :

J (Rx dz — Rz dx ) ,
h

(1061a)Fj , =
.)

'
[X (zk — z ) — Z {xk — x ) ] dl .

o
dF dx dF dz Rz COS ( l , z) + Rx cos ( / , x)dx dn dz dn

R t . ( 1061b)

Die Spannungsfunktion F und ihre Normalableitung dF/dn , sind daher in einem
beliebigen Punkte K des Randes bis auf die in ( 1061 a) und ( 106ijb ) nicht enthaltenen
Integrationskonstanten durch das Moment und die Tangentialkomponente R t der
Resultierenden der Randbelastung im Punkte k des Scheibenrandes bestimmt . Der
Anfangspunkt der Integration ist beliebig . Durch seine Wahl würden nur die
Integrationskonstanten in ( 1061a ) und ( 1061b ) festgelegt werden , welche auf die
Spannungen und Verschiebungen ohne Einfluß sind , da diese nur von zweiten und
höheren Differentialquotienten abhängen . Die Ableitung der Spannungsfunktion
nach der Tangente des Scheibenrandes ist an einspringenden Ecken und an den
Angriffspunkten von Einzellasten unstetig . Die Krümmung der Spannungsfläche
wird daher hier unendlich . Dasselbe gilt von der Längsspannung .

Die formale Lösung der Aufgabe ist nur in einzelnen Fällen möglich . Zwar
lassen sich ebenso wie bei der Integration der Plattengleichung (929) leicht Funk¬
tionen anschreiben , welche die Differentialgleichung ( 1055 ) erfüllen , dagegen gelingt



Spannungszustand in einer Halbscheibe . 715

die Befriedigung der Randbedingungen durch eine rechnerisch brauchbare Reihen¬
entwicklung nur bei denjenigen Scheiben , die nach drei und vier Seiten unbegrenztsind oder parallele Ränder besitzen . Das sind die Ebene und geradlinig , keilförmigoder kreisförmig begrenzte Abschnitte der Ebene . Aus diesem Grunde ist auch die
Umordnung der Belastung bei symmetrisch ausgebildeten Scheiben nützlich . Die
Randbedingungen werden auf diese Weise symmetrisch oder antimetrisch . Die
Anzahl der in einem Ansatz zu befriedigenden Randbedingungen ist dann kleiner
und der Ansatz selbst kürzer . Er muß die Differentialgleichung und nach ( 1060)oder ( 1061 ) differentiiert die vorgeschriebenen Randbedingungen erfüllen .

Spannungszustand in einer Halbscheibe . Randbedingungen für z = 0 :
a z = 0 , t xz = 0 oder vorgeschrieben .

a) Belastung durch die Einzellast P 1 winkelrecht zur Begrenzung (Abb . 710) .
_ P . 2 -P , cos a „ , „ „ ,F = ^ rasmoi , 0, = - ^ — a i = 0 > r rt = 0 , ( 1062a )

a z = a r cos2 a , ox = ar sin2 a , t xz = — ar sin a cos a . ( 1062b )
In rechtwinkligen Koordi¬

naten lauten die Gleichungen
( 1062 b ) mit | = xja , £ = zja

77777777777777777,7777777777777777-

Abb. 711a . Spannungen ae in den Schnitten z = —c
2 ~ ~ 2a (Kurve 2), z = — 3a (Kurve 3).

(Kurve 1),Abb . 710 .

n a (I 1

Die Abb . 711a enthält die Spannung a z für mehrere Schnitte z = const , die
Abb . 711b , c die Spannungen ax , r xz für mehrere Schnitte % = const . Die Span -

123 #
Abb. 711b , c. Spannungen az und txz w . . . >-
(Kurve/ ), x = a (Kurvet ), * — 3a/2 (Kurve 3), x = 2a (Kurvet ) .
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