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750 80 . Membrantheorie für Rotationsschalen mit stetiger Belastung p (a , ß) .

Pz = Pw sin2 a cos2 ß = pw sin2 a (0,8493 cos ß + 0,1699 cos 3 ß — 0,0243 cos 5 ß
+ 0,0081 cos 7 ß - 0,0037 cos 9 ß ± ■• •) . (1109)

Ein ähnliches Ergebnis wird von F . Dischinger auf andere Weise erzielt . Es be¬
steht aus zwei Gliedern und lautet

Pz — Pw sin2 a (0,85 cos ß + 0,15 cos 3 ß) . ( 1110 )
Der Ansatz ist in der Reihe ( 1109) enthalten , die also die Spannungen aus einem in
ß quadratischen Windgesetz namentlich mit Rücksicht auf die schlechte Konvergenzder zur Spannungsberechnung notwendigen abgeleiteten Funktionen besser wieder¬
geben würde , wenn der Ansatz physikalische Bedeutung hätte .

Die Voraussetzungen zur Berechnung der Spannungen in kreisrunden Zylindernsind im Gegensatz zu diesen unzuverlässigen Annahmen durch die Versuche der
Aerodynamischen Versuchsanstalt Göttingen beim Anströmen von Gasometer¬
modellen wesentlich verbessert worden . Die Abb . 771 zeigt das Ergebnis der Druck¬
messung im Bereiche eines mittleren Breitenschnittes . Die Schaulinie ist periodisch
und läßt sich daher durch harmonische Analyse in eine trigonometrische Reihe
entwickeln , die mit Rücksicht auf die schlechte Konvergenz der Spannungsberech¬
nung mit 6 Gliedern angeschrieben wird .

Pz = Pw ( - 0,655 + 0,280 cos ß + 1,115 cos 2 ß
+ 0,400 cos 3/3 —■0,113 cos 4/3 — 0,027 cos 5/3)

p w = 0,150 t/m 2 ,
p z =z — 0,098 + 0,042 cos ß + 0,167 cos 2/3

+ 0,060 cos 3 ß - 0,017 cos 4 ß - 0,004 cos 5 ß .

und mit
( 1111 )

Die Zahlenrechnung läßt sich durch die gemessene Druckverteilung (Abb . 771 )
nachprüfen . Ein Vergleich der einzelnen Windgesetze für den Kreiszylinder (Abb . 772)
zeigt nicht allein in der Druckverteilung , sondern auch im Spannungszustand
grundsätzliche Unterschiede , die auf die Brauchbarkeit der Ansätze ( 1107 ) und
( 1108 ) für doppelt gekrümmte Schalen schließen lassen .

Dischinger , F . : Schalen - und Rippenkuppeln . Handbuch für Eisenbetonbau . Bd . VI ,2 . Kapitel . Berlin 1930 .

a) Die Kugelschale . Die Kugelschale wird als geschlossenes oder als offenes
__ _ J_ __ Tragwerk verwendet und dabei durch einen oder zwein Breitenschnitte a 1 ; a 2 begrenzt (Abb . 773) . An den Rändern

sind in der Regel Ringträger vorhanden , da hier nach S . 748
nur tangential gerichtete Kräfte ohne Störung des Membran¬
zustandes in die Schale eingetragen werden .

Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (1094) lauten
für die Kugelschale mit Ra = Rß — a , ra — a sin a folgender¬
maßen :

Abb . 773.

{N aß sin «) + p x a sin oc+ N cosa +

sin « ) ~ N ß cos a + + Py « sin a = 0 ,

Sie lassen sich
N a + Np + ap z = 0 .

mathematisch vereinfachen .
1 0N , + 22Va/? ctgasin a dß

1 dN ,+ (Na — N „ ) ctg a + sin a dß
N a + Nff + ap e = 0 .



Die Kugelschale. 751

Bei rotationssymmetrischer Belastung sind die Ableitungen nach ß Null . Das
Gleichgewicht der inneren und äußeren Kräfte wird dann durch drei simultane
totale Differentialgleichungen beschrieben . Aus diesen folgt , daß

N aß = r^ j ^ sin 2 ocrfa + Cj , N ß = - N a - p z a ,

N « = ~
^ I^ J (A + A ct ga ) sin 2 (X <7a +

Bedingung für C2 bei geschlossener Kugelschale :

( 1114 )

« = 0 : ( 1115)

( 1116)

Bedingung für C2 bei offener Kugelschale :
a = ocj : N a = 0

oder einem vorgeschriebenen Betrage .
Ist p x = 0 , so wird N aß = 0 .
Die Gleichung (b ) in ( 1094 ) kann bei rotationssymmetrischer Belastung durch

die Bedingung für das Gleichgewicht aller senkrechten Kräfte oberhalb eines Breiten¬
kreises a ersetzt werden (S . 745 ) Sie liefert N a . Damit ist auch N ß bestimmt .

Zur Beschreibung des Verschiebungszustandes i genügt bei rotationssymmetrischer
Belastung nach S . 747 die Vergrößerung Ar a des Breitenkreises ra und die Ver¬
drehung ß der Meridiantangente .

A ra — ~ {Pz a + N tt ( 1 + fi ) ) ,
( 1117)

# = A [ W « - N ß) f 1 + (*) ctga + ^ {}iN a - N ß)] = ~ [P '
Z ~ (1 + p ) P v\

Die offene Kugelschale mit rotationssymmetrischer Belastung .
Für a = a x ist N a Null oder ein vorgeschriebener Betrag N a j, .

Schnittkräfte für Eigengewicht g der Schale (Abb . 774 ) .

N a = ~ ag
COS CCi— COS GC N .

/cos a, — cc
üg - - K—° V sin*2 a

— cos oc

Q» £Ar « = Eh sin rcosai — cos a .
“1a

L
—

sin^
— ( 1 + ^ - C0Sa J '

ß = Eh (2 + fi ) sin a .

(1118 )

-ag cos a -f +ag cos a , yifngtjcoscc,
Abb. 774 . Schaulinien für Eigengewicht .

■+--f -C0S «y
Abb. 775. Schaulinien für Schneelast .

Schnittkräfte für Schneebelastung p s , N a>1 = 0 (Abb . 775 ) .

N „ = - N ß = ( l — — 2cos 2 a ) ,

Ar„ = d2 pe sin a
"eT

ap .

¥ [(1 - -5bv) <1 + ' ‘> - 2 “ s* 4
& = — — (3 + ft ) sin a cos a .

( 1119)



752 80 . Membrantheorie für Rotationsschalen mit stetiger Belastung p (a , ß ) .

Schnittkräfte aus der Belastung Gh = 2 n a P sin a x durch die Laterne und den
Latemenring . N Xil = — P/sin a. 1 (Abb . 776) .

AL -AL _ p smgi j JPtt . \ orrJy == £ ä <1 + ^ ä
sinax
sin a J 0 = 0 . ( 1120 )

Äußere Kraft H zur tangentialen Eintragung der Laternenlast P : H = P ctg av
Längskraft im Laternenring NL = — Pa cos .

Die geschlossene Kugelschale mit rotationssymmetrischer Be¬
lastung . Für a = 0 ist Na = Nß .

Abo . 776 . Schaulinien für Laternenlast . Abb . 777 . Schaulinien für Eigengewicht .

Schnittkräfte für Eigengewicht px = 0 , p v = g sin a , p z

N cc 1 + cos a ’ AL — — —— ( 1 — cos a — cos2 a ) ,p 1 + cos a 1

= g cos a (Abb . 777 ) .

A ^ = 0 . ( 1121)

Die Längskraft A’
a in Richtung des Meridians erzeugt für alle

Winkel a zwischen 0 ° und 90 ° Druckspannungen .
‘Das Vor¬

zeichen der Lärigskraft AL wechselt bei a = «* . AT^ erzeugt
für alle Winkel a > a* Zugspannungen . Der Breitenkreis a*
mit dem Spannungswechsel Nß = 0 ist durch die Bedingung
( 1 — cosa * — cos2 a *

) = 0 bestimmt , so daß a * = 51 ° 50' .

a = 0 : N a = Ng = - ^ .

Um den senkrechten Auflagerdruck der Schale tangential zu¬
zuführen , ist eine waagerechte Kraft H = N a 2 cos a 2 notwendig .
Sie erzeugt den Ringzug (Abb . 778)

ist

S = Ha sin a., . Mit H = a g . ^
°S

——
2 * 1 + COS a 2

^ _ a 2 g sin 2 cc.>
2 1 + cos a2

( 1122 )

Verschiebungszustand für Eigengewicht nach Abschn . 80 :
a g 1 -f- fj, ( 1 — cos cc — cos 2 a ) _ a g 1 — cos a — cos 2 a + fi

e“ Eh 1 + cos a ’ E h 1 + cos a ’

^ tß Pa fj !
2 — cos a — cos 2 a

1 4 - cos a ’ A =* a2 g {1 + p)

r ( /Lc a A*a c:.0 dx = | cos _
f- 1 + C 1

!J sin a L v ' 1 + cos a |
1

und daher nach ( 1103 )
^ — sin cc[a ( ln (1 + cos . ) -

, + („7 » ) + ^ ]
~ApC l cosa .

(1123 )

( 1124)
w = A cos « pn (1 -f- cos « ) + j

—

Die senkrechten und waagerechten Komponenten t , A ra der Verschiebung sind mit
Abb . 779 nach S . 753

/ = w cos a -j- v sin a , dr a = — w sin a v cos a . ( 1125)A ra = — v! sin a -(- v cos a .
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Für a = a 2 wird v = 0 , so daß Cl berechnet werden kann .

so daß
Q =

V =

w =

A r . =

# =

Tin ( 1 + cos a 2) — -- 1 ,L 1 + cos otj I

, . f . 1 + cos a , 1 1 1dsm « ln —- 1 -- ,L 1 + cos a 2 1 cos a 2 1 + cos aj
a 1 + cos a 1 1 1 .^dcosa ln —[- h —- b —-- — A ,

[ 1 + cos a 2 1 + n 14 “ cos a 2ja2 g ■ f 1 + fl \w-r sm a ~{ ;— -- cos a ,Eh \ 1 + cos a J
ag'
Eh (2 + /x ) sin a .

( 1126 )

Die senkrechte Verschiebung w0 des Scheitels (a = 0 ) ist

*• = A +
(l + La, )

- lid ' ( 1127 a)
Sonderfall a 2 = 90°

» o = < = P h ( 1,69315 + 0,69315 „) , A r *
2 J | ( 1 + & ( 1127b)

Eine gleichförmige Erwärmung der Kugelschale um t ° erzeugt
Ar a — a t tasmoi , # = 0 . (1128 )

Abb . 779.

Schnittkräfte bei Schneebelastung .
(Abb . 780) .

Px — 0 , p y = ps sin a cos a , p z — ps cos2 a

N ß — — ~ cos 2 a . ( 1129 )
Bei a > 45 ° entstehen daher Zugspannungen aß

Die waagerechte Verschiebung beträgt
, a 2 p, . 1 1 + MAr ° = Th smci {

~T ~ — cos2
( 1130 )

und die Verdrehung der Meridiantangente
& — — (3 + ^ sinacosoc . (1131 )

Abb. 780. Schaulinien für Schneelast . Abb. 781. Schauliuien für Wasserauflast beim
Stützboden .

Wasserauflast bei Verwendung der Kugelschale als Stützboden eines Behälters
(Abb . 781 ) .

Px = 0 , A , = ° « Pz ~ Pw ~ 7 a {~
a
— cos ,

N a = — - [ J (y . — cos oc
'

j sin tx cosocdoc +

= — ■ya
„ sin2 a + 2 cos 3 oc + 6 CX1 .6 sm 2 ul « J

Da für a = 0 endlich ist , wird die Klammer Null und daher 6 Cx = — 2 .
Bi'ycr , B.iu . t .Uik , 2 Autl . 2 . NcmlriKk 48



754 80 . Membrantheorie für Rotationsschalen mit stetiger Belastung p (a,ß ) .

A7, . j£ (3 L _ 2 ! z^ ü
6 \ a sm 2 a

zJy„ = y as

GEH sin

N f = - ?£ - (3 ^ - - 6cosa + 2

a ^3 ( 1 — fi) ~ — 6 cos oc -f - 2 ( 1 + fi)

1 — COS3

sin 2 a
J .— rns3COS3 OL]

r2 a J

( 1132 )

0 = ? Eh Sma -

Wird die Kugelschale nach Abb . 782 als Hängeboden eines Wasserbehälters ver¬
wendet , so erhält die bezogene Kraft g unter Beibehaltung des Koordinatensystems
in den Ergebnissen (1121 ) bis (1127 ) das negative Vorzeichen .

Schnittkräfte durch Wasserauflast bei Verwendung der Kugelschale als Hänge¬
boden eines Behälters (Abb . 782) .

A , = o » A = o , a = + c°s «) ,

* a = (3 1 + , V , = 4 (3 i + 6cos « - 2
* 6 \ a sm 2 a / p 6 \ a

Zl r „ = 7~ -r sin a [

~
3 ( 1 — fi) - - + 6 cos a — 2 ( 1 + fi)yad

6EÄ
ya2

sm ^ a
1 — cos 3 a

§ = Vr sm « ■Eh

( 1133)

Abb . 782 . Schaulinien für Wasserauflast
beim Hängeboden .

Aus der Ableitung an einem Spiegelbild der
Abb . 782 folgt , daß # im Gegensatz zu ( 1132)
bei Rechtsdrehung der Meridiantangente
positiv ist .

Die Kugelschale mit einer vom Meri¬
dianwinkel ß periodisch abhängigen Be -
1 astung . Die allgemeinen Differentialgleichungen
( 1101 ) für das Gleichgewicht der Kräfte an
einer Rotationsschale lassen sich für i ?a = Ä

/S
— a

folgendermaßen vereinfachen :

dN a ß n + 2A7'a )Sn Ctg « + ; = — a X sin (*
‘

d a

^ + 2 N an ctga + ^ N aßn = - a [ Yn + Zn ctg « ) .
(1134)

Sie enthalten die Unbekannten in symmetrischer Form , so daß daraus neue Un¬
bekannte U1 — Nan + NX ß n , U2 = Nan — Naßn gebildet werden , die sich nach
H . Reißner auf Grund bekannter Regeln unabhängig berechnen lassen .

dUi
da .

-1- XJ1 (2 ctg a +
n \

sin a /

+ U2 {2 ctga - r^—
da 0 sm a

= + a (x n ~ Y„ +

n -f - cos a

— cos a v
( 1135 )

Bei Windbelastung ist ßx = 0 , fiv = 0 , p z = Jß Zn (a ) cos nß . Der auf jeden Schalen¬
sektor von der Winkelbreite njn entfallende Anteil bildet eine Resultierende . Je
zwei sind einander symmetrisch oder antimetrisch zugeordnet , je nachdem n eine
gerade oder eine ungerade Zahl ist . Sie geben geometrisch addiert eine senkrechte
( kF „ ) oder eine waagerechte Kraft ( Wh) , deren Wirkungslinie die Drehachse im
Schalenmittelpunkt schneidet (Abb . 783 ) .

Sonderfall Zn (a )
' = p sin a , n = l . Die Spannungsverteilung ist durch einen

Nullmeridian ausgezeichnet .
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a) Lösung der Differentialgleichungen (1135 ) . Die Gleichungen haben die Form
dU i TT-
J

- + U cp ^ W .

Die Substitution <p = <p
'l<p führt auf

(p U' + Ucp
' = cpcp , <pTJ = J cp cp da. C .

Durch Integration folgt

J cp da. = a = ln cp . = e "

und damit die Lösung
U = cpe

hä « da + C\ .
Die Integrationskonstanten ergeben sich aus der Bedingung , daß für a = 0 die
Schnittkräfte und damit auch U1 und U2 endlich sind . Die Integration bietet keine

Schwierigkeiten ; die Lösung lautet (Abb . 785)

L

Abb . 783. Abb. 784. Windlast pz =-P sin a cos ß . Abb . 785. Schaulinien für Windbelastung
pz = p sin a cos ß .

\ T _ P Q> COS OC « | n \ QiVa = - . .. (2 — 3 cos a + cos3 a) cos B ,a 3 sin 3 a v ' r

A'
« /; = - ^ —!ra (2 - 3 cos a + cos 3 a ) sin ß ,

Nß = -j- 4c - —4 (2 cos a — 3 sin2 a — 2 cos4 a ) cos ß .o sin oc

(1136 )

b ) Unmittelbare Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen (Abb . 783 u . 784) .
a -i/2

Wh = 4pa 2
J sin3 a ^ a J cos2 ßdß = (2 — 3 cosa + cos3 a ) .
ü o

Gleichgewicht aller äußeren Kräfte gegen Drehen um eine Achse ß * = n \2 in der
Ebene des Breitenkreises :

7112

Wh a cos oc + 4 Nal a 2 sin3 a / cos2 ßdß = 0 ; daraus N a nach (1136) .
o

Gleichgewichtsbedingung ( 1113 ) :

Nß = N ßl cos ß = — (pa sin a + Na ß cos ß ; daraus N ß nach (1136) .
48*



756 80 . Membrantheorie für Rotationsschalen mit stetiger Belastung p {a,/ ?) .

Gleichgewicht gegen Verschieben durch Wh und durch die Komponenten der
Schnittkräfte .Ya , X xß in Richtung Wh \

,t 2 .t 2

TT
'
a — 4iYa , a sin y cos y f cos2 ßdß + 4: N 0: ßl a sina / sin 2 ßdß = 0 ,

U 0

daraus N aß nach ( 1136 ) .
Reiüner , H . : Spannungen in Kugelschalen . Müller -Breslau -Festschrift S . 192 . Leipzig 1912.

_ Pasternak , P . : Die praktische Berechnung biegefester Kugelschalen usw . Z . angew . Math .
Mech . 1920 S . 1 .

b ) Die Kegelschale . Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen für die
äußeren Kräfte am unteren differentialen Abschnitt der Fläche erhalten mit Rß = co ,

Abb . 786 .

Rß dy dy , ra r z = y cos a , A'
a

folgende Form (Abb . 786 ) :
N , Xa-ß

■N y ß

y -

ox „
Oy

0Nul
Oy % N vß +

i a .v,

. (N y
- N e ) +

cos a dß
1 dKyß

VPx = o -

+ ypy = ü ,cos a Oß
N ß + ypz ctg a = o

( 1137)

d ( y 2)
dy

= - y2 Px

Rotationssymmetrische Belastung : Die Ablei¬
tungen nach ß sind Null , so daß die Schnittkräfte un¬
abhängig voneinander berechnet werden können .

^ = - ypv - ypz ctg « . N ß = — yp . ctg y . ( 1138 )
px = 0 : N yß = 0 .

Ableitung von N y aus dem Gleichgewicht der äußeren Kräfte an einem durch den
Breitenkreis r . begrenzten Schalenabschnitt . Das obere Vorzeichen der Schnitt¬
kräfte gilt für die gestützte Kegelschale , das untere Vorzeichen für die hängende
Kegelschale . Der Tragring der gestützten Kegelschale wird gezogen , derjenige der

hängenden Kegelschale gedrückt .
N v = -Fs — = T - 2-ö - . ( 1139)2jrr * sina Ttysmza

Verschiebungszustand bei rotationssymmetri¬
scher Belastung

r —►r + A rz
rz

E
~
h

y cos a
Abb . 787 . Schaulinien für Eigengewicht .

ctg a r
~E

(N ß ~ v N v)
'■

(N ß - pN, ) ,

( 1140 )

d fr [ ( 1 -r M ) (-V , - Nfi ) - y J ~
y (Nß - ft iV, ) ]

( 1141 )= ~
KT LCtg a

0
~
y

A ) - t* yPv + N v j ■

Eigengewicht einer geschlossenen Kegelschale mit gleichbleibender Wanddickc h
(Abb . 787 ) .

p z = g cos y , p y = g sin a , G = nr z yg ,
r - gZ

Ar , 2E h sin 2 a

Nß = Tgzctg > ct ,

Priv (2 cos2 a - ^ , 0 = T [ i + f* - ( 2 + f* ) cos2 a ] .

( 1142 )
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