UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
PADERBORN

®

Die Statik im Stahlbetonbau

Beyer, Kurt
Berlin [u.a.], 1956

81. Biegungssteife rotationssymmetrische Schalen

urn:nbn:de:hbz:466:1-74292

Visual \\Llibrary


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:hbz:466:1-74292

he Schalen.

TGH B1. Bieg teife rotationssymmetr

Die Wanddicke & stimmt also im Scheitel (¢ = 0) mit der Wanddicke i tiberein

und erreicht am Kim 11'0' : = 907 ihren U['I“lﬂ‘-"'l‘L h* = hifx. Die Wanddicke
nimmt also bei abgeplatteten Rotationsschalen (% < 1) gegen den Kampfer zu und
bei iiberhihten l\lhfl[itJ]‘.h‘-fElill['l'l {x = 1) ab. In tul len Fdllen wird das Eigen-

gewicht allein durch Langsspannungen abgetragen.

=, cosodF

Dasselbe gilt auch bei Schneebelastung, da die Bedingung p, cosadF
mit dy/dy = dF/dF erfillt ist.
Ahnliche Betrachtungen lassen sich auch fiir abgeplattete oder {iberhéhte Schalen

mit ellipsenférmigem Grundrifl wiederholen. Thre geometrische Verwandtschaft zur

Halbkugelschale kann z. B. mit 7fr = 4, §fs = 1, #/{ = x beschrieben werden.

81. Blt.gungsstmfe rotationssymmetrische Schalen.

Die Spannungen a, (2), o, (z) usw. sind nach den Bemerkungen anf 5. 744 lineare
Funktionen der De J_]Julh_é_!l'll i s €94 —= €5 der Mittelfliche und der Kriimmungs-
anderung d (1/Rg) = =,, :f(l;"Rm) #g 1h rer Ha wiptschnitte. Sie lassen sich daher
zu Schnittkriften zusammenfassen, von denen jedoch die Querkrifte s
Schnittkrifte N, und die Drillungsmomente M, , bei rotationssvmmetrischer
lastung Null si "Der Spannungszustand ist daher in diesem F

lle durch die §
den Schnittkrifte bestimmt:

oy | f 3 - . I il
Schnitt = = const: e =
Schnitt 8 = const: Ny, Mg, Oy, =0,
Sie werden fir ¢, = 0 und h < R, nach dem Hookeschen Gesetz chenso wie auf
747 und S. 645 aus der Verzerru II~I der Mittelfliiche berechnet.
- - -|II fl|I
N,=D (g, + te), N,=D (e, L pe), D=——, l
4 i ) ] — p PRy
728 (1176)
M, — B (x, + #5) » ,U__.. — B (%5 1+ W), B=— et ‘

£ J I‘Mc Verzerrung (e, Egy 7 , des differen-
1 Abschnitts der Mittelfliche steht mit
lxc-uq:-n;‘.enu-r- v, w des Verschiebungs-

ot zustandes (Abb. 769) nach S.747 in folgenden
.,_/_.v@ Beziehungen :
{"%‘*- Al o ote e
& — £ i
J"‘-I-hl Jrll ‘J":\'.
il
4 . :
- s fr (1177)
y Fa B i oty o
S Ssf # -
;9 oot .'llll.l- 'J'l‘.t
i x
e )
= i s

Auf dieseWeise sind 12 unbekannte Komponenten des Spannungs- und Forménderungs-
zustandes durch 9 Bedingungen miteinander verkniipft, IThre eindeutige Berechnung
gelingt in Verbindung mit den Gleichgewichtsbedingungen fiir die duBeren Krifte
an einem differentialen Schalenteil, die nach Abb. 805 folgendermalien lauten:
(Ny Rysina) — Ny R cosoe — Qg Rysing + p, Ry Rysine = 0, \
e = T . A = 5 : g
(Qu Rysine) + Ny R, sina + Ny Rysina+ p, R, Rgsinee = 0, [ (1178)
(M, R, sin 7..3’ .\f;. H.’- COS o — fj,x Ry Hfﬁ sing =10,
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Die Kugelschale mit gleichbleibender Wandstirke. 767
Um diese 12 linearen Gleichungen in mathematischer Beziehung ubersichtlich zu
losen, ‘-_’“'1“] die Querkrait (), bei der Untersuchung von Schalen mit konstanter
Wanddicke & und veriinderlichem Halbmesser R, (x) durch die Unbekannte ¥V,
=R m}(l bei Schalen mit stetig verinderlicher Wanddicke % () durch die Un-
bekannte U, = @, R, /A® ersetzt. Die Wurzeln des Ansatzes lassen sich dann durch
geeignete Verkniipfung der Gleichungen allmihlich ausschlieBen. so dal zwei simul-
tane Differentialgleichungen zwischen den Unbekannten V oder U und der Ver
drehung & der Meridiantangente entstehen, die sich durch gleicharticen Aufbau
auszeichnen. Sie lauten in Symbolen

L) +0-Fy(0) =—4 U, BU)+ U -Fyle) = A9 + D (), (1179)

Die Buchstaben 2 ( ) bezeichnen Differentialoperationen, die Buchstaben Filed),
F, (o) bekannte, mit der Schalenform vorgeschriebene Funktionen. Die Buchstaben
41, 45 sind konstante GrélBen, die von den elastischen Eigenschaften des Baustoffs
abhidngen, wahrend die Funktion @ (x) mit der Belastung py, P der Oberfliche
verschwindet. =

Die vollstandige Losung J enthilt neben der allgemeinen Losung | der homo-
genen Gleichungen (1179) mit @ (x)=0 ein partikulires Integral J, des inhomogenen
Ansatzes (@ (2) == 0). Dieses stimmt mit groBer Genauigkeit mit der Lisung fiir
den Lingsspannungszustand der statisch bestimmt abgestiitzten Schale (Abschn. 80)
iiberein. Daher wird die vollstindige Lésung fiir die biegungssteife Schale durch die
Uberlagerung der Schnittkriifte Naios Npoo Mao .1!;.,.'“ =0, 5=0 ans dem

Lingsspannungszustand mit den Schnittkriften N,, Ny My, M, O, aus der Rand-
storung erhalten.

Die allgemeine Losung des homogenen Ansatzes enthilt vier Integrationskon-
stanten, so daB neben den statischen oder geometrischen Bedingungen des Lings-
spannungszustandes noch zwei Bedingungen an jedem Schalenrande vorgeschrieben
werden kdnnen.

a) Freier Rand U =0, M, = 0.
b) Frei drehbare Lagerung des Schalenrandes Ar, = 0, M, = 0.
c) Eingespannter Schalenrand Ar, = 0, # = 0.

d) Bei einer Verbindung des Schalenrandes mit anderen Bauteilen sind die
gegenseitige Verschiebung 4, und die gegenseitige Verdrehung &, der Anschlufi-
flichen Null,

Geckeler, J. W.: Uber die Festigkeit achsensymmetrischer Schalen. Forsch.-Arb. Ing.-Wes
Heft 276. Berlin 1926.

a) Die Kugelschale mit gleichbleibender Wandstiirke. Die Kriimmung der
Mittelfliche ist konstant (R, = R, = a), Dasselbe gilt von der Schalendicke & und
daher auch von der Dehnungssteifigkeit D und der Biegungssteifigkeit B (k = const,
D = const, B = const). Unter diesen Umstéinden lassen sich durch Verkniipfung
von (1177) die allgemeinen Beziehungen zwischen den Komponenten des Ver-
schiebungszustandes der Mittelfliche und der Verzerrung des Schalendifferentials
folgendermaBen erginzen:

B = (e, —gy)ctga —e al Ydx= (Y. (1180)

s
Die Schnittkriifte unterliegen den Gleichgewichtsbedingungen (1178). Sie lauten
fiir R,=R;,=a
(Nysina)' — Nycosa — Qg sine + pyasine =0,
(Qesinax) + Nysino + Nysinax + p,asina =0, (1181)
Mi— (Mz— My)ctgae — Q,a =0.
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Die letzte Bedingung liefert mit (1176), also mit

Bl B ¥
M, = — - (& + udctga), My=—— (Petga + ud),
L(®) —ud =90+ ctga — dctgla —ud=— f;;_ 0,- (1182)
Aus den anderen beiden Gleichgewichtsbedingungen folgt
= - aF e aF P
Harwe—llactem = sinfo’ ‘\ﬁ ~ sinfa Yo — fat

mit
dF|da = p,sinecosa + p,sinax
und daher in Verbindung mit (1176) und (1180)
L(Q,) + 11 Qa = Q@ + QLctga — Quctgla+ uQy=Ehd —alp — (1 + p)p,]. (1189)

Auf diese Weise ist ein System von zwei simultanen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung entstanden, aus dem jede der beiden Unbekannten durch Wiederholung
der Differentialoperation L ( ) mit einer Differentialgleichung vierter Ordnung
berechnet werden kann. Die Partikularlosung #,, Oy, der vollstindigen Gleichung
148t sich nach E. MeiBner fiir die wesentlichen Belastungsfille angeben. Z. B, wird
bei Eigengewicht mit ¢, = gsina, p, = gcos« in (1183)
—a[pi— (1 + ) p,) = ag(2 + ) sina.
Die simultanen Differentialgleichungen (1182) und (1183) fiir &, Qo werden durch
den Ansatz @, = A, sina, Qgo = A, sin o erfiillt, wenn
Z4+uale . a3A,
A—p)1+12@/RTB (Q+mB"

A=

Damit sind @, Q4o und in Verbindung mit (1176) auch M,,, M, bestimmt.

Mg = Mpg=— = 4, (1 + p) cosa.

Diese Schnittkrifte sind im Vergleich zu dem Anteil aus den Randstérungen nach
S. 770 klein von hoherer Ordnung und werden daher vernachldssigt. Mit

Ouo=0; My=0, Myu=0

stimmt der Spannungszustand der biegungssteifen Schale bei statisch bestimmter
Stiitzung mit dem Lingsspannungszustand auf S. 751 iiberein. Dasselbe gilt damit
auch fiir den Verschiebungszustand. Das Ergebnis wiederholt sich bei den Partikular-
lsungen fiir die anderen rotationssymmetrischen Belastungsfille.

Die Schnittkrifte und Verschiebungen der biegungssteifen Kugelschale lassen
sich daher, wie bereits auf S. 767 bemerkt, mit groBer Genauigkeit aus zwei von-
einander unabhingigen Anteilen zusammensetzen. Der eine besteht aus den Schnitt-
kriiften und Verschiebungen des Lingsspannungszustandes durch die vorgeschriebene
stetige Belastung, der andere aus den Schnittkriften und Verschiebungen der bie-
gungssteifen Schale infolge der Randkrifte M, ,, 0y, usw., die zur Befriedigung der
vorgeschriebenen Stiitzung notwendig sind.

Die Schnittkrifte und Verschiebungen des Lingsspannungszustandes sind fiir die
regelmiiBigen Belastungsfille auf S. 751 ff. angeschrieben. Die Schnittkréfte und Ver-
schiebungen der biegungssteifen Kugelschale aus vorgeschriebenen Randkriften wer-
den aus den homogenen Differentialgleichungen (1182), (1183) fiir ¢ und @, berechnet.

Das Integral der homogenen GI. (1182), (1183) kann als Reihenentwicklung ange-
schrieben werden. Die Lésungen fiir ¢, 0, und fiir alle daraus abgeleiteten Schnitt-
krifte und Verschiebungen klingen vom Rande 4us schnell ab. Da jede Ableitung im




Die Kugelschale mit gleichbleibender Wandstirke. 769

Vergleich zu der nichst héheren Ableitung dann klein von zweiter Ordnung ist,
kénnen nach emnem Vorschlage von J. W. Geckeler die Funktionen 9 und ¢ ge-
geniiber ¢ in (1182) und die Funktionen Q. und @, gegeniiber QY in (1183) ver-
nachlissigt werden, um schnell zu einer iibersichtlichen fiir technische Aufgaben
brauciibaren Niherungslésung zu kommen,

Die Niherungslosung fiir & (z) und Q () entsteht also aus den Gleichungen

§ = — :—J B Q;=Ehd. (1184) L
Die Elimination von (), liefert mit >
: at ., 12(1 — p¥at fa ————— SE A k\<ﬂ \'\”ff-'._ :
4=2 Ep= 2080 “"ZV'JI V3(1— u%) , (1185) /\ e X'y
B 4G =0. (1186) = “;:i?““ wLz
Durch Elimination von # entsteht ' ”1
QI +- 440, =0. (1187) i

Die Gleichungen werden mit dem aus Abschn. 22 bekannten Exponentialansatz
gelost. Da hiernach beide Funktionen #, (), ebenso wie alle daraus abgeleiteten
Schnittkrifte und Verschiebungen schnell vom Rande aus abklingen, werden sie
je nach der Betrachtung der oberen oder unteren Randzone auf den Winkel oy
= (& —oy), dwy =da oder w; = (ay —a), dw, = — da als unabhiingiger Ver-

dnderlicher bezogen (Abb. 806). Daher ist in beiden Fillen

?=¢ ¥4, coskw + Apsink w) 4 ek®(Agcoskew + Agsinkw), 1

K ) (1188a)
Qo =e""*(d;coskw + Aysinkw) + ¥ (A;cosk w + A, sinkw), |
oder nach S. 141 auch
{)J = Cye~*@cos(kw + ) 4 Cye*?cos(kw + y,) . (1188 Db)

Die Integrationskonstanten A5, 4, und A,, 4, oder C,, y, einer Losung fiir die ge-
schlossene Kugelschale mit w, = ay — o als unabhiingiger Veriinderlicher sind Null,
da die Bedingungen ¢# = 0, (), = 0 im Scheitel nur auf diese Weise erfiillt werden
kénnen. Die Funktion 9 (e) und (Q, (w) verlaufen daher ebenso wie alle abgeleiteten
Funktionen der iibrigen Schnittkrifte und Verschiebungen nach gedimpften Schwin-
gungen mit dem Winkel 2x/k als Schwingungslinge und z als logarithmischem
Dekrement. Sie klingen mit wachsendem w um so schneller ab, je groBer k& ist. Der
EinfluB der von den RandstSrungen des Lingsspannungszustandes herriihrenden
Randkrifte M,,, Q., ist daher auf eine schmale Randzone beschrinkt. Das Er-
gebnis 1aBt sich auch leicht auf Grund des St. Venantschen Prinzips einsehen, da
die Randkrifte im Gleichgewicht stehen. Es bestitigt die Richtigkeit der Annahmen
fiir die Naherungslosung, da die zweiten Ableitungen #”, 0 den Betrag k? als
Faktor enthalten, und daher als Glieder des linearen Ansatzes (1182) oder (1183)
wesentlich groBere Bedeutung besitzen als &, & oder O}, 0,.

Die Losung # und (, offener Schalen nach (1187) enthlt streng genommen vier
Integrationskonstante, die aus vier Bedingungen fiir die Verschiebungen oder fiir
die Schnittkrifte an den beiden Schalenréindern berechnet werden kéannen. Ist die
Schalenzone (@, — ;) jedoch breit, so klingen die von jeder Randbelastung her-
rithrenden Komponenten des Spannungs- und Verschiebungszustandes so weit ab,
dal je zwei Integrationskonstante 4,, 4, und d,, 4, oder C,, v, und C,, y, unab-
hingig voneinander aus
(;51=.:' ko (4, coskm + Adgsinkw) und Q,=e¢ *”(A;-coskw + A sinkw) (1189)

C
Beyer, Baustatik, 2. Aufl, 2. Neudruck 49
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angegeben werden konnen, je nachdem der Breitenunterschied w, = 23 — o oder
@, = & — &, vom unteren oder oberen Rande gerechnet wird.
Rechenvorschrift. Im Bereiche des oberen Randes der offenen Kugelschale ist

Qx= Ce*“1cos (kew; + ) (1190)
im Bereiche des unteren Randes

Q= Ce *cos(kwy+ ). (1191)
Die Gleichungen bilden die Grundlage fiir die Berechnung aller Komponenten des
Spannungs- und Forminderungszustandes aus den Gleichgewichtsbedingungen (1181)
und den Vertriglichkeitsbedingungen (1177). Das obere Vorzeichen gilt in der obe
ren, das untere in der unteren Randzone der Schale.

Ny=—Q,ctga=—Ce*°cos (ko + y)ctga,

_ - 3 ] - ; =l L TR
N,=—0.=4Cky2e¢**sin|{kw | y i ) s

£ I'j” 2 k=

T T —ke gin (£ |y

v hE : ¢ WE © e 11':' g

B, = e o ey L e oy (1192)

My=——(t '+ pdrctga) & — = ¢ =TC = 253 V2e %% cos ..J'E O+ Y+ )
— Betp o 7
M, =uM, — =

@

l A Fa Irn: \ ] B3 Yo .'_Ja e ~te ) o r"":'?;‘
S =yt aiptsp okl eSS (U — #0xclga) & — "

Die Néherungsldsungen fiir M, und g, lassen sich ebenso begriinden wie die Ver-
nachlissigung von (J, neben Q; in (1183).

Die Integrationskonstanten C, y sind bei starrem Unterbau durch die Stitzung
der Schale, am oberen Rande durch vorgeschriebene dullere Krifte bestimmt.

1. Der untere Rand ist unverschieblich, aber frei drehbar gestiitzt

w=0, a =0y EzaotEsr =& =0, 1 (1193)

Mot Myy= Mya=0=M,,,]
wenn die Dehnungen des Lingsspannungszustandes wieder mit g;, bezeichnet
werden. Die Biegungsmomente M, , sind Null.

g : f Ty - 7
[ a=C——2k1Y2cos(p+>)=0, dh yp=
Mis= Gz 2 ) 2co g oh e Al = | 0
- ¢ (1194
8pg=Epgq— C sin [.’1," = B e =2 52 |
2. Der untere Rand ist starr eingespannt. w =0, x = o5.
9 B SRR
=14+ C ’,‘Ilr__.hllll,'-'={),
) Y o i 3 SN f TN l'}-
£gs = €p2,0 — ¢ GE Sinly -i-fl =10, (1195)

2 ¢ . y 89,0 1
fir #3020 ist =0 und C= - hE .

3. Der obere Rand ist durch einen starren Druckring abgeschlossen. o =0,

=0y,
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e BN
fffﬂ r'-'lh-l,n =G 5 5 s1n .,f.. i (18 ‘
=90 +C25 sin y =0, (1196)
fir d),~0 ist p=0 und C=—"12}E

Damit sind in Verbindung mit (1192) auch alle Komponenten des Spannungs- und
Verschiebungszustandes aus einer Randstérung der statisch bestimmt gestiitzten
Schale bekannt (S. 766). Sie werden mit den zugeordneten Komponenten des Lings-
spannungszustandes iiberlagert,

{2 |

Biegungsspannungen am Rand einer Kugelschale bei Belastung durch Eigengewicht.
(Vgl. Abb. 777, oy = 609
1. Der nntere Rand ist unverschieblich, aber frei drehbar gestiitzt. Nach (1129) ist fiir den
Langsspannungszustand

; y ag 14 un CK cos? o . 5 1
Ea 0= = -\_,.,,u - -l! .':' — i und mit y = 8 g == Oty
; — 0,8 — 0,25 6578
32 " = {25
ik 1 + 0,5
Fiir a/h 200 ist nach (1185)
B=1200)3.0,9722 = 18,49,
s0 dalB nach (1194)
= 0,278 b
L=ag = 001064 a g, Y = J
% ] 2 % 4

Die Schnittkrifte nach (1192) infolge der Randstér
den non

Ng = —0,01064 a ge " cog :f.# @ -+ ._i ctp o,

Np=—0278ag: ko eog (R w) .
Wy = —0,0815 a ghe borgin (k w),
5 l.tl"': % # = 0,00311 a g h ctg we=*" sin ilf.-‘-.- W= E :
{f \ L
'.”.'J' = U .Tfﬂ - B L:; & . Abb. 207

Die Lungskrifte N, sind-gegeniiber Ng o aus dem Lingssp:

mungszustand zu vernach-
> Ng = '\I.a'a'.u - .\'f. sind in Abb. 807a fiir die Randzone

rt die Biegungsmomente der Randzone.

ldssigen. Die L

darg

S0 % I

estellt. Abb, BOTh =z

F

2, Der untere Rar t starr eingespannt,
I"iiv den Lingsspannungszustand ist nach (1123) und (1126)
pro G : o R
Eqa g = LJ_.‘L-.H == By o= (2 + p)sin e = — 1,878 =
Die Randbedingungen (1195) lauten dann mit ¢ C,ag
— 1,878 + C, - (683 sin p = 0,
; i 3
0,278 — G, 26,12 sin | y | =0,
h s
oder \
in |y - ) + 190,1 sinyp = 0,
\ 4/
tg = - =10223 , w = 120 30' = 0,2182,
180,1 2 — 49
878 ; S
3 LBTS 00127, € =00127ag.

683 sin

-'_T'I'n' f’-:.u &= ) ist =

, € = 00151 a

49*
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Die Schnittkrifte nach (1192) infolge der Randstdrung werden nun

-4%5 i) a -{‘J:t. =—0.012Tage *®cos (kw4 y) ctg o,
{ \
-q12 ;\'f =—0,332agetosin (ko yp -+ 'i \.
L7 1/
=4 o
oo ‘ ,
g = M //’: My=000T3agh e=koons | ko -+ 1 s
L + Aw-5° i 1)
| | ! Betgx — S : Ny
qﬁ| 4 # = 000372 ag kctg o e-*@sin (k w + y)
- o
L <4 g TR
49 Pl 7] W= W Betga g
E?.fl > i) | -3 =
r
wr’ Die Schnittkrifte sind fiir die Randzone 50% < » < 60" in Abb. 808
-gaz M, dargestellt.
B : :
: # Schnittkriifte in elnem Stlitzboden bel Wasserauflast f=2a,
L 20 = (Vgl. Abb. 781, =, — 40%)
40 Der Rand der Schale ist starr eingespannt,
| Nach (1132) ist mit f = 2a, g =1, og=40°
fik
%l £ Lo ga _3 f ) = 8 cosc 2 (1 4 ) 1 — cosBayd
B =" FE R —p) — 6Geosog + 2(1 + p) ——
2 et Ek 6 L a’ it . ) gint g
at
: —0.585 7
i
fil
4 e ..
406 agh Abb. 808, By o = EF sin oy = 0,643 T

Aus (1185) folgt mit a/h = 25
k= }25)3.0,0722 = 6.53.
Die Randbedingungen (1195) lauten nunmehr mit € = C;ya?
0,643 + Cy853siny =0,
— 0,585 — C; 9,22 sin [
oder ;

. R AN 2 ;
—5,03sin(w 4+ — ) +499siny =10,
\ & J,'

; & 5,93

o . 4 ¥ tg p = ! = (0,0017,
F=i5 i.f 2a MY 2 —593

p = 5%14" = (.0915 ,

C;=—00826, C=—00826ypa’.

Abb. B09. Schnitthkrfte im

(Fiar ft3 9 = 0 ist y =0, € =—10,0896 y a® )
Die Schmittkrifte infolge der Randst6rung sind nach (1192)

Ny = 0,0826 yate-kocos (kw -+ y) ctg a,

== Y
Ng=10,762 y ate-*sin (k w4yt 1] .
4 4
. = 3 = Ry
My=—0223 yathe-tvcos f/.re w4+ /| :
\ _1_
Beotgoa - + T
- #=—0,0242 yat hctgo e~ *¥sin (k w + ) ,
Beotgoa —
Myt M= =B %
o
Die Schnittkrafte sind in Abb. 809 dargestellt.

Verbindung einer Kugelschale mit verwandten Tragwerken. Der
Spannungszustand eines elastischen Gebildes aus einer Kugelschale mit verwandten
Tragwe rken erfihrt keine Ande tung, wenn die Verbindung am Anschlufl der Kugel-




Schnittkrifte in einem Stiitzboden bei Wasserauflast, 773

schale durch einen Breitenschnitt gelést wird und die inneren Kriifte an beiden
Ufern als fuBere Krifte zur Belastung hinzutreten. Diese sind rotationssymmetrisch,
die Lingskrait N, nach S. 745 aus den Gleichgewichtsbedingungen bekannt, die
Querkraft (), oder ihre waagerechte Komponente H = X, und das AnschluBmoment
M, = X, statisch unbestimmt. Sie lassen sich aus der Bedingung berechnen, dall
die gegenseitige Verschiebung §, (positiv im Sinne von X,) und die gegenseitige Ver-
drehung 4, (positiv im Sinne von X,) der beiden Ufer des Breitenschnittes Null sein
mussen, wenn die Forménderung des vorgegebenen Flichentragwerks mit der Form-
dnderung des Hauptsystems durch die Belastung und die iiberzihligen Schnitt-
krifte X,, X, iibereinstimmt. Diese wird ebenso wie
in Abschn. 24 als virtuelle Arbeit berechnet. Nach
Abb. 810 ist

1, ES'1 £ lr.'r.'j’m = Xlé'n T XEal‘Z:I =0,

Ay
]2(52 — Iz{l'jm - );I 621 + };2622} = U . ,.]':;, ‘_.;
Jede Kompanente é,y, 8,y usw. des Verschiebungs- i .ai-b.:_an

zustandes besteht aus zwei Teilen (8, = 639, + 649 5,

Oy = Oy1,1 + dyy,2 UusW.), von denen &y 4, d4; 1 usw. durch die Forminderung der
Kugelschale, 0,5, 6y;,0 usw. durch die Forminderung des angeschlossenen Trag-
werks, also durch die Forminderung torsionssteifer Ringe, Platten, Kegel- oder
Zylinderschalen hervorgerufen werden.

Die Vorzahlen 6y ,, 8,5, werden aus (1192) fiir die Randbedingungen der
Abb. 810 berechnet.

1. Belastungszustand X; = 1 (Abb. 810).

Randbedingungen:
Myp1=0, Qaz,1 = —Sinay; y'!=—;£, C=—Y2sinug.
da = %sinz o, dga=—— %—F% sin oty (1197)
Schnittkrafte nach (1192).
Nyy= V2sinage* cos {k o+ -}:] ctge,
N;,=2ksingze*~cos(kw),
Ve =— EE;.E e—k® gingysin :ii'e w+ %) )
My, = % e~*% sin gy sin(k w) , )
Qe1=— V2 e—*e sin oy cos (kw + T:':l :
Ary = Tq;; sin oy e cos (kw)sina .
2, Belastungszustand X, = 1 (Abb. 810).
Randbedingungen:
Mygs=—1, Qus=0; v=3, =22,
Bus 1 =75 6,&1:—2;—:3 5in12=—-1i%sin::2. (1199)
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Schnittkrifte nach (1192).

ahE i
Nyg= spg ¢ TUsin(kw)ctga,
hE o
Ngg=— - e~kwcos (ko + k8
' J2k2 B \ 4/
ﬂ — 3 — ko . k )
%2 = 55¢ cos (kw),
i et = (1200)
M, ;=—7V2e**sin (kw + —-) :
" \ 4
AR BN e
Qs g == =S a et sin (k ),
2 = L B
A¥y g =— ———e~*® gin o cos (ko - 1)
: J2 k% B \ 4

Die Belastungszahlen 8, 4, 64, ; gelten fiir die nach Abb. 810 b abgestiitzte Kugel-
schale. Thr Spannungszustand ist statisch unbestimmt, da die Stiitzkrifte nicht
tangential zur Mittelfliche eingetragen werden. Hierzu ist noch eine Schubkraft
H=—Ngycos o notwendig (vgl. S. 752). Die Belastungszahlen werden daher in die
Anteile dyp 4, 5 ; fiir die statisch bestimmt gestiitzte Kugelschale und die Anteile
030,15 09,1 fiir die Kugelschale mit den Randkriften X, = H, X, =0 zerlegt.
Die Anteile 8, ;, dyy ; sind nahezu die gleichen wie beim Membranzustand und da-
her nach 8. 7511f. bekannt. Die Anteile 8}, ;, 63 ; sind mit (1197)
5’10,1 =Hdy,, 0,1 = Hazl_a' (1201)
Damit lauten die vollstindigen Belastungszahlen

é‘m,rl — 5-10,1 i éiu. 1 aw,L —_ azﬂ, 1 _'+' 'j;.f.l.l'

Bolle, E.: Festigkeitsberéchnung von Kugelschalen. Ziirich 1916. — Lichtenstern, E.:
Die biegungsfeste Kugelschale mit linear verinderlicher Wandstirke. Z. angew. Math, Mech,
1032 S. 347.

b) Die biegungssteife Kegelschale mit gleichbleibender
Wandstirke. Der Kriimmungshalbmesser R, ist unendlich, der
Winkel & konstant und daher nicht mehr als ortsbestimmende
Koordinate geeignet. Er wird durch den Abschnitt y der Mantel-
linie ersetzt, so daBl ds = Rgdo. = dy, Ry = yctge, Damit
lassen sich die allgemeinen Beziehungen (1176), (1177) zwischen
den Komponenten des Spannungs- und Verschiebungszustandes
mit ( )’ fiir d( )/dy folgendermaBen anschreiben:

Ey = E'u = ':_-’I E,f:’ — 1-'—”".'5@_:‘._‘: A — :':y: 19”, l .
i : (1202)
Abb. B11., H}? = _:F_ g e IE-"', J
-Ny s=r :#:’ gl = T * a:' ; A:ﬁ = I::F _-:'Eg_1 + U '.'f\:l , D= 1 ﬁ—El;fﬂ':
\ 3 : : = >
M *ﬂ—B(ﬁ'_; uf‘ Mo Bl LA B-—....E;‘L’ | (1203)
e i 7 s (A gy T

Belastung und Schnittkrifte eines differentialen Schalenabschnitts unterliegen den
Gleichgewichtsbedingungen (1178). Sie lauten fiir die Lingskrifte

{-Vw ',V:]’ = *'\",5' T ?&?.r = 0 und fgu .?J\', = 'N-ﬂ tg o+ ?: Y= 0 (1204:
oder in einer Gleichung zusammengefaBt und integriert
(Nytga+ Q) v+ [ (Bytga + p)ydy +c=0. (1205)
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Dazu tritt

(M, ) — _Uf,. —Q,v =0 oder y M, 4 M, — .uﬁ —Q,y=0. (1206}
Aus dieser wird mit (1203)
. - ﬁ' {Jl-r f
vy 4 ¥ — — = ---ﬁl ; (1207)

Durch die Verkniipfung der Beziehungen (1202) entsteht
(¥ .rﬁ']‘ =g, — B tga, (1208)
Die ])l’.‘l'l]‘ll]l‘lgt"n gg und £, Werden aus (1104) berechnet. Hierin ist nach (1204)
Ny=—(0,9) ctgo. — p. v ctgo,
Ny=—0Q, ctgo — f ctge mit F(y) = f (Pytge+ £ )udy +c.
Damit N, fiir y = 0 endlich bleibt, ist die Integrationskonstante ¢ fiir die geschlos-

sene Kegelschale Null. Auf diese Weise kann aus (1208) die folgende zu (1207) simul-
tane Differentialgleichung entwickelt werden:

. ] O ¥) T
¥ (@, )" + (0, 9) — {._” S tgto -9 - @ (y)
; {1209)
mit (f)[jl_‘] =

Fy) : .
U 4wy, tga— by |
Die Losung #, O, besteht aus dem allgemeinen Integral der beiden homogenen
Gleichungen (1207) und (1209) und aus einem partikuliren Integral der inhomogenen
Gleichungen, das sich fiir Eigengewicht #, = g sina, $. = ¢ cos « folgendermalen
entwickeln 140t:

TR e R e AR T St £ R 3 T
. FIL} T d} [)J} = [1 T ').'“ sin*og — 4 cos .-'.] E_C“‘; E1% .\.l_ll.'.'
Wird @y = 0 und #; = 4,y angenommen, so ergeben
£y ctgio - g, ctgta
> e o ok Poi= o SEE 2
=0 I E ' Vo T E ¥ |:1 1 1]|

eine partikulire Lésung von (1207), (1209). Aus dieser folgt mit (1203)

g; ctg® h? - 5
Quo=0, M,y=Ms=-42———- — = const. (1212)

Die Biegungsspannungen einer statisch bestimmt gestitzten Kegelschale (Abb. 786)
sind also im Vergleich zu dem Anteil aus den Randstérungen nach S. 776 klein von
héherer Ordnung. Der Spannungs- und Verschiebungszustand kann daher durch
die Angaben auf S. 756 {f. fiir den Lingsspannungszustand beschrieben werden. Das
gleiche gilt von allen rotationssymmetrischen Belastungsfillen.

Die Integration der homogenen simultanen Differentialgleichungen

: i gt ot ) E A} Oy ¥ e A ('} e T i':_l‘,__:l — b E 1
v o' 4 @ e s y (O, 9)" + (@, ) T hE tghe-d ot
oder V20, +3yQ, =hE tgta- 9 [

kann nach den Bemerkungen auf S. 769 vereinfacht werden, da die Funktionen
4, 9 und 0, (, im Vergleich zu den Ableitungen 9" @/ klein von zweiter Ordnung
sind. Der elastische Zusammenhang liBt sich daher mit‘groBer Genauigkeit durch
die Gleichungen

& =—0,/B, 320! =hE tgta 0 (1214)
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heschreiben, so dall entweder § oder @, eliminiert und aus ciner der folgenden

(ileichungen berechnet werden kann:

7 o I — [.’.rLJ“ == 0,=0 |
i (1213)
T A lstosa - 5
oder (y V)" + ———— 1 0 mit yvQ, =1, |
e erste Gleichung stimmt bis auf den Beiwert hAE tg® o/ B y? 4 ke 44 mit

{1186) tiberein. Dieser ist im Vergleich zu (1185) nicht mehr konstant, sondern q_'iiH-
mit y verinderliche, vorgeschriebene Funkition. Da die Integration aus diesem Grunde
in der Regel Schwierigkeiten bereitet, zerlegt man den Bereich I — & nach
J. W. Geckeler durch Breitenschnitte in Zonen mit annihernd konstantem L
und begniigt sich mit dieser Niherungslésung. Dabei kann die Vorzahl 4/L.4 in den

beiden Randzonen mit v = a oder v = [ gebildet werden. Die ortsbestimmende
Koordinate des Winkels & wird auf den oberen Rand
x = 5 x . G e
; (sp=¥—a, ds;=dy) oder auf den unteren Rand
N (sg=1—=2, dsy -d ) bezogen, je nachdem die Unter-

w

suchung den Spannungen am oberen oder unteren Rande

gilt (Abb. 812). Die Gleichungen (1215) lauten also
a1 i hE teto FLE hE

s B at 7T YR

oder mit

£ | 3 (1 ) : 3 (1 o p ok
= 5 ,u” tg?» und = f te? o (1216)
Abb. 812 2
allzemein
1By e e :
.Y H — : — — ¥ auc 449 = 217
e i s ¢ und mit I n auch oyt L 44 0. (1217)

Die allgemeine Lisung dieser Gleichung ist auf S. 769 erértert worden. Sie enthilt
vier Integrationskonstante, von denen bei geschlossener Kegelschale C,, y, wieder-
um Null sind, da die Verdrehung # und die Querkraft 0, aus Symmetriegriinden
an der Spitze Null sein miissen. Die Losung der Differentialgleichung lautet dann

¢ =e"1(Aycosn + dysing) oder d=e"C cos(p+ ), n=s,/Ls. (1218)

Die Integrationskonstanten A,, 4, oder C,, v, sind durch die Randbedingungen
bestimmt,
a) Frei drehbare, unverschiebliche Stiitzung des Randes:

g =1ts0+8=0, V=0 +&=0. (1216)

b) Starre Einspannung des Randes:

Ep=tpt+28,=0, O =0,+8=0. (1220)

i j
Mit # sind auch die Schnittkrifte aus der statisch unbestimmten Stiitzung der

Kegelschale bekannt (1203).

¥

M,=—B¥,M,=--B(ud+4d/y), Q,=—B# ,N,= —Q,ctgx, Ny=(N,y). (1221)
Sie klingen um so schneller vom Rande aus ab, je groBer 4 ist, und bilden zu-
sammen mit den Schnittkriften des Lingsspannungszustandes aus der Belastung

(S. 756 ff.) das endgiiltige Ergebnis,

M,=M, N,=N,+N

v v Vo

usw, (1222)

T
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Die Gleichung (1218) dient auch zur Berechnung des Spannungs- und Verschie-
bungszustandes der Kegelschale fiir eine vorgeschriebene Belastung durch Rand-
krifte X; =1, X, =1 (Abb. 813 u. 814). Das Ergebnis wird bei der Berechnung
von zusammengesetzten elastischen Tragwerken (Abb. 825 u. 828) verwendet.
oy a) Unterer Rand (Abb. 813).

~] Belastung X, 1.

L2
On o M, i
l"l COs .rl._:'i,
F 2 v2costx " l | lli“
o= —— g eOS Ty, ;
: L. E] el
M, = L, sinasinija, |
2ol (1, = g "=sin g (sIn 17, — COS 4. | Abb. 814,
Belastung X 1 .
" 2 da
Bia= — —=sin g, by =5 |
2 y%cost . |
9 LR T e e (e L 165
# = — et cos 1y, B — I3E hsina 2 (sin 7j, — cos JI.._.].i (1224)
e = 2 ; '
M, = —c ™ (sin i+ cosn), Qy=—jesiny;,
b) Oberer Rand (Abb. 814).
Belastung X, = 1. 9 42 12
= " = -i e 1
di; L ERCOS % 0y = 5 sin« .

LOSIE ' |

= ra Sl peta i
: AT oA, e AL e T ' (1225)
i 53¢ s %(sin 1, + cos ), %= LEh 1 cos 1, I { /
M, = Ly sinasini,, (, = —e Msine (sin n; — cos ).
Belastung X, = 1. re :
; 2 R ot
0o = 5H SITL &, r‘Jﬂz oiie]
L 2o : ;
m Y e e TL BT [ 3 S
# = Fe UL oS 1y, Ay, = — TR % (sin ¥, cos 1), (1226)
- 2 ‘
M, = ¢ (s, +- cos 1)), (y= — e s ij.
po

Werden die Randkriifte X, X,, mit einem anderen Richtungssinn als in Abb, 813
und 814 festgelegt, verwendet, so sind die Vorzeichen in (1223) bis (1226) {nt-
sprechend abzuandern. Fiir die Belastungszahlen gelten die
Bemerkungen auf S. 774, (Vgl. auch dic Beispiele auf 5. 7861f.)

Um die Niherungslésung (1218) mit konstantem.L nach
S. 776 zu verbessern, wird die Gleichung (1217) schrittweise filr
schmale, etwa 0,5 m breite Zonen & — 1, & und Mittelwerte 1/L;,
usw. aus den Abmessungen der Zonen angeschrieben. Zur Be-
rechnung der Integrationskonstanten der Gleichung fiir die
Randzone 1 dienen die Stiitzenbedingungen. Die Gleichung (1218)
liefert die Randbedingungen fiir die Lisung der zweiten Zone.
Die einzelnen Schritte der Rechenvorschrift sind also vo
einander unabhiingig, so dall keine mathematischen Schwierig-
keiten entstehen. . ) ABb, B15.

Die allgemeine Losung (1188b) der Differentialgleichung fur
die offene Kegelschale mit den Breitenkreisen rq, r, enthilt
konstante C,, y; und C,, y,, die aus den vier Bedingungsgleichungen fiir den Ver

vier Integrations-
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O

schiebungs- und Spannungszustand an den beiden Réndern bestimmt werden
miissen, Da jedoch die Wirkung aus den Randstérungen schnell abklingt geniigt bei
offenen Kegelschalen mit #s eine Niherungslosung, bei welcher die Integra-
tionskonstanten C,, y, zunichst ebenso wie bei der geschlossen
Ca=0,

Kegelschale fiir

s = 0 bestimmt werden, um sie bei der Berechnung der Integrations-
konstanten C,, w, aus der voll gen Losung mit den Bedingungen am Rande
Y = a zu verwenden.

Um die elastischen Eigenschaft chale mit denjenigen der Zyli
schale zu vergleichen, konnen die alleemeinen Differentialgleichungen fiir die S
nungen und Verschiebungen auf S.774 nach F. Kann auch dadurch vereinfacht
werden, dall die Biegungssteifigkeit der Schale im Breitenschnitt, die Querzusammen-
ziehung des Baustoffs und die Verschiebung v des Breitenschnittes in Richtung der

'||:'J"_
n-

1

(M, =0, =101 0). In diesem Falle folgt aus

T, e
n aut 5,774

hlissigt werden

und mit Ny,=—D— tga

(1227)

Blyw’)'+ wl®% 5 y—0. T
3 Pa!

Diese Differentialgleichung der Biegelinie des Meridians zerfillt nach H. ReilBner
in zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die mit Zylinderfunktionen
riert werden konnen.
m die mathematischen Schwierigkeiten bei der Integration der Differential-
r Funktionen

jl‘.-h_';‘
|
gleichungen (1207) und (1209) zu umgehen, konnen die Ableitungen d

#, 0y, v205 in den Differentialgleichungen (1213) und in den Differentialbezie-
(1

221) der Schnittkrifte nach S. 130 durch Differenzenquotienten ersetzt
Diese werden fiir

hungen )
werden, so dall funfel
die Intervallgrenzen einer Aufteilung des Integrationsbereichs /
angeschrieben und bilden zusammen mit den Randbedingungen in den Breiten
hnitten y a und y = [ einen vollstindigen Ansatz zur eindeutizen Berechnung
Unbekannten. Die Rechenvorschrift dient auf S. 789 zur Untersuchung des
opannungszustandes einer Zylinderschale mit verinderlicher Wanddicke.

rige Differenzengleichungen ent

- g 1n Strecken A v

Zirich 1917, — T
1icher VW oe
ilotrichter.

Ka und S

Heft 20. Berli

¢) Die Zylinderschale. Grundlagen der Ldsung. Die allgemeinen Be-
| ziechungen (1177) zwischen Verzerrung und Verschiebung de:

Mittelfliche werden durch schen Eigenschaften

die geomet

T 'l ” y . £
[ der Zylinderschale R, 0, Rode=dy, o =90% ctge =0,
T a const vereinfacht. Mit der Abkiirzung ( ) fiir
o dy ist nach (1177}
.|l a
g — £ E y /I,--ﬂ,} ]
¥ - | 12
i ¥ \.I' ]
."l i et = '
lr-. I
so dall die Schnittkrifte nach dem Hookeschen Gesetz (1176)
Abb. 810, folgendermalen angeschrieben werden kénnen:
_\.'? — Dy o=l N D == 4 ' M= —B#¥ , M.=—uB i’“-\
\ ' i Iy \ i £ i fi ‘

(1229)
i | e )

Lot . ]..;_;_I_J.—_rluﬁ"
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Sie unterliegen den Gleichgewichtsbedingungen (1178)
I i 1 ‘.\‘l i L
N,+9,=0, Q + _u.-“T +p =0, M,—0Q,=0. (1230)

Lésung fiir unverinderliche Wandstéirke k. Die Steifigkeit D der Schale
gegen Dehnung und ihre Steifigkeit B gegen Biegung sind konstant. In diesem
Falle liefert die dritte Gleichgewichtsbedingung (1230) und die Zusammenfassung
der ersten beiden Gleichgewichtsbedingungen in Verbindung mit (1228) und (1229)
zwel simultane totale Differentialgleichungen. ' .

Z o v D(1— pt) i
TP L85 QU = - 9 — Hi ':':Pv (1231)

Durch die Elimination der einen Unbekannten entsteht die Differentialgleichung
fiir die andere.

. 4 2 s A o 4 r "
1 B e T, ) I¥ 1 e e
¢ YT 3 B '-‘_}bz a ow.l 4 Qu’ LI T | {’]y y i ._.:?I;z a pu’.' ’ (1939
1 3(1 —puy (1232)
Th hE.at

Die Verkniipfung von M} = (), mit den iibrigen Gleichgewichts- und Vertriglich-
keitsbedingungen liefert die Differentialgleichung der Biegelinie des Meridians
-+ 1 N,

sl F T 5 ] N = - | 0

Wiy W (}5; = M r:y N,= ‘f?ﬁndﬁ +C. (1233)
Die vollstindige Losung der Differentialgleichungen fiir Q, oder w besteht aus einem
von der Belastung $,, p, abhiingigen partikuliren Integral Q,,, w, der inhomogenen
Gleichung und aus der allgemeinen Losung Q,, @ der homogenen Gleichung mit
vier Integrationskonstanten.

; 0,=0,+0, W=, + . (1234)
Fliissigkeitsfiillung ;
¢ L4 at e
Pe=0, Ng=0, p=~py 10 =10, W= —poyys—syy. (1235
Fiillgut im Sinne von S. 14:
3 i Ps, mazx ¥y e
?ﬁk =0 ’ ‘mli.r e n' ?5:: =E= ]ﬁs. r.n.u{l pr WWJ ’ QJ.fa = i .." .'.“-,I-i i ’ I
L d|=t)
i )
: 1236
TP} — £ ﬂ; 1 JI;" =¥t ( }
= = Puomes 55~ B T, () ] ‘
L A
Die homogenen Differentialgleichungen
a’"(? ; AT o e
rﬂl".;}‘ 5 e 4: Q'y = '0 Gdef ||"[_1,.L].l | 4_ w - (} {133‘}

sind auf S. 769 gelost worden. Das Ergebnis (J,, @ unterscheidet sich allein durch
die Bedeutung der Integrationskonstanten. Sind diese aus den Randbedingungen
bestimmt worden, so lassen sich alle Komponenten des Spannungs- und Ver-
schiebungszustandes anschreiben. Aus ,(y) wird

N,=—[p,dy+C, Ehw=a*(Q,+p,)+paN,, (1238)
Ny=—a(@,+ 1), Ehd =a* Q)+ ;) —pap,.

Aus w(y) folgt
Ny=—[p,dy+C, Ny=—Eh+pN,, ©o=u, } (1239)

M,=—Bu" My=—uBw’, Q,=—Bu",

]
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Die Untersuchung wird daher auf die Ableitung des Spannungszustandes aus den
Verschiebungen w beschrinkt. Nach Abb. 816 ist mit (1237)
LA A i it

,".;' -J[—”,:,.:_* = dw =0 Odﬂl' T,r ’?]‘T i 4 1w = 0, Az 1’_ 3 n= e “240)

&|

Der Buchstabe L bezeichnet eine fiir jede Zylinderschale charakteristische Linge,
welche ven den Abmessungen des Breitenschnittes und von den elastischen Eigen-
schaften des Baustoffs abhingt. Sie betrigt bei Verwendung von Eisenbeton mit
= 16

L=a: |/ V30—p) =a:13l = (1241)
{/L =4 ist eine Schalenkonstante, y/l = 5 die unbenannte, ortsbestimmende Ko-
ordinate. Nach S. 769 ist
w=C,e*Mcosdn+ Cyetsindn + Cye*cosdAn+ Cye*sindy (1242)
und mit = A ens At C, = — 4, siny; usw.
auch w= Ay e cos(An+y) + Ay e cos (An+p.) .

Der abklingende Anteil der Funktion allein ist eine periodisch gedimpite Schwin
gung. Die halbe Wellenlange ist I, = =l{A = w L, das logarithmische Dekrement m,

%f‘r* I ny

lang nach einer Richtung. Bei cllesen sind die Integra-

a b so dall die Amplituden der Funktion @ und aller ihrer Ab-
aberar fard | leitungen mit jeder halben Welle auf 1/23,14 des vorher-
P | ‘y | gehenden Ausschlags zuriickgehen. Sie klingen also um
| g, | schneller ab, je groBer A oder je kleiner L ist. Aus
) & # | diesem Grunde gelten Schalen mit ! > 7L als unendlich
F’r ! tionskonstanten Cy, C, oder 4,, 4, Null, damit die Wirkung

ty zw | der Randkrifte in % = 0 fiir y = oo verschwindet.
threr Ford Die allgemeine Rechenvorschrift zerfillt daher bei
Abb. 817, hohen Zylinderschalen mit / > 7L in zwei Teillésungen

fiir den unendlich langen Zylinder, bei welchen 5 sowohl
fir w, wie fiir w entweder vom oberen oder unteren Rande gerechnet wird
(Abb. 817). In beiden Fillen ist nach (1242)

w = ¢ (C,cosAn+Cysiniy) und mit dw/d(An)=1w" usw.
w = —¢*[C, (sindn+cosdn) + C; (sindn—cosdn)],
1[ ) ‘f 1A% e )+ Ca i 0] (1243)
W= "(Cysindn —Cycosdn), |
w'=—2¢"[C,(sindn—cosdy) — C,(sindn+cosdn)],
r Eh - T ! 4 w
W= a3 (wo + w) + u N,, W=+ _i :
3 _ (1244)
M,=—Buw'= (g 75') o Ay B o=l (w:“" i £ 29

Das Ergebnis (1244) gilt selbstverstindlich auch fiir die vollstindige Lésung @
(1242) der homogenen Differentialgleichung. Es bedeute t mechanisch die Uberlagerung
der Verschiebungen w, und der Schnittkrifte N,,, N, der statisch bestimmt ge-
stiitzten Schale aus der vorgeschriebenen Belastung p,, . mit den Anteilen
w, JI;, M, aus den Biegungsmomenten und Querkriften (X, bis X,), welche durch
‘Randstérungen, also durch statisch unbestimmten AnschluB der Schale, un-
verschiebliche Lagerung und Einspannung des Schalenrandes hervorgerufen wer-
den. Sind die Randkrifte bekannt, so 148t sich der Verschiebungs- und Spannungs-
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zustand der Schale nach der folgenden Rechenvorschrift anschreiben:

w=w,+ X, w, Ny=Ngyo+ 3 X;Ny,, (t=1,...,4). (1245)

Die Komponenten wy, N, aus der Belastung der statisch bestimmt gestiitzten
h]igllllt\-\‘tt‘]]tt n Schale stimmen ebenso wie bei der K ugel- und Kegelschale nahezn
mit den Schnittkriften und Verschiebungen des I..mg,m?pd[||1u1]§,_,.¢11;-,1_.|_m1|_-h iiberein
und sind in einzelnen Belastungsfillen mit diesen identisch. Daher konnen die Kom-
ponenten wy, x;-’u nach den Angaben in Abschn. 80 eingesetzt werden. Die Schnitt-
krifte N,;, M,,; und die Verschiebungen w, der l.)j(_'gL]I'J.g:'w:ilL"i[L'I] Schale werden fiir
X, =1 aus den homogenen Gleichungen (1237) berechnet. Dabei sind die iibrigen
Randkrifte Null. Die Integrationskonstanten werden dabei allerdings in der Regel
fiir die Randbedingungen eines nach einer l{ithtvlw unendlich langen Zylinders

angegeben, zumal diese Losung bereits aus Abschn, 2
Losung fiir X; =1 (Abb. 818a):

D gt 9 42

2 bekannt ist.

W= i€ lcosidy, O = — 355 ¢ " (sindn 4 cosdy),

v 2a = - al a!
Noyp=—- I e*cosdn, M,,=-—Le*sindy, (1246)

Qoi=¢*" (sindny—cosdn).

Losung fir X, = 1 (Abb. 818b):

i BT g R 4 at : [ 1

Wy =—ygp ¢ (cosAy—sindy), Oy = ;555 ¢ cosdy,

T 2a in ‘ - a R A A
Ngg= —z—¢""[cosdy—sinky), My=c¢ I(sinin+cosdy),; (1247)

g, Ll
Qya=——F— ¢ "sindy.

Die AnschluBkrifte X,(i = 1. .. 4) sind durch die geometrischen oder statischen
Bedingungen aus der vorgeschriebenen Abstiitzung

3 (1 .4) der beiden Schalenrinder a, & oder
durch ihre Verbindung mit benachbarten Bauteilen
(Platte, Kegelschale, Kugelschale) bestimmt. Die
Buchstaben bedeuten dann die gegenseitige Ver- __L
schiebung der Rinder oder die gegenseitige Ver- % |
drehung der Endtangenten der benachbarten rota- 5
tionssymmetrischen I lichen (§; =0, + 0;q0, vl
S.773). Auch hierbei wird in der RL”L‘i mit dem

einseitig unendlich langen Zylinder gerechnet, um die Aufgabe zu vereinfachen.
Nach 1[31-6] und (1247) ist

512,-9_-: (521,‘:‘.;' 3

E -:l'l Ii ﬁ"’:

F).m o — 1._]—;_:—1" .

===, o (1248)

1. Starre Einspannung des Randes a(y = 0) eines unendlich langen Zylinders.

r&, = .Y ()”_ """ Ynoio __' &m
=X 65+ X003 émru,
Mit (1248) und 8, = w,q, Oy = @5y Wird
A f E k .
Xo=M,= - }J-j (Wqo + L) s I

oy (1249)
*'}“_1 S (.J:.- = ‘_- rul (2,9 + Lig,). J
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2. Gelenkige Lagerung des Randes a(n = 0) eines unendlich langen Zylinders.
E g W } 4 y

M,=X,=0
und 0= X, 0, + 0;,=0,
; ¥ LE
also mit (1248) = —0Q,= [I; Wy (1250)

Damit sind nach (1244) auch die Formidnderungen und Schnittkrifte bekannt.
Zylinderschale mit /& = const als Behilter (Abb. 819). Der untere Rand
des Mantels ist im Behilterboden starr einge spannt, der obere Rand kann frei,
gelenkig gelagert oder ebenfalls eingespannt sein. Um die strenge Losung der Auf-
{:;il"r'c zu begriinden, sollen die Abmessungen des Behiilters eine relativ groBe cha-
rakteristische Linge L bestimmen und daher die Integrationskonstanten der
Lésung (1242) von den Bedingungen an beiden Randern abhiingen. Nach S. 760 ist

po=—yy=—yLiy, W= —yz=An. (1251)
Die vollstindige Losung @ = w, + @ der inhomogenen Differentialgleichung lautet
daher nach (260) transformiert
W= —7y ';L At + Uycos A5Cofdn + Upcos Ay €indn + Uysin A nCojiy
Uysindn©indy. (1252)

Werden die Ableitungen der Funktion w nach der Verinderlichen (An) mit w’, @
usw. bezeichnet, so sind nach (1244)
1 B B il

ot My=—zz9", My=—przw", 0,=— W (1253)
Die Funktionen " usw. sind auf S. 141 angeschrieben. Die Vorzahlen sind
1 1 1/, 4 _ B Ej 1
=— /3= (1— u?, et (1264
L a hE L2 da F3(1— pd)? \ )

so daB die lll[tf.!'l’d'[ltil'lwiﬂll]‘s[d]][[['I U; ... U, leicht aus den Randbedingungen fiir
A7 =0 oder 45 =2 berechnet werden kénnen.

1. Oberer Rand frei, Ay =0 mit @™ =0 und w'~ = 0, unterer Rand ein-
gespannt Ay =4, mit w =0, w = 0.

: I%? cos A Gin A + sin AEof A — "Hfl-«f Eof A :
U= 1 e 4 j =0,
E [ A {cos® A Lu]- e
R T st (1255)
U ,faf cos/ SEind— sin A4 Gof A — 1/2 - cos A o 4 8 ‘
2 YER cos? 2 4 Egf2 22

. Oberer Rand E:L‘]L‘I]]ﬂg gelage rt Ay =0 mit w = 0 und w "~ = 0, unterer Rand
r_muup.mnf An =4 mit w 0, w=0.

la® 1 ‘,wm_JLEuU —sin Gin A — cos 4 Gof . l

e YER Eoj 4 Ein A — cosAsin A
= (1256)
U.=0 U p oo bat Ifd-cosd @in AL sind g,,IElJ‘—Cl:a,JLn},J [
- AR B B Eof A Bin 4 — cos 4 sin

3. Oberer Rand uingo«pannt A7 =0 mit w = 0 und w’ = 0, unterer Rand ein
gespannt An =4 mit w = 0 und @’ = 0.

a

lat (Gind 4 sind)sini — 4 (sin A@p{ A L cos d Sin )

5 =0, Usg= — J
d TEn A(Sin®2 4 — sin? 4) :
Uy— —p @ Asin2GofA+cosd@ind) — Gindsind+Gind) | oz
Eh Z(Bin*i — sin? A)

{a® (Gojld — cos .'Jl[-::m A+sind) — 21 m) BSin A
4 Eh A(Bin2 A — sin® 4) 3

1’_:'1'_'_. -

"
)
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Damit sind auch alle Komponenten (1253) des Spannungs- und Verschiebungs-
zustandes bekannt. Ihre Berechnung.wird durch die bekannten Tabellen der hyper-
bolischen Funktionen von K. Hayashi erleichtert. Sind diese nicht zur Hand, so
kann in der Regel (h < a)

e e 1

Bind = @ofd= 5 &
gesetzt und ¢* als num In ¢ = num A nach Taschenbiichern bestimmt werden. Das
Einspannungsmoment ist dann fiir y =1 und g = 0 in allen 3 Fillen

as A%,

My~ ySer(h—1). (1258)

Berechnung eines Wasserbehiilters.

a) Vollstdndige Lésung nach (1252) fiir starre Einspannung des unteren Schalenrandes.

a=90m; I=9,0m; } = 0,30 m; alh = 30. 7 | +
e I
9,0 : |
Nach (1241) ist L =——1— =1,258, e al-z -
1,31 30 / | | s
{ e [ o i
A=717, y=1t/m*, E=2100000 t/m?, { ! =
:GE : '\_‘_\_-\_‘ 1
v g5 = 116610, L i vl
; R Y ; : - 00 m— =
1. Oberer Rand frei. Nach (1255) ist I/, = 0 und Abb. 818,

< o 409,64 1 504,60 — 14,34 - 409,64
a2 EB . - X = bbbt 0y . -7
Uy=—1,156-10 N BT = 18,89 - 10-7,

409,64 — 504,60 — - Ii" - 408,64
1.17

{'rE-'_: '['-:'I.z =adbn s e e 4230‘!"‘: = =165+ lt'_?n
il

! }l 1 Oberer Rand frei

2 s »  Belenkig gelagert
—! 3 " »  ingespannt
& o Irel, B 0, 8.5. 700,

[ 1 | l
10
Vo ] B |
— — 4 4 .
= '
I |
v i ! | |
-~ A} ! e e
| ] O | B [
. = I s e =
-2 -7 g 7 2 d i 5 & 7

Biegungsmament My in mé,
a4 g2 g T T R R S (R
Ausbiegung v in mm

Abb, 820.

damit nach (1252) und (1253) mit (1251)
w=—0,161-10-27 5+ 10-7[18,89 cos 4 1 Eof A n 4+ 4,15 (cos A Sin 4 5 + sin 4 5 Eoj'i 1],
M,=0,614-10-°[1f 39sindySiniy 4 4,15(sininCofin — cosdy Sinin)].

Am unteren Rand is M, = 6,08 mt/m, |
2. Oberer Rand elenkig gelagert. Nach (1256) ist

U= U, =0, U,=23.05-10"7, Uy =4,15-10-7,




s
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=]
v )
e

3. Oberer Rand starr eingespannt. Nach (1257) ist

Up=0, U,=2306-107, U,=1588.10-%, U,=—1,385-10-1.

sind in Abb. 820 dargestellt. Die Ringkraft N,
f

ung i und die Biegungsmomente
1 der Ausbieg

Die Au L
ist nach (1244) proportiona
b} Niherungsweise ist fiir alle 3 Randbedingungen nach (1258)

9,02.0,30 _

o

M, = 10— 7.17 - 6,17 = 5,97 mt/m.
.90 !
¢} Die Teilldsung (1243) fiir den unendlich langen Zylinder ergibt nach (1249)
Edqe
M, = _)y (A — 1) = 6,12 mt/m.

Der Verlauf der Funktionen w und M, stimmt mit den Kurven I und 2 Abb. 820 so gut {iber-
ein, dal der Unterschied in der Zeichnung nicht hervortritt.

Untersuchung eines Wasserbehiilters nach (1234) bei verschiedenen Randbedingungen.
a) Starre Einspannung des unteren Schalenrandes.
a=230m, I=90m, k=03m, allk =10.
Nach (1241} bt L= =0 e (558,
1,31} 10
A=1245, »= 10 t/m?, Eh=0,63-108,

Fiir den Lingsspannungszustand 1st nach (1154)
L5 -4 ‘\ £l

a?

e = [ i wrel )

ity = -—II.L_TLt—_l], Wy =
Abb. 821, Damit wird nach (1249) das Einspannungsmoment
LEE A ¢ a® | a? L3 o 3

M,=X.=————|—=y=—=—F+Ly=—]|=——(A—1) = 2,166 mt/m

# aat N TED Ek/ 2 /

und =
r i s ;
Xy=—-7r(@E4i—1) =625tm,

so daB nach (1243) und (1244) Forminderung und Schnittkrdfte bestimmt sind (Abb. 824a).

2] i, TR LS.
W = _-l-/i_‘_ [1 - 7] — g—*1 |I COS 4 1) - l ] — 7 }gili] A I]]
N L) 4 &

NI Eh _
=)~
k ® Y. " f F T A\

=2 e T . - ) A
¢ ¢ M,= 121 a""-'{SIn?. n— |1 —|cos A7 ].

,t;-i-

Abb, 822, 2 \ \ T
b) Elastische Einspannung in eine Kreisplatte (Abb. 824Db).
1. ForménderungsgréBen nach S. 773 fiir die Kreisplatte mit Tabelle 63.
E hx8
h* =040 m, N= —k,, = 11520 mt.
12(1 — p®)

Ky = By =0 y— 0] wk=10, M. =0,

Xe=1! 8o 4= bl 293,2.107%, w¥—=— —ﬂ-z———c.rs,.——.—:a:}:s-lrj-“-f!fl: M, ,=—1.
Bt At T A 2N(14+p) s
N = lad SO =
P ;:_'.?I t}lﬂ.l;o' 1520_1__' -.Jm = — 2265 . 10-8.
Iat ' " s o 2
it gy el B, — (1 + p) D, = 5365 - 10-5 (P, — 0,184 By),
M, o=y 2 (3 4 4) By = 16,07 Dy

] 16 \

2. FormanderungsgriBen fiir die Zylinderschale nach (1248)
dyp.0 = 39,5.10-%, dyo s =—547-107%, 85,2 = 1512 10"
Sqp,s =ity = —128,6. 10-%, Ogp s =wh, =143 - 10-%




Untersuchung eines Wasserbehiilters bei verschiedencn Randbedingungen.

3. Berechnung der Anschlulkrifte nach S. 773 mit Oer = Beaiy + Oy .

Xy = 14,518 tfm ,

Xy= 8,133 mt/m .

4. Forminderung und Schnittkrifte der Schale Abb. 824b. Nach (1243) und (1244) ist

Y 5 (=) -+ 14,518 w, -+ 8,133
=—128,6: 10-5[(1 — ) — e *"(cos ] b B Ak st Al
M,= 14,518 M, + 8,133 M,
- — 2,358 ¢=*¥ (sin 7 —344cosdy).
5. Forménderung und Schnittkrifte der Platte. Abb. 824 b.
w¥ = 5365+ 10-% (P, — 0,184 P,) — 8,133-335-10-5 P,
= 1{) in_-\"_r[i.{.{l- t,,b[ — 087 u‘n:‘-

M, = 16,07 ®; — 8,133.

c) Elastische Einspanuung in eine Kugelschale. Abb. 824c.

1. Formiénderungsgrofien fiir die Kugelschale nach (1197)
und (1199) mit
a* =4 .67 m, B*=020m, a¥*(i* =23 35,

Nach (1185) ist

k= 72335305722 = 6,32, J; = 695 - 10-%,

und mit o, = 40, sin o, = 06428, E ¥ =042. 108,

fsJ[Ij'—-:IH_]‘l”_G. Ia‘.”ll = 122,565+ 10 ."'. "1_\-*3'1;5]3']‘_‘"".

Abb. 823,

Mit ¢ 9 - 4,67 -cos gy = 12,68 m und ffa* = 2,69 wird nach (1132)

10,1 =Arzs=—138.10-% und Js, 4= gz =33,3-10-5.

Die Horizentalkraft H betriigt nach S. 752 mit (1132)

5, e e
H = —Ng,co5m= + % _t;‘ :._:; I::‘ — 2 1 :_":.:I‘::I;;-x"' | cos gty = -+18,1 t/m
und damit nach (1201)
054 =15,1 .88, 1. 10~% =818 107%, 0%o. 1 =—15,1+122,5+107% = —18b0-10-%,
s0 dalB
§,5.4 = (—136 4 B78) - 10-% = 742 - 10-%, Ja0,1 = (33,3 — 1850) 10~* = —1816,7 - 10-®
2. FormanderungsgroBen der Zylinderschale wie unter b).
1+ 5. 773 mit dpa =845 + Orrs.

3. Berechnung der AnschluBkriite na

2] X5

97,6 [ 1772 | — 613.4 Xy =—2,634 tfm,

- 179,2 i 64,2 1802,4 Xy= 2,011 mt/m.

4. Forminderungen und Schnittkrifte der Zylinderschale nach (1243) und (1244)
w=—10-%.128,6 [(1 — ) + 1.6T e *" (cos A5 — 0,613 sin 4 5}],
M, =3917*"(sin 4 5 -+ 0,513 cos A7) .

ale nach (1192)

3. Schnittkrifte in der Kugelsc

5.04 sin (kw) — 2,84 sin | A @ + ,—| .
4/ ]
50

M, = (X, + H)M; + XoMy=2—""

deyer, Bat ik, 2. Aufl, Neudruck
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d) Berechnung fiir Temperatur und Schwinden bei eingespanntem unterem
Rand.

Die Forminderungsgrofen aus X, 1, Xy 1 werden wie auf S. 784
4y = 39,6 10-%, Oq9 = — D4,7 - 1078, Oga = 161,2 - 10-5.

o |
!
[ | :
v
| s
[
! / =5
Gsgmmy_
Ne=sco

Abb, B24.

10+ 10~8

‘emperaturwirkung ist nach (1157) mit o,

=ty =—cst-a=—350.1.10-8, Gog =0 .

Damit lauten die Gleichungen auf S. 7

Formanderung und Schnittkrifte betragen

X,

X

39.5 i

= 547

54,7 |30+¢

I5L,2

W =

M = —0,551 ¢~ *" (sin 1 1

nach (1243)

- cos A7)

Xy=1,522+¢ tim,
Xq=0,561+¢ mt/m.

' {1:-::-1-4] Abb. §244d

30.¢.10-5[1 — &~V (cos A 4 sin A n)],

o

Berechnung eines Silos.

l. Geometrische Grundlagen.

Pa=239(1 —¢%), pp=

P maz,

Zylinderschale: a = 3,(
Eh=0,42.108%,

!

Kegelschale: o= 45¢,

E h* = 0,525 - 108,

= 1525, n=!
*=4924m, p*=0,25m,

L*

afh =15,

L =0,T88 m,

=

¥ = 0,7 tfm?,

k= 0,248,

u=0,44,
2,09

Po,max= {008

= 13,75,

0,7 3
= _ — 9 O
e, MAx U,-j--f- :' ‘—_—‘ﬂ!‘ ]
" 1,5
&p =

9.62(1 —e

0,44 + 0,248

! l—9 99—y
i K:.-- -

PR Gk T N

Jm, i=98,0m, & =0,20m,

L=00891 m,

= 10%/355,

2. Belastung. Fiillgut: Roggen. Nach S. 14 ist (Abb. 825)

FlU = 3/2,

= 9,62,




Berechnung eines Silos. 187

Zylinderschale: $, = —239 (1 — &%),
f [ TN
Kegelschale: pF = —p,sin*a — p,costa = — §,01 l'\l —e B
irucr 4
P B L sy o R0 =3
19,43
3. Formanderung der Zylinderschale,
a) Membranzustand. Nach (1155) ist
3.0°
wymm == e s JOT0. 230 (]l — e *) = —513.10-%(1 — %),
0 0,42 39 (1 ) 31,3« 108 (1 )
51,3108
By= ]—.—,_;,— 8t =TS s IO =
13,75
so daB mit y = 0:
Sip.a=—24,8-10-%, Oy 5=1,94.10-2. |
b) Fiir die Belastung aus X, = 1, X, = 1 (Abb, 826) ist nach (1248)
G112 = 72,6108, dyg, g = — 122,6 - 108, 83a,5 = 415,0. 107, |
4. Formanderung der Kegelschale.
a) Membranzustand. Aus den Gleichgewichtsbedingungen (1138) folgt ¥ |
Npo=—y*p, = 6,01 y* (1 — e=**) 4 ‘
und A i
(Nyoy*)' = 6,01 y*(1 — &™), E’
woraus
. % 19,432 i
0 B e | s = 0,878y |
Nyo= 6,01 L'Z’- - 19,43 ¢ N ¥ (¢ g ‘I'_.' Abb, 824,
Damit wird nach (1140)
% f 19,437 19.43% o0l
Ar,0=81-10-8 (1 — ) — | L — 19437 (1 - 55) — =5 osazl
ik i L2 \ ¥* ) yr i)
und nach (1141) .
3 { 19,432 ; yEs 19.43* |
Bl 46 - —a Vi, SR T — 10. Loy, e ooh =078 |
@3 11,46 - 10 [2 3 ¢ * 19,43 + 2 ™ IMSJ o |

Die Formanderungen am Rande im Sinne der Definition nach Abb. 826 betragen daher
10,1 = [A7y, oly=1e = 63,3 10-%,
Ba0.1=— (%) smi= = 20.3. 10-%.

b) Fiir die Belastung aus X,; = 1, X, =1 ist nach (1223) und (1224) unte: Beachtung des
Wirkungssinnes von X, nach Abb. 826

d1y,1 =43.4-107%, dip.1=17.9-10-%, g0 1=279.5 10-5.
¢} Belastung H. Nach Abb. 767 1st
H=—(Nyglysmpp+cos e =—4,67t
und nach (1201) y
Bl =—407.43.4-107°* =—2026. 1072,
8y, =—467-77.9. 1075 =—363,5. 10-%.

5. Berechnung der Uberzihligen.

81 = (72,5 + 43,4) « 10-° = 115,9 - 102,

dis = (—122.6 4 77,9) - 10-% =—44.7. 1078,

fiss = (415,0 -+ 279,5) 10-% = 694.5- 10-%,

$1o = (— 24,6 + 63,3 — 202,5) 10~ =—163.8- 10-%,
deo = (1,94 -+ 29,3 — 363,5) 10-° =— 332.26 - 10-5.

X; X
115,0 — 44,7 | 163.8 X, =1639tm,
— 44,7 ‘ 694,5 | 332,20 Xy = 0,584 mt/m .

50*
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6. Formidnderung und Schnittkrifte der Zylinderschale na

1 (1248) und (1244)
w = 1wy 4+ 1,639 w; 4+ 0,584 w,

——— =—51,3-10-% [(1 — &%) — 0,928 e~*" (cos A y + 1,516 sin 4 )] .

M, = 1,639 M, + 0,584 M, = 0,384 ¢ il [1,516cosdn —sindy].

und Schnittkrifte der Kegelschale

2,0 T (1,639 — 4,87) Ar, ; + 0,684 Ar, 5

dAr, g auf 5. 787, Nach (1223) und (1224) ist

,'fj'__l 1 =241+ 10-9 y*2 s~ s cos Nz s

Ary o =433-10-5 y*2 ¢ " (cos 5y — sin 15

My =—3,031 M; + 0,584 My = 0,584¢"2 [cos 17, — 1,89 sin ] .

)

Forminderung und Schnittkrifte sind in Abb, B27 dargestellt,

Berechnung eines Kiihlturmes.

1. Geometrische Grundlagen (Abb. 828)

Zylinderschale: a = 5,0m, I =15,0m, 4 = 0,07 m
Ek=0,147.10%, afh ="T78,6, L=0474 m, A=31"T, 0=y,
Kegelschale: ¢ =65% *=170m, a* = 13,0 m, i* =0,10 m
E h*=10,210.10¢, LY =0,506 m, B* = 10%/5560 , =5l

2. Belastung. Eigengewicht.

Zyhnderschale g = (0,168 t/' m?; Kegelschale g* 0,24 t/m?2.
3. Forminderung der Zylinderschale.
a) Membranzustand. Nach (1153) ist

—agi{l—n) =—107%.1573 (1 — 1),

10~% . i = —10-%.1,05, —

so daB mit =0 dyy,=—1573.10"%, |
Jaga=1056+107%,

b) Fiir die Belastung aus X; =1, X, = 1
(ADbb. 829) ist nach (1248)

b1, ="868.10"%, &y, .= — 1836 10-¢,

4.

ist mit

—_ coste clp
Ei* ;

T 1{|-ﬂ<;t.l,2&i4 v+ 0,5

Mit 4* = g* wird _"\'il'-lrl = — 3,96

Sop o = TT00+ 1078 .

Ogg o= 7700 « 1( X% L
Forminderung der Kegelschale, E |
Membranzustand. Nach (1142) und (1145) |

z 4" sin & und

g Abb, 820,
Gy=¢g+1-2an =87t

;'i 7 r , r’ a*\271] | Gy

| Deooste | \3*/ 1] " 9xEki*sine

]_ a*\ 2 x
FRerE: - el L e
13 214 nu) cos?e [ =1 SRR — —
# ; i 2 \»t) Eh:2my*sinq

¢ 13127 30). &
g 13} [y ii l
T Rt = |

1078, Ba0,1=—4,40. 10~% .




Berechnung eines Kithlturmes, 789

b} Die Belastung X, I, X; = 1 liefert nach (1225) und (1226)
Oy, = 482. 1078, djs.1=806.10-8, Oap. 1 = 3320 10-¢ .

q:;\ Belastung M, Nach (1145) ist

{r
~H = - ctg o =+1,175 t/m

2ma
und daher nach (1201) 850 1=—1,175.482: 107% = — 566 108,
dhg, 1= — 1,175 896 - 10-% — — 1053 - 10-5.
5. Berechnung der Uberzahligen. (§,, = Sep + Bixns Bip = f\ﬂ.r\ 1+ Bo,1 + Gp.0)
X X
1350 —040 581 Ay = 0,632 t/m
— 040 11070 1056 Xo=014] mt/m.

6. Formanderung und Schnittkrafte der Zylinderschale nach (1243) und (1244)
w = wy~+ 0,632 w; + 0,141 w,
—15,73 1079 [(1 — ) — 12,85 ¢~ (cos )z + 1,281 sin 19)],
M, = 0,532 M; + 0,141 My = — 0,110 ¢-*% (sin A — 1,281 cos 4 %) .
7. Formidnderung und Schnittkriafte der Kegelschale nach (1202) und (1221}

Ar.=Adr, o+ (0,632 — 1,175) A, ;4 0,141 47, .

1
[ i =A%, o — 0,643 dr, -+ 0141 A7, 5.
| Ary o auf 5. 788. Nach (1225) und (1226) ist
| A%, 1 =28505-10"%y*2e—"hcosny,,
Ary s =—05,28-107% y*2 2~ % (sin 11 — COS 1) .
| Forméanderung wund Schnittkrifte sind in
n Abb, 830 dargestellt.
M b_ Die Zylinderschale mit ver-
+GTit mitm, --;??'ﬁ‘ﬁ'n.;n. dinderlicher Wanddicke. Niherungs-
dr losungen der allgemeinen Aufgabe ent-
L — | stehen nach S. 778 durch die Unterteilung
Abb. B30, des Integrationsbereichs ! in » gleich-

grolle Abschnitte Ay = 5 omt der Punkt-
folge 0,1...%...#n und durch die Umwandlung der Differentialquotienten der
D‘]fft’lt‘iltla]”lt ‘ichung des Problems in Differenzenquotienten.
Die I}iffvr[_nthf[z:i(u]n_mg der Biegelinie w des Meridianschnittes mit beliebig
verdnderlicher Wanddicke / lautet nach (1229) fiir
v

- - N
N,=0, My;+=f+$,=0, M=—(Bu"":

I E3 \ “ T | e
; - 5y "E".h ,,Ju(II _ﬂ]:!i&[] .,f“].fx.
A Hiy a* hd E i

(1259)

Aus dieser werden nach (211) mit A, /h, = £, die folgenden Differenzengleichungen

abgeleitet:

Z 4 £t 12 (1 — u®) &4

Fa O AR, B A%, L F2 PR o ey Bk :
Lk A2 w oy e LR A Wy == ‘ik.l-l A Wy T 4::,;_. f..':iw'r" EN Pﬁ.k'

Sie lassen sich nach S. 130 umformen
ol 2w et W R SO0 S S 2 I
k-1 WE—-2 T 21"";;_1 (af—._.; =1 h:) i Wy 'rnf 17T 4 |:~’:E ok ”:] = k41 l
'~ ~ 0

12 (1 — u®) st

— 2wy (R + i) + S Whie = <7 bews B=1...(n—=1).

Y]
E &}

(1260)




790 81. Biegungssteife rotationssymmetrische Schalen.

Die Rechenvorschrift besteht neben diesen (1 —1) linearen Gleichungen aus vier
Randbedingungen fiir w, @', M oder J am Rande v =0 und y = . Sie enthilt
ebenso viele Wurzeln (k% —1...n + 1), die daher eindeutig bestimmt sind.
23- oder Spannungs-
zustand, Dieser Lt sich nach (1229) ebenfalls durch Differenzen ausdriicken.

= AR T2 2 59
Sind keine Randbedingungen vorgeschrieben, sondern nur durch die Verbindung
des Breitenschnittes mit anderen elastischen Bauteilen bestimmt, so miissen hier
ebenso wie auf 5. 781 zunichst die Anschlulkrifte berechnet werden. Die Kompo-
nenten dy,, 0y des Verschiebungszustandes ergeben sich in der Regel aus der
partikuldren Losung ven (1259), die Vorzahlen &y, 642, 00 des Ansatzes lassen sich
genigend genau aus den Differenzengleichungen eines unendlich langen Zylinders
mit vorgeschriebenen Randkriften nach S5.789 fir X, =0, =1, My =0 oder
X, =My=1, @, =0 berechnen. Da die Funktionen w(y) in diesem Falle schnell
abklingen, werden die Verschiebungen w,. ¢ auflerhalb einer geschitzten Rand-
zone Null gesetzt, ohne die Bedingungen am entgegengesetzten Rande zu beriick-
sichtigen.

Berechnung des Wasserbehiilters Abb. 819 fiir linear veriinderliche Wandstiirke
(h" = 0).

1. Geometrische Abmessungen (Abb. 832). I'=90m, a =9,0m.
r " . "I:u ;
L g =040 m, fyp=0,20m, = (5 — ),
i Jis Vi
— % = 18,0, fr=sr=1—r.
hig — Ityp Fig 18.0

Der Integrationsbereich ! wird in 10 gleiche Teile geteilt. s = 0.9 m.

2. Belastung. Wasserdruck, #, 1,0 (! -

3. Randbedingungen, Der untere Rand % 0 ist starr e nnt, w 0 w'=0
also w_; = w,. Der obere Rand ist kraftefrei, 0, = 0, M, = 0, ¢ it (1261)
gy = 2wy — wy, Wyg 2 1wy + twg) + 3wy — 2 wy.
G611
-
4. Vorzahlen der Differenzengleichungen (1260)
12(1 — u?) st | 54 0,057 . 54 01
St b AT P e (9.0 LT — = (L1475,
E i3 Pz, By s 1600 ¥e) 3 ki
n =0
T T
[ wg |
- | o4 T 1 sj-1 54
k | 3 ] gy L 4 L | 00—, - S
; e e 2l i B 7 B (P R A S Bt b =
| 1
| | =l |
] |
I 0,0 I,05 I 2,158 ) =
) o 1 | Bz7 ) 0,513
I 0,9 [ | ) 586 3 81 — 0,401
2 . | | © 343 | © 2 0,411
| | .
| : | |




82. Membrantheorie von Rohr und Tonne: 791
5. Die Bedingungsgleichungen unter Beriicksichtipung der Randbedingungen.
5 : 54
iy Wy ti'y Wy Wy g twy g tilg 'y 108 ——put
0,719 2 1TE ), 720 | I ED g
22 i | [ 0,461
_——l — e el T | T 'I__ it Baes -’
.17 4,021 2, DEC :
3,172 | 0 386 0,614 : — 0,411
= e e E— - — — — Sl
o |
729 | — 2,686 109 | — 2,252 1,512
V7 | ) | 4,109 25 ] — 0,359
| o614 | l i _i\ PR e L BES i o
y 614 | - g
| : 1 1530 I,380 0,42 | . 0,308
| o512 1,868 [ | — 0,256
—l _ — —t = —~
| | [
| | 0,422 i) | 0,275 0,205
- i —— | — -| e — —
| | |
| | 4 0,082 L | — 0,154
- — —_— | S — | ——— | — ————— — S —-.— I——— -4
| 0,275 0,082 I,0Gr | O, 704 | O, 10K 0,103
Eats ik ) Lk ] s J== | | i
| | | 3 T ey oy
| | 0,216 ), 764 | 1,204 |—o,332 — 0,051
i =
| | | I 0,166 | 3,33 0,313 o
6. Auflésung. Die Iteration einer Naherungslsung liefert
Fr | : I B S i o (1T 6 | 7 8 |

. | | | | |
10% 1, LI 90,2390 [—0,5144 | —0,6016 |—0,6777 | —0,6131 —0,5I40 | —0,4047 |—0,2860 |—o0, [54;|—-o,012.} mim

7. Schnittkrifte nach (1261). Die Ausbiegung w, und das Biegungsmoment M, sind in
Abb. 820 S. 783 durch die Linie £ dargestellt.

Podschl, T., u. K. v. Terzaghi: Berechnung von Behiltern nach neueren analytischen und

graphischen Methoden. Berlin 1913 und 1926. — Meifiner, E eanspruchung und Form-
anderung zylindrischer GefdBle mit linear verinderlicher Wandstarke. Vischr. Naturforsch. Ges,

Ziitich 1917 8. 1563. — Pasternak, P.: Formeln zur raschen Berechnung der Biegebeanspruchurg
in kreisrunden Behdltern. Schweiz. Bauztg. Bd. 86 (1925) S, 120. — Derselbe: Vereinfachte

Berechnung der Biegebeanspruchung in diinnwandigen kreisrunden Behiltern. Verh. 2. Int.
Kongr. f, techn. Mechanik. Ziirich 1827. — Derselbe: Die praktische Berechnung der Biege-

beanspruchung in kreisrunden Behaltern mit gewtilbten Béden und Decken und linear verinder-
lichen Wandstarken. Schweiz, Bauztg. Bd. 90 (1927). — Susok, K.: Formeln zur praktischen
Berechnung der Biegungsbeanspruchung in kreisrunden Behiltern mit linear verinderlichen
Wandstirken. Beton u. Eisen 1927 S. 450. — Steuermann, E.: Beitrag zur Berechnung des
zylindrischen Behilters mit verinderlicher Wandstirke. Beton u. Eisen 1928 S. 288, Miesel,
K.: Uber die Festigkeit von Kreiszylinderschalen mit nichtachsensymmetrischer Belastung,
Ing.-Arch. 1930 S. 22, — Fliigge, W.: Die Stabilitit der Kreiszylinderschale, Ing.-Arch. 1831
S. 463. — Stange, K.: Der Spannungszustand einer Kreisringschale. Ing.-Arch. 1831 S. 47. —
Abdank, R.: Berechnung ganz oder teilweise gefiillter, freitragender, diinnwandiger Rohr-
leitungen mit beliebig geneigter Achse. Bautechn, 1031 S. 410. — v. Sanden, K., u. F, Télke:
Uber Stabilitidtsprobleme dinner kreiszylindrischer Schalen. Ing.-Arch. 1931 S. 24.

82. Membrantheorie von Rohr und Tonne.

Tonne und Rohr werden bei zahlreichen Anwendungen im Bauwesen lings der
Rinder oder lings ausgezeichneter Mantellinien o = const stetig unterstiitzt und
bei der statischen Untersuchung unendlich lang angenommen (Abb. 833). Eine von
# unabhingige Belastung $ = $(«) erzeugt dann mit 4 = 0 einen ebenen Spannungs-
zustand, dessen Komponenten ebenso wie beim biegungssteifen gekriimmten Stabe
berechnet werden (S. 131 und 136). Durch die Abstiitzung einzelner Querschnitte
des Flichentragwerks mit biegungssteifen Rahmen, Bindern oder Querwinden
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