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774 81. Biegungssteife rotationssymmetrische Schalen.

Schnittkrifte nach (1192).
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Nyg= spg ¢ TUsin(kw)ctga,
hE o
Ngg=— - e~kwcos (ko + k8
' J2k2 B \ 4/
ﬂ — 3 — ko . k )
%2 = 55¢ cos (kw),
i et = (1200)
M, ;=—7V2e**sin (kw + —-) :
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Qs g == =S a et sin (k ),
2 = L B
A¥y g =— ———e~*® gin o cos (ko - 1)
: J2 k% B \ 4

Die Belastungszahlen 8, 4, 64, ; gelten fiir die nach Abb. 810 b abgestiitzte Kugel-
schale. Thr Spannungszustand ist statisch unbestimmt, da die Stiitzkrifte nicht
tangential zur Mittelfliche eingetragen werden. Hierzu ist noch eine Schubkraft
H=—Ngycos o notwendig (vgl. S. 752). Die Belastungszahlen werden daher in die
Anteile dyp 4, 5 ; fiir die statisch bestimmt gestiitzte Kugelschale und die Anteile
030,15 09,1 fiir die Kugelschale mit den Randkriften X, = H, X, =0 zerlegt.
Die Anteile 8, ;, dyy ; sind nahezu die gleichen wie beim Membranzustand und da-
her nach 8. 7511f. bekannt. Die Anteile 8}, ;, 63 ; sind mit (1197)
5’10,1 =Hdy,, 0,1 = Hazl_a' (1201)
Damit lauten die vollstindigen Belastungszahlen

é‘m,rl — 5-10,1 i éiu. 1 aw,L —_ azﬂ, 1 _'+' 'j;.f.l.l'

Bolle, E.: Festigkeitsberéchnung von Kugelschalen. Ziirich 1916. — Lichtenstern, E.:
Die biegungsfeste Kugelschale mit linear verinderlicher Wandstirke. Z. angew. Math, Mech,
1032 S. 347.

b) Die biegungssteife Kegelschale mit gleichbleibender
Wandstirke. Der Kriimmungshalbmesser R, ist unendlich, der
Winkel & konstant und daher nicht mehr als ortsbestimmende
Koordinate geeignet. Er wird durch den Abschnitt y der Mantel-
linie ersetzt, so daBl ds = Rgdo. = dy, Ry = yctge, Damit
lassen sich die allgemeinen Beziehungen (1176), (1177) zwischen
den Komponenten des Spannungs- und Verschiebungszustandes
mit ( )’ fiir d( )/dy folgendermaBen anschreiben:

Ey = E'u = ':_-’I E,f:’ — 1-'—”".'5@_:‘._‘: A — :':y: 19”, l .
i : (1202)
Abb. B11., H}? = _:F_ g e IE-"', J
-Ny s=r :#:’ gl = T * a:' ; A:ﬁ = I::F _-:'Eg_1 + U '.'f\:l , D= 1 ﬁ—El;fﬂ':
\ 3 : : = >
M *ﬂ—B(ﬁ'_; uf‘ Mo Bl LA B-—....E;‘L’ | (1203)
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Belastung und Schnittkrifte eines differentialen Schalenabschnitts unterliegen den
Gleichgewichtsbedingungen (1178). Sie lauten fiir die Lingskrifte

{-Vw ',V:]’ = *'\",5' T ?&?.r = 0 und fgu .?J\', = 'N-ﬂ tg o+ ?: Y= 0 (1204:
oder in einer Gleichung zusammengefaBt und integriert
(Nytga+ Q) v+ [ (Bytga + p)ydy +c=0. (1205)
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Dazu tritt

(M, ) — _Uf,. —Q,v =0 oder y M, 4 M, — .uﬁ —Q,y=0. (1206}
Aus dieser wird mit (1203)
. - ﬁ' {Jl-r f
vy 4 ¥ — — = ---ﬁl ; (1207)

Durch die Verkniipfung der Beziehungen (1202) entsteht
(¥ .rﬁ']‘ =g, — B tga, (1208)
Die ])l’.‘l'l]‘ll]l‘lgt"n gg und £, Werden aus (1104) berechnet. Hierin ist nach (1204)
Ny=—(0,9) ctgo. — p. v ctgo,
Ny=—0Q, ctgo — f ctge mit F(y) = f (Pytge+ £ )udy +c.
Damit N, fiir y = 0 endlich bleibt, ist die Integrationskonstante ¢ fiir die geschlos-

sene Kegelschale Null. Auf diese Weise kann aus (1208) die folgende zu (1207) simul-
tane Differentialgleichung entwickelt werden:

. ] O ¥) T
¥ (@, )" + (0, 9) — {._” S tgto -9 - @ (y)
; {1209)
mit (f)[jl_‘] =

Fy) : .
U 4wy, tga— by |
Die Losung #, O, besteht aus dem allgemeinen Integral der beiden homogenen
Gleichungen (1207) und (1209) und aus einem partikuliren Integral der inhomogenen
Gleichungen, das sich fiir Eigengewicht #, = g sina, $. = ¢ cos « folgendermalen
entwickeln 140t:

TR e R e AR T St £ R 3 T
. FIL} T d} [)J} = [1 T ').'“ sin*og — 4 cos .-'.] E_C“‘; E1% .\.l_ll.'.'
Wird @y = 0 und #; = 4,y angenommen, so ergeben
£y ctgio - g, ctgta
> e o ok Poi= o SEE 2
=0 I E ' Vo T E ¥ |:1 1 1]|

eine partikulire Lésung von (1207), (1209). Aus dieser folgt mit (1203)

g; ctg® h? - 5
Quo=0, M,y=Ms=-42———- — = const. (1212)

Die Biegungsspannungen einer statisch bestimmt gestitzten Kegelschale (Abb. 786)
sind also im Vergleich zu dem Anteil aus den Randstérungen nach S. 776 klein von
héherer Ordnung. Der Spannungs- und Verschiebungszustand kann daher durch
die Angaben auf S. 756 {f. fiir den Lingsspannungszustand beschrieben werden. Das
gleiche gilt von allen rotationssymmetrischen Belastungsfillen.

Die Integration der homogenen simultanen Differentialgleichungen

: i gt ot ) E A} Oy ¥ e A ('} e T i':_l‘,__:l — b E 1
v o' 4 @ e s y (O, 9)" + (@, ) T hE tghe-d ot
oder V20, +3yQ, =hE tgta- 9 [

kann nach den Bemerkungen auf S. 769 vereinfacht werden, da die Funktionen
4, 9 und 0, (, im Vergleich zu den Ableitungen 9" @/ klein von zweiter Ordnung
sind. Der elastische Zusammenhang liBt sich daher mit‘groBer Genauigkeit durch
die Gleichungen

& =—0,/B, 320! =hE tgta 0 (1214)
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heschreiben, so dall entweder § oder @, eliminiert und aus ciner der folgenden

(ileichungen berechnet werden kann:

7 o I — [.’.rLJ“ == 0,=0 |
i (1213)
T A lstosa - 5
oder (y V)" + ———— 1 0 mit yvQ, =1, |
e erste Gleichung stimmt bis auf den Beiwert hAE tg® o/ B y? 4 ke 44 mit

{1186) tiberein. Dieser ist im Vergleich zu (1185) nicht mehr konstant, sondern q_'iiH-
mit y verinderliche, vorgeschriebene Funkition. Da die Integration aus diesem Grunde
in der Regel Schwierigkeiten bereitet, zerlegt man den Bereich I — & nach
J. W. Geckeler durch Breitenschnitte in Zonen mit annihernd konstantem L
und begniigt sich mit dieser Niherungslésung. Dabei kann die Vorzahl 4/L.4 in den

beiden Randzonen mit v = a oder v = [ gebildet werden. Die ortsbestimmende
Koordinate des Winkels & wird auf den oberen Rand
x = 5 x . G e
; (sp=¥—a, ds;=dy) oder auf den unteren Rand
N (sg=1—=2, dsy -d ) bezogen, je nachdem die Unter-

w

suchung den Spannungen am oberen oder unteren Rande

gilt (Abb. 812). Die Gleichungen (1215) lauten also
a1 i hE teto FLE hE

s B at 7T YR

oder mit

£ | 3 (1 ) : 3 (1 o p ok
= 5 ,u” tg?» und = f te? o (1216)
Abb. 812 2
allzemein
1By e e :
.Y H — : — — ¥ auc 449 = 217
e i s ¢ und mit I n auch oyt L 44 0. (1217)

Die allgemeine Lisung dieser Gleichung ist auf S. 769 erértert worden. Sie enthilt
vier Integrationskonstante, von denen bei geschlossener Kegelschale C,, y, wieder-
um Null sind, da die Verdrehung # und die Querkraft 0, aus Symmetriegriinden
an der Spitze Null sein miissen. Die Losung der Differentialgleichung lautet dann

¢ =e"1(Aycosn + dysing) oder d=e"C cos(p+ ), n=s,/Ls. (1218)

Die Integrationskonstanten A,, 4, oder C,, v, sind durch die Randbedingungen
bestimmt,
a) Frei drehbare, unverschiebliche Stiitzung des Randes:

g =1ts0+8=0, V=0 +&=0. (1216)

b) Starre Einspannung des Randes:

Ep=tpt+28,=0, O =0,+8=0. (1220)

i j
Mit # sind auch die Schnittkrifte aus der statisch unbestimmten Stiitzung der

Kegelschale bekannt (1203).

¥

M,=—B¥,M,=--B(ud+4d/y), Q,=—B# ,N,= —Q,ctgx, Ny=(N,y). (1221)
Sie klingen um so schneller vom Rande aus ab, je groBer 4 ist, und bilden zu-
sammen mit den Schnittkriften des Lingsspannungszustandes aus der Belastung

(S. 756 ff.) das endgiiltige Ergebnis,

M,=M, N,=N,+N

v v Vo

usw, (1222)

T
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Die Gleichung (1218) dient auch zur Berechnung des Spannungs- und Verschie-
bungszustandes der Kegelschale fiir eine vorgeschriebene Belastung durch Rand-
krifte X; =1, X, =1 (Abb. 813 u. 814). Das Ergebnis wird bei der Berechnung
von zusammengesetzten elastischen Tragwerken (Abb. 825 u. 828) verwendet.
oy a) Unterer Rand (Abb. 813).

~] Belastung X, 1.

L2
On o M, i
l"l COs .rl._:'i,
F 2 v2costx " l | lli“
o= —— g eOS Ty, ;
: L. E] el
M, = L, sinasinija, |
2ol (1, = g "=sin g (sIn 17, — COS 4. | Abb. 814,
Belastung X 1 .
" 2 da
Bia= — —=sin g, by =5 |
2 y%cost . |
9 LR T e e (e L 165
# = — et cos 1y, B — I3E hsina 2 (sin 7j, — cos JI.._.].i (1224)
e = 2 ; '
M, = —c ™ (sin i+ cosn), Qy=—jesiny;,
b) Oberer Rand (Abb. 814).
Belastung X, = 1. 9 42 12
= " = -i e 1
di; L ERCOS % 0y = 5 sin« .

LOSIE ' |

= ra Sl peta i
: AT oA, e AL e T ' (1225)
i 53¢ s %(sin 1, + cos ), %= LEh 1 cos 1, I { /
M, = Ly sinasini,, (, = —e Msine (sin n; — cos ).
Belastung X, = 1. re :
; 2 R ot
0o = 5H SITL &, r‘Jﬂz oiie]
L 2o : ;
m Y e e TL BT [ 3 S
# = Fe UL oS 1y, Ay, = — TR % (sin ¥, cos 1), (1226)
- 2 ‘
M, = ¢ (s, +- cos 1)), (y= — e s ij.
po

Werden die Randkriifte X, X,, mit einem anderen Richtungssinn als in Abb, 813
und 814 festgelegt, verwendet, so sind die Vorzeichen in (1223) bis (1226) {nt-
sprechend abzuandern. Fiir die Belastungszahlen gelten die
Bemerkungen auf S. 774, (Vgl. auch dic Beispiele auf 5. 7861f.)

Um die Niherungslésung (1218) mit konstantem.L nach
S. 776 zu verbessern, wird die Gleichung (1217) schrittweise filr
schmale, etwa 0,5 m breite Zonen & — 1, & und Mittelwerte 1/L;,
usw. aus den Abmessungen der Zonen angeschrieben. Zur Be-
rechnung der Integrationskonstanten der Gleichung fiir die
Randzone 1 dienen die Stiitzenbedingungen. Die Gleichung (1218)
liefert die Randbedingungen fiir die Lisung der zweiten Zone.
Die einzelnen Schritte der Rechenvorschrift sind also vo
einander unabhiingig, so dall keine mathematischen Schwierig-
keiten entstehen. . ) ABb, B15.

Die allgemeine Losung (1188b) der Differentialgleichung fur
die offene Kegelschale mit den Breitenkreisen rq, r, enthilt
konstante C,, y; und C,, y,, die aus den vier Bedingungsgleichungen fiir den Ver

vier Integrations-
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O

schiebungs- und Spannungszustand an den beiden Réndern bestimmt werden
miissen, Da jedoch die Wirkung aus den Randstérungen schnell abklingt geniigt bei
offenen Kegelschalen mit #s eine Niherungslosung, bei welcher die Integra-
tionskonstanten C,, y, zunichst ebenso wie bei der geschlossen
Ca=0,

Kegelschale fiir

s = 0 bestimmt werden, um sie bei der Berechnung der Integrations-
konstanten C,, w, aus der voll gen Losung mit den Bedingungen am Rande
Y = a zu verwenden.

Um die elastischen Eigenschaft chale mit denjenigen der Zyli
schale zu vergleichen, konnen die alleemeinen Differentialgleichungen fiir die S
nungen und Verschiebungen auf S.774 nach F. Kann auch dadurch vereinfacht
werden, dall die Biegungssteifigkeit der Schale im Breitenschnitt, die Querzusammen-
ziehung des Baustoffs und die Verschiebung v des Breitenschnittes in Richtung der

'||:'J"_
n-

1

(M, =0, =101 0). In diesem Falle folgt aus

T, e
n aut 5,774

hlissigt werden

und mit Ny,=—D— tga

(1227)

Blyw’)'+ wl®% 5 y—0. T
3 Pa!

Diese Differentialgleichung der Biegelinie des Meridians zerfillt nach H. ReilBner
in zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die mit Zylinderfunktionen
riert werden konnen.
m die mathematischen Schwierigkeiten bei der Integration der Differential-
r Funktionen

jl‘.-h_';‘
|
gleichungen (1207) und (1209) zu umgehen, konnen die Ableitungen d

#, 0y, v205 in den Differentialgleichungen (1213) und in den Differentialbezie-
(1

221) der Schnittkrifte nach S. 130 durch Differenzenquotienten ersetzt
Diese werden fiir

hungen )
werden, so dall funfel
die Intervallgrenzen einer Aufteilung des Integrationsbereichs /
angeschrieben und bilden zusammen mit den Randbedingungen in den Breiten
hnitten y a und y = [ einen vollstindigen Ansatz zur eindeutizen Berechnung
Unbekannten. Die Rechenvorschrift dient auf S. 789 zur Untersuchung des
opannungszustandes einer Zylinderschale mit verinderlicher Wanddicke.

rige Differenzengleichungen ent

- g 1n Strecken A v

Zirich 1917, — T
1icher VW oe
ilotrichter.

Ka und S

Heft 20. Berli

¢) Die Zylinderschale. Grundlagen der Ldsung. Die allgemeinen Be-
| ziechungen (1177) zwischen Verzerrung und Verschiebung de:

Mittelfliche werden durch schen Eigenschaften

die geomet

T 'l ” y . £
[ der Zylinderschale R, 0, Rode=dy, o =90% ctge =0,
T a const vereinfacht. Mit der Abkiirzung ( ) fiir
o dy ist nach (1177}
.|l a
g — £ E y /I,--ﬂ,} ]
¥ - | 12
i ¥ \.I' ]
."l i et = '
lr-. I
so dall die Schnittkrifte nach dem Hookeschen Gesetz (1176)
Abb. 810, folgendermalen angeschrieben werden kénnen:
_\.'? — Dy o=l N D == 4 ' M= —B#¥ , M.=—uB i’“-\
\ ' i Iy \ i £ i fi ‘

(1229)
i | e )

Lot . ]..;_;_I_J.—_rluﬁ"
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