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82. Membrantheorie von Rohr und Tonne: 791
5. Die Bedingungsgleichungen unter Beriicksichtipung der Randbedingungen.
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6. Auflésung. Die Iteration einer Naherungslsung liefert
Fr | : I B S i o (1T 6 | 7 8 |

. | | | | |
10% 1, LI 90,2390 [—0,5144 | —0,6016 |—0,6777 | —0,6131 —0,5I40 | —0,4047 |—0,2860 |—o0, [54;|—-o,012.} mim

7. Schnittkrifte nach (1261). Die Ausbiegung w, und das Biegungsmoment M, sind in
Abb. 820 S. 783 durch die Linie £ dargestellt.
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82. Membrantheorie von Rohr und Tonne.

Tonne und Rohr werden bei zahlreichen Anwendungen im Bauwesen lings der
Rinder oder lings ausgezeichneter Mantellinien o = const stetig unterstiitzt und
bei der statischen Untersuchung unendlich lang angenommen (Abb. 833). Eine von
# unabhingige Belastung $ = $(«) erzeugt dann mit 4 = 0 einen ebenen Spannungs-
zustand, dessen Komponenten ebenso wie beim biegungssteifen gekriimmten Stabe
berechnet werden (S. 131 und 136). Durch die Abstiitzung einzelner Querschnitte
des Flichentragwerks mit biegungssteifen Rahmen, Bindern oder Querwinden
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entstehen freitragende Rohre und Tonnen, deren differentiale Streifen sich nicht
mehr gleichartig verhalten, so dall die Spannungen nach der Schalentheorie be-
rechnet werden miissen. Gelten dabei mit s < » dieselben Annahmen wie auf
; S. 743, so lassen sich die inneren Krifte auch
hier durch Schnittkriifte, also durch Lings- und
Querkrifte, Biegungs- und Drillungsmomente
ausdriicken. Die rdumliche Tragwirkung der
o Tonne ist zuerst von A. F6ppl an Fachwerken
Abb, 833, {1894), von D. Thoma und E. Schwerin an
Rohren (1920) und von F. Bauersfeld und

U. Finsterwalder an freitragenden Gewdlpen (1928) untersucht worden.

Um die Rechnung zu vereinfachen, kinnen die Biegungsspannungen gegeniiber
den Dehnungsspannungen eines Abschhitts zundchst ebenso wie bei den rotations-
symmetrischen Schalen vernachldssigt werden, wenn die Randbedingungen voll-
stindig erfillt sind oder wenn die Randstérungen keinen wesentlichen Einflull auf
den Spannungs- und Forminderungszustand besitzen. Das Kraftfeld der Schaie
wird dann allein durch Lingskrifte und Schubkrafte beschrieben, wihrend die
Biegung nur geringe Nebenspannungen erzeugt.

Zur Berechnung der Lingskrifte N, N, und der Schubkrifte N,, geniigen die
drei Gleichgewichtsbedingungen. Die Aufgabe ist also ebenso wie bei den rotations-
symmetrischen Schalen statisch bestimmt. Die Gleichgewichtsbedingungen werden
fiir die #ubBeren Kriifte eines differentialen Schalenteils d x-rde angeschrieben und
dabei auf das Achsensystem der Abb. 838 bezogen. Der Ursprung der x-Achse
fillt in den mittleren Breitenschnitt zwischen zwei Querstiitzen (Abstand 21[). Diese
bedeuten Rinder des stetigen Zusammenhangs und damit Randbedingungen fiir die
mathematische Beschreibung des Spannungs- und Verschiebungszustandes. Das-
selbe gilt von der Begrenzung der Tonnen-
schalen lings der Erzeugenden. Randstérungen
des Membranzust: m{IL.s sind also nur dann
ausgeschlossen, wenn die an den Réndern
der Schale vorhandenen Kriifte den stiitzenden
Randgliedern ohne Zwang zugefiihrt werden
konnen.

Die Wanddicke % ist konstant, die Be-
.\ lastung p eine stetige Funktion von x und a.

=\ Thre Komponenten werden mit p,, f,, £
bezeichnet. Die Verschicbungen der Punkte
Abb, 834, der Mittelfliche im Sinne der drei in Abb. 834

eingetragenen Achsen sind #, v, w.

Bedingungen fiir das Gleichgewicht der Krifte an dem differentialen Abschnitt
Abb. 834 an, '

-dxrdo - ONes gods 4 Fpedxrda =0,

dz .f!jr
. \a 2 IN, .,
x4 —{v;— dxrda -+ pydxrde =0,
Nydxdo+ p.darda =10,
ON. o 1 J Ng aN JON -
L el LLs = e N L -= (1262
S e R py=0, Ax |\ rda | Pz=0, Ny+p,r=0. (1262)
Die Schnittkrifte konnen daher unabhiingig voneinander berechnet werden.
7 ¥ ToA P bl
No=—rp,, Nya=— ¥ By _Ilﬁy‘z"" = (—-iLIJ-l (1263)

___._J’_ ﬂ“d —J'p:dx-;'— Calal. [




spannungszustand einer freitragenden Druckrohrieitung. 793

Die Integrationskonstanten C;, C, sind unabhiingig von x, aber Funktionen von o,
und daher nur durch Randbedingungen fiilr » = const bestimmt. Bei freier Aui-
lagerung der Schale auf zwei Querstiitzen sind die Liangskriifte N, an den freien
Rindern in x = -1 Null; bei freier Auskragung der Schale sind Lingskraft N,
und Schubkraft N, am freien Rand Null. Randstorungen des Membranzustandes
sind dabei aber nur dann ausgeschlossen, wenn die Dehnung von Schalenrand und
Querstiitze stetig ineinander tibergehen. In allen anderen Fillen entstehen ebenso
wie bei der Verbindung von Rotationsschale und Ringtriiger Biegungsspannungen,
die sich allerdings ebenso wie dort nur auf eine schmale Randzone beschriinken
und daher keine groe Bedeutung besitzen.

Der Verschiebungszustand der Mittelfliche (u, v, w) laBt sich mit den als be-
kannt anzusehenden Schnittkriften aus den folgenden Beziechungen berechnen:

du 1 = & duv w 1 o a3
E,=—— = — —ulN), g = — — = (N — y N ,l
z r}. ¥ Eh (N ¢ uNe) fa = Lo ¥ Eh Wa—pN,) (1264)
_ % v 204, |
Yea = s T 87 =  E} Nae .

Spannungszustand einer freitragenden Druckrohrleitung.

1. Lisung fiir Eigengewicht p, = 0, p, = gsina, P = pgcosa.
Nach (1263) ist

Ng=—agcosa,
1 : 4 : ;
Negz=— 7 iﬂ!gstnach - g:jmuy_;ir F Oy =—2¢g xsina<-C,. e <
a 3
[
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Abb. 835, Schnittkrlifte infolge Eigengewicht. Abb. 836,
Aus Symmetriegriinden ist Ny, = 0 fiir » = 0, also €, = (),
1 : . g . :
Nz =-} - [“_‘_!; ¥cosodx + Co=—"—cosua (x4 C;).
@ o a
Fur » = list N, = 0, also €, == — [ Die Schnittkrifte lauten nunmehr
: : SRS ST

Ny=—pgacosw, Noge =—2gxsino, N,=—ra - '.\I = S fees:

Sie sind in Abb. 835 dargestellt.
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Abb, 837, Schaittkrifte und Spannungstrajektorien in
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2. Lbsun

Integration nach

riitberdruck ., =0, $, =0, #; — 2 {f — acosa) (Abb, 836). Die
} liefert

| cos e

~cosxl, Ny =—9axsine, Ne=—w»-——-[1—

Uberdruck, also

Die Schnittkrifte und Spannungstrajektorien sind bei \ 1
fiir f = & 110 m aunf der linken Seite, beir Wasserfiill mit f 40,0 m auf der rechten
te der Abb. 837 eingetragen. Di¢ Hauptspannungen werden also bei wachsendem Uberdruck
immer mehr zu Ringspannungen. Dabei wird die Durchbiegung des Rohres er.

Die Tonnenschale mit Querstiitzung. Die Mittelfliche der Tonmenschale
ist ein zum Meridianschnitt « = 0 symmetrischer Abschnitt einer Zylinderfliche
mit parallelen Rindern o = «* = const, Die Kriimmung des Breitenschnittes 1/r

ist eine Funktion von g, die Wanddicke % in der Regel konstant. Das Flichen-

L& S tragwerk ruht entweder auf allen vier
f | : Riandern oder trigt sich zwischen den
| Ouerwiinden frei. Daneben sind auch noch
ok andere Stiitzungsmaéglichkeiten vorhanden.

e i Die Belastung p wirkt stetig, wird aber
i s im Hinblick auf die Anwendung im Bau-
wesen derart angenommen, dall 4, = 0 und
p,, P, allein stetige Funktionen von ¢, also unabhingig von x sind. Die all-
gemeinen ( ]<1t‘||"f“1‘|11-~!1|.'¢1 ngungen (1263) lauten dann folgendermalen:

Abb. 838,

/i 1 dNaY -
T AT | AV ~ \
N e }‘J; ¥, N KT :._.'"?u ST I,: %+ C 1 ir.‘-‘f_-'r l ’
! R - (1265)
B f ANy x= x 9C; ()
S B L R AL 8 B0
-\‘,r. v Y oo '-.\‘lﬁ"' 30 ¥ do f 2 ¥ o (J:\?'\'I'

Tragwerk und Belastung sind zum Quersch 4 = 0 symmetrisch, so daff zur
Berechnung der Integrationskonstanten C(ax), Ce(a) bei freier Auflagerung cer
1 2 \%t) . .

Rinder x = -1 folg rende Bedingungen gelten:
ri=10z Nix=0 also C;(x) =0,
e - : T e 7 (1266)
=t Ny=10 - also: (Colt) = — 5= "..,Jh”"' > a2
Die Schnittkrifte sind daher
. - i , Ze b S 1 ONg) {12 — aty SEEre
No=—p7, No=—(pu+7 %, Ny=—2-2(p, 4+ 202) (222), (1267)

Ist x = 0 der freie Rand einer einseitig eingespannten Tonne mit N, = 0, N, =0,
so ist Ci(e) = 0 und Cgla) = 0.

An den lmu.,w.ilnlcrn a* — const werden in der Regel Lingskriifte NS und
Schubkrifte N, an Randglieder abgegeben. Der Lingsspannungszustand der Schale
bleibt dabei aber nur erhalten, wenn Dehnung und Spannung in der Grenzschicht
zwischen den benachbarten Bauteilen stetig ineinander iibergehen, ohne dal
Biegungsspannungen entstehen,

Sind die Endtangenten des Breitenschnittes senkrecht (a* = 909), so sind bei
lotrechter Belastung che. L .11];-;\]-_mfte NZ# Null und daher am Rande nur noch Schub-
krifte N, vorhanden, die einem Ix.lIlLthf:rl zugefithrt werden miissen. Sie sind
nach (1267) zum Breitenschnitt x = 0 symmetrisch und erzeugen im Querschnitt ¥
des Randgliedes eine Lingskraft

T
5 dN /
e :""ﬁ"_}_ 1’ c}':!l l-.'lzu’.t’ el i T

I




Die Tonnenschale mit Querstiitzung. 795

Die Lingskréfte S der beiden Randglieder bilden mit den Lingskriften N, eines
Querschnitts der Tonne eine Gleichgewichtsgruppe
&*
5 ?' IJ“'\’IT{EK =
i
und erhalten damit die Bedeutung der Biegungslingskraft eines Balkentrigers.
Die Form des Breitenschnittes steht mit dem Spannungszustand in einer Be-
ziehung, die sich bei der Belastung der Tonne durch Eigengewicht g = const leicht
verfolgen lilt, wenn der Parameter n in der Gleichung des Breitenschnittes
1/r = 1/a-cos® e durch verschiedene ganze Zahlen ersetzt wird, # = 3 liefert eine
Parabel, n = 2 eine Kettenlinie, » = 0 einen Kreis und # = —1 eine Zykloide.
Mit p, =0, p, =gsine, p, = gcosz ist dann

N,=— g afcost e, die B(Jgt‘llkl‘uf[ H — N,cosa = gajcost2a

(2 —n) I r t“- (1269)

No=—gx(2—n)sing, N,y=—pg— ——cosilo (1

a) Der Breitenschnitt ist eine Kettenlinie: n = 2.
H = ga = const, W= Nz=i S=10, (1270)

Die Tonne iibertrigt das Eigengewicht abgesehen von Randstérungen biegungsfrei
nach den Bauteilen am Rande «* = const.

b) Der Breitenschnitt ist der Kettenlinie einbeschrieben: n > 2.

Der Bogenschub nimmt mit wachsendem o zu, die Schubkriifte N, = N, , und
die Lingskrifte N sind positiv und daher S negativ.

¢) Der Breitenschnitt ist gegen die Kettcnlmn iberhoht: n < 2.

Der Bogenschub nimmt mit wachsendem & ab, die Schubkriifte N, = N, und
die Lingskrifte N, sind negativ, die Lingskraft S der Randglieder positiv. Bei
Tonnen mit senkrechter Endtangente (N7 = 0) wird das Eigengewicht vollstindig
nach den Querstiitzen abgetragen. Die Tonne wird zum Triger. Fiir freitragende
Schalendédcher mit Querstiittzung durch Wiinde oder Binder sind nur die iiberhéhten
Breitenschnitte geeignet.

Nach diesen Untersuchungen kann das Gleichgewicht zwischen der stetigen
Belastung einer Tonnenschale und den inneren Kriften eines Lingsspannungs-
zustandes nur in Verbindung mit einem Randglied hergestellt werden, dessen Lings-
kraft S die Schubkrifte N,, am Rande der Schale ¢* aufnimmt und ausgleicht.
Da jedoch der Sinn der Lingskraft S des Randgliedes dem Sinne der Lingskraft N,
des Schalenrandes stets entgegengesetzt ist, so kann sich in der Randzone kein
Langsspannungszustand ausbilden. Die Unstetigkeit der Forménderung zwischen
Schalenrand und Randglied bedeutet vielmehr stets Kriimmungsinderungen durch
Biegung. Sie sind um so groBer, je mehr die mit der Angliederung besonderer Bau-
teile verbundene unstetige Gewichtsvermehrung die Annahmen iiber die duleren
Krifte in den Gleichgewichtsbedingungen fiir den Lingsspannungszustand ver-
dndert. Dabei ist zunichst noch immer ein Breitenschnitt mit senkrechter End-
tangente angenommen worden. Die Verbindung von flachen Kreiszylinderschalen
mit hohen Randtrigern zwingt jedoch von vornherein ebenso wie die unstetige
Belastung oder die unstetige Knammung der Tonnenschalen dazu, die Biegungs-
spannungen des Flichentragwerks in den Vordergrund zu stellen. Dabei werden die
AnschluBkrifte zwischen Tragcr und Schale in #hnlicher Weise wie bei den rotations-
symmetrischen Schalen als die iiberzihligen GréBen eines Hauptsystems betrachtet,
das durch die Trennung der Randtriger von der Schale entsteht. Die iiberzihligen
GriBen, also die Biegungsmomente, Lings- und Schubkrifte sind jetzt allerdings
nicht mehr konstant, sondern Funktionen von #, die als periodische Funktionen
in trigonometrischen Reihen entwickelt angenommen werden. Das Ergebnis entsteht




796 82, Membrantheorie von Rohr und Tonne.

aber ebenso wie bei den biegungssteifen rotationssymmetrischen Schalen durch
die Uberlagerung des Lingsspannungszustandes aus der vorgeschriebenen Belastung
mit den Biegung -~[«ahmnmtn aus den iiberzihligen Groflen, fiir deren Berechnung
die geometrischen Bedingungen iiber die gegenseitige Verschiebung und V erdrehung
der Ufer der Anschlubiquerschnitte von Schalen und Randtriger verwendet w t‘rdul
Die Losung des Problems ist von U. Finsterwalder gezeigt worden. Mit Riick-
sicht auf Platzmangel mulb auf die angegebene Literatur verwiesen werden.

1. Der Breitenschnitt ist eine Ellipse.

as b
¥ —
o + b2cos® o)z
Schnittkrafte aus Eigengewicht 1y 2 sino: e g COS i
]
» e COS &
N, Fath® ——————
(a%sin®o + b2cos?py
(a* — b¥) cose
Nyn=—g¥——a———a—a— sing,
: atsin®o 4 bicos?e ¢
bh. 830 L gt 2 Bath®—Hat (a®—b%) sin®aq— (a%sinx|- b cos r_:)
Ne=—="-11— COg o ————ros S s ol
2 e a®b® (a¥ sin - b® cos fa) 14
Schnittkrafte aus Schneelast. p, = p,sinmcosx, p, = #, cosla.
2
; cos®? g
Nog = — p, a®b? ’
Ps (a®sin® I b cos? :t) J'
Sin & cos o
Ngyx =—8#gbp— =
? a®sin? o - bRcosta
N 3 5 13(1 A'*) a? sin® o —b% cos®a
o= == = P
g pe 2/ (a®sino + bPcosta) ]
2. Der Breitenschnitt ist eine Zykloide.
¥=acosua.
: Schnittkrifte aus Eigengewicht
- 2R=110m—= fy = gEin'g, P, = geosun,
Ketlenlinie Zykiolae x
—| E Neg=—pgacoste, Nyg=—3¢ga sin e,
i == ol a
= 3 i PN
o el el
" i | = s as '\ e
£ = S \
E HE==i § Die Schnittkrafte und Trajektorien sind in \
) — L f # Abb. 840 mit denjenigen fiir eine Kettenlinie als
I = ,_;aj Breitenschnitt verglichen worden.
q‘ﬁs = % Schnittkrifte aus Schneelast
Y o Py = Pysingcos o, P, =9, cos k.
= Ng=—p,acos?e, N,g=—4p,rsinncosm,
! : | N2 I* ] #2\ 1 — 2costu
—— =20 Tl Ne=2pa—|1—=]
Pa a® 3/ COS ot
Abb. 840, —_— - ——
Glelchtng . der Schwerin, E.: Uber die H]nrvumg_{n n
Kettenlinie Zykloide symmetrisch  und  unsymmetrisch belasteten
. e k| 2 : Kugelschalen. Berlin 19018 und Arm. Beton 1919
y=528—4,1800i =0 | *=glp—sing) S.25. — Thoma, D.: Die Beanspruchung frei-
a=478 4 tragender mit Wasser gefillter Itohre. Z. pges.
g | Turbinenwes.. 1920 §.17. — Schwerin, E.: !
/ Uber die Spanpungen in freitragenden gefiillten
Rohren. Z. angew. Math. Mech. 1922 5. 340. —




83. Vieleckkuppeln, 797

Miesel, K.: Uber die Festigkeit von Kreiszylinderschalen mit nichtachsensymmetrischer Be-

lastung. Ing.-Arch. 1929 S, 22. — Geckeler, J.: Zur Theorie der Elastizitat flacher rotations-
symmetrischer Schalen. Ing.-Arch. 1930 S. 2556. — Riisch, H.: Theoric der querversteiften

Zylinderschalen fir schmale, unsymmetrische Kreissegmente. Diss, Miinchen 1031, — Finster-

walder, U.: Die querversteiften zylindrischen Schalengewblbe mit kreisse

; gmentiérmigem
Cuerschnitt., Ing.-Arch. Bd. 4 (1033) S. 43.

83. Vieleckkuppeln.

Die Breitenschnitte der zyklisch symmetrischen Tragwerke sind in der Regel
Vielecke mit gerader Seitenzahl (2#). Sie bilden # Tonnenschalen, die untereinander
kongruent sind und sich gegeneinander in # Gratlinien abstiitzen. Die Kriimmung
des Querschnitts 1/R, kann sich beliebig andern. Sie ist jedoch in der Regel mathe-
matisch bestimmt, der Querschnitt also z. B. ein Kreis-
bogen, eine Ellipse oder eine Zykloide.

Der Schalensektor ist durch einen Rand o — Oy
und durch zwei Gratlinien begrenzt, welche den Winkel
2@ = mtfn einschlieBen (Abb. 841). Sind die Randbedin-
gungen fiir o. = &, nach S. 794 erfiillt und Randstérungen
ohne Bedeutung, so erzeugt jede stetige Belastung allein
Schnittkrifte Ny, N,,, N,. Die allgemeinen Angaben
dariiber auf S. 794 enthalten zwei Funktionen f, (z), fala)
als Integrationskonstante, iiber die im Sinne des Lings-
spannungszustandes in den Graten so verfiigt werden
kann, dal} die Hauptschnittkriifte mit der Tangente an
die Gratlinien zusammenfallen und daher die Kompo-
nenten in Richtung der Haupt- und Binormalen Null
sind. Die Anzahl 2# der unbekannten Funktionen f(x)
stimmt mit der Anzahl 25 der verfigharen Bedingungs-
gleichungen der Schale fiir den Lingsspannungszustand
des Tragwerks in den Graten iiberein. Die Grate erhalten
daher bei jeder stetigen Belastung der Tonnen im wesentlichen nur Lingskrifte.

Die Integration der Gleichgewichtsbedingungen (1262) fiir eine Belastung aus
Pe=0, b, =p,(x), P, = p.(ex) liefert mit Rey=vr

Abb. 841.

- - P .'\."u._ % . ¥ =
Na=—20Ry Neo=—(gg tb)s+h)=—2is+h),|
P ORE o Bhl Lt

BT IRe0a " | Rydg fale) .
Die Belastung ist entweder symmetrisch (Eigengewicht, Schneelast) oder anti-
metrisch (Windbelastung).

Die Unstetigkeit der Mittelfliche in den Gratlinien zwingt zur Zerlegung des
Spannungsbildes. Der eine Anteil beschreibt die Tragwirkung der Tonne zur Uber-
tragung der Belastung nach den Gratlinien, der andere die Tragwirkung der Kuppel

zur Ubertragung der Randkrifte in den Gratlinien nach . <
den Stﬁtzpunk[en und Randgliedern. gj &
Losung bei zyklisch symmetrischer Belastung.

Anteil I. Die Schubkrifte N,, sind in allen Symmetrie- g, asa
ebenen, also auch in den Querschnitten x =0 (Abb. 841)
Null, so daB nach (1271) f,(«) = 0. Durch die Ausniitzung
der Symmetrie ist in den Gratschnitten nur noch die Be- Abb. 842,
dingung verfiigbar, daB die Komponente B, der Haupt-
schnittkraft in x =/, in Richtung der Binormalen Null ist. Darnach gilt fiir den
GrundriB eines differentialen Schalenteils (Abb. 842)

By=(N,;—2N,, cosatgp+ f'.';l jcostatg? o) Rydacosp =0,
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